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Anwendungen zur Tensorrechnung 1

TEIL I: Mathematische Vorraussetzungen

1 Grundziige der Tensorrechnung

e vgl. hierzu separates Skript zu Tensorrechnung (www.mechbau.uni-stuttgart.de).

2 Grundziige der Vektor- und Tensoranalysis

e vgl. hierzu separates Skript zu Tensorrechnung (www.mechbau.uni-stuttgart.de).

3 Anwendungen zur Tensorrechnung

Flichenmomente 2. Ordnung

Der Flidchentrigheitstensor:

J = /S[(X~X)I—(x®x)]da.

Bem.: Die Koeffizienten J;, des Flachentrigheitstensors J werden als , Flachen-
tragheitsmomente“ eingefiihrt.

Man erhélt im einzelnen fiir eine Flache in der es-es3-Ebene mit der Flichennormalen
n=e; und X = xy€ey + x3€3:

e polares Fliachentridgheitsmoment:
J11 - Jp - /(ZL‘% +x§)da
S
e axiale Fliachentragheitsmomente:

J22:/$U§d&, J33:/.T§d&
S S

e Deviations- bzw. Zentrifugalmomente:

J23:J32:—/ZL‘25L‘3d(1
S

Der Tragheitsradius:
T
i) = % mit A: Querschnittsflache .

Bem.: (jj) bedeutet hier ,keine Summation* {iber j
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Anwendungen zur Tensorrechnung 2

Die Flichentrigheitsmomente bzgl. eines Schwerpunktsystems {O, e}:

e axiale Eigentréagheitsmomente:

Ty — /xgda, Ty — /xgda
S S

e Figen-Deviations- bzw. Zentrifugalmomente:

j23 = j32 = —/:nggda
S

Die Fliachentragheitsmomente bzgl. eines beliebigen Systems {O, é}:

A

Veranschaulichung: ‘4% R

e axiale Flachentrigheitsmomente:

7 T ) T 7 5.2
J22 = J22 + T3p A — J22 = J22 — T3p A
7 T, ) T, 7 52
J33 = J33 + X5p A — J33 = J33 — Top A

e Deviations- bzw. Zentrifugalmomente:

Joz = Jo = Jy—Topdzr A — Jog = J = Ju+lapizpA
Bemerkungen:

e In Bezug auf parallelverschobene Achsen setzen sich die Trégheitsmomente zusam-
men aus den Eigen-Trigheitsmomenten und den Steiner-Anteilen.

e Die axialen Tragheitsmomente werden im Flachenschwerpunkt zum Minimum, d. h.
die Steiner-Anteile verschwinden.

Die Flichentrigheitsmomente bzgl. eines gedrehten Schwerpunktsystems {O, é}:

Veranschaulichung:
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Anwendungen zur Tensorrechnung 3

Transformationsbeziehungen fiir Flachentrigheitsmomente:

j22 - %(jQQ + j33) + %(jzg — j33) COS 2(p -+ j23 sin 2g07
Jyg = 2(Joo + J33) — 3(Jao — Js3) cos 2¢ — Jossin 2,
Joy = Jpp = — %(Lz — J33) sin 2 + Jozcos 2.

Das polare Trégheitsmoment ist unabhéngig von der Drehung des Bezugsystems um
die e;-Achse: i
J11 == Jp == Jp = Jp — J22 + J33 .

Haupttrigheitsmomente:

Merke: In Hauptachsendarstellung der Flichentragheitsmomente verschwinden die
Deviationsmomente.

Lage der Hauptachsen: -
2Ja3

tan 2 = =—.
e J22_J33

Eindeutige Lagebestimmung der Hauptachsen:
203 Jag — Js3

sin2pg = = = — C0S2py = = = — .
£/ (Jos — Jug)? + 4T3 £/ (Jor — Jug)? + 4T3

Bestimmung der Haupttragheitsmomente:

Jipp = 5(Jo+ Js3) £ \/i(jm — J3)2 4+ 3 = Jagszs (o) -

Bem.: Bei Symmetrie der Fliche und Wahl der Symmetrieachsen als Koordinaten-
achsen verschwinden die Deviationsmomente, d. h. das gewéhlte Koordina-
tensystem stellt das Hauptachsensystem dar.

Vorgehen bei der Berechnung des Flichentrigheitsmoments mit Teilflichen
(von denen die Teilflichentragheitsmomente einfach zu berechnen sind):

1. Einteilen des Querschnitts in einfache, bekannte Teilflichen
2. Gegebenenfalls Berechnung des Flachenschwerpunkts

3. Berechnung der Flachentrigheitsmomente fiir die Teilflichen
(mittels Integration oder aus Tabelle entnehmen)

4. Gegebenenfalls drehen der lokalen Koordinatensysteme auf das
globale Koordinatensystem

5. Berechnung der Steiner-Anteile fiir die Teilflichen

6. Addieren der einzelnen Anteile
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Anwendungen zur Tensorrechnung 4

Geometrie Flache A Joo J33 Jo3
— b —
P ] bh? b h
= 12 12
20
A
4 4
N
bh bi n !
2 36 48
1 a |
>F | 1 ab ab’ ba? a’v?
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~ i
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Spannungs- und Verzerrungszustand D

TEIL II: Allgemeine Grundlagen der Elastostatik

4 Elastostatik

Das linear-elastische Verhalten mit Temperaturdehnung im 1-d
Fall (Stabproblem)

Bem.: Gesamtdehnung kann als Summe der elastischen Dehnungen ¢, = o/E und
der thermischen Dehnung ¢y = ay A© dargestellt werden:

d
e(xy) = d—;l = u(xr) = %jtalgA@ — o0 = E(e—ayAO),
e
([ ay . Wirmeausdehnungskoeffizient [1/T],
AO (z;) :  Temperaturdanderung [T,
mit N,
o= Normalspannung [K/L?],
1
| FAi(v1) @ Dehnsteifigkeit [K].

Hauptdifferentialgleichung des geraden Stabs:
(EAY) = —ng+ (EAjay AOY mit n;: Streckenlast langs der Stabachse

Bem.: Die Losung der Differentialgleichung erfolgt durch Integrieren und Bestim-
mung der Konstanten durch Randbedingungen.

5 Spannungs- und Verzerrungszustand

Der allgemeine Spannungszustand

Das Lemma von Cauchy:

t(x,n) = —t(x, —n).
Das Theorem von Cauchy:
t(x,n) = o(x)n — da;: t; = oe€;.
_ 1. Index ¢ : Richtung der Spannungskomponente,
" { 2. Index (z.B. 1) : Flichennormale (auf der e;-e3-Ebene).

Bem.: Positive (Negative) Normalspannungen sind Zugspannungen (Druckspan-
nungen).
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Spannungs- und Verzerrungszustand 6

Hauptspannungen und Hauptrichtungen von o

Berechnung der Hauptwerte (Hauptspannungen Ai/5/3 = 071, 09, 03) von o durch Losen
der charakteristischen Gleichung von o

det (0 —AI) = 0.

Darstellung des Spannungstensors in Hauptspannungen und -richtungen:

3 o1 0 0
a:Zajej(X)ej: 0 09 0 e ®ey .
j=1 0 0 03

Berechnung der Hauptrichtungen e; von o:

(U—)\ZI> (*32 = 0,

mit den Eigenvektoren: & = Ru er, Ry =cos<(eg, él)

Ebener Spannungszustand in der e;-e;-Ebene (o33 = 0)

Transformationsbeziehungen fiir die Spannungskoeffizienten:

~ 1 1 .

011 = 5(o1 +02) +5(011 — 092) cos2¢ + 012802,
pe — 1 1 .

099 = 5(0’11-'-0'22) —5(0'11 —0'22) COS2Q0—O'12 51n2g0,
~ ~ 1 .

012 — 091 = —5(0'11 —022)s1n2<p +012COS2(p.

Lage der Hauptspannungsachsen:

20’12
tan2py = ——.
011 — 022

Eindeutige Lagebestimmung der Hauptnormalspannungsachsen:

9 2012
S 2 = )
’ V(o1 —o0n)?+40,
011 — 022
cos2¢g =

V(o —ow)2+403,

Bestimmung der Hauptnormalspannungen:

0172 = %(011 = \/i(an —02)%+ 01,

Lage der Hauptschubspannungsachsen:
2 012

Eindeutige Lagebestimmung der Hauptschubspannungsachsen:

—(011 - 022)

*
sin2yp = )
V(o —022)? + 403,
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Spannungs- und Verzerrungszustand 7

20’12
V(o —on)? +403,

Zusammenhang zwischen Hauptschubspannungs- und Hauptnormalspannungsachsen

*
cos2¢ =

sin 2 4,*0 = — €0s 2¢g * T
. Y = Z + Y2l
cos2¢ = sin 2¢q

Bestimmung der Hauptschubspannungen:

T2 = ?\/%(011—022)24—0'%2, bzw. T2 = :F%<O'1—O'2).

Zu den Hauptschubspannungen 7/, gehérende Normalspannungen:

* *

Ol = Oy (P) = %(011 +on) = %(01 +09) = ol
Berechnung der mittleren Spannung o (hydrostatischer Druck p):
1 1
1
= -troc = -lg = —p.

Der allgemeine Verzerrungszustand

Darstellung von Deformationen:
e nichtlinearer Greenscher Verzerrungstensor:

E = JF'F-1I) = L(gradu+grad’u+ grad"ugradu),

bzw. E = €ij €; X €, = %(ui,j -+ Uy i -+ Ui ukJ) e X €,
mit dem Deformationsgradienten:
dx + du
F = xrdu I+ gradu.
dx

e Linearisierter Greenscher Verzerrungstensor:

o _ _ 1
Ein. = € = gje,@e; = j(uj;j+uj)e @e;.

Definition: Die Koeffizienten ¢;; mit ¢« = j heiflen Verzerrungen, die Koeffizienten
vij = 2¢€;; mit ¢ # j heien Gleitungen.

Bem.: e Der lineare Verzerrungstensor ist symmetrisch, d.h. e = 7.
e Hauptwerte des Verzerrungstensors E bzw. € und zugehorige Hauptricht-
ungen konnen durch Losung des Eigenwertproblems bestimmt werden.

Finite und lineare Volumendehnung

Allgemeine Volumendehnung:

€y, = m = detF -1
d’Uo
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Stoffgesetz der linearen Elastizitédtstheorie 8

€y : allgemeine Volumendehnung,
mit dv :  Volumenelement im aktuellen Zustand,
dvy :  Volumenelement im Referenzzustand.

Linearisierte Volumendehnung:

Culin. —. &y = diva = -1 = €y = Uiy

6 Stoffgesetz der linearen Elastizitédtstheorie

Stofftkenngréf3en der linearen Elastizititstheorie

Voraussetzung: homogene, isotrope Werkstoffe

Bezeichnung der Stoffkenngrofien:

A : Lamé-Konstante  [K/L?] %k : Kompressionsmodul — [K/L?|
w=G : Schubmodul [K/L? v : Querkontraktionszahl [—]
E : Elastizitdtsmodul [K/L?]

Das allgemeine Stoffgesetz der linearen Elastizitéitstheorie

4
Hookesches Stoffgesetz : oc=Ee =2ue+ eI,
Koeffizienten von o : Oik = 21ei + A (e11 + €22 + €33) ik
4 23
Elastizitétstensor : E=2uIDT+XI®I),

mit den Lamé- Konstanten u, A.

Bem.: e  Aus Versuchen kénnen 4 elastische Konstanten (E, G, v, k) bestimmt
werden, von denen nur 2 voneinander unabhingig sind.

e  Die 2 voneinander unabhéngigen Materialparameter miissen aus
2 voneinander unabhéngigen Versuchen gewonnen werden,
z. B. Zugversuch und Schubversuch (bzw. Torsionsversuch).

e  Es existiert ein eindeutiger Zusammenhang der Konstanten E, G, v, k
mit den Lamé- Konstanten p und .

Superposition von elastischer und thermischer Volumendehnung;:

1
€y = Ea{,{1+3a19A@ =: €y, + Eu,
Mittlere Spannung o mit k = b
" 3(1—2v)
E
ar— o I) —3ayAO].
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Stoffgesetz der linearen Elastizitédtstheorie 9

Zusammenhang zwischen den Konstanten:

A\ nw=_G E v k
(3N 4 2p) A 2
A A HOAT SH) 4 At
a a N+ p 2 (A + 1) 3/
E—-3\+c 2\ E+3\+c
N E A —_— E
’ 4 E+X+c 6
v \ A1—=2v) | AM1+4+v)(1—2v) , A1+v)
2v v v
2 9k (k—\) A\
W5 A (k=X — k
’ 3< ) 3k— A\ 3k—A
E—-2 E-2 E
B ME=20 . B p p
3u—FE 2u 3(3u—F)
2uv 2 (1+v)
2u (1
i 1— 20 a pl+v) Y 3(1—2v)
2 9k p 3k —2un
k k— = k
o 3/ a 3k + p 6k -+ 24
(14+v)(1—2v) 2(1+v) 3(1—2v)
3k(3k— ) 3kE 3k—E
E _ E
K 9k - F 9k - F 6k g
k k(l1—2
v, k kv Sk{l-2v) 3k(1—2v) v k
1+v 2(1+v)

mit der HilfsgroBe: ¢ = VE2 +9)2 4+ 2E\

Allgemeine 3-d Fassung des Stoffgesetzes

1. Das nicht-isotherme Stoffgesetz mit den Kontanten F und v:

v

7= Tt Ty, & D ppm At e se
O mech O temp
. E v E
mit oy = 1+V[5ik+1_2y(511+522+533)5¢ ]—EO@A@&%.
Im einzelnen erhéalt man:
E
= 1 - — (1 AO
o11 (1+V)(1—2V)[( v)en +v(esn+ess) — (1+v)ay ],
E
T2 = [(1—=v)en+v(en +e) — (1+v)ayAO],

(1+v)(1—2v)
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Gleichungssystem der Elastostatik deformierbarer Kérper 10

E
= 1-— — (1 AO
033 (1+u)(1—2y)[( v)ess+v(en +e2) — (1+v)ay AO],
£ 2G fir @ #k
a; = /<&t = Ei ur 2 .
k ) k k
2. Inversion des nicht-isothermen Stoffgesetzes:
1
e = E[(1+V)U—V(U-I)I]+ ay ABT = ge;Qey,
~ ~ " S—
Ee Ey
1
fik = o [(1+v)ou — v (o + 02+ 033) 0 | + g AO G, .

Im einzelnen erhalt man:

1
e11 = E[U1l—V(022+033)]+a19A97
1
€99 = E[UQQ—V(U33+011)]+0519A97
1
€33 = 5[033—V(U11+022)]+0é19ﬁ@,
14+v 1 1 .
; — — O = — O — = — 0 fur7 # k.
Eik E Oik 2G0k Yik GUk} 7é

7 Das vollstindige Gleichungssystem der
Elastostatik deformierbarer Korper

Gleichgewichtsbedingungen
(a) Kraftegleichgewicht (Kriftesatz):

Bem.: Die Summe der auf den Korper einwirkenden Volumen- und Oberfléchen-
kréfte verschwindet.

Kriftesatz in globaler Form:

0 = /tda+/pbdv,
S 12

bzw. mit Cauchy-Theorem und Umwandlung des Oberflichenintegrals in ein
Volumenintegral

0 = /(diV0'+pb) dv. (%)
%
Kriftesatz in lokaler Form:

Bei Stetigkeit und stetiger Differenzierbarkeit von o und pb mufl der Integrand von
(*) an jedem Ort x verschwinden, d. h.:

0 = dive +pb.
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Gleichungssystem der Elastostatik deformierbarer Kérper 11

(b) Momentengleichgewicht (Momentensatz):

Bem.: Die Summe der Momente aller Krifte verschwindet bzgl. eines beliebigen
Punktes B.

hier: Momentensatz bzgl. des Ursprungs.

Momentensatz in globaler Form:

My, = 0 = /xxtda —|—/x><(pb)dv,
s v

bzw. nach Umformung mit Cauchy-Theorem und Integralsatz
0 = / [x x (dive +pb) +Ix o] dv. (xx)
1%

Momentensatz in lokaler Form:

Bei Stetigkeit und stetiger Differenzierbarkeit des Integranden von (k%) folgt

0 = xx(dive+pb)+Ixo,
—_——
=0

so dafl mit der lokalen Form des Kriftesatzes die Symmetrie des Spannungstensors
o folgt:

T

0 = IXxo = o=0" +— o0y = 0.

Lamé-Naviersche Gleichungen

Bem.: Die Lamé-Navierschen Gleichungen (Hauptgleichungen des linear-elastisch
deformierbaren Korpers) entsprechen dem in den Verschiebungsableitungen
formulierten Kréftesatz.

pAu+ (p+ M) grad(diva) + pb = o0,

E
. — A
bzw 2<1+y)[ u+

- Vgrad(divu)]—l—pb = 0.
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Elementare Elastostatik der Stidbe und Balken 12

TEIL III: Elastostatik der Stibe und Balken

8 Elementare Elastostatik der Stibe und Balken

Gerade Biegung mit Lingskraft und Temperaturinderung

Bestimmung der ,,Biegenormalspannung:

(a) Stabproblem:

e Lingskraftbeanspruchung mit iiber die Balkenhohe konstanter Temperaturbelastung
ABO = AO,,:

/

€l
(b) Balkenproblem:

e Gerade Biegung mit iiber die Balkenhohe linearer Temperaturdifferenz:

M. AO, — AO,
Jﬁ = —21‘3:E<€1B1—O{§T

J22 XT3 ) .

J

~
B
11e

(c) Superposition der Teilergebnisse liefert die ,,Biegenormalspannung*:

o1 (xy, x3) = + T3

Bestimmung der Lage der ,,neutralen Faser:

Definition: Die neutrale Faser ist die Verbindungslinie aller geometrischen Orte mit
011 (71, 135) = 0.

Nl(llfl) J22(371)

s Zay = — .
o Ay (1) My(y)

Superposition der Teilergebnisse fiir die Verzerrungen:

en = e (N1, ABy,) 4 efi (My, AC:)?,)

AO, — AO,
- %+ag(A@m+Tx3).
———

A O3
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Elementare Elastostatik der Stidbe und Balken 13

Differentialgleichung der geraden Biegelinie

Veranschaulichung:

Merke: Das statische und das geometrische Problem kénnen entkoppelt berechnet
werden, wenn das statische Problem fiir sich allein gelost werden kann:

— statisch bestimmte Probleme.

Fiir statisch unbestimmte Probleme miissen das statische und das geome-
trische Problem gemeinsam behandelt werden (allgemeines Problem der
Biegelinie).

Differentialgleichungen der geraden Biegelinie:

Sonderfall: konstante Streckenlast © 3 = qo = konst.

konstante Biegesteifigkeit . EJy = konst.

konstante Temperaturbelastung : Aég = konst.
EJpw'= gs
EJos w"” = g3 1 +C4 = _Q?)

* *

EJypuw" = %CJ?, 3 +Crx; +Cy —EJy ay AOg = —My — EJyayAO;
EJypw' = qza} +35C 27 +Cha1 —EJpayAQszy  +C3 = —EJynp,

EJQQ’UJ = iq;:, ZC%"‘%Cl SC:{) —|—%02 .T% _%EJ22 (o) A@3 .T% +Cg T +C4

Bem.: Die Integrationskonstanten C'; — C} sind aus geometrischen und statischen
Randbedingungen zu bestimmen.
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Elementare Elastostatik der Stidbe und Balken 14

Randbedingungen zur Bestimmung der Integrationskonstanten:

Symbol statische RB geometrische RB
gelenkiges Auflager  EEREEEEEEEEE () M, =0 w =0
freies Ende s ﬁ[z _ 0 —
. N ( w 0
Einspannung \EEEEEEEEEEESS ) —
w =0
Parallelfithrung 31:--------——————() Qs =0 w =0

Ubergangsbedingungen zur Bestimmung der Integrationskonstanten:

Symbol statische UB geometrische UB
Momentengelenk O My, =0 wp = Wy
Querkraftgelenk —— | f—— Q3 =0 w) = w
. w; = Wy
Querschnittssprung — W = wl

Schubspannungsermittlung bei der geraden Biegung
prismatischer Balken mit Vollquerschnitt

Schubspannung infolge Querkraft:

_Q3($1) 52($3)

os1(21, 3) = Joo (1) b(xs)

Schubspannungsermittlung bei der Biegung gerader Balken mit
diinnwandigem Querschnitt
(a) Offene Profile
Annahmen iiber die Schubspannungsverteilung:
Fiir hinreichende kleine Profildicke 6(s) gilt:

e Es existiert keine Schubspannung in Profildickenrichtung: o517 = 0.

e Schubspannungen in Richtung der Laufkoordinate s sind konstant in Profil-

dickenrichtung:
0,1 =: 7(s) konstant bzgl. i(s).
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Elementare Elastostatik der Stidbe und Balken 15

e Berechnung des Schubflusses t(s):

Schubspannung infolge Querkraft:

 Qs(21) 55(s)

m(s) = o2 (1) 0(5)

,  mit Sg(s):/osx3(§)5(§)d§

Merke: Die Summe der einem Knoten zuflieBenden und von einem Knoten abfliefen-
den Schubfliisse ist identisch. Dies gilt ebenso fiir die statischen Momente.

(b) Geschlossene Profile

Merke: Geschlossene Profile besitzen keinen einfach zusammenhéingenden Quer-
schnitt, d.h. sie sind innerlich statisch unbestimmt.

Bem.: Auf den Symmetrieachsen verschwinden die Schubkréfte:

Schubmittelpunkt bei einfach symmetrischen Profilen

Voraussetzung:

e SchnittgroBlen greifen im Schwerpunkt der Querschnittsflache an.

e Aquivalenz zwischen duBerer Belastung und inneren Spannungen via Schnittgrofen.

Definition: Der Schubmittelpunkt M ist derjenige Querschnittspunkt, bzgl. dem die
aus der Querkraft resultierenden Schubkréfte T kein Moment erzeugen.

| OF
T1 Tl

MTQ QS
F TQ /\‘ B F T2 F
Lo = — T2 <i F 7£ M 7—7¢<—4 — T2 <i
2
T3 T3 T3 T3
T1 &Z T1
Tom
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Elementare Elastostatik der Stidbe und Balken 16

Lage des Schubmittelpunkts M:

Satz:

Symmetrieachsen des Querschnitts sind geometrische Orte fiir die Lage
des Schubmittelpunkts.

e Bei doppelsymmetrischen Querschnitten fallen F' und M zusammen.

e Schneiden sich bei einfach symmetrischen Querschnitten alle Schubkréifte in einem
Punkt, so ist dieser Punkt der Schubmittelpunkt (gilt auch fiir nicht-symmetrische

Querschnitte).
Berechnung des Schubmittelpunkts M fiir einfach symmetrische, diinnwandige
Profile:
~
1 [ 8 > T; 1;
Topy = Xog — — [ Sa(s) ri(s)ds bzw. Toyg = Top + 22—
J22 0 QB
mit B : beliebiger Bezugspunkt,
T . senkrechter Abstand der Schubfliisse bzw. Schubkrifte zum Bezugspunkt,
Top . Abstand des Fldchenschenschwerpunkts zum Bezugspunkt,
T, = / t(s)ds = / 7(s)d(s)ds:  Schubkrifte.

Graphische Integration des Schubflusses und der Schubkraft mit Hilfe der
Integrationstafeln:

Sg(é):/leg(s)é(s)ds, T:/OZT(S)a(s)ds

x30(s;) Sa(s;) = /xg d(si)ds Sa(s;)ds
l
#—»5
c cl
)
a al=c Loz =1c

quad. Parabel

1 —
a zal=c %alQZ%cl
(€
quad. Parabel
1 — 1 2 2
a §al—c gal :§Cl
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Die schiefe Biegung des Balkens

Voraussetzung:

e Bezugssystem ist Schwerpunktsystem,
e Vernachlissigung der Spannungen {09, 033} < 011,

e Last- und Verformungsebene miissen nicht identisch sein.
Biegenormalspannung:

e bei schiefer Biegung im Schwerpunktsystem

Ny 1

A1+J22J33_J223[(33 o — JaaMz)xs + (Joz My — Joa M3)as ],

011

e bei schiefer Biegung und Bezug auf Haupttragheitsachsen
(Joz = J3 = 0)

Lage der neutralen Faser:

e bei schiefer Biegung und Bezug auf Haupttrigheitsachsen
(Joz3 = J32 = 0)
Nidaa | Mz Ja

X = — + T .
N A My Jag My 2

Differentialgleichungen der schiefen Biegelinie

e bei schiefer Biegung im Schwerpunktsystem mit {A ég, Aég}

1 *

wy! —J33 Mo + Jo3 M3) — vy A O3,
3 B (o oy — J223)( 33 Mo + Jo3 M) 9 3
1 *

wy (=30 Mo + Jog M3) — ay AOs .

E (Jyy J33 — J33)

Mit {A (i)z, Aé3} = konst. bzgl. z, folgt
E (Jap Jss — J3) wi¥ = Js3q3+ Jasqa,
E (Jy Jss — J3z)ws” = Jsaqzs+ Jags.
e bei schiefer Biegung und Bezug auf Haupttrigheitsachsen (Jo3 = J3o = 0)

EJ22’LU?{V = (g3,

EJ33w5V = Q2.
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Schubspannungsermittlung bei schiefer Biegung

Bem.: Schubspannungsermittlung bei schiefer Biegung wird erforderlich, wenn ),
und Q3 im Hauptachsensystem oder Q) und/oder @3 im beliebigen Schwer-
punktsystem existieren.

Vor.: diinnwandiger, offener Querschnitt:

e bei schiefer Biegung im Schwerpunktskoordinatensystem

T(s) = — !

(o T3 — J23) 0(5) [ (J33 Qs + Jog Q2)52(s) + (J32 Q3 + J22 Q2)S5(5) |

e bei schiefer Biegung und Bezug auf Trégheitshauptachsen (Jo3 = J3 = 0)

B @2552((5)) " QJ;%(S))

7(s)

Schubmittelpunkt bei nicht-symmetrischen Querschnitten

e bei schiefer Biegung im Schwerpunktskoordinatensystem

! D z A
J33/ Sa(s) ri(s)ds + J32/ Ss(s) re(s)ds
0 0

Topm = 2B — oy Jas — J223 ;
l ) l )
JQg/ Sa(s) Tt(S)dS+J22/ S3(s) r(s)ds
T3y = T3+ 0 0

J22 J33 - J223

e bei schiefer Biegung und Bezug auf Trégheitshauptachsen (Joz = J32 = 0)

1t Y
Tay = Tap Sa(s) r(s)ds,
22 Jo
I )
T3 = T3p+ —— [ S3(s)mi(s)ds
J33 Jo
mit
So(si) = / x3(8;) 0 (5;) ds; 4+ Sao ,
0
53(82‘) = / l‘g(gl) 5 (§Z) dgz + 530 s
0
x23(s;) : Abstand vom Schwerpunkt in x5 3-Richtung zur Laufkoordinate s; ,
d(s4) . Bauteildicke in Abhéngigkeit von der Laufkoordinate s; ,
r($) : senkrechter Abstand zwischen der Laufkoordinate und einem

beliebigen Bezugspunkt .
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9 Spezielle Probleme der Elastostatik der Stibe und
Balken

Kernflichenberechnung

Definition: Der Kern ist derjenige Teil eines Querschnitts, in dem eine auflermittige
Normalkraft angreifen kann, so daf§ nur Spannungen eines Vorzeichens
im Querschnitt auftreten.

1. Festlegen der Randtangenten t (diirfen den Querschnitt nicht schneiden)
2. Bestimmung der Flachentragheitsmomente Jso, J33

3. Berechnung der Achsenabschnitte:

)

J33 b 133 . . J33
Top = — ZW. Top = ——= mit 133 = —
A1$20 T20 Ay

Joo i2 J-

- _ b = 22 R A Po— 722
Isp — A ZW. T3zp — mi 192 = A
1230 T30 1

Veranschaulichung:

Verbundquerschnitte

hier: Bezug auf Haupttriagheitsachsen.

Berechnung des Steifigkeitsverhéltnisses n:

E S : Stahl
n:E—S mit Eg> Fz und z B.
B B : Beton
Stabproblem (zentrische Normalkraft):
A
Ng = NI - s
N = Ng+ Npg mit ‘
N _ yAs
B = A,

mit ideeller Querschnittsfliche A;:

Az’ = AB+77'AS
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Lage des ideellen Schwerpunkts F;:

Ag
€g = Al €,
TI,AS
e = AZ €.

ideelle Trégheitsmomente Jyo,; und Js3;:

Jrzi = Jup + ey Ap +n (Jas + €3 As),

J33i = J33B+€232AB+71(J33S+6%2AS)-

Veranschaulichung:

Gerade Biegung des Verbundbalkens:

N, n M,
o114 = — — I3;
H A e
Schiefe Biegung des Verbundbalkens:
Ny My Ms

O11i = ——

+ T3 — To;
Ai o o J33

011B = O011i,
mit o1ls = nNoiy,
T3, To; - Abstand zum ideellen Schwerpunkt .

Differentialgleichung der schiefen Biegelinie des Verbundbalkens:

e Differentialgleichung der Biegelinie bei Bezug auf Haupttrigheitsachsen bzgl. des
ideellen Schwerpunkts (mit F; = Ep):

v o _
E@'J22iw3 = (g3,

v _
Ez'J33iw2 = (2.
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Einflu3 der Krafteinleitung auf die Spannungsverteilung

(a) Verteilt angreifende Langsbelastung:

Veranschaulichung:
/ dl’l /
—_\)
t h/Q
I ’ J1 h/2
B h2 0 b0
T2 T3 | A b/2
1 . Oberflaichenspannung in e; - Richtung
mit
fi :+ Volumenkraft in e; - Richtung

Q3 Sa(x3) I a3 r3\?
— X0 O e S O (o
713 S Wi 3(h>

J

Einfluf} der Lgngsbelastung

(b) Verteilt angreifende Querbelastung:

Veranschaulichung:
e
Y4
h/2
I E h/2-
# b/2
T2 VI3 l 3 /ZZ:/Q/
. t3 . Oberflichenspannung in ez - Richtung
mit
f3 ¢ Volumenkraft in e3 - Richtung

= —nl2(5) -5 (5) £l - () -5 (3))

Einflufl der (iflerbelastung

Einflul der Verinderung des Querschnitts auf die Spannungsver-
teilung

(a) Uber z; symmetrisch veréinderliche Querschnittshohe:
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Veranschaulichung:

lcr

M,
T2
A =t
€y
3 Qs

_Qg 52(1‘1,1‘3) . & 8 <A13([E1,[E3)) . MQ(ZL‘l) 6 (Sg(xl,l‘g))
JQQ(.’L‘l)b \b 8:61 A1($C1> b 8:1:1 J22(371>

Zusatzglieder infolge verdanderter Querschnittshohe

ls_ T |
=

(b) Uber 2; symmetrisch verinderliche Querschnittsbreite:

Veranschaulichung:

b(x1)
——

L1 ZTa 1
- Ly

T3
#fxl»*‘;dxli" f~ b(ﬂfl—{—dﬂfl)*‘

03 = _QBSQ(I’l,ZL’g)_ N1 0 (AlR(l‘l,l‘g))_Mg(l‘l) 0 (52(1‘1’;[3))
Jaz (1) b (1) ?(371) Oy Ay(xy) b(z1) Oxy \ Jao(z1) g

Zusatzglieder infolge verdnderter Querschnittsbreite

Hauptnormalspannungstrajektorien

1. SchnittgréBenverldufe berechnen
2. Spannungsverliufe oq1(z1, 3) und oq3(x1, 23) berechnen
3. implizite Formel (o33 = 0 bei gerader Biegung):

2013(21, 23)

011($1,9€3) - 033(951,$3)

tan2pg(ry,x3) =

4. Differentialgleichung:

das(z) _ 003 [j:\/1+( 2013 12— 1]
d[[’l 20’13 011 — 033 '

DGL kann nicht geschlossen integriert werden. — Man bestimmt das Richtungsfeld
punktweise durch Einsetzen der Spannungen oy (z1, x3).
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Veranschaulichung:

— Hauptzugspannungstrajektorie

- -- Hauptdruckspannungstrajektorie

Gerade Biegung des in der Ebene gekriimmten Balkens

Vor.: Es existieren die Belastungen ni(©1), g3(0'), my(0') .

Differentialbeziehungen fiir Schnittgrofien:

AN 1

Wll = Nll = —77,1(91) + @Qfﬂ(el) )
p 1

W =g = ~0s(6") = G MeY).
Cﬁz]\e{Q = My = —my(0") +Qs(0").

Veranschaulichung:

Léangsverzerrung der Balkenachse und des Balkenraums:

€3
el = €o+(€o—@/}r)m
det Adp
mit { | dB und ¢ = 3o
Adp . Anderung des inkrementellen Winkels d3 infolge Belastung.

Biegenormalspannung am gekriimmten Balken:

s~ N My (6 T

Ay T3 L A

03
mit  Jy = r? /A1 70_03dal
Lage der neutralen Faser bei gerader Biegung des in der Ebene gekriimmten Balkens
mit Ny =0:
I3

03 = r—=—=—
N Avr +J3
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Schubspannung am gekriimmten Balken:

. Qg 52(03) T 2
I3 b r— 63

031

Balken auf elastischer Bettung

Veranschaulichung:

EEEEEREEEEREEER-CY

0 Ti— — — . _I
BEEEEEEEEEERNEy-1¢)

bezogene Linienlasten

} auf die Balkenbreite b

U}(l’l) T3

Es gelte das Bettungsgesetz (lineares Federgesetz)

p3(x1) = cw(zy)

c[K/L?] : auf die Balkenbreite b bezogene Bettungskonstante,
mit { ¢ [K/L3 : Bettungskonstante fiir verteilte Oberfliichenspannung,

*
Zusammenhang: ¢ = b c.

Differentialgleichung der elastischen Bettung

A% 4 _ 43 : — 4 ¢
w'"’ +4 Kk w Fns mit K 15 Ty

Losung der Differentialgleichung der elastischen Bettung:

e Losung der homogenen Dgl. (g3 = 0) fiir unendlich lange Balken:
wp(xy) = e [Acos (kxy) + Bsin (k)] + e "1 [C cos (kx1) + D sin (kx1)]

Bestimmung der Konstanten A-D aus den Randbedingungen liefert fiir den unendlich
langen Balken unter Einzellast unter Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften

P

—KT1 [COS (/‘ﬂfl) + sin (/{xl)]
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e Losung der inhomogenen Dgl. (g3 # 0):

Inhomogene Losungen miissen in der Regel fiir den speziell vorliegenden Fall ent-
wickelt werden. Man erhélt die Partikuldrlosung unter Ausnutzung der homogenen
Losung und der Analogie P — ¢3(¢) d(, der Koordinatentransformation 21 — (21 —()
sowie der Ausnutzung des Superpositionsprinzips.

Veranschaulichung:

wy(z1) = #/ e 171 =l cos (r]ar — ¢ |) + sin (k|21 — ¢ )] () dC

fir o4

VA
o

e Zusammenfassung:

w(xy) = wp(z1) + wp(xy)
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10 Torsion prismatischer Stibe

Merke: Die Verdrillung gibt die Verdrehung des Querschnitts eines auf Torsion be-
anspruchten Stabs auf die Lénge bezogen an.
Die Verwolbung bezeichnet die Verformung von Querschnitten in Richtung
der Stabachse bei der Torsion von Stédben. Bis auf wenige Ausnahmen (z. B.
Kreisvollquerschnitt) verwdlben sich alle Querschnittsformen bei Torsion.

Voraussetzungen und Annahmen

Vor.: e gerade, prismatische Stédbe
e cs existieren nur Schnittgroflen Mp = konst.
alle anderen Schnittgrofien verschwinden — My = M,
(im allgemeinen haben @2 und @3 einen Einflufl auf My )
e konstante Temperatur Af = 0

Annahme: Querschnitte kénnen sich frei verwolben

— De Saint Venantsche Torsionstheorie

Der gerade Stab mit Kreisvollquerschnitt

Bem.: Fiir den Stab mit Kreisvollquerschnitt tritt auch ohne Wélbbehinderung
keine Verwolbung auf — wolbfreier Querschnitt.

Berechnung der Schubspannung aus Torsion:

Jp = Ji = /R2 da = gR‘l : polares Tréagheitsmoment
mit S r  : Abstand vom Kreismittelpunkt

R : Radius

Maximale Schubspannung aus Torsion:

My P My

max7mp = —R = —

g Jp Wr

. Jp . .
mit Wy = 7 Torsionswiderstandsmoment
Verdrillung:
My
V= — i :

Gin mit G : Schubmodul
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Gesamtverdrehung:

Ap = 01

Ubertragung der Ergebnisse auf den Kreisringquerschnitt:

2m R
Jp = //f3dfd<p = SR =
0 r

mit {r, R} : innerer und &uflerer Radius des Kreisrings

Der gerade Stab mit diinnwandigem, geschlossenen Querschnitt

Schubspannung infolge Torsion

(5) = — L
T A, 0(s)
1. Bredtsche Formel

M

17(5)lmaz = —— mit  Wp =2 A, 8(8)min

Wr

2. Bredtsche Formel Iy L2
¥ = —T mit JT = T

Berechnung der Verwolbung:

u(s) = ui(0) + 9 (24,

. u1(0)  : Anfangsbedingung (gegeben oder frei wihlbar)
mit
d(s) : Dicke
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Der gerade Stab mit diinnwindigem, offenen Querschnitt

Torsionstragheitsmoment:

1 1
Jr= Y goth= 5 [ 30 ds

) Dicke
‘ h Léange des Abschnitts eines Polygonquerschnitts
it S Laufvariable entlang des Querschnitts
15} Korrekturfaktor in Abhéngigkeit der Profilform

Proﬁlform‘ L‘[‘T‘I‘D‘O
0 3 0

B | 10 | 1,12 112 | 1,310 10
Verdrillung;:
M.
9 — T
GJr
Maximale Schubspannung infolge Torsion:
M. M.
Tilmas = M@' — |Mr|
Jr Wr
J
Wy = 5—T

Bem.: Die Verwolbung kann prinzipiell aus den Beziehungen fiir diinnwandige,
geschlossene Querschnitte hergeleitet werden. Bei diinnwandigen, offenen
Profilen entfillt jedoch die Integration von 7; iiber die Dickenrichtung.

Es folgt

ui(s) = ul(O)—ﬂ/rt(é) ds

Walbfunktion (auf die Drillung bezogene Verwélbung):
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Zusammenwirken von Querkraft und Drillmoment

Veranschaulichung:

Q3
l Q> @2, Q3 : Querkrafte
®
sz mit M, : Drillmoment
* M Schubmittelpunkt

Mp = My — xop Q3 + 2301 Q2

Bem.: Alle Formeln der Saint Venantschen Torsionstheorie kénnen auch allgemein
benutzt werden, wenn M7 = konst. bzw. M; ~ konst. ist. Spannungen aus
Querkraft und Torsion sind zu iiberlagern (Superposition).
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TEIL IV: Energiemethoden der linearen Elastostatik

11 Energiesatz und Arbeitssatz

Energiesatz der Mechanik

Fiir ein Gleichgewichtssystem gilt
dW(B) = dA.B)

(innere Energie = &uflere Energie)

Darin sind

dWw = —dA, = / o -dedv (Inkrement der Forménderungsarbeit)
1%

dA, = / t-duda + / pb-dudv (Ink. der duBleren Oberflichen- und Volumenkrifte)
S v

Arbeitssatz der Mechanik

Integration der Inkremente von Forméanderungsarbeit und duflerer Arbeit iiber den Deform-
ations- bzw. Verschiebungsweg liefert zwischen den Zusténden (O) und 2.

©)
W(B),, = —Ai(B)y, = / / o- de dvds : Forméanderungsarbeit

@ @
Au(B)12 = / /t (du dads —i—/ / pb- du dvds : auBere Arbeit
@ Js ds @ Jv ds

Arbeitssatz der Mechanik:

Fiir konservative mechanische Systeme konnen innere Spannungen und duflere Krifte aus
Potentialen hergeleitet werden. Es folgt fiir den Arbeitssatz:

Ui(B)s = Ui(B)1 = Au(B)12
Zustand 1 kann hier der natiirliche undeformierte Zustand sein (U;(B), = 0).

Energieerhaltungssatz fiir konservative Systeme:

Ui(B)s + Uy(B)s = U;(B)1 + Uy (B)4

Bem.: Ein System ist konservativ, wenn die Forménderungsarbeit und die duflere
Arbeit zwischen den Zustédnden (D) und 2) nicht vom Weg abhingen, auf
dem sie geleistet werden.

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik



Energiesatz und Arbeitssatz 31

Die gespeicherte elastische Energie

Bem.: Im Rahmen der linearen Elastizitéit sind die gespeicherte Energie u;(e) und
die gespeicherte Komplementéarenergie u; (o) identisch, d. h.
u;(€) = ui(o) = u; (o).

Elastisches Potential:

E v
— -1)2
ule) = s yle et eVl
Elastisches Komplentédrpotential:
1
u(o) = g=l1+v)(e o) —v(e-1)]
Es gilt
_ duy(e) _ du(o)
o= 1e und €= 1o

Merke: Fiir den elastischen Korper sind der spannungsfreie und der undeformierte
Zustand identisch.

Die Forminderungsarbeit bei geraden Stiben

Komplementéarpotential:

Forménderungsarbeit:

1 N2 M2 M2 Q2 Q2 M2
B) = - 1 P 3 3 2 T\ q
W(B) =3 /l(EA1 Y ETm T E aa T Paa, T e )

mit ko3 : Formbeiwerte des QQuerschnitt

Querschnitt K Bemerkung
1.2
2) 1,33
2.0 - 2,4
T A
3-95 K &
— ASteg
3-4
[ 2.0 - 2,4
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Die Siatze von Castigliano

1. Satz von Castigliano:

_0AUB)  oW(B)
~ 9F,  OF,

u;

W(B) wird hier durch die Schnittgrofien ausgedriickt (dargestellt als Funktion der
Kréfte/Momente F;).

Vorgehensweise bei der Berechnung von Verschiebungen und Verdrehungen in Systemen:

e Grad der statischen Unbestimmtheit ermitteln

e System gegebenfalls statisch bestimmt machen
— Einfiihrung einer statisch unbestimmten Kraft /Moment (meist an einem Auflager)

e Ermittlung der statisch unbestimmten Kraft/Moment
— Kompatibilitdtsbedingung

e Berechnung von Verschiebungen/Verdrehungen
— Einfithrung einer Hilfskraft/Hilfsmoment, dort wo Verschiebung/Verdrehung
gefragt ist
— Ableiten der Forménderungsarbeit nach der Hilfsgrofle, dann Nullsetzen der
Hilfsgrofle

2. Satz von Castigliano:

_ 0A(B) _ oW(B)

F;
8ui 8ui

W(B) wird hier als Funktion der Verschiebungen/Verdrehungen u; ausgedriickt.

Die Sitze von Betti und Maxwell

Satz von Betti:

Wirken 2 Kriftesysteme F; und Fj, auf einen linear-elastischen Korper, so ist die Arbeit
Ajr, die von F; auf den durch Fj, verursachten Verschiebungsweg geleistet wird, gleich der
Arbeit Ay;, die von Fj, auf den durch F; verursachten Weg geleistet wird:

A = A

Satz von Mazwell:

Die Verschiebung an der Stelle ¢ infolge einer Kraft der Grofle ,,1¢ an der Stelle £ ist gleich
der Verschiebung an der Stelle k infolge einer Kraft der Grofle ,,1¢ an der Stelle 4.
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Mit der Verschiebungsformanderungsarbeit folgt fiir die Berechnung von Weggrsfien

A = W B fik
so dass fiir P, = 1
NNy My My, Ms; Msy,
nluizi:WZ’ :/< +
fi=lu=Wa= |\ Ea, " Eh T Ed
Q3 Qs Q2iQar My My,
.. d
tRsToa, TMaa, o )M

Die Berechnung von f;;, kann hier mit Hilfe der Uberlagerungstafel erfolgen.

Uberlagerungstafel / Koppeltafel

2
i 11k 1lik 1lik —1i(k; + ko)
2 2
. 1. 1. 1. ..
A' 5 lik S lik Slik s li(k + 2 k)
. 1
: |1 1 1 g Gik
+ 2 iy ko)
quadr. Parabel
2 . 1. L. L.
m gllk gllk gllk gll(kl"’kg)
quadr. Parabel
2 . 5 . .. I .
/i S lik 5 lik Jlik 511Gk + 5 k)
quadr. Parabel . 1 . 1 . 1 . 1 .
| gllk lek Ellk Ell(k1+3k2)
kub. Parabel . 1 . 1 . 1 . 1 .
! lek Sllk 2—011k 2—011(k1+4k2)
kub. Parabel . 3 11 1 1
! —1lik —1lik —1lik —1li(4k 11 k
A R ' R
1 2 7 1
-1lik —1lik —1lik —1i(7k 8k
1 5 60 oo |1 (Tt 8k

@ quadr. Parabel: Scheitelpunkt

@ kub. Parabel: Nullstelle der Dreieckslast
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Das Prinzip der virtuellen Arbeit (PdvA)
Das PdvA als Prinzip der virtuellen Verriickungen (PdvV)

In konservativen Systemen kénnen 6V und d.A, als Variation von Potentialen dargestellt
werden.

SW(B) = /V dzg‘f) Sedv = /v o(e) - de dv
dAL(B) = ('9/};58) - ou="P(u)-du

" de :virtuelle Verzerrung
mi
ou : virtuelle Verriickung

Eigenschaften der virtuellen Verzerrungen und Verschiebungen:

e gedacht,
e unendlich klein,

e mit den geometrischen Zwangsbedingungen des Systems vertraglich.

Das PdvA als Prinzip der virtuellen Krifte (PdvK)

In konservativen Systemen kénnen dWW und §.A, als Variation von Komplementérpotentia-
len dargestellt werden.

IW(B) :/v dudiiﬁ_a) oo dv = /vs(a) o dv
5.A.(B) = 8@}()8) 0P — u(P) - 6P

" 0o : virtuelle Spannung
o 0P : virtuelle Kraftgroie

Eigenschaften der virtuellen Spannungen und Kraftgrofien

e gedacht,
e unendlich klein,

e mit den statischen Zwangsbedingungen (Gleichgewichtsbedingungen) des Systems
vertréglich.
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Das PdvK in der Theorie der geraden Stibe

Formulierung der Forménderungsarbeit in Schnittgrofien
Ny ONy  MyoM,  MsdMs; Q35Q3 @Q206Q2 My oMy

OW(B) = d

W(B) /l ( A, | EJm | Edn TGa, T™ga, T o )M

Einfiihrung eines virtuellen Kraftzustandes mit der Grofle ,,1

NlNl M2M2 M3M3 Q3Q3 Q2Q2 MTMT
G d
AN = / ( * ths e TR e T o )4

EA1 EJs EJss3

) 0Ny = Ny, &My, =:M,, usw.
mit _
oP =P =,1¢

Anwendungen des Arbeitssatzes (PdvK) auf

12
Probleme der Stabtheorie

Beriicksichtigung von Temperaturinderungen

Unter Beriicksichtigung von thermischen Anteilen folgt fiir die Formadnderungsarbeit

1 N2 M? M2 Q2 Q
B) = - 1 2 3 3 2 d
W(B) =3 /l (EA1 T, T B, e T aa, TG GJT ot

+ ay /(NlA@m + M2 A@; - M3 A@;) dl‘l
l

Ao, - AO, 42r AO,
AO, — AB,
mit ¢ AO; = —

AG; = AO, ; AOy,

\

Entsprechend folgt fiir die Stabtheorie unter Beriicksichtigung von Temperaturdnderungen

fiir einen virtuellen Kraftzustand der Grofle ,,1¢

N, N MM M M. ) ) My M
16 f = /< 14V1 2 | Ms 3+“3%1§213+’{2%ZQ+ GTJTT) day +

EA1 EJs EJss

+ Qy /(NlA@m —+ MQA@;’ — M:;A@;) dZCl
l
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Statisch unbestimmmte Systeme
Berechung eines einfach statisch unbestimmten Tragwerks mit Hilfe des PdvK
durch Superposition von 0- und X-System

Zerlegung des einfach statisch unbestimmten Systems in ein 0-System (statisch bestimmtes
Grundsystem) und ein X-System.

Vorgehen:

1. Auslosen einer Kraftgrofie, so dafl ein statisch bestimmes Grundsystem entsteht. Die
ausgeloste Kraftgrofie wird als statisch unbestimmte Belastung X an der ausgeltsten
Stelle angetragen.

2. Berechung aller relevanten Schnittgréoflen im 0- und X-System

0—Sytem — X =0
—  Aufbringen aller dufleren Belastungen
(Kraftlastfille und Temperaturlastfille)

X—System — X =1
—  keine weiteren Belastungen

3. Berechnung der Verschiebungswerte 0;;
(Verschiebung an der Stelle 7 infolge Last an der Stelle k) — hier: d;9, 013

NioNiw Moo My Msy M. ) ) Mo M:
b1 = /< oV, Moo Mo | Mso My Q30 @31 (20 Q21 | T T1>
!

EA, E Joy Bl ™Taa, T ga, Gt

+ ay /(NHA@m -+ MQlA@;; — MgglA@;) d.Tl
l

NllNll M21M21
5, = )a
i /l ( A, Bh, ) 1

Bem.: Alternativ konnen die Verschiebungswerte auch mit Uberlagerungstafeln
berechnet werden (Koppeln der Verldufe).

4. Aufstellen der Kompatibilitdtsbedingung.
— Die Verschiebung an der ausgeltsten Stelle muss sich zu Null ergeben.

f=0=010+ X ;0

NigNyy My M.
/( oM, MM ) day
l

v _bw_ EA, By
N 511 N NllNll M21M21
) a
/I < EA, Bl 1

5. Berechnung der gewiinschten Schnittkraftverlaufe durch Superposition, z. B.
Ny = Ny + X Ny
My = My + X My
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Berechnung diskreter Verschiebungsgroflen mit Hilfe des
Reduktionssatzes

Bem.: Mit Hilfe des Reduktionssatzes konnen diskrete Verschiebungs- und Verdre-
hungsgroflen in statisch bestimmten sowie in statisch unbestimmten Trag-
werken berechnet werden. Die SchnittgroBenverldufe des Systems miissen
in einer vorhergegangenen Rechnung bestimmt werden. Zur Berechnung
der Weggrdfle werden eine Einheitslast ,,1¢ in einem beliebigen statisch
bestimmten Grundsystem (i.d.R. das stat. best. Grundsystem der voran-
gegangenen Rechnung) an der Stelle der gewiinschten Weggrofe angesetzt
und die daraus resultierenden Schnittkraftverliufe Nyg, Mo bestimmt. Die
gesuchte Weggrofle ergibt sich dann zu

FA, | Edy | Edm ™ GA, T"TcA, T Gn

lccf /<N1N10 M2M20 M3M30 Q?;@BO Q2@20 MTMTO> dl‘l
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TEIL V: Stabilitdtsprobleme der linearen Elastostatik

13 Elementare Stabilitdtsprobleme in der
Elastostatik

Allgemeine Voraussetzungen

Gesamtpotential (gespeicherte Gesamtenergie) in konservativen Systemen:

U(B)=U;(B)+U,(B) =konst.

U(B) . Gesamtpotential
mit U;(B)=W(B) : in konservativen Systemen
U,(B)=—A,(B) : in konservativen Systemen

Gleichgewicht in konservativen Systemen durch die 1. Variation des Gesamtpotentials:

SUB) = oU(B) + dU,(B) = 0

Stabilitét in konservativen Systemen durch die 2. Variation des Gesamtpotentials:

>0 . stabiles Gleichgewicht
52U (B) =0 : indifferentes Gleichgewicht
<0 . labiles Gleichgewicht

Das Durchschlagproblem

Veranschaulichung:
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Gesamtpotential:
EAf(2hy —
U(B) = 284 (g — /i~ i) - AL =)
0
Gleichgewicht liefert:
poopal=/t 1 »

CE @)

Knicken eines Druckstabs (Euler-Fille)

Bem.: Das Knicken ist verbunden mit dem Ausbiegen der Stabachse eines Druck-
stabs in eine beliebige Richtung.

Problemstellung:
Pk P, k P k P k
l Y E §V%
| E [
77;7 770 77;7 -
Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4
Voraussetzung:

prismatische Stdbe mit gerader Stabachse

e Bezugssystem sei ein Tréagheitshauptachsensystem
— Knicken verursacht gerade Biegung um die x5- oder um die x3-Achse

zentrische, richtungstreue Belastung

es gelten die Bernoullischen Annahmen

Bem.: Da die Knickrichtung a priori nicht bekannt ist, wird J anstelle von J,5 bzw.
J33 verwendet.
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Berechnung der Knicklast:

(1. Fall: [, = 21

72 E J i, 2. Fall: [, = I

P = lz% mit

3. Fall: I, = 0,71

(4. Fall: [, = 0,51

Bem.: Die kritische Last ist die kleinste Knicklast. Sie ergibt sich also fir J,,p.
Die Knickldnge [, ist der x;-Abstand zwischen den Wendepunkten der Bie-
gelinie (w"”" =0 — M(z,)=0).

Berechnung der Knickspannung:

Pk 7T2EJmm. o 7T2E’i2

TAT AR T
mit ¢ = i,y = 1 : Tragheitsradius
Einfiihrung der Schlankheit A:
[ A
A= —=1
mE
— O — 7

Darstellung der kritischen Spannung (Euler-Hyperbel):

Ok

/ FEuler- Hyperbel

elastisch-plastischer

oF ..
Ubergangsbereich

op |-------- Bem.: Die Fuler- Hyperbel setzt andau-

ernde Elastizitdat voraus. Die zuldssige
Spannung soll die FlieBspannung op je-
doch nicht iiberschreiten.

A
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TEIL VI: Festigkeitshypothesen

14 Elementare Festigkeitshypothesen

Diskussion von Festigkeitseigenschaften

Bem.: Die Grenze des elastischen Bereichs und damit die Grenze der Giiltigkeit
der Gesetze der Elastostatik kann erreicht werden durch:

e op: sofortiger Bruch — spréode Werkstoffe
e o : idealplastisches bzw. verfestigendes Verhalten bis zum Bruch — zdhe Werkstoffe

Hypothese der maximalen Normalspannung
Annahme:
Das Material versagt, wenn eine der drei Hauptspannungen die einaxiale Vergleichsspan-

nung oy (FlieBspannung op oder Bruchspannung op) erreicht.

Lamé - Rankinesche Normalspannungshypothese:

o] <oy ;o < oy mit 01> 09 > 03

Hypothese der maximalen Schubspannung

Annahme:
Das Material versagt, wenn die gréfite Hauptschubspannung einen kritischen Wert erreicht.

Bem.: Der kritische Wert ist mit Hilfe der einaxialen Vergleichsspannung oy fest-
zulegen.

Einaxiale Vergleichsspannung:

Festigkeitskriterium nach Tresca:

op — o3| < oy mit
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Hypothese der maximalen Gestaltsinderungsarbeit

Bemerkungen:
e Man sucht a priori ein 3-dimensionales Festigkeitskriterium.

e Das Kriterium sei unabhéngig vom mittleren (hydrostatischen) Spannungszustand
(Untersuchung kristalliner Stoffe).

e Das Kriterium begrenze den elastischen Bereich im Sinne eines Energie- bzw. Ar-
beitskriteriums.

Gestalt- und Volumeninderungsarbeit:

ul(e) = S= (14100 — v(o-17]

Additive Zerlegung des Spannungstensors:

U::O'D+0'K

. { ol =0c—1(c-I)1 : Spannungsdeviator
mit

ol =1(c-II : Kugeltensor

Formulierung mit Gleit- und Kompressionsmodul:

1
uz(a):EUD-UDJrB—k(U I)?
B E
21
mit (EJFV)

k= ———
3(1 — 2v)

Formulierung des Festigkeitskriteriums (von-Mises-Kriterium):

Annahme:
Das Material versagt, wenn die Gestaltdnderungsarbeit einen kritischen Wert erreicht.

(GSIN N
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