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Grundlagen der Hydromechanik 1

1 Grundlegende Beziehungen

e Allgemeine Fluide (Fliissigkeiten und Gase) sind definiert als isotrope , Nicht-
festkorper”

x Isotropie: richtungsunabhingige Materialeigenschaften

x Festkorper: benachbarte materielle Punkte bleiben wiahrend der Deformation
benachbart, d. h.

.y Ubertragung von {Volumendehnungen

Schubverzerrungen (Gleitungen)

Druckspannungen

— Ubernahme von { Schubspannungen

Bem.: Oben genannte Eigenschaften sind unabhéngig vom Materialverhalten
des Festkorpers (elastisch, elastisch-plastisch, viskoelastisch).

e Fluide: benachbarte materielle Punkte bleiben nur im Zustand der Ruhe benachbart

* im Zustand der Ruhe (Statik der Fluide):
—  Ubertragung von Volumendehnungen
— Ubernahme von Druckspannungen

Bem.: Dieses Verhalten heifit hydrostatisch und ist geschwindigkeits-
unabhéngig

* im Zustand der Bewegung (Dynamik der Fluide):

Volumendehnungsgeschwindigkeiten

— Ubertragung von { Schubverzerrungsgeschwindigkeiten

Druckspannungen

— Ubernahme von { Schubspannungen

Bem.: Im Zustand der Bewegung bleiben materielle Punkte nicht benachbart.
Das Verhalten ist viskos, d.h. geschwindigkeitsabhéngig.

x Kompressibilitit: Verdnderlichkeit der Dichte
o Fliissigkeiten: nahezu inkompressibel
o Gase: stark kompressibel
Bem.: Auch Gase konnen mit konstanter Dichte stromen. Dieses Verhalten ist
vom Randwertproblem abhéngig.

e Fliissigkeiten:

« Inkompressibilitdt (Ausnahme: Gaseinschliisse bzw. sehr hohe Driicke)
« Viskositdt bzw. Zahigkeit (temperaturabhingig)

hohe Viskositiit: z. B. Ole
niedrige Viskositét: z. B. Wasser

Bem.: Im folgenden Beschrinkung auf
o isotherme (temperaturunabhéngige) Prozesse

o inkompressible Fliissigkeiten
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Grundlagen der Hydromechanik 2

Materieller Korper, Konfiguration und Bewegung
e Bewegungsdarstellung:

Materielle Beschreibung der Bewegung (Lagrange):

x = x(X, 1)

Raumliche Beschreibung der Bewegung (Euler):

X =x""(x,1)

Existenz einer ein-eindeutigen (invertierbaren) Bewegung:

Ox(X., 1)
Erlduterung:
Es gilt fiir den Differenzvektor zweier infinitesimal benachbarter materieller Punkte
P, und P,
dx:a—XdX::FdX — dXz(ﬁ)ldx:Fldx
0X 0X
ox . . .
F = X : materieller Deformationsgradient
mit
Fol (cof F)T
det F

0
d.h. die Bewegung ist nur invertierbar, wenn J = det F = det (a—;) # 0.

Aulerdem gilt X = x(X,tp), so daB det F(tg) =1 — J=detF > 1.

e Geschwindigkeit und Beschleunigung:
Lagrangesche Beschreibung (Festkorper):

d
— %= S x(X,t
v=%x=_x(X1)
.. d d?
b:V:X:&V(X,t):@X(X,t)

Fulersche Beschreibung (Fluide):
Mit Hilfe der inversen Bewegungsfunktion folgt aus o.g. Darstellung fiir v und b

v = x = x(X(x,1),t) — v = %X = %x(x,1)

b = v = $(X(x,1),t) — b = %X = %(x,t)
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Grundlagen der Hydromechanik 3

Materielle Zeitableitung, Geschwindigkeitsgradient

e Zeitabhingigkeit von Feldfunktionen:
o implizite Zeitabhingigkeit: z. B. a = a(x(t))

Die Funktion « ist nur implizit iiber die Abhéngigkeit von x(¢) von der Zeit
abhéngig.

o implizite und explizite Zeitabhingigkeit: z. B. § = g(x(t),t)
Die Funktion 8 héngt implizit iiber x(¢) von ¢ ab und explizit iiber t.
o explizite Zeitabhingigkeit: z. B. v = v(X(ty), t)
Die Funktion ~ héngt nur explizit von der Zeit ¢ ab.

e Materielle Zeitableitung:

Es seien 9 (x(t),t) eine ,skalarwertige* (z.B. Dichte p) und ¥ (x(t),t) eine ,vektor-

wertige® (z. B. Geschwindigkeit v) Feldfunktion von x und t.

o dy oY oY oOx
v = dt ot + ox Ot
. dy oY oY\ Ox
e A R ¢k
~~~ ——

lokaler Anteil konvektiver Anteil

e Materieller Geschwindigkeitsgradient:

. ox .
F .= X = Gradx

e Riumlicher Geschwindigkeitsgradient:

le%zgradf( mit L = FF_l
ox

Deformations- und Drehgeschwindigkeit:

(L+L7) D : Deformationsgeschwindigkeit
mit

(L-L7) W : Drehgeschwindigkeit

symL — D::%

skwL — W =

N[
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Grundlagen der Hydromechanik 4

Intergrallinien des Geschwindigkeitfelds

(a) Bahnlinie:

Man sucht die Kurve der Bahn, die ein materieller Punkt der Fliissigkeit im Laufe der Zeit
zuriicklegt. Die Bahnlinie ist die Losung der Differentialgleichung;:

Cx(t) = v(x(t),) mit x(ty) = X

Bem.: Es wird die Bahn eines materiellen Punkts P beschrieben, der zur Zeit ¢,
am Ort X war. Kurvenparameter ist die Zeit ¢.

(b) Stromlinien:

Man sucht die Kurvenschar, deren Tangenten in jedem Punkt x mit der Richtung des
ortlichen Geschwindigkeitsvektors iibereinstimmen. Die Stromlinien sind die Losung der
Differentialgleichung:

—x(0) = v(x(0),t) mit  x(0p) = X

Bem.: Es wird die zur Zeit ¢t momentan im Raumpunkt x bestehende Parallelitét
des Kurveninkrements dx(o) der Stromlinie mit dem Geschwindigkeitsvek-
tor v(x(o),t) beschrieben. o kann hierbei als Bogenldnge der Stromlinie
verstanden werden.

Veranschaulichung der Bahn- und Stromlinie:

Stromlinie

(c) Streichlinie:

Man sucht zur Zeit ¢ die Verbindungskurve derjenigen materiellen Punkte, die sich zu
irgendeiner Zeit ¢ = 7 am Ort x = £ aufgehalten haben oder aufhalten werden. Die
Streichlinie ist die Losung der Differentialgleichung;:

X(1) = ¢(§, 7, 1) mit - (&, 7, 1) = &

Bem.: ¢(&,7,t) ist das allgemeine Integral zur Bestimmung der Bahnlinie. Fiir
den Fall des stationédren Geschwindigkeitszustandes féllt die Streichlinie mit
Bahnlinie und Stromlinie zusammen.
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Grundlagen der Hydromechanik D

2 Materialeigenschaften inkompressibler Fluide

Bem.: In der linearen Elastizitdtstheorie existiert ein linearer Zusammenhang zwi-
schen Spannung (Spannungstensor o) und Verzerrung (linearer Greenscher
Verzerrungstensor €). Das Verhalten linear-viskoser Fliissigkeiten kann
durch ein formal gleiches Gesetz fiir die Reibungsspannung in Abhéngig-
keit von der Deformationsgeschwindigkeit beschrieben werden.

Allgemeine Form des Stoffgesetzes

T : Cauchyscher Spannungstensor
T=-—pl+Tg mit Tg: ,Extra“-Spannung
p : unbestimmter Druck

Die ideale, nicht-viskose Fliissigkeit

Fiir die ideale, nicht-viskose Fliissigkeit existiert keine Extraspannung T'pg

T=—pl

D : Fliissigkeitsdruck
mit
TE' = 0

Die Newtonsche, linear-viskose Fliissigkeit

T=—pl+Ts

D :unbestimmter Druck
mit

Tg : Extraspannung

Bem.: Fiir das vikose Fluid folgt die Extraspannung nur aus der inneren Reibung
(Viskositat) des Fluids — ,,Reibungsspannung®, d.h. Tp = Tp .

Stoffgesetz der inkompressiblen, linear-viskosen Fliissigkeit:

T=-pl+Tg ; Tr=2pD

mit  p : unbestimmter Fliissigkeitsdruck

Bem.: Fiir die ruhende Fliissigkeit entspricht p dem Fliissigkeitsruhedruck.
Die Scherviskositéit p ist stark temperaturabhéngig.
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Grundlagen der Hydromechanik 6

3 Bilanzrelationen der Mechanik

3.1 Massenbilanz und Kontinuitéitsgleichung

Axiom: In einem geschlossenen System bleibt die Masse eines materiellen
Korpers B konstant.

Formulierung des Massenerhaltungssatzes:

m(B, t) = /dm = /pdv = konst.

M 1%

Lokale Formulierung der Massenbilanz:

Lagrangesche Formulierung: FEulersche Formulierung;:
. . — a
p+ pdivv =0 a_/t) + div(pv) = 0

Es folgt aus der Eulerschen Formulierung mit dem Gaussschen Integralsatz

/ dp / pVv -n : Massenausflul iiber die Oberfléche
—dv = — | pv-nda mit
—pVv -n : Massenzuflul

1% S

Sonderfille der Massenbilanz:

(a) Stationdre Stromung, d. h. % =
e globale Aussage: / pv-nda=0 e lokale Aussage: div(pv) =0

S
Es folgt bei Aufteilung der Oberfliche S in einen Zuflubereich Az und einen

Abflubereich A4:
Oz/pv-nda:/pv-nda + /pv-nda
S

Az Aa
—Qz Qa
Q, = — / pv -nda : Massenzuflul
mit Az — Rz = Qa
Qs = / pv -nda : Massenabflufl
Ap
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Grundlagen der Hydromechanik 7

Beispiel: Durchstromung eines Rohrs

Annahme: pv - n sei unabhéngig vom Flichenintegral, d. h.

va = Va -1y

Qz = pvzAz } ] { Vz = —Vz-lz
mit
Qa = pvada

Es folgt
vz Az =va4 As | — | v A = konst.

(b) Inkompressible Fluide, d.h. p =0
Man erhélt folgende Aussagen:

e globale Aussage: / v-nda=0

S
e lokale Aussage: divv =0 (Kontinuitétsgleichung)

Es folgt bei Aufteilung der Oberfliche S in einen ZufluBbereich Az und einen

Abflubereich A4:
O:/V-nda:/V~nda + /V-nda
S

Ay Aa
—Vy Vi
( \
Vy, = — / v-nda : Volumenzuflufl
. Ag
mit — VZ _ VA
Vi = / v-nda : Volumenausflufl
\ Ag )
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Grundlagen der Hydromechanik 8

3.2 Impulssatz

Axiom: Die materielle zeitliche Anderung des Impulses entspricht der Summe der am
Korper B angreifenden Nah- und Fernwirkungskréfte.

e Formulierung des Impulssatzes

i(B,t) = k(B,t) mit

D B

tda+/pbdv
1

k(B,t) : Summe der dufleren Krifte
mit t . Oberflachenkréifte (Nahwirkung)
pb  : Volumenkrifte (Fernwirkung)

e Globale Form des Impulssatzes

/pi&dv = /(divT + pb)dv

1% 1%

e Lokale Form des Impulssatzes (Cauchysche Bewegungsgleichung)

px =divT + pb

e Impulssatz in der Stromrdéhre

() : Massenstrom
k =Q(va — vy) mit v4 : Volumenausflufl
vy : Volumenzufluf3

3.3 Enmnergiesatz der Mechanik

Formulierung des Energiesatzes (Bilanz der mechanischen Leistung)

K(B,t) = L(B,t)

K= %/px -xdv : Kinetische Energie
mit v

L=L,+L, :  Leistung der inneren und dufleren Krifte
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Hydrostatik 9

4 Hydrostatik

4.1 Einfiihrung in die Statik der Fliissigkeiten

Bem.: In der Hydrostatik beschreibt man Probleme mit materiell konstanter Ge-
schwindigkeit, d.h. v=0.

hier: Beschrinkung auf die ruhende Fliissigkeit mit v =0
— Kontinuititsgleichung div v = 0 ist identisch erfiillt.

Gleichgewichtsbedingungen der ruhenden Fliissigkeit:

Cauchysche Bewegungsgleichung fir x = v = 0

0=divT + pb

nach Einsetzen des Stoffgesetzes der ruhenden Fliissigkeit folgt

0 = —gradp + pb mit  p : Fliissigkeitsruhedruck

Konservative Volumenkrifte:

Bem.: Die Arbeit der &ufleren Volumenkrifte (Gravitationskréfte) ist konservativ,
d.h. pb kann aus einem Potential (Gravitationspotential U,(x)) hergeleitet
werden.

dU, (x)

pb = — = —grad U, (x)

Es folgt fiir die Gleichgewichtsbedingung der ruhenden Fliissigkeit

0 = —grad (p + Uy) — p + U, = C = konst.

Bemerkungen:

e Oben genannte Beziehung ist die Gleichung der Druckverteilung. Die Konstante C'
muf aus einer Druckrandbedingung gewonnen werden.

e Konstante Werte des Potentials U,(x) liefern Aquipotentialfiichen mit
U,(x) = konst.
dU,

— dUgId—X-dX:—f<X)-dX:O —  f(x) Ldx

hier: dx tangential an Uy, f senkrecht auf U, .

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik



Hydrostatik 10

4.2 Fliissigkeiten im Schwerefeld

(a) Fliissigkeitsruhedruck

Voraussetzungen:

e allgemeine Volumenkraft: f(x) = pb(x)

e homogene Fliissigkeit: gradp =0

e homogenes Schwerefeld: gradb =gradg =0

— p und b =g sind ortsunabhéingig

e konservative Volumenkrifte

Gleichung der Druckverteilung

p—pong(h—xs)

Bemerkungen:
e p — po ist der sogenannte Uberdruck (p ist in der Regel der atmosphérische Druck)
e Druckspannungen wirken immer senkrecht auf Rand- bzw. Schnittflachen

e Aquipotentialflichen sind gegeben durch z; = konst.

(b) Hydrostatischer Auftrieb

Bem.: Man sucht die Auftriebskraft, die auf einen Kérper B einwirkt

Der vollstiandig eingetauchte Korper:

A=ky=pgVes=—-pVg

mit V' : eingetauchtes Volumen

Bemerkungen:

e Die Auftriebskraft wird iiber die auf den Korper einwirkende Kontaktkraft
(Nahwirkung) bestimmt.

e Die Auftriebskraft greift im Schwerpunkt S, des verdréingten Fliissigkeitskorpers
(p=p") an.
e Es gilt der Satz von Archimedes (287-212 v. Ch.)

Ein Korper verliert im Wasser so viel an Gewicht,
wie das von ihm verdrangte Wasser wiegt.

e Fiir schwimmende und porose Korper (Schwimme, Boden, etc.) gilt dies entsprechend.

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik



Hydrostatik 11

Der schwimmende Korper:

( B=B"+B"
S=8"+8
mit { S(B)=8 +A

V= :das Volumen der
L verdringten Fliissigkeit

Auftriebskraft A des schwimmenden Korpers B: A = pgV e = —pVg

4.3 Schwimmstabilitat

Bem.: Man betrachtet einen teilweise in eine Fliissigkeit eingetauchten, symmetri-
schen Korper und lenkt diesen um einen kleinen Winkel A« aus der Ruhe-

lage aus.
G
|
Gleichgewicht in
der Ausgangslage
N I S S : : . .
S5, . o (Schwimmbedingung):
08,
A G=A=pgV-
Voo Ta
Stabilitidtsbedingung
7 > (0 : stabiles
hay = 22 — ¢ = 0 : indifferentes » Gleichgewicht
V- < 0 : labiles
Ji1 @ axiales Flachentrigheitsmoment der Schwimmfléache
mit ¢ e : Abstand zw. Schwerpunkten der gesamten und der eingetauchten Fliche
V= : Volumen der verdringten Fliissigkeit

Bem.: Fiir hy, > 0 liegt das Metazentrum M oberhalb des Schwerpunkts Sg.
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Hydrostatik 12

4.4 Druck auf ebene und gekriimmte Flichen

e Allgemeine Voraussetzungen

Gleichung der Druckverteilung: p(x) =po + pg(h — x3)

Resultierende Druckkraft an einer beliebigen Fliche A:

kD:—pg/(h—xg)nda
A

e Druck auf ebene Fliachen

Bem.: Auf ebenen Flichen ist der Normalenvektor n konstant beziiglich einer In-
tegration iiber da.

To Po

SZ
1 = .
x3

AANSAK X AKX

Resultierende Druckkraft:

kp=—pgispAn = —pr An

S = /3‘:3 da = Z3p A : statisches Moment
mit

PF = pgTsp . Druck im Flachenschwerpunkt von A

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik



Hydrostatik 13

Lage der resultierenden Druckkraft:

Berechnung von z3p durch Momentendquivalenz M;i bzgl. @

T3p = —— mit Ji; : Axiales Flichentrigheitsmoment bzgl. Z;-Achse

Tip = — 5 mit Ji3 : Deviationsmoment
1

e Druck auf gekriimmte Flichen

kp =pg(h—a3p) Aver +pg(h—a3p) Ases —pg Ve

xip: Schwerpunkt in ez-Richtung der projizierten Fliche A;
mit ¢ 23, : Schwerpunkt in ez-Richtung der projizierten Fliche A,

V' : Volumen iiber der Fliache A

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik



Hydrodynamik idealer Fliissigkeiten 14

5 Dynamik nicht-viskoser Fliissigkeiten

5.1 Potentialstromung

Bem.: Potentialstromungen treten auf, wenn das Geschwindigkeitsfeld aus einem
Potential hergeleitet werden kann. Dies trifft jedoch nur auf die wirbelfreie
Stromung zu.

Laplace-Gleichung fiir das Geschwindigkeitpotential:

Ag¢p = divgrado(x) = 0

(%) . Geschwindigkeitspotential
mit v = grad ¢(x) : Geschwindigkeitsfeld
A(-) =divgrad(-) : Laplace-Operator

Ausfithrung des Laplace-Operators liefert

0? 0? 0?
N
Ory  Ox;  Oxj
Bem.: Feldlich konstante Werte des Geschwindigkeitspotential o(x, 1) liefern Aqui-
potentialflichen. Stromlinien sind senkrecht zu den Aquipotentialflichen des
Geschwindigkeitsfelds.

= Q11 + G2 + P33

5.2 Fuler-Gleichung der Hydrodynamik

Bem.: Ausgangsbeziehung ist die lokale Form der Impulsbilanz ( Cauchysche Bewe-
gungsgleichung), in die man das Stoffgesetz der inkompressiblen Fliissigkeit
einsetzt.

Euler-Gleichung:

px = —gradp + pb

Umformung der FEuler-Gleichung (Verwendung der Grassmann-Entwicklung) liefert fiir
konservative Volumenkréfte (pb = —grad U,) und homogene Fliissigkeiten (grad p = 0):

0
p(a—:—vxmtv) = —grad(p+U;+3pv-V)

Sonderfille der Fulerschen Gleichung:

(a) wirbelfreie Stromung;:

w = %rotv =0 —  — =grad —
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Hydrodynamik idealer Fliissigkeiten 15

0
grad(pa—i) + %pv-v+p+Ug) =0

(b) stationire, wirbelfreie Strémung;:

9,
a(-):o — grad (3 pv-v +p+ Uy) =0

%pv-v+p+Ug = konst.

Umformung und Einsetzen des Gravitationspotentials liefert mit v? = v -v

;}— . Geschwindigkeitshéhe
L ~ k i 1?
2¢ + 0g s = konst. mit — . Druckhohe
Py
(23 : Ortshohe (geoditische Hohe)

5.3 Bernoulli-Gleichung

Man erhilt die Bernoulli-Gleichung durch Integration der Euler-Gleichung
entlang der Stromlinie einer stationdren Stromung (Stromlinie = Bahnli-
nie). Wirbelfreiheit wird hier nicht vorrausgesetzt.

Bem.:

Bernoulli-Gleichung:

.
;}— . Geschwindigkeitshéhe
L — Lkonst i Z?
50 T 0g + a3 = Konst. mit — : Druckhéhe
Py
23 : Ortshohe
RN ®
Jp—o Do Lo Zustand 1 : Ruhezustand der Fliissigkeit
Py Py
D - Zustand 2 : beliebiger Zwischenzustand
o p Zustand 3 : Ausflul
772 ;1_2 h Ausflulligeschwindigkeit (Torricell?):
v? 9
2
! Vergleich von Zustand 1 und 3 liefert
2
v
D= v=1/2gh
Py 29 pg

Stromlinie
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Hydrodynamik viskoser Fliissigkeiten 16

6 Dynamik viskoser Fliissigkeiten

6.1 Navier-Stokes-Gleichung

Bem.: Ausgangsbeziehung ist die lokale Form der Impulsbilanz ( Cauchysche Bewe-
gungsgleichung), in die man das Stoffgesetz der linear-viskosen Fliissigkeit
einsetzt.

Navier-Stokes-Gleichung;:

pv=—gradp+puAv+pb

Division der Nawvier-Stokes-Gleichung durch p liefert fiir homogene Dichten:

D v:=" . Kinematische Zihigkeit [m?/s]
v=—grad—+vAv+b mit P
P 1 : dynamische Zihigkeit [Ns/m?|

6.2 Ahnlichkeitsbetrachtungen

Bem.: Im Zusammenhang mit der Durchfiihrung von Modellversuchen stellt sich
die Frage nach der Ubertragbarkeit der Meflergebnisse am Modell auf die
Realitét.

Einfiihrung dimensionsloser Groéflen:

* X
e dimensionsloser Ortsvektor: x = 7 mit L: charakteristische Lange
* Vv
e dimensionslose Geschwindigkeit: v = v mit V: charakteristische Geschwindigkeit
. : L t L .
e dimensionslose Zeit: ¢ = - (T = v Bezugszeit)

Einsetzen der Reynolds- und Froude-Zahl liefert mit grad™(-) := Lgrad () und
A*(-):= L* A(-) die entdimensionierte Navier-Stokes-Gleichung:

LV
[ Re="" Reynolds-Zahl [—]
v
V2
Fr = Froude-Zahl [—|
— = —grad" p + — AV + b mit i »
dt Re I D= vz dimensionsloser
P Druck
* b ) )
b= W dimensionslose
L Volumenkraft
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Hydrodynamik viskoser Fliissigkeiten 17

Bemerkungen:

e Re beschreibt den Einflul der kinematischen Z#higkeit auf die entdimensionierte
Navier-Stokes-Gleichung

—  fiir kleine Re (groBe Ziahigkeiten) nimmt der Einfluf} der

dimensionslosen Zihigkeitskraft z = RL A*V zu.

e Er beschreibt den Einflufl der dufleren Volumenkraft (i.d.R. Gravitationskraft) auf
den Stromungsprozes.

e Fiir schleichende Stromung (Hydraulik) kann die dimensionlose Beschleunigung
vernachlassigt werden.

e Die dimensionslose Geschwindigkeit v geniigt der Kontinuitétsgleichung div*v = 0.

Maflstabseffekte:

Ahnlichkeit zwischen Modell- und Hauptausfithrung liegt vor, wenn
e Rey = Rey;, und

[ FI"H = FI'M

Bem.: Konnen beide Bedingungen nicht gleichzeitig erfiillt werden, ist abzuwégen,
ob der Einflul der Z&higkeits- oder der Volumenkraft auf die Stromung
iiberwiegt, so daf§ man entweder Rey = Rej; oder Fry = Fry, wihlt.

Sind Rey = Rey; und Fry = Fry,, dann koénnen Druck- und Geschwindigkeitsverteilung
vom Modell auf die Realitét iibertragen werden:

e Druck: Z*DH :f)M

PH (VH)2
= pn=" (=) pu
pv \Vu

e Geschwindigkeit: \*/'H = \*/'M
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7 Hydraulik in portsen Festkorpersystemen

7.1 Grundlegende Konzepte

Ziel: Beschreibung der Fluidbewegung (Stromung) in pordsen Festkorpern
hier: Beschrinkung auf inkompressible Porenfluide
Anwendung: Grundwasserstromung in Boden

Mikroskopische und makroskopische Beschreibung:
ooy

(+)s : Festkorperskelett
(+)p : Fluid

e Mikroskopische Beschreibung:
Beschreibung der Bewegung der Teilkorper (Festkorperskelett und Fluid) auf dem
Gebiet der Teilkorper
— Nachteil: innere Geometrie ist in der Regel unbekannt

— Losung: Verschmierung der inneren Geometrie durch Mittelwertbildung, d. h.

Mittelung

7

reale Struktur gemittelte Modellvorstellung

e Makroskopische Beschreibung:
Ausfiithrung eines Mittelungsprozesses (Durchschnittsbildung, Homogenisierung), so
daBl alle Funktionen im gesamten Gebiet definiert sind.

Dabei folgt jeder Teilkérper seiner eigenen Bewegung.
(to) (t)

PS —
PF ~/—//'PS

XF X
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Einfithrung von Plazierungsfunktionen:
a = S (Skelett), F' (Fluid)

X = Xo(P4t) «— x = x,(X4t) | mit P> : materieller Punkt von B*
Xo = Xa<Pa7t0)

Konzept der Volumenanteile:

e Gesamtvolumen des Korpers B (aus der Summe der Teilvolumina von B%)

szva mit Va:/dv:/dvo‘::/no‘dv
o Bo B B

e Volumenanteil des Teilk6rpers B

«
a_dv

n®=— <+ dv*=n"dv
dv

Die Volumenanteile geniigen der Sattigungsbeziehung
S -1

Effektive und Partiale Dichte:

e Effektive (reale) Dichte (Massenelement dm® pro Partialvolumenelement dv®)

«a
aR . dm

T

e Partiale Dichte (Massenelement dm® pro Volumenelement dv)

dm®

dv

(67

p* =

e Zusammenhang zwischen p®f und p®

ar _ dm® 1 dm®

et (67

= = — —
doe n® dv P

Materielle Inkompressibilitét:

Definition: Ein Korper B ist materiell inkompressibel, wenn sich seine

effektive (reale) Dichte wihrend eines Deformationsvorgangs

nicht #ndert, d.h. wenn p®f = konst.
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Lagrangesche und FEulersche Beschreibung:

e Lagrangesche Beschreibung fiir den Festkorper B

X = XS(XS7 t)
/ 8X5<X57t) / " 82XS<XSat) "
— = =22 = Xs,t) = 2= = Xg,t
Xs o Xs (Xs,t) 5 Xg o Xs (Xs,1)
e FEulersche Beschreibung fiir das Porenfluid BY
XF = X;’l(x7 t)
/ 8 X. 7t / / /
- Xp = % = xp (Xp,t) = xp (Xp(x,t),1) = xp(x,1)
mit der materiellen Zeitableitung
ol -
(=) a5,
Einfiihrung von Sicker- und Filtergeschwindigkeit:
Sickergeschwindigkeit : Wp = )lcF — >/<s
Filtergeschwindigkeit : nfwp = nf ()/(F — )lcs)

7.2 Bilanzrelationen fiir Masse und Impuls

Truesdells metaphysische Prinzipe (verkiirzt)

Bem.: In der Theorie Poroser Medien (TPM) werden homogenisierte Mehrphasen-
materialien als Mischungen behandelt.

1. Alle Eigenschaften der Mischung (des Gesamtkorpers) sind mathematische Folgerun-
gen aus den Figenschaften der Konstituierenden (der Teilkorper).

2. Um den Bewegungszustand einer Konstituierenden zu beschreiben, kann man diese
in Gedanken von den iibrigen Konstituierenden trennen, vorausgesetzt, man beriick-
sichtigt die Wechselwirkungseffekte.

3. Die Bewegung der Mischung wird durch die selben Gleichungen beschrieben wie die
Bewegung eines einphasigen Materials.

Massenbilanz:
(p™)., + p~div >,ca = p° mit p¢ : Dichteproduktion durch Wechselwirkung

Impulsbilanz:
P ﬁéa = divT* + p*b + p® mit p© : Impulsproduktion durch Wechselwirkung
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7.3 Das Darcysche Filtergesetz

Bem.: Herleitung aus der Impulsbilanz fiir den Porenfluidkérper B unter Beriick-
sichtigung von Konstitutivgleichungen fiir T und p’" bei schleichender
Stromung.

e Das Darcysche Filtergesetz:

Fiir homogene Fluidwichten v/'% := pf'® g (— grad v''® = 0) und konservative Gra-
vitationskrifte (pf% g = — grad U,) folgt

nfwp=— kfgrad h

mit h = p+U,) : hydraulische Hohe (Standrohrspiegelhthe)

e

e Die Standrohrspiegelhdhe:

Fiir konstante Gravitationsfelder folgt

Uy = —p"g-x+Us
= pfgas+ U

7777777 Randbedingung fiir U,
Ug(IL‘g = O) =0
— Uy =0

so daf

Uy = p"gas

p
h= e + 3 mit {7
rg  : Ortshohe

Druckhohe

e Das Darcy-Gesetz in Hydraulik und Geotechnik:

Es gilt in Schreibweise der technischen Anwendung

v = nfwp . Filtergeschwindigkeit

v =k mit

i = —gradh : hydraulischer Gradient

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik



Fliissigkeiten in pordsen Korpern 22

7.4 Potentialstromung in starren Festkorpersystemen

Folgerungen aus der Sittigungsbedingung:

Die Séttigungsbedingung liefert fiir ein Festkorper-Fluid-Aggregat

Z n=1 — n4+nf=1,
a=S,F

on®  ont

o o TV

so daf} durch partielle Zeitableitung folgt:

Massenbilanz fiir inkompressible Teilkorper:

Es gilt fir p* =

(ot P divxa= 0 = (), p 40 (o), 4 T div X, = 0

Fiir inkompressible Teilkérper gilt p*® = konst. so daf§

a (o]
(n®)!, + n>div Xo=0 % + div (n® >/<a) =0

Bem.: Massenbilanzen fiir inkompressible Teilkdrper gehen in Volumenbilanzen
iiber.

Volumenbilanz bzw. Inkompressibilitédtsbedingung:
div (ns)lcg +nfwp) =0

Fiir ein starres Festkorperskelett mit )/(SE 0 gilt

div (nfwp) =0

Potentialstromung inkompressibler Porenfliissigkeiten in starren Festkorper-
skeletten:

Einsetzen des Darcy-Gesetzes liefert: div (kfgradh) =0,
so daf fiir homogene Durchliissigkeiten (grad k¥ = 0) gilt:

divgradh=0 <+— Ah=0

. p
mit h = P + 23
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