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TEIL I: Allgemeine Vorraussetzungen

1 Materieller Kérper, Konfiguration und Bewegung

Definition: Ein materieller Korper B ist eine kontinuierlich verteilte Menge materi-
eller Punkte P, die sich eindeutig auf Gebiete des Anschauungsraums
abbilden 148t. Eine solche Abbildung heifit Konfiguration.

Einfithrung der Plazierungsfunktion:

x = x(P,t)

Bem.: Die Bewegungsfunktion x weist jedem materiellen Punkt P € B zu jeder
Zeit t > ty eine eindeutige Lage x(t) zu.

Anfangsbedingung (t = t):
X = X(t = to) = X(P, to)

Folgerung: Man identifiziert die materiellen Punkte P € B durch ihre Ausgangslage X
zum Zeitpunkt t,.

Einfithrung der Bewegungsfunktion:

x = x(X, 1)

Geschwindigkeit und Beschleunigung:

e Einfithrung der Geschwindigkeit als zeitliche Anderung der Bewegung

d
=x=—Yx(X,t
vimi= S xxn

e Einfiihrung der Beschleunigung als zeitliche Anderung der Geschwindigkeit

bimv—%— o (Xt)—d—2 (X, 1)
TYTET VY T e X

Bem.: Bewegung, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind Feldfunktionen,
d. h. Funktionen von Ort und Zeit:

(x, %%} = £(X,1)
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Darstellung der Bewegung in natiirlichen Koordinaten 2

2 Darstellung der Bewegung in natiirlichen
Koordinaten

2.1 Darstellung der Bewegung im Raum

Darstellung der Bewegung in kartesischen Koordinaten in einem raumfesten
Bezugssystem { O, e; }:

Bewegung:

X = xi(X17 X27 X37 t) €;

Tangentenvektoren:
ox 0x
ai = i —= )
X, 00 0X;
Bemerkungen:

e Die Parameterlinien X; sind die natiirlichen Koordinaten des Raumes.

e Beziiglich kartesischer Koordinaten sind die Tangentenvektoren a; (natiirliche Basis)
und die orthonormierten Basisvektoren e; identisch.

e Man identifiziert die speziellen natiirlichen Koordinaten X; mit den allgemeinen
natiirliche Koordinaten ©°.

e Die Parameterlinien ©% miissen nicht entlang einer Geraden gemessen werden (krumm-
linige Koordinaten).

Darstellung der Bewegung in krummlinigen Koordinaten in einem raumfesten
Bezugssystem { O, e; }:

X .
as o! Bewegung:
Ch x =1;(01,0% 03 t)e;
e ay e ay
O € i X, Tangentenvektoren:
=~ o |
g \\\\\\:// a, = 3X.
X = t 0O
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Darstellung der Bewegung in Zylinderkoordinaten:

m Einfiihrung natiirlicher Koordinaten (Zylinderkoordinaten):

/ €3 Transformationsbeziehungen zwischen X; und ©%
l<e<p X, = pcosp = OlcosO?
X i e, Xy, = psing = ©Olsin©?
93‘ | X3 = CH
€2! X, . 1 .
o o 2 - Ortsvektor x in natiirlichen Koordinaten:
1 p
X, x = OlcosO®?e; + OlsinBO?e, + Oey

Differentiation nach ©% und Normierung der Tangentenvektoren liefert:

e, = a = cospe; + singpes
g .

e, = — = —sinpe + cospe
|as|

€3 = as

Beispiel: Bewegung auf einer Zylindermantelfliche (p = r = konst.)

7 €, — 1
e, = cospe; + sinee;
RN .
</ ! €, e, = —slnpe; + cosye;
|
|
ﬂ ‘ €3 = e3
O | X2
\\e\
€14 P 2
Xi
p = r = konst.

Beispiel: Bewegung auf einer Kreisbahn (p = r = konst. und X3 = konst.)

e, = —sinpe; + cosyey

e, = cospe; + sinpe;
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TEIL II: Kinematik der Massenpunkte und der

Starrkorper

3 Kinematik der Massenpunkte

3.1 Geradlinige Bewegung

Charakterisierung der Bewegung mit Hilfe der Beschleunigung b:

> 0 :  beschleunigte Bewegung
b = 0 : gleichféormige Bewegung

< 0 : verzogerte Bewegung

Grundaufgaben der geradlinigen Bewegung:

Fall 1: b= konst. (konstante Beschleunigung)

dv
b = E — v:b(t—t0)+v0
ds 1 2
v = E — 8:§b(t_t0) +U0<t_t0)+80

Fall 2: b =10(t) (zeitabhingige Beschleunigung)

d b

b)) = S o v:/b(t)dt+v0
ds Lot

v(t) = — — s = /b(t)dtdt+vo(t—t0)+so
dt to to

Fall 3: b=0b(v) (geschwindigkeitsabhéngige Beschleunigung)

v S |
dt = — t = dv t
b /mb@) v
ds = _vdv — 5—/U@d@+s
— b(v) S b@

Fall 4: b =0b(s) (wegabhingige Beschleunigung)

d S

bis) = v 5(02—v3):/b(§)d5
ds s
@ = B t_/sﬁﬂ
—u(s) I T R
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Kinematik der Massenpunkte

3.2 Krummlinige Bewegung

Darstellung in Zylinderkoordinaten (Bezug der Bewegung auf e,, e, e3):

e, = cospe; + sinpey e, = e,
e, = —sinpe; + cospe; — &, = —pe,
e; = konst. és= 0
Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung:
X = pcospe; + psinpey + T3 €3
= re, -+ I3 €3
VvV = X = p ep —+ 1% ép —+ i‘g €3
= ) e, + > e, + T3 e
P € PP €y 3 €3
Up UV U3
b=v=% = pe,+pé, + (po+pPe,+ppé, + ¥ e
= (p—p@*)e, + (2p9p+p¢)e, + i3 e
—— —
b, by bs

Bewegung auf der Zylindermantelfliche (p = r = konst.):

X = re, + x3e3
v = rgbew + Zt'g €3
. .2 .. .

b = —-r¢‘e, + rge, + izes

Bewegung auf einer Kreisbahn (p = r = konst. und x3 = konst.):

X = re, -+ I3 €3
AV — T(p €y
—~~
Yy
b = —rp’e, + 1§ e,
S—— ~~~
b, by,
Uy Umfangsgeschwindigkeit
mit b, Zentripetalbeschleunigung
b, : Umfangsbeschleunigung
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3.3 Relativbewegung

Bem.: Manchmal kann es sinnvoll sein, Bewegungen in einem mitbewegten Be-

zugssystem {(”3, él} zu formulieren. Dabei ist zu beachten, dafl bei Zeit-
ableitungen die Basis des Relativsystems ebenfalls eine Zeitableitung be-
sitzt.

Veranschaulichung:

33 Y Zusammenhang zwischen Absolut- und Relativbewegung;:

V=X=7T+X
* mit

b=v=*%F+x

Zeitableitung der Basisvektoren:

: : .
e, = w X € mltw_(lo

€

Zeitableitung im Relativsystem:

Fiir einen beliebigen Vektor u = U; éi im Relativsystem gilt:

: (1*1)V = {LZ@) e, : relative (Oldroyd)-Ableitung

W= (@)Y +wxa mit S ..
w x u = u;(t)e; : Anteil aus Anderung der Basis

Allgemeine Formel fiir Absolutgeschwindigkeit und Absolutbeschleunigung:

* *
v = r w X X v
rrwxx + <
Fiihrungsgeschwindigkeit Relativgeschwindigkeit
o . * * * *
b = f+ wxx+wX (wxx) + 2w XV + b
~~ 4 ——
Fiihrungsbeschleunigung Coriolis ~Beschleunigung Relativbeschleunigung

Moglichkeit zur Berechnung von Relativaufgaben:

. . . . . * * .o . *
(a) Einsetzen in die Formeln, d.h., Formulierung von ¢, w, x, v, ¥, w, b

(b) Aufstellen des Ortsvektors und anschliefendes zeitliches Ableiten
(Koeffizienten und Basis)

Einschub Koordinatentransformationen fiir Drehung in der Ebene:

* . *

€ = Ccospe; — sinyey

. * *

€ = sSInpe;+ cospe;
* .

€ — cospe;+ smpe;

€ = —sinpe; + cospesy
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4 Kinematik der Starrkorper

Allgemeine Bewegung des starren Korpers

Bem.: Der Starrkérper besitzt 6 Freiheitsgrade im Raum (3 Translationen und 3
Rotationen). Bei der Bewegung des Starrkorpers erfahren die Vektoren X
und x lediglich eine Rotation, d.h. X =w x X und X = w x X.

Geschwindigkeit und Beschleunigung bei

Bezug auf O:
V=X = X5 + X

= Vp + w XX
b=v = v + (wxX)

= by + WwXX+ wx (wxXx)

Wechsel des Bezugspunkts::

Ve = Vo + wx (X — X)
VvV = Vs + wXZX
= Vp + wXX+ (W—w) XX
— w=uw

Reduktion auf eine Geschwindigkeitsschraube (v und w besitzen eine gemeinsame
Wirkungslinie):

_ w X Vp W - Vi
Xp = — — VB = S
W w w - w

w

Ebene Bewegung des Starrkorpers

Bem.: Die ebene Bewegung des Starrkorper ist ein Sonderfall der allgemeinen Be-
wegung. Es verbleiben 3 kinematische Freiheitsgrade, ndmlich zwei Trans-
lationen in der Ebene und eine Rotation senkrecht zu Ebene. Damit ent-
spricht der Ortsvektor Xp bei Reduktion auf eine Geschwindigkeitsschraube
der Lage des momentanen Geschwindigkeitspols mit vp =0, da vp || w .

(a) Geschwindigkeitzustand und momentaner Geschwindigkeitspol MV':

X Lage des momentanen Geschwindigkeitspols MV :
e
€5 ! w X Vp i
X P _ Xy = ———— mit Vyy = 0
X —XMmv W - w
w —
(O
62‘ XM v
Xo MV Betrag von x,,v: Ty = 2
w
O 'el X1
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Kinematik der Starrkérper 8

Graphische Methoden zur Bestimmung des momentanen Geschwindigkeitspols:

e Ist in einem Punkt @) die Geschwindigkeit v4 bekannt, so liegt der momentane Ge-
schwindigkeitspol MV auf der Senkrechten zu v, in @.

e Sind in @) und B die Geschwindigkeiten v4 und v bekannt, so liegt MV im Schnitt-
punkt der beiden in @) und B auf v4 und vp errichteten Senkrechten.

e [st ein Punkt bekannt, fiir den v = 0 gilt, so ist dieser Punkt der momentane Ge-
schwindigkeitspol MV.

v A MV,

Veranschaulichung:

Gangpolbahn und Rastpolbahn:

e Gangpolbahn (korperfest): Menge aller momentanen Geschwindigkeitspole des Korpers.

e Rastpolbahn (bahnfest): Menge aller momentanen Geschwindigkeitspole der Bahn,
auf der der Korper abrollt.

Beispiel: Rollendes Rad

r Gangpolbahn
r | Uy = WT
MV

Rastpolbahn Geschwindigkeitszustand

(b) momentaner Beschleunigungspol M B:

wxb@+(w-w)b@
W-w+ (W w)?

XMB = mit b]\/jB =0
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TEIL III: Kinetik der Massenpunkte und der

Massenpunktsysteme

5 Impuls- und Drallsatz

5.1 Impulssatz der Punktkinetik

Bem.: Der Impulssatz hat axiomatischen Charakter und basiert auf der Natur-
beobachtung.

Newtonsche Gesetze:

1. Ein Korper, auf den keine resultierende Kraft einwirkt, verharrt im Zustand der Ruhe
bzw. der gleichformigen Bewegung (v = konst.).

2. Newtonsches Grundgesetz (Impulssatz): , Kraft = Masse x Beschleunigung*
3. Reaktionsgesetz: ,, Actio = Reactio*

4. Gesetz vom Krifteparallelogramm

Formelméiflige Darstellung der Gesetze 1. und 2.:

e Das 1. Newtonsche Gesetz (Impulserhaltungssatz) lautet:

0=k <+— mv=Xkonst.

e Das 2. Newtonsche Gesetz (Impulssatz) lautet:

m = konst.
mb = k mit k : auf den Massenpunkt einwirkende
resultierende Kraft

Axiomatische Einfiihrung des Impulssatzes:

»Impuls (Bewegungsgrofie) = Masse x Geschwindigkeit® — 1 =mv

Axiom: Die zeitliche Anderung des Impulses enspricht der Summe der auf den
Massenpunkt m angreifenden Krifte. — 1=k
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Kinetik der Massenpunkte und der Massenpunktsysteme 10

Diskussion des Impulssatzes:
Impulssatz fiir Systeme mit verdnderlichen Massen: mv+mv =k

Massenédnderung in Abhéngigkeit von v nach Finstein:

mo . mo : Ruhemasse
mit

1—(3) c :  Lichtgeschwindigkeit

Allgemeine Vorgehensweise:
1. Massenpunkt freischneiden und alle Kréfte antragen.
2. Impulssatz in Koordinatenrichtungen aufstellen.

3. Durch Integration x bestimmen oder bei bekannter Bewegung k berechnen.

Inertialsysteme und Galilei-Transformation:

Definition: Alle Bezugssysteme, in denen das Newtonsche Grundgesetz gilt, sind
Inertialsysteme.

Wechsel des Bezugssystems:

*
€3 w

b=b;+b,+b,

k
by = P+ XX + wx(wxX)
€3 mit b, = 2w XV
b, = b

€1

Im Absolutsystem (Inertialsystem) bzgl. {0, e;} gilt: k=mb =m (b; + b, + b,)
Im Relativsystem bzgl. {6, él} gelte: k=mb,
Forderung, damit auch {6, él} Inertialsystem ist:

by

b=b, — {bc

0 . ¥ =0 — 1 = konst.
0 w=w=20

Jedes Bezugssystem, dafl durch eine gleichférmige Translationsbewegung (& =konst.) aus
einem Inertialsystem hergeleitet wird, ist selbst ein Inertialsystem. Die Ortsvektoren geniigen
der Galilei-Transformation:

X:)*(—l—f't
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Beispiele zum Impulssatz der Punktkinetik

Schiefer Wurf

Bem.: Freier Wurf im Schwerefeld (2-d Problem) ohne Luftwiderstand.

Ty
Vo i
./{ gegeben: vy, o, ho, g.
T /900 R
ho e max .z T gesucht: Wurfbahn z5(x), Wurfzeit ¢,
2 .
l g Wurfweite 21,,, Wurfhéhe max .
OQ € T
} T1w |
Wurfbahn: xo(x1) = ho + tan g 1 — % 2
23 cos® @
. . 2
2h
Wurfzeit: tw = Yo S ¥o + <M) 4 20
g g g
02
Wurfweite: T1w = T1(tw) = Vo COS pq ty, mit hg =0 folgt L1 = =2 sin? g

2 (12
vg SN @

Wurfhohe: max Te = hg + 5
g

Gefiihrte Bewegung

Bem.: Klotz auf schiefer Ebene im Schwerefeld mit Coulombscher Gleitreibung.

l gegeben: m7 a? MG? x07 UO? g'
g

o gesucht: Bewegung, Geschwindigkeit, Beschleunigung
2

. el:mzi’lzGl—R
e mx =k — )
€ Miy = F — Gy

Bewegung in es-Richtung nicht moglich (Fiithrung): 25 =0 — &9 = Z9 =0

1 = g(sina — pugcosa) = by = konst.
Bewegung in e;-Richtung 1 = g(sina — pgcosa)t + vy
z1 =3 g(sina — pgcosa) t? + vyt + x
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5.2 Drallsatz der Punktkinetik

Drall (Drehimpuls) hp des Massenpunkts m:

hB:(X—XB)Xl

Bem.: B ist ein beliebiger raumfester Punkt

Zeitableitung von hp: hp = (x —xp) X |

Drallsatz: Die zeitliche Anderung des Drallvektors entspricht dem Moment der auf den
Massenpunkt m einwirkenden Kréfte bzgl. desselben raumfesten Punkts B.

hB:mB

Bem.: Der Drallsatz der Punktkinetik ist kein eigenstéindiges Axiom, da er aus
dem Impulssatz hergeleitet werden kann.

5.3 d‘Alembertsche Tragheitskrifte

Bem.: Die Einfithrung d’Alembertscher Tragheitskrifte basiert auf der Interpreta-
tion der Trégheitswirkungen (Scheinkrifte) als eingepriagte Kréfte.

d‘Alembertsches Kriftegleichgewicht (dynamisches Gleichgewicht):

aus dem Impulssatz folgt

t=—mx — 0=k+t

mit  t : d‘Alembertsche Tragheitskraft

Veranschaulichung: Freier Fall

Newtonsche Formulierung  d’Alembertsche Formulierung

T=mx
[ A
x x
G G
mi=G 0=G-T
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Kinetik der Massenpunkte 13

6 Impuls- und Drallbilanzséitze

Impuls- und Drallbilanz

Bem.: Impuls- und Drallbilanz sind die integrierten Formen von Impuls- und Drall-
satz. Die Impuls- und Drallbilanz konnen z. B. bei Stofivorgéngen zwischen
Massenpunkten und starren Kérpern verwendet werden.

Impulsbilanz:
1 = k = 1(t)—1(t;) = /tdet = K
mit K Kraftant;eb
Drallbilanzsatz:
hy = mp — hp(ty) —hg(t;) = /ttQdet =: Mp
1

mit Mp : Momentenantrieb

Impuls- und Drallerhaltung

Bem.: Sonderfille fiir k = 0 bzw. mp = 0.

Impulserhaltungssatz:

1(t3) = 1(t;) = 0 — 1(t) = konst.

Drallerhaltungssatz:

hB(tg)—hB(tl) = 0 = hB(t) = konst.

7 Enmnergie- und Arbeitssatz

Arbeitssatz der Mechanik

]C@ - IC@ - A12
—_——— ~—~—
kinetische Energie in Arbeit der auf m einwirkenden Kréfte

den Zustinden (D) und @  die zwischen (D und 2) geleistet wird

allgemein gilt:

T2
.A12 = / F-dX

x1

— Projektion der Summe der eingepriagten Krifte F in Wegrichtung durch Skalarprodukt
(nur Kréfte in Bewegungsrichtung interessieren).
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Kinetik der Massenpunkte 14

Arbeit konservativer und nicht-konservativer Krifte:

.A12 - A12 + ~'4112
—— ——
nicht-konservative konservative Krifte

Kréfte (z. B. Reibung) (z. B. Gewichtskréfte)

Konservative Krifte: Fine Kraft ist konservativ, wenn ihre Arbeit A5 nicht vom Weg
abhéngt, auf dem sie zwischen den Zustéinden (1) mit ¢; und 2)
mit o geleistet wird.

Arbeit und Potential konservativer Krafte:

B @
A12:_u12:_/ d—udX:U@—Z/l@

K@ + Ug = Ka + U + A,

Energieerhaltungssatz

J/

Arbeitssatz

Bem.: Die Anwendung des Energieerhaltungssatzes setzt A, vorraus, d.h., es wir-
ken nur konservative Krifte.

Kinetische Energie K : Potentielle Energie U :
* Translation: %mzﬂ * Lageenergie: m g h
* Rotation: 0y w? + Normalkraftfeder: 1 c; f?
(nur ausgedehnte Korper) » Momentenfeder: 1 ¢, 2
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TEIL IV: Kinetik der starren Korper

8 Impuls- und Drallsatz

Bilanzrelationen fiir Impuls und Drall

x Kinetik der Massenpunkte
e Impulssatz: axiomatische Einfithrung

e Drallsatz:  Herleitung aus dem Impulssatz, d. h. kein eigenstdndiges Axiom

x Kinetik der materiellen Korper
e Impulssatz: axiomatische Einfithrung

e Drallsatz:  ist ein eigenstindiges Axiom

Massenbilanz des materiellen Ko6rpers

Axiom: In einem geschlossenen System bleibt die Masse eines materiellen Kérpers B
konstant.

m(B,t) = konst.
m(B,t) = 0

Impulssatz des materiellen Korpers

Axiom: Die zeitliche Anderung des Impulses entspricht der am Korper B
angreifenden resultierenden Kraft.

1(B.t) =k (B,1)

1(B,t) = (/ )'(dm). = / X dm (mit Massenerhaltungssatz)
mit v v
k(B,t) : resultierende Kraft

daraus folgt:

/Vj&dm: k (B, 1)
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Kinetik der starren Korper 16

Formulierung des Impulssatzes bzgl. des Massenmittelpunkts:

Lage des Massenmittelpunkts:

1
Xy = — /xdm — mi(M:/)'(dm — mi&M:/idm
m Jv 1% 1%

Schwerpunktsatz (Impulssatz bzgl. des Massenmittelpunkts):

Drallsatz des materiellen Korpers

Formulierung des Drallsatzes

Axiom: Die zeitliche Anderung des Drallvektors entspricht der Summe der Momente aller
am Korper B angreifenden Kréfte bzgl. desselben raumfesten Punkts B.

}.IB = Impg (B, t)

hg (B,t) = /(X—XB) x xdm
mit 14
m (B,t) : Moment bzgl. B

es folgt:

/V(X—XB) x Xxdm =mpg (B, 1)

Formulierung des Drallsatzes bzgl. des Massenmittelpunkts

mit

!
I

€
X
Xl
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Drallvektor und Massentrigheitstensor

Drallvektor bzgl. des Massenmittelpunkts

hy (B,t) : Drallvektor bzgl. M
hM(B,t):/)_cx(wxi)dm::OMw mit
M

0 : Massentragheitstensor

Massentrigheitstensor bzgl. des Massenmittelpunkts

0r = /M[(i-i)l—(i@)i)]dm

Auswertung des Massentrigheitstensors

Beziiglich des Massenmittelpunkts eines starren Korpers folgt

M
mit 0;; : Koeffizienten des Massentragheitstensors 6y,

e axiale Massentriagheitsmomente

0, = /@g + 73)dm
M

e Deviationsmomente

0912 = 0921 = —/i’l.f'gdm
M

513 = 531 = —/i’l.f':;dm
M

523 = 532 = —/i’z.f':;dm
M

e polares Massentragheitsmoment

Op = / (@1 + 25+ 75)dm = 1 (011 + O + 033)
M
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Massentrigheitsmomente in unterschiedlichen Bezugssystemen

(a) Wechsel des Bezugssystems

Veranschaulichung:

Drallvektor bzgl. 0:

h@ (B,t) = Béw

Translation des Bezugssystems (Satz von Steiner-Huygens):

0o = O+ [(Rar %u) I — (Rar ® Xap) m

bzw. in Koeffizientendarstellung:

J

O = 0y + (83, + 23 + 3%3) 0ij — Taredingg] m

(.

S temer‘—,Anteile

e axiale Massentriagheitsmomente

) _ 7 ~2 ~2
O = O +m (T3, + T5)
N _ 7 ~2 ~2
O = O+ m (T3 + T53)
) _ 7 £2 £2
O35 = Os3+m (T35, + Tiy0)

e Deviationsmomente fiir ¢ # j
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Rotation des Bezugssystems bzgl. des Massenmittelpunkts

Bem.: 6, bleibt erhalten, seine Koeffizienten &ndern sich jedoch mit der Rotation
des Bezugssystems

Oy = éoz) (éo ® ép)

mit éop = Rm' 91']' Rpj

Bem.: R kann dargestellt werden durch:

3 voneinander unabhéngige Richtungs-Cosini
3 Cardanosche Winkel

3 Fulersche Winkel

1 Fuler-Rodriguez-Winkel

Haupttrigheitsmomente

Haupttréagheitsmomente fiir den allgemeinen 3-dimensionalen Fall durch Losen des Eigen-
wertproblems bzw. durch Drehung des Basissystems bis ein Zustand erreicht wird, bei dem
alle Deviationsmomente verschwinden

, 6, 0 0

OM = Hij (ei X ej) = E QZ (ei X ei) mit Hij = 0 092 0
i=1

0 0 0

. 0; : zugehorige Haupttragheitsmomente (Eigenwerte \; = 0; von 8 )
mit v .
e; : zugehorige Hauptrichtungen

Charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems

IIlg —XlIg +XNIg —\N =0

[OM = 0Oy-1I
mit ¢ Ilg = 5[0y 1) =0y 0y -1] ) Hauptinvarianten
Il = detBy
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Beispiele zur Berechnung von Massentrigheitsmomenten

Geometrie 011 0o 033
schlanker prismatischer Stab
et r<<l
( —e 0 0 Ul mi
| es. l | 12 12
diinne Kreisscheibe
R —— R —+
mR? mR? mR?
\ / 4 4 2
Zylinder
h (R2 h? (R2 h? mR?
—_— —_— m —_— —_—
J 4 12 4 12 2
Kugel
2mR? 2mR? 2mR?
5 5 5
Quader
. %3 m m m
! —(b* + h? — (1> + h? — (v + I?
T : 12( + %) 12( + %) 12( + )
h Gy e
e -
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9 Energie- und Arbeitssatz

9.1 Energiesatz des materiellen Korpers

Energiesatz (Bilanz der mechanischen Leistung)

K= L,+L;

. L, : Leistung der dufleren Krifte
mit . .
L; : Leistung der inneren Spannungen

Sonderfall des starren Korpers

Bem.: Am starren Korper verschwindet die Leistung der inneren Spannungen (kei-
ne Verzerrungsgeschwindigkeiten), d. h.

Fiir die kinetische Energie des starren Korpers gilt

Bem.: Die kinetische Energie K setzt sich aus der Translationsenergie bzgl. des
Massenmittelpunkts und der Rotationsenergie um den Massenmittelpunkt
zusamimen.

Leistung der dufleren Krifte

La = XMk(B, t)-'-me(B, f})

K]

N
Il
—

k(B,t) =

mit

kel
X
h

N
Il
—

mM(B, t) =

Einsetzen in den Energiesatz liefert

IC = Ea — ).(]w . mi]w + w - ];1]\/1(8, f}) = XM . k(B, t) + w - mM(B, t)
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9.2 Arbeitssatz und Energieerhaltungssatz

Arbeitssatz fiir starre Korper (konservative und nicht-konservative Krifte)

IC@ — IC@ = Aalz(B, t) = /2 ﬁa(B, f}) dt

mit

2
Aalg = / (XMk+me)dt
1

A2 ¢ Arbeit der nicht-konservativen Krafte

Aarz = -’Zia12 + Ao _
A2 @ Arbeit der konservativen Krifte (Z/{a@ — Ua@)

K@ +U,@ = K@ + U@ + Aarz

Energieerhaltungssatz fiir starre Korper (flalg =0)

K(B, t) +U,(B,t) = konst.

- K@ +U,p = K@ +U®Q

9.3 Das Prinzip von d‘Alembert

Bem.: Das Prinzip von d‘Alembert (Pvd‘A) hat in der Kinetik denselben Stellen-
wert wie das Prinzip der virtuellen Arbeit (PdvA) in der Statik.

Formulierung des Prinzips:

Bem.: Man ersetzt im Energiesatz (Bilanz der mechanischen Leistung) die
Translations- und Rotationsgeschwindigkeit durch virtuelle Gréflen, d. h.

Xy — O0xyy : virtuelle Verschiebung
w — d0¢ : virtuelle Verdrehung

K(B, t) — m%y] - 6xpr 4+ [ (B, t) —hy (B, t)] -6 = 0

Bem.: e Fiihrungskrifte und -momente sind orthogonal zu virtuellen Grofien dx,,
und d¢p

e Fiir den Fall der Statik geht das Prinzip von d‘Alembert (Pvd‘A) in das
Prinzip der virtuellen Arbeit (PdvA) iiber, es gilt: X, =0, g=w =0
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10 Die ebene Starrkérperbewegung

Beschreibende Gleichungen

Bem.: Darstellung der ebenen Bewegung in der e;-es-Ebene; von den 6 Kinematen
der allgemeinen Bewegung verbleiben 3 Kinematen bei ebener Bewegung:

2 Translationsgeschwindigkeiten : X1, Xno
1 Rotationsgeschwindigkeit : Wy = 3

Koeffizientendarstellung von Schwerpunkt- und Drallsatz:

el :mIy =k
! Mt ! } Schwerpunktsatz

(SHI m:i’Mg = kz

es; : Oyws = myss : Drallsatz

Energiesatz (Bilanz der mechanischen Leistung) bei ebener Starrkérperbewegung:

e Auswertung beziiglich M:
K =Ly — (moy)va+ Orrds)ws = ky@an + ks Tarz + mags ws
e Auswertung beziiglich MV:
K = Lo — (Ouvws)ws = marvsws

Arbeitssatz bei ebener Starrkérperbewegung;:

IC@—IC@:AMth /E Bt

K sm (i3, +i3p) +500mwi o bugl M
%HMV w3 : bzgl. MV

r kv + ke dare +mpysws 0 bzgl. M
t myvs ws : bzgl. MV

Energieerhaltungssatz bei ebener Starrkérperbewegung:

Ko + U@ =K@ + U,
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11 Stof3vorginge

11.1 Beschreibende Gleichungen

exzentrischer Stof3 zentrischer Stof3

B, StoBnormale

By

Beriihrungsflache

e Zentrischer bzw. zentraler Stof:
Die Stofinormale fiithrt durch die Massenmittelpunkte beider Korper.

e Exzentrischer Stof3:
sonst

Bem.: Es konnen sehr komplexe Prozesse beim Stofivorgang entstehen, die hier
unter den folgenden, stark idealisierenden Annahmen beschrieben werden.

Annahmen zur Beschreibung des Stoflproblems:

e Die Stofdauer 7 sei vernachléssigbar klein: 7 — 0.

e Wihrend der Stoldauer dndern die Korper ihre Lage nicht. Deformationen treten
nur in der Beriihrungszone auf. Sonst bleibt der Korper starr.
e Es existiert ein Grenzwert des Zeitintegrals iiber k (B, ) :

T

_ k(B,t) : resultierende Stofkraft
S(r) == lim [ k(B,t)dt mit

S (1) : StoBimpuls (StoBantrieb)

7—0
0

e Die in der Beriihrungszone wahrend des Stolvorgangs auftretenden Kontaktkrifte
sind so grof}, dafl alle anderen am Korper auftretenden Kréifte dagegen vernachlissigt
werden kénnen.

e Die Beriihrungsfliche sei eine Ebene, so dafl die Stoflkraft k (B,¢) nur in Richtung
der Stofinormalen wirkt: — Vernachléssigung der Tangentialanteile beim Stof.

e Die Stofldauer kann in eine Kompressions- und eine Restitutionsphase zerlegt wer-
den. Es folgt fiir den StoSimpuls:

S (T) = SR —+ SK
Allgemeiner Stof (teilelastisch): Sp = e Sk
Newtonsche StoBhypothese mit 0 < e < 1 (StoBlkennziffer bzw. Stofizahl)

1 — Sp = Sk : elastischer Stof

Grenzfalle : e=
0 —-Srp=0 : plastischer Stof3
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11.2 Ebener, zentraler Stof3

Gerader, zentraler Stof3:

my
V=0 — ———— (W —v))(1 + e
a a my, + mb( a b)( )
1 / ma / /
— 0y — e _ 1
v, = U, —— (v, — va)(1 + e)

(1)" : Komponente nach dem Sto8

(1) : Komponente vor dem Stof§

Stobedingung: Energieverlust:
" "
—u AEZLMU/—UIQ:[—GQ
e_vl’)—v(/l 2ma+mb(a b)( )

Sonderfille des geraden zentralen Stofles:

elastischer Stofi: e =1 — S = Sk plastischer Stofl: e =0 — Sp = 0
2mb
no__ .0 r
Ua - Ua, My + me (Ua Ub) U” _ U” _ s Ua + my Ul/)
" / 2 ma / /) ‘ ' ma + mb
v = v, — ——— (v, — v
b b omy +my ¢ AE = 1 e (v, — v})?
2 + my b
AE =0 Mo T

Schiefer, zentraler Stof3:

My
" / /! /
Uy = Ugp — vy — V)1 + e
a a my + my ( a b )( )
"o
Va2 = Vg2
m
" / a / /
Uy = — v v )(1 + e
b=t o (= )1+ o
"o
Up2 = Upp
Beriihrungsflache
StoBbedingung;: Energieverlust:
"o Mg My
_ Va1 Up1 AE = 1 a7 (U/ . UI )2 (1 o 62)
e — 2 m, -+ m al bl
Up1 — Va1 @ b
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11.3 Ebener, exzentrischer Stof}

Bem.: Beim exzentrischen Stofl miiss neben den Impulsbilanzen bzgl. der Mas-
senmittelpunkte von B, und B, auch die Drallbilanzen fiir beide Korper
ausgewertet werden.

Allgemeine Gleichungen fiir:

Beriihrungspunkt et ma (W, — ) = —S(7)
€1 Mg (Viras — Vhraz) = 0
L e3 1 Ona(wy — W) = —Tara2 S(7)
(er: my (Vi — Vi) = S(7)
et my (Vigy — Vipe) = 0
( e3: Oy (wy — wp) = T S(7)

} keine Anteile in es-Richtung

Bemerkungen:

e Bei Lagerungen der Korper B, und B, sind Auflagerreaktionen (Impulsantriebe) in-
folge der StoBiimpulse S,(7) und S,(7) zu beriicksichtigen.

e Bei Bezug der Drallbilanzen auf den momentanen Geschwindigkeitspol entfallen die
Impulsbilanzen, d.h. in der Drallbilanz muss ©,; durch ©,;y und x,;2 durch x;v9
ersetzt werden.

e Oben genanntes Gleichungssystem enthélt 6 Gleichungen fiir die 7 Unbekannten:
Viats Urazs Why Vs Uipos wiy S(7)  — Zusatzgleichung wird benotigt.

e Entwicklung einer Zusatzgleichung in Anologie zur Stobedingung beim geraden zen-
tralen Stof3.

/! /!
o — UBa1 — UBb1

/ /
Ut — UBal
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TEIL V: Einfiihrung in die Schwingungslehre

12

Grundlagen und Voraussetzungen

12.1 Vorbemerkungen und Begriffe

Harmonische, periodische Schwingungen

(t)

fe—— wT

‘

Asin (wt + B)
Acos(wt — «)

mit {

—  z(t) = Cysin(wt) + Cycos (wt)

Zusammenstellung wichtiger Begriffe:

B : Voreilwinkel

« : Nacheilwinkel

A Schwingungsamplitude A= %(zmax — Timin)
w Kreisfrequenz
o, 8 Phasenwinkel a+ = g
T Schwingungsdauer (Periode) T = 2
w
1 w
Frequenz = — = —
f q f=7=q
Klassifikation von harmonischen Schwingungen:
freie Schwingung erzwungene Schwingung
ungedampft gedampft ungedampft geddmpft
u(t) | F(t) | u(t), F(t)
c c d c c d
v SIS v SIS
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12.2 Federsteifigkeiten und Federschaltungen

(a) Ersatzfedersteifigkeiten:

Dehnfedern:

Analogie: Federgesetz: F = cpf — cp=

s1-Kraft“: F =1 — cp =
Vorgehen:

e Berechnung der Durchbiegung infolge einer Kraft F' = 1
(z. B. mit Hilfe des PdvK)

e Berechnung der Federsteifigkeit cp

Drehfedern:
. M
Analogie: Federgesetz: M = cpy — cp=—
¥
1
,1-Moment“: M =1 — cp = —
2

Vorgehen:

e Berechnung der Durchbiegung infolge eines Moments M = 1
(z. B. mit Hilfe des PdvK)

e Berechnung der Federsteifigkeit cp

(b) Federschaltungen:

Parallelschaltung: Reihenschaltung:
C1
C1
r —»F
—>
Ca
C2

Kriterien der Reihenschaltung:

F = F} = F; (gleiche Kraft)

Kriterien der Parallelschaltung:

F = F} + F5 (unterschiedliche Kraft)

f=fi=fs (gleicher Weg) f=fi+ fo (unterschiedlicher Weg)
« Lo C1C2
cC = ¢c1+¢C T ot
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13 Freie Schwingungen mit einem Freiheitsgrad

13.1 Freie ungeddmpfte Schwingung

e lineare Schwingung (Schwingungsdifferentialgleichung)

[ c
w = +/— : Eigenkreisfrequenz
S.Ifl + w2 Tr = 0 mit m

1 . Koordinate

Losung der normierten Schwingungsdifferentialgleichung

x(t) = Cysin(wt) + Cycos (wt)

Losung mit der Beriicksichtigung von Anfangsbedingungen

z(t) = % sin (wt) + o cos (wt)
w

ro : Anfangsauslenkung
mit
vg : Anfangsgeschwindigkeit

Schwingungsamplitude und Phasenwinkel

A=4/C} +C3 = (%)2+x3
oW

C
tanf = — — [ = arctan — = arctan ——

4 Ch Vo

e Nichtlineare Schwingungen am Beispiel des mathematischen Pendels

Anwendung des Drallsatzes beziiglich A liefert:

G+ wrsing = 0

mit w = =
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13.2 Freie gediampfte Schwingung

e gedampfter Einmassenschwinger

m

Stoffgesetze der Feder- und

Déampferelemente :
c ? di Fr = cx
Fp =dz

Wy = ungedampfte Eigenkreisfrequenz

i+ 2Dwyi + wiz = 0 | mit

D = : Lehrsches Dampfungsmafl
2mwy

Fall A: iiberkritische (starke) Dampfung (D > 1)

Vo + DCUO Zo
————— S
14

inh (rt) + xocosh (Vt))

x(t) = e Pwot (

mit 7 = wyvVD? —1 : Kreisfrequenz der stark gedampften Schwingung

Fall B: kritische Ddmpfung (Aperiodischer Grenzfall) (D = 1)

.T}(t) = e wot [.To + (Uo —+ xowo)t]

Fall C: unterkritische (schwache) Dampfung (D < 1)

D
z(t) = e Pwot (w sin (vt) + o cos(l/t))

14

mit v = wyV1l — D? : gedampfte Kreisfrequenz

Alternative Darstellung der Losung:

4 - \/<U0+Dw0$0)2+x3
z(t) = Ae P=otsin (vt + B) mit v

TolV

= arctan ——
5 vy + D Wo Lo
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14 Erzwungene Schwingungen mit einem Freiheits-
grad

14.1 Erzwungene ungediampfte Schwingung mit periodischer
Erregung

(1) krafterregtes System (2) wegerregtes System

Aufstellung der Schwingungsdifferentialgleichungen (reibungsfrei)

(1) kraftregtes System:  mi = F(t)—cx — mi+cx = F(t)
(2) wegregtes System: mi = —c(z—u(t)) — mi+cx = cu(t)

Bem.: Kraft- und Wegerregung fithren auf denselben Typ Differentialgleichung mit
dem Storglied F'(t) = cu(t). Das Storglied représentiert in jedem Fall eine
Erregerkraft.

Harmonische Erregung:

F(t) = Fycos(Qt) Fy,ug : Erregeramplitude
mit
u(t) = wugcos(Qt) Q . Erregerkreisfrequenz

Normierung der Schwingungsdifferentialgleichung.:

Wy = 4/ — . Eigenkreisfrequenz

i+ wir = acos(Qt) mit 2
a :{—0 ; %} : Amplitude der
Erregerbeschleunigung

Losung der normierten Schwingungsdifferentialgleichung:

xp(t) : Losung der homogenen Dgl.
x(t) = xp(t) + xp(t) mit

xp(t) : Partikuldrlosung
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(a) homogene Losung;:
Losung der homogenen Schwingungsdifferentialgleichung geméafl 13.1.
(b) spezielle Losung:
Bem.: Man wihlt einen Ansatz in Abhéangigkeit des Storglieds.
—  x,(t) = Apcos () mit Ay : Amplitude der Partikularlosung

Einsetzen in die inhomogene Schwingungsdifferentialgleichung liefert die Vergréferungs-
funktion und die statische Amplitude.

Vergroflerungsfunktion und statische Amplitude:

a

Ay = 4{,02 — 2 =: Vi Astar.

weiterhin gilt:
Q 1
As a ) = — — Va =
tat. 2 U w0 1= 2
i : Frequenzverhéltnis

mit Vs . VergroBlerungsfunktion

Agar. ¢ stat. Auslenkung infolge der Erregeramplitude

14.2 Erzwungene geddmpfte Schwingung mit periodischer

Erregung
Xz
m

F(t) = Fycos(Qt)

Aufstellung der Schwingungsdifferentialgleichung:

mi=F(t)—cx—dz — mi+di+cx=F(t)
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Normierung der Schwingungsdifferentialgleichung:

I+ 2Dwyt + wix = acos(Qt)

(
Wy = < . Eigenkreisfrequenz
V' m
. d .
mit ¢ D = Lehrsches Dampfungsmafl
2mwy
F
a == Amplitude der Erregerbeschleunigung
\ m

(a) homogene Losung:

Losung der homogenen Schwingungsdifferentialgleichung geméafl 13.2.

(b) spezielle Losung;:
Bem.: Man wihlt einen Ansatz in Abhéangigkeit des Storglieds.
—  x,(t) = Apcos () mit Ay : Amplitude der Partikularlosung

Einsetzen in die inhomogene Schwingungsdifferentialgleichung liefert die Vergréferungs-
funktion und die statische Amplitude.

Amplitude der Partikularlésung und Vergroflerungsfunktion:

AO = ¢ =V, Astat.

Vit - @)+ 2wy o)’

Es gilt fiir die VergroBerungsfunktion

w? 1
‘/a - 0 =
VAP DR - PR ADy
n=— : Frequenzverhéltnis
mit w0 a
Astar. = — ¢ stat. Auslenkung infolge der Erregeramplitude
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2,0
1,5
1,0

0,5

¥
T 180°

150°
120°
90°
60°

30°

Vergroflerungsfunktion V, (Amplituden-Frequenzgang)

D=0 D=0
1
Va(n) = -
\/(1 —1?)" +4D%n?)
)3 L ungiinstiges Frequenzverhéltnis
’ New. = V1 — 2 D2
zugehorige VergroBerungsfunktion
Vo 1
/ ‘" 2DV1- D2
\\ 0,6
N@
1,0
2,0 \
\ \
— T
0,4 08 1,0 1,2 1,6 2,0 2,4 “o

Nacheilwinkel ¢ (Phasen-Frequenzgang)

03

7/ )
e \\

o N\1V2
%?/ 10
/ 2,0
. 2Dn
= arctan
© = arcta T
Q
= n=—
Wo
0,4 0,8 1,0 1,2 1,6 2,0 2,4
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