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Ergénzung zur Vorlesung TM 11 1

1 Grundziige der Tensorrechnung

Bem.: Alle folgenden Darstellungen beziehen sich auf den eigentlich EUKLIDschen Vek-
torraum V? und den daraus herleitbaren n-fachen dyadischen Produktraum
V@V3® - @ V? (n-mal).

1.1 Einfiihrung des Tensorbegriffs

(a) TENSORBEGRIFF UND LINEARE ABBILDUNG

Definition: Ein Tensor T 2. Stufe ist eine lineare Abbildung, die einem Vektor u
eindeutig einen Vektor w zuordnet:

w=T-u

uw eV . T e LOV? V3
darin sind LOB V) Menge aller Tensoren 2. Stufe bzw.
’ " linearer Abbildungen von Vektoren

(b) TENSORBEGRIFF UND DYADISCHER PRODUKTRAUM

Definition: Es existiert ein ,einfacher Tensor* (a ® b) mit der Eigenschaft

(a®b)-c=:(b-c)a

a®b € V?® V3 (dyadischer Produktraum)
darin sind
® : dyadisches Produkt (binéres Verkniipfungssymbol)

man erkennt unmittelbar, dafl
a®b ¢ LV V) — VieVic LV VY
Bem.: (a® b) bildet einen Vektor ¢ in einen Vektord = (b-c)a ab.

Basisdarstellung des einfachen Tensors:

A:=a®b=(ae)® (byer) = a; b (e R eg)

" { a; by : Koeffizienten der Tensorkomponenten
mi

e; ® e, : Tensorbasis

d. h.: Tensoren A € V3 ® V? besitzen 9 unabhiingige Komponenten (und Richtungen);
z. B. aq bg (e1 X e3) u. S. wW.
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2 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

Basisdarstellung eines beliebigen Tensors:

T= Ty(e ®ex)

mit T = ?1 ;12 ?3 _ Koeffizientenmatrix von T mit
o o 9 unabhéngigen Eintragen
T3y T3 Tz3

1.2 Elementare Rechenregeln der Tensoralgebra

Vor.: Es existiert {A, B, C, ...} e V3@ V3.

(a) TENSORADDITION

A+B = B+A : kommutatives Gesetz
A+(B+C) = (A+B)+C : assoziatives Gesetz
A+0 = A 0 : identisches Element
A+(-A) =0 :—A  :inverses Element

Tensoraddition bzgl. der orthonormierten Tensorbasis:
A= Ay(e;®e;), B= By(e;®ey)
—_——
C;
Bem.: Die Ausfiithrung der Tensoraddition als Addition der Tensorkoeffizienten setzt fiir

beide Tensoren dieselbe Tensorbasis voraus.

(b) MULTIPLIKATION EINES TENSORS MIT EINEM SKALAR

1A = A :1 : identisches Element
a(fA) = (ap)A - assoziatives Gesetz
(a+P8)A = aA+SA :distributives Gesetz (bzgl. skalarer Addition)
a(A+B) = aA+aB :distributives Gesetz (bzgl. Tensoraddition)

aA = A« : kommutatives Gesetz

(c) LINEARE ABBILDUNG ZWISCHEN TENSOR UND VEKTOR

Es gilt die Definition der linearen Abbildung (vgl. 1.1)

w=T-u

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zur Vorlesung TM 11 3

Bem.: Die Multiplikation eines Tensors mit einem Vektor wird in der Literatur gelegent-
lich auch als , verjiingendes Produkt* eingefiihrt. Der Punkt (Operator) gibt hier
den Grad der Verjiingung an.

Es gelten die Beziehungen
A -(u+v) = A-u+ A-v :distributives Gesetz

A (au) = a(A-u) : assoziatives Gesetz

(A+B)-u = A-u+B-u :distributives Gesetz

(¢A)-u = a(A-u) : assoziatives Gesetz
O-u =0 : 0 : Nullelement der linearen Abbildung
I-u =u : I :identisches Element der linearen Abbildung

Lineare Abbildung in Basisdarstellung:
A = Aj(e;®er), u=ue,
A-u = (Ape®ey) - (ue;) = Aipu;(e;@ey) - €
Man erhalt

) i : freier Index
w= A -u= Aju;jdyje; = Ajpupe mit
SN——" k

wy

: stummer Index

Bem.: Eine lineare Abbildung A bewirkt in der Regel eine
Drehung und eine Streckung des Vektors u.

Identitiitstensor I € V3 @ V3.
I=V,e;Re.=¢;,Re;
Kontrolle der definierten Eigenschaft:
u=l-u=(e;®e)uje;=uj(e;e;)e; =u;d;e; =ue q.e. d

Bem.: Tensoren, die nur Basisvektoren enthalten, heiflen Fundamentaltensoren, d. h.

I € V3 ®V? ist Fundamentaltensor 2. Stufe.

(d) SKALARPRODUKT VON TENSOREN (inneres Produkt)

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



4 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

Es gelten die Beziehungen
A:B =B:A : kommutatives Gesetz
A:B+C) = A:B+A:C : distributives Gesetz
(¢A):B = A:(aB)=a(A:B) :assoziatives Gesetz
A:B =0 VA, wenn B=0
— A:A>0firA#0

Skalarprodukt von A mit einem einfachen Tensora®@b € V3 @ V3:

A:(a®b)=a-(A-b)

Skalarprodukt in Basisdarstellung:
A = Ay (ei®er), B= By(e;®@e)
o = A : B = Azk (ei X ek) : Bst(es X et) = Azk Bst(ei X ek) : (es X et)

Man erhalt
a = Az’k Bst 52‘3 5kt = Aik Bik

Bem.: Das Ergebnis des Skalarprodukts ist ein Skalar.

(e) TENSORPRODUKT VON TENSOREN

Definition: Das Tensorprodukt von Tensoren geniigt der Beziehung

(A-B)-v=A-(B-v)

Bem.: Mit dieser Definition ist das Tensorprodukt von Tensoren unmittelbar an die li-
neare Abbildung gekniipft (vgl. 1.1 (a)).

Es gelten die Beziehungen

(A-B)-C = A-(B-C) . assoziatives Gesetz
A-B+C) = A-B+A-C . distributives Gesetz
(A+B)-C = A-C+B-C . distributives Gesetz

a(A-B) = (@¢A)-B = A-(aB) : assoziatives Gesetz
I. T =TI =T : T : identisches Element
0

0O-T =T-0 = : 0 : Nullelement

Bem.: Das kommutative Gesetz gilt im allgemeinen nicht, d. h. A-B # B - A.

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zur Vorlesung TM 11 5)

Tensorprodukt fiir einfache Tensoren:
A=a®b, B=cx®d

Es gilt mit oben genannter Definition:

— [(@a®b)-(c®d)]-v = (a®@b)-[(c®d)-v]
= (a®b)-(d-v)c
= (b-c)(d-v)a
[ .

Konsequenz:
(a®b)-(c®d) = (b-c)a®d

Tensorprodukt in Basisdarstellung:

A-B = Aj(e; ®e;) Byle; ®ey)
= Aix By (e;®e;) (e, @ )
= Ajx By 6rs(es ® e;)
= Ai. Bt (e; @ €;)

Bem.: Das Ergebnis des Tensorprodukts ist ein Tensor.

1.3 Spezielle Tensoren und Operationen

(a) TRANSPONIERTER TENSOR

Definition: Der zu A € V? @ V? gehorende transponierte Tensor AT geniigt der
Eigenschaft
w-(A-u) = (AT -w)-u

Es gelten die Beziehungen
(A+B)” = AT+ B”

(aA)T = aA”
(A-B)T = BT A"

Transposition eines einfachen Tensors a ® b:

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



6 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

Mit oben genannter Definition gilt
w-(a®b)-u = w-(b-u)a
= (w-a)(b-u)
— (b®a) - w-u
— (a®b)T = bw®a

Transponierter Tensor in Basisdarstellung:
A = Azk (ei X ek)
— AT = Azk (ek X el-)

= Ay (e; ® e;) : Umbenennung der Indizes

Merke: Transposition eines beliebigen Tensors A € V3 ® V3 kann durch Transposi-
tion der Tensorbasen oder der Tensorkoeffizienten erfolgen.

(b) SYMMETRISCHER UND SCHIEFSYMMETRISCHER TENSOR

Definition: Ein Tensor A € V3 ® V? ist symmetrisch, wenn
A=A"
und schiefsymmetrisch (antimetrisch), wenn

A=-A"

Symmetrischer und schiefsymmetrischer Anteil eines beliebigen Tensors
A eVie)Vi:
symA = 1(A+AT)

skwA = 1(A—-AT)

1
2
— A = symA + skw A

Eigenschaften symmetrischer und schiefsymmetrischer Tensoren:
w-[(symA)-v] = [(symA)-w|-v
w-[(skwA)-v] = —[(skwA) -w|]-v =0

Positive Definitheit symmetrischer Tensoren:

e sym A ist positiv definit, wenn symA:(vev)=v:(symA)-v>0

e sym A ist positiv semidefinit, wenn symA: (v®v)=v:(symA)-v >0

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zur Vorlesung TM 11 7

(c) INVERSER TENSOR

Definition: Der zu A € V3 ® V? gehdrende inverse Tensor A™! geniigt der Eigen-
schaft
v=Aw +— w=Alv

Vor.: A~! existiert

Es gelten die Beziehungen
AA7 = AT A=T1
(Afl)T — (AT)—l —- ATfl
(A-B)"' =B ' A
Bem.: Die Berechnung des inversen Tensors in Basisdarstellung erfolgt im Zusammen-

hang mit der Einfithrung des ,,doppelten Kreuzprodukts“ (dufleres Tensorprodukt
von Tensoren).

(d) ORTHOGONALER TENSOR

Definition: Ein orthogonaler Tensor Q € V3 ® V3 geniigt der Eigenschaft
Q'=Q" «— Q- Q'=1

det Q = £1 : orthogonaler Tensor

Dariiber hinaus gilt ] )
detQ = 1 : eigentlich orthogonaler Tensor

Bem.: Die Berechnung der Determinante eines Tensors zweiter Stufe erfolgt mit Hilfe
des duBeren Tensorprodukts (vgl. 1.8).

Eigenschaft des orthogonalen Tensors:
Q- v]-[Q-w] =[Q"-Q]-(v-w)=v-w
— [Q-u-[Q-u] =u-u

Bem.: FEine lineare Abbildung mit Q erhilt die Norm eines Vektors (vgl. TM I, 1.2 B)

Veranschaulichung:

im allgemeinen: lineare Abbildung mit A € V3@ V3
bewirkt Drehung und Streckung

speziell: lineare Abbildung mit Q bewirkt nur

eine Drehung

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



8 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

(e) SPUR EINES TENSORS

Definition: Die Spur tr A eines Tensors A € V3®V? ist das spezielle Skalarprodukt

trA=A: 1=«

Es gelten die Beziehungen
tr(aA) = atrA
tr(a®b) = a-b
trAT = trA
tr(A-B) = tr(B-A)
— (A-B):I = B:AT = B':A
tr(A-B-C) =tr(B-C-A) = tr(C-A-B)

1.4 Wechsel der Basis

Bem.: Ziel ist die Herstellung eines Zusammenhangs fiir die Darstellung vektorieller und
tensorieller Groflen bzgl. unterschiedlicher Basissysteme.

hier:  Beschriankung auf gegeneinander gedrehte, orthonormierte Basissysteme.

(A) DREHUNG DES BEZUGSSYSTEMS

Veranschaulichung:

{0,e;} : Bezugssystem

{0, él} : gedrehtes Bezugssystem

{a;} : Winkel zwischen den Basisvektoren

*
e; und ey

Entwicklung des Transformationstensors:

Es gilt
éZ:IéZ und I:ej®e]

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zur Vorlesung TM 11 9

so dass
* * *
ei=(e;@ej)ei=(e;-e) e

* *
man benutzt e; = d;;, €, so dass
* * *
e, =(ej-dixer)e; = (ej-e;) (e -e;)- e
man erhalt

éi:(ej-ék)(ej@)ek)-ei::R~ei mit R:(ej-ék)ej@)ek

Bem.: R ist der Transformationstensor, der die Basisvektoren e; in die Basisvektoren éi
abbildet.

Koeffizientenmatrix Rj;:

* * * . *
R, =ej - e, = |e;| |eg] cosg (ej;€,) = cosaj, mit |e;| = e =1
. . . . . . *
Bem.: Rj, enthélt die 9 ,Richtungscosini* zwischen den Basisvektoren e; und ey.

Orthogonalitit des Transformationstensors:

Bem.: Die Basisvektoren e; erfahren eine reine Drehung, d. h. R ist orthogonaler Tensor.

Orthogonalitidtsbedingung:

R-RT=1 = k(e @er) Ry, (e, ®ey) = Rjj Ry Okn € @ €
= Rjx Ry (&) @ €p)
Mit I =6, (e; ® e,) folgt durch Koeffizientenvergleich

Rj Ry, = djp (*)

Bem.: () liefert 6 Bedingungen an die 9 Richtungscosini (R -R” = sym (R-R")), d. h.
nur 3 der 9 Winkelfunktionen sind voneinander unabhéngig, so daf3 die Drehung
des Bezugsystems durch 3 Winkel darstellbar ist.

(B) EINFUHRUNG CARDANOSCHER WINKEL

Idee: Drehung um 3 Achsen, die durch die Basisrichtungen e; gegeben sind. Dieses Vor-
gehen geht zuriick auf GIROLAMO CARDANO (1501-1576).

Vorgehensweise: Man setzt die Drehung des Bezugsystems aus drei voneinander un-
abhéngigen Drehungen um die Achsen eq, e,, ez zusammen. Jede Dre-
hung wird durch einen Transformationstensor R; (i=1,2,3) ausge-
driickt.

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



10 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

Drehung von e; um es, es, €;

*

éZ:{Rl[Rg(Rgel)]}:Rez mit ﬁ:RlRQRg

Drehung von e; um eq, e;, e3

& ={Rs-[R2-(Ri-e)]} =R-e; mit R=R3 Ry Ry

Man erkennt

RAR — o+48

Bem.: Das Ergebnis der orthogonalen Transformation héngt von der Reihenfolge der
Drehungen ab.

Veranschaulichung:

(a) Drehung um es, es,e; (z. B. jeweils um 90°)

A(93)

Hyooe

i
I

D 90°
(el)

(b) Drehung um ey, e;, e3 (z. B. jeweils um 90°)

mit e;

2
(SH) 3 3—»»
90° (e2)
€

AN
» 790
'(el)

A(e:s)

Q 90°

Cre

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1




Ergénzung zur Vorlesung TM 11 11

Bestimmung der orthogonalen Drehtensoren R;

(a) Drehung um die e3-Achse

o Es gilt:
€9 &
T . .

€] = Ccosypsze; + sin3e;
o .
€, = —SInEse; + CoS Y3 e
[}
€3 =¢€3

Es gilt allgemein
éi = Rz e = stk (ej & ek) - = stk Oki €, = R?m' €;

so daf} durch Koeflizientenvergleich

cos g —sinps 0
R; = Rsji(ej®e;) mit Rs; = | singps cosgs 0
0 0 1
(b) Drehung um die es- und e;-Achse
Es folgt in Analogie zum Vorangegangenen
[ cospy 0 sing, |
R2 = RjS (ej X el-) mit R2ji = 0 1 0
| —singz 0 cosyy |
10 0
R1 = lei (ej X el-) mit lei = 0 cos Y1 — sin ©®1
| 0 sing;  cosyy

Bem.: Der Rotationstensor R kann aus den Einzelrotationen unter Beachtung der Rei-

henfolge der Drehungen zusammengesetzt werden.

(c) Bestimmung der Gesamtrotation R

(c1) bei Drehung von e; um es, e, €;
R— R :Rl‘RQ‘Rg
= Ry (e; ® ej) Rono (€0 @ €5) R3pq (€) @ €)
= Rlij RZno R3pq 5jn 501) (ei & eq)
= Ryjj Rojo R3oq (e; ®ey)
—_———

*
Riq

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



12 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

mit
COS (g COS 3 — Cos 2 sin g3 sin o
*
Rig= sin @1 sin 2 cos s + cos g sins  —sine; sin sy sin s 4+ cos Y] Cos s — Sin Y Cos Y2
— COs 1 sin g cos w3 +sin g sins  cos i Sin g sin 3 + sin ¢ €os Y3 COS (1 COS P2

(co) bei Drehung von e; um eq, eq, €3
R — R :R3'R2'R1
= Rsij Rojo Riog (€; @ €,)
—_————

. Riq
mit
COS (P2 COS 3 sin( Sin s COS 3 — COS Y] Sin Y3  €Os Y1 Sin o €os Y3 + sin ¢ sin 3
Rl-q = | cospsg Sinws sin; sin g Sin@s + COs Y1 COSY3  COS Y1 Sin Yy sin (3 — sin ¢ €os Y3

— sin @9 sin ¢y cos o COS (1 COS P2

Orthogonalitit der CARDANOschen Drehtensoren:
Es gilt fiir alle R € {Ry, Ry, Ry, R, R}

R'=R", dhR-R"=1 und (detR)>=1 — Orthogonalitit
dariiber hinaus gilt fiir alle Drehtensoren

det R =1 :  eigentliche“ Orthogonalitit

Bem.: Eine Basistransformation mit ,uneigentlich® orthogonalen Transformationen
(det R = —1) erzeugt aus einem ,rechtshindigen“ ein ,linkshidndiges“ Basis-
system.

Beispiel zur Orthogonalitét:
hier:  Untersuchung von Rz = Rj3;; (e; ® €;)

cos g —sinps 0
mit  Rs;; = | singsz cosgs 0
0 0 1

Man berechnet
R3 . R:r]; = R3i_j (ei ® ej) R3on(en ® eo)
= Rsij R3on 0jn (€ ® €,) = Rsip Raon (€, ® €,)

worin

sin? @3 + cos? 3 0 0
R3in R3on = 0 Sil’l2 p3 + cos® ¥3 0 = 5io
0 0 1

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zur Vorlesung TM 11 13

und erhalt
RgR?;: 5¢0(ei®eo)zl q. e. d.

auBerdem folgt

det Rg :=det (Rs;;) =1 — Ry ist eigentlich orthogonal

Darstellung von Rotationstensoren:

Es gilt allgemein bei Transformation zwischen Basissystemen €; und Basissystemen éi:

éi:R'éi mit R:Rikéi®ék

= —1

— €, = RT . éi mit R = RT

Andererseits gilt
éZ:REZ mit R:le(%,@ék
Konsequenz: Durch Vergleich folgt

_ T o o 1) —

ﬁ:R , d. h, Rpe®e,=Ry) 8,08, — Z?t’zk =Ry

Insbesondere gilt

o

R = éik (éz ® ék) :éik (Rél ®Rék)
= }O%ik Rm e, ® Rpk: ép = (Rm }O%ik Rpk) €, ® ép ; an e, X ép = RT

— Rm }O%ik: Rpk: ; an — Rm }O%ik: = 5nk

— [e)
Bem.: Aufgrund der zueinander inversen Koeffizientenmatrizen R,; und R;. konnen die

9 unbekannten Koeffizienten von ]i’zk mit I—_Iilfe der 6 Gleichungen aus _Rm ]%Zk

= 0, bestimmt werden. Wegen R'=R" git B! = (Rw)" = Rip, d.h.

Riv= (Rix)" = Ry

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1
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(C) EINFUHRUNG EULERSCHER WINKEL

Bem.: Drehung eines Basissystems e; um drei Achsen.

Einfiihrung der Winkel ¢, 6 und ¢ um die Achsen es, €;, €3 = 33

Veranschaulichung:

1. Schritt:

Idee: Die Ebenen JF und ]i“ werden
durch die Vektoren e;, ey bzw.

31, e aufgespannt. Die Vektoren

e; und 53 stehen jeweils senk-
recht zur entsprechenden Ebene.

Die Basissysteme e; und éi konnen
mit Hilfe des EULERschen Dreh-
tensors R ineinander iiberfiithrt
werden:

*
ei::R-ei

Drehung in der Ebene F um die e3-Achse mit dem Win-
kel ¢ rotiert das Basissystem e;, so dal €; in Richtung
der Achse c—c zeigt. Dies liefert den Drehtensor

cosp —sing 0
Ry;= | sinp cosp 0| e ®e;.
0 0 1
Damit ergibt sich fiir das neue Basissystem e;

e =Ry e = Ryj.(e;@er) e = Ryjie;

bzw. im einzelnen

e = R3j1 e, = Cos p €, + sincpeg
€ = jog e = — sin Yer + cos @Y e
e; = jog e, = e€3.

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zur Vorlesung TM 11
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2. Schritt:
e
5
ég ,/A R ég
. €2
: )
c ' / c
,,,,,,,,, K ———
él =e;
3. Schritt:
e e; X
él
o\ Ve
e
bzw. im einzelnen
e
e
e
Zusammenfassung;:

(a) Einsetzen von &; = R; €;

e =
€ =

ey —

Drehung des Basissystems €; um die €;-Achse mit dem
Winkel 9, so daf§ €, in der Ebene F liegt und €3 senk-
recht auf der Ebene F steht. Dies liefert den Drehtensor

B 1 0 0
Ri=|0 cosd —sind | e;®@e.
0 sind cosd

Damit ergibt sich fiir das neue Basissystem €;
& =Ry -€ = Ryji (6 ® &) & = Ryji &

bzw. im einzelnen

e = leléj = €
€y = legéj = C085é2+SiD563

legéj = —Sin562+005563.

Drehung in der Ebene } um die €3-Achse mit dem Win-
kel 1) rotiert das Basissystem €;. Dies liefert den Dreh-
tensor

. cosy —siny 0
Rs= | sinyy cosyp 0 | € @6
0 0 1.

Damit ergibt sich fiir das neue Basissystem e;

* g ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
e, = R3 e = R3jk (ej & ek) e, = R3ji ej

R3j1 éj = COS w é1 + sin w ég
R3j2 éj = —sin ’Lp él + cos ’l/) ég
R3j3 e, = e€3.

cos e + sint (cosd ey + sind €3)
—sin € + cost (cosd €y + sin b €3)

€3 = —sind e, + cosd ez
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16 Ergénzung zur Vorlesung TM I1
liefert:

e = cosipe; + siny cosdey + siny sindes

52 = —sinyYe; 4+ cosy cosdey, + cosy sind e

é3 = — sindey, + cos 0 3

€;
(b) Einsetzen von €; = R3 - ¢;
e, = cos ) (cospe; + sinpey) + siny cosd (—sinpe; + cospes) + siny sind e
e = —siny (cospe; +sinpey) + costh cosd (—sinpe; + cospey) + cos sind e
e; = —sind (—singe; + cospes) + cosd eg
liefert:
e; = (costh cosp —sint cosd sing) e+
+(cos® sin p + sin cosd cosp) es + siny sind e
e; = (—sinty cosp — cosy cosd sing) e+
+(—sin® sin ¢ + cos ) cosd cos ) es + cos ) sind e;
e; = sind sin pe; — sind cos p ey + cosd es

* _

— ei:R-<R3~ei ::R-el- mit R:R'R3:R3'R1'R3

€;

Drehtensoren R und 1*{

Fiir die Gesamtrotation folgt damit:

*

€;

Dariiber hinaus gilt

ei:R

und damit analog zu vorherigen Uberlegungen — ;%zkz (Rik)T = Ry,

= (ﬁ3~R1-R3)ei::R~ei
= (RgRl)(Rgel):f{,g(Rlél):Rgél
~—— —— ——

€ €; .
(3

*

*
- €; — ei:RT-ei::R-ei — R:RT
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Darstellung des Rotationstensors:

cos cosp —sint cosd singy —siny cosp — cosy cosd singp  sind siny
R = | cosv sing +sinty cosd cosp —sine sinp + cost) cosd cosp —sind cosp | €; Q ey
sin ) sin § cos sind cos o

Zusammenfassen von Transformationstensoren mit unterschiedlichen Basissystemen:

Beispiel: R = f{g ‘R,

élzﬁgélzoigﬁl)él

— R - Ri’)ik (éz ® ék) Rlno (én & éo)
= Ry (Rie,@Rie; ) Ry (8, ®8,)
S
Risies @ Ry €

— R = RigyRap R (8, &) Riyo (€, ® &)
= Riy Rair Ruk Rino O (85 ® €,)
= Ruy Rair, R R (6, ® 6,)
R,

)
(

Damit erhilt man fiir den Rotationstensor R:

cos Y —sin 0
R = | sine cosd costy cosd —sind | €; @ e

siny sind coswy sind  cosd

Bem.: Die Kombination einzelner Drehungen (z. B. R = Rj3 - Ry - Ry mit éi: R -
e;) vereinfacht sich bei der Verwendung der CARDANOschen Winkel, da sich die
Rotationen stets auf dieselbe Basis e; beziehen.

Drehung um eine raumfeste Achse:

Bem.: Eine Drehung um 3 voneinander unabhéngige Achsen kann auch als Drehung um
die resultierende Drehachse dargestellt werden:
— EULER-RODRIGUES-Form der rdumlichen Drehung

Die EULER-RODRIGUES-Form der Drehung wird spéter behandelt (vgl. Kapitel
1.7).
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18 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

1.5 Tensoren hoherer Stufe

Definition: Ein beliebiger Tensor n-ter Stufe sei gegeben durch

AeVieV®- - @V (n-mal)
mit V?@V¥®---®@V? :n-facher dyadischer Produktraum

Bem.: i.d.R.n > 2;jedoch existieren Sonderfille fiir n = 1 (Vektor) und n = 0 (Skalar).

Allgemeine Darstellung der linearen Abbildung

Definition: Eine lineare Abbildung ist ein , verjiingendes Produkt“ der Form
AoB= é mit n>s

Mit dem o als Verjiingungsoperator (Punkteoperator). Die Anzahl der
Punkte gibt hier den Grad der Verjiingung an.

4
Erlduterung am Beispiel einfacher Tensoren: A : B = C
-e)

(a®b®c®d):(exf)=(c-e)(d-f)adb

J

'

4

A B C
Fundamentaltensoren 4. Stufe

Bem.: Fundamentaltensoren 4. Stufe werden aus dem dyadischen Produkt von 2 Iden-
titdtstensoren 2. Stufe und den damit darstellbaren unabhéngigen Transpositionen

gebildet.
Man fiihrt ein:
I = (ei®e)®(e;®ey)
23
IeD? = e e ¥ere;
24
IeDT = e®e ®eRe

ik
mit (-)7 : spezielle Transposition; d. h. Vertauschung des i-ten mit dem k-ten Basis-
system

Bem.: Weitere Transpositionen von I ® I liefern keine weiteren unabhéngigen Tensoren.
Die o. g. Fundamentaltensoren geniigen der Eigenschaft

4 413 24

4 4
A=A" mit AT =(AT)T

Konsequenz: Die Fundamentaltensoren 4. Stufe sind symmetrisch (bzgl. eine Vertau-
schung der beiden ersten mit den beiden letzten Basissystemen).
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Eigenschaften der Fundamentaltensoren 4. Stufe

(a) identische Abbildung

23
IDTA =(e;®ej®e Re)): Ayle, @ e;)
= A 0is 051 (i @ ej) = Ajj (e, @e;) = A

23

4
— I:'=(I®I)T ist Identitéitstensor 4. Stufe

(b) ,transponierende Abbildung

24
IDT:A =(e;Qe; e ®e;) Ay (e ®e;)
= Ast 5js 5@'1& (ei X ej) = Ajz' (ei X ej) = AT

(c) ,,spurbildende® Abbildung

IRD:A =(e;Re Qe ®e;) Ay (e, ®ey)
= Ast 0js 051 (€5 ® €;) = Ajj (e; @ ;)
=A:I)I=(trA)I
mit A-IT=A,(e;®e) (e ®ej) = Asds; 0t = Ajj

Spezifische Tensoren 4. Stufe

4
Es seien A, B, C, D beliebige Tensoren zweiter Stufe. Dann kann mit A ein vierstufiger

Tensor definiert werden, der iiber folgende Eigenschaften verfiigt:

A = (AeB)f = BTeANl (v
AT = [(A®B)I|T = (AT@B")T
AT = [(AeB) = (A eB )T

AuBlerdem gilt

(T = ()1

Mit (%) konnen die folgenden Regeln abgeleitet werden:

(A©B)T:(CoD)T = (A-C@B-D)T
(A@B)T:(Co®D) = (A-C-B’®D)
(A®B): (CeD)T = (A®CT-B-D)
und »
(A9B)T:C = A-C.B”
AeB) v = AeB-v)!
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20 Ergénzung zur Vorlesung TM I1

4
Mit der Definition eines vierstufigen Tensors B mit den Eigenschaften

4 24 1

B = (A®B)T = [(AgB)I[

4 T 24T 24

B = [(A®B)T]! = (B A)T

4

B! = [(A@B)%’il]_l — (BT—l ®AT—1)§il

148t sich zeigen, dass
(A®B)T:(CoD)T = (A-DT@BT.C)"
23 24 24
(A®B)i:(C®D)i = (A-C@D-BT)Z1
(AB)T:(Ce®D)T = (A-D®CT.B)T
24
(AB)T:(CoD) = (A-CTB®D)
24
(A®B): (C®D)T = (AeD -BT.C)

und
24

(AB)T:C=A-C"-B

Auflerdem gilt
4 4

4 4
(C::D)T:DT::CT

4 4
worin C und D beliebige Tensoren vierter Stufe sind.

Tensoren hoherer Stufe und unvollstindige Abbildungen

Um bei Tensoroperationen mit Tensoren hohere Stufe die Anzahl der in einem Skalarpro-
dukt zu verbindenen Basisvektoren eindeutig festzulegen, wird bei einer unvollstindigen
Abbildung die Stufe des resultierenden Tensors mit Hilfe eines unterstrichenen oberen In-
dex (-)! angegeben.

Beispiele in Basisdarstellung:

4 3
(A : B)§ = [Aijkl (ei X €; @ e, ® el)ano (em Ke,® eo)]§
- Aijkl Brno Okm Oin (ei ®¥e; eo)
3
(A : B)l = [AZ] (ei X ej) ano (em & €n @ eo)]l

Aij ano 5zm 5jn €

Merke: Die unvollstdandige Abbildung wird durch eine hinreichende Anzahl von
Skalarprodukten der inneren Basisvektoren gebildet.
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1.6 Fundamentaltensor 3. Stufe (Ricci-Tensor)

Bem.: Der Fundamentaltensor 3. Stufe wird eingefiihrt im Zusammenhang mit der Bil-
dung ,,duBerer Produkte® (z. B. Kreuzprodukt zwischen Vektoren).

3
Definition: Der Fundamentaltensor E geniigt der Vorschrift

3
uxv=E:(u®v)

3
Einfithrung von E in Basisdarstellung:
Es gilt

3
E = eijk (ei X ej X ek)

mit dem , Permutationssymbol® e;;

1 . gerade Permutation €193 = €931 = €312 = 1
Cijk = 0 : doppelte Indizierung — €321 = €913 = €139 = —1
—1  :ungerade Permutation alle {ibrigen e;;, verschwinden

Anwendung von ]ZE)’) auf das Kreuzprodukt von Vektoren:
Es gilt
uxv = ]?) (u®v)
=eijk (e ®e; ®eg) (uses D uey)
= €ijk Us Vg 5]'3 Okt € = €ijk Uj VL €

= (ugv3 — uz v9) €1 + (uz vy — uy v3) €g + (U vy — Uz V1) €3

Vergleich mit der bekannten Darstellung (vgl. TM I, 1.2 D)

e, €y e3
UXVvV=|UuU Uy U3 |= --- qed
V1 Uy Vs

3
FEine Identitat fiir E:

Es gilt fiir eine unvollstdndige Abbildung 2. Stufe bzw. 4. Stufe zwischen zwei Ricci-
Tensoren

3 3 24

(]433:]433)2:21, (E-E)éz(I®I)QT3—(I®I)T
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1.7 Der axiale Vektor

Bem.: Der axiale Vektor (Pseudovektor) dient u.a. zur Darstellung von Rotationen
(Drehvektor).

A
Definition: Der axiale Vektor t € V? ist dem schiefsymmetrischen Anteil skw T eines
beliebigen Tensors T € V3 ® V3 iiber die folgende Vorschrift zugeordnet:

A 3
t::% E:T7

Man berechnet

= % €ijk (ei ® €; & ek) Tt (et ® es)

1 1
= 5 €ijk tst 05t Ons € = 5 €iji Thj€;

N

[(T5o — Tog) €1 + (Tis — T31) ea + (T — Th2) €3]

N [—=

Es gilt mit 1.3 (b) - Tt e T
= sym skw

so dass fiir den axialen Vektor von T:
A

3
t =1E:(symT +skwT)"

- T T
=5 E:(skwT") = -5 E:(skwT)
Bem.: Ein symmetrischer Tensor besitzt keinen axialen Vektor.

Axialer Vektor und lineare Abbildung:

Es gilt (man bestatige durch Ausrechnen)
A
(skwT)-v=t xv VveV?

Axialer Vektor und das Vektorprodukt zwischen Tensoren:

Definition: Das Vektorprodukt von 2 Tensoren {T, S} € V* ® V3 geniigt der Vor-
schrift

3
SxT=E:(S-T%)

Bem.: Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) zwischen 2 Tensoren liefert einen Vektor.

Im Vergleich mit der Definition des axialen Vektors gilt

3 A
IXT=E:T' =21t

auBerdem gilt fiir das Vektorprodukt von 2 Tensoren
SxT=-TxS
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Axialer Vektor und das duflere Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor:

Definition: Das duflere Tensorprodukt zwischen einem Vektor u € V3 und einem
Tensor T € V3 ® V3 geniigt der Vorschrift

(uxT)-v=ux(T-v); ve)?

Bem.: Das duflere Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor liefert einen Tensor.

Es gelten die Beziehungen
uxT=—-(uxT)'=-Txu
— d. h. u x T ist schiefsymmetrisch
3
uxT=[E:(u®T)}?

mit (-)2 : ,unvollstindige* lineare Abbildung (Assoziation),
deren Ergebnis ein Tensor 2. Stufe ist.

Auswertung in Basisdarstellung liefert

uxT = [(eijk € X €; ® ek) (ur € X tst e, ® et)]2
= €ijk Ur Lst 5]'7“ 5ks (ei X et)
= ek Uj tre (€5 @ €y)

insbesondere gilt fiir T =1

3
u X I = [E . (ll X I)]Z = eijk Uj 5kt (ei X et) = eijt Uj (ei (29 et)

auflerdem gilt fiir den speziellen Tensor u x I
3
E:(uxI)=-2u

3 3
— u=-1E:(uxI)=1E:(uxI)’

Konsequenz: Im Tensor ux I ist u bereits der diesem Tensor zugeordnete axiale Vektor.

SchlieBSlich gilt
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Einige zusétzliche Regeln:
(axb)®c=ax (b®c)
IxT) w=T:Q mit Q=wxI

ANWENDUNGSBEISPIEL FUR DAS TENSORPRODUKT ZWISCHEN VEKTOR
UND TENSOR

Drehung um eine raumfeste Achse

Drehung von x um die Achse e
x=at+u=a+Ciu+tb
a=(x-e)e
mit u=x-—a
b =C; (e x x)

und @ =pe; le[=1

Bestimmung der Konstanten C; und Cj:

(a) Es gilt fiir den Winkel zwischen u und u

u'ﬁ . *
mit  |u| = |u]

Cos = ;
[uf |u|

auflerdem gilt
u-u=u-(Ciu+b)=Ciu-u+u-b =C|u]?
=0,daulb
damit folgt

=(C; — C(Ci=cosp

(b) Es gilt fiir den Winkel zwischen b und u

b-u
bl |ul

cos(90° — ) = sinp =

auflerdem gilt
b-u=b-(Ciu+b)=C; b-u+b-b=|bf?

=0,daulb
und
bl =Csle x x| =C5 |e| |x|sin < (e; x) = Cs|u|
— - -
1 u
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so daf
bE b _ Cifu
[bl[u] v |

sin g = =Cy, — (Cy=sing
Damit folgt fiir X

x=(x-e)e+cosp[x— (x-e)e|+sinp (e x x)
Ermittlung des Rotationstensors R:

fiir das Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor gilt

(exI)-x=ex(I-x)=exx

damit folgt

x=(e@e)-x+cosp(I—e®e) - x+sinp(exI) - x=R-x

— R=e®e+cosp(I—e®e)+sing(exI) (%)

Bem.: (x) ist die EULER-RODRIGUES-Form der rdumlichen Drehung.
Beispiel: Drehung um die e3-Achse
R=Ri=e3®ez+cos p3(I —e3®e;)+sin p3(e3 xI)

Es gilt die Beziehung

ey x T = B :(es @12
= [eijr (e @ e; @ex) (e3 @ e @ er)2
= €1 0530 (€; ® €)) = €3 (€; ® €))
=e e —e e

damit folgt

R; = e3®e3+cosps(er®e+e;®@ey) +sinps(e;@e; —ep ®ey)
R (e; ® €)
cospg —singps 0

mit Rsij = | singps cosps 0O q. e. d.
0 0 1
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1.8 Das duflere Tensorprodukt von Tensoren

Definition: Das duflere Tensorprodukt von Tensoren ist wie folgt definiert:

(A%B)(ul X u2) = Au1 X BUQ — AHQ X BU1

Bem.: Das duflere Tensorprodukt von Tensoren 2.Stufe liefert als Ergebnis einen Tensor
2.Stufe.

Daraus 1af3t sich direkt ableiten:
AxB=BxA

Dariiber hinaus gelten die folgenden Beziehungen
(AxB) = ATxBT
(AxB)- (CxD)
(IxI)
(a®@b)x(c®d) (axc)®(bxd)
(AxB)-C= (BxC)-A=(CxA)-B

(A-CxB-D)+(A-DxB-C)

Mit der o.g. Definition kann leicht gezeigt werden, dafl
[(A%B):Cl[(u; x uz) -us] =€, (A-u; x B-uj)-C-uy
Das duflere Tensorprodukt in Basissystemen
AxB = Ay (e;®er)x By, (e, ®e,)
= Air Bno (€; X €,) ® (e X €,)

3
e, X e, E: (el- X en) = €inj €

mit
3
e, xe, =E:(e,®e,) =erp€

— AxB = Azk B, €inj Ckop (ej X ep)
Dariiber hinaus gilt:

AxI = (A-I)-I-AT
AxB = (A-I)-(B-I)- I-(A"-B)-I-(A-I)-B"—
—(B-1)-AT + AT.BT + BT . AT
(AxB)-C = (A-I)-(B-I)-(C-I)-(A-T)-(B"-C)-(B-I)- (AT-C)-
—(C-I)-(AT-B)+(AT-B").Cc+(B" - A").C

Der Kofaktor, der adjungierte Tensor und die Determinante:
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Es gelten die Beziehungen
+
cof A = JAx%A = A, adjA = (cof A)T

(A'U1XA'UQ)'A'H3
(111)(112)'113

det A= $(AxA): A =det|Ay| =
Es gilt in Basisdarstellung

+ +
A= % (Aix Ano €inj erop) (€5 ® €p) = Ajp (e ® €))

+
Bem.: In der Koeffizientenmatrix A;, des Kofaktors cof A steht an jeder Position die
zugehorige Unterdeterminante des Ursprungstensors, z. B.

+
A= Ago Agz — Agg Ay u s, w.
Der inverse Tensor:

Es gilt die Beziehung
Al =(det A)'adjA; A!existiert, wenn det A # 0

Rechenregeln fiir den Kofaktor, die Determinante und den inversen Tensor:

det (A -B) = (det A)(det B)
det (¢ A) = addet A
detI = 1
det AT = det A

+
det A = (det A)?
det A™' = (det A)~!
+ +
det (A+B) = detA+ A -B+ A -B+detB
+ + &

(A-B) = A-B

A = (A7)

1.9 Das Eigenwertproblem und die Invarianten eines Tensors

Definition: Fiir das Eigenwertproblem eines beliebigen Tensors zweiter Stufe A gilt

va : Eigenwert

A—~pl)-a=0, mit
( ad) { a : Eigenvektor
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Auflosen nach a liefert

: 0
a=(A-yaD)7 -o=adj(A—al)

det (A —ya 1)
Konsequenz: Diese Gleichung liefert fiir a nur dann eine nicht-triviale Losung, wenn die
charakteristische Gleichung erfiillt ist, d. h.

det (A —~72I)=0
Mit der Rechenregel fiir die Determinante
det(A+B) = %[(A+B)X&(A+B)] (A +B)
t(AxA): A+ (AxA):B+i(AxB): A+

+:(AxB):B+;(BxB): A+ (BxB):B
+ +
= det A+A:B+A:B+detB
folgt
+
det (A —yal) = det A+A:(—ya D)+ A:(—ya )T+ det (—ya )

= det A — YAt (AxA):IT+732A:(IxI)—~3detI=0

Mit den Koeffizienten
Ia = % (AxI):1
11, = % (AxA):1

ITIx = $(AxA):A
kann die charakteristische Gleichung wie folgt vereinfacht werden:

Bem.: Die Koeffizienten Ip, IIo und 1114 stellen die drei skalaren Hauptinvarianten
eines Tensors A dar, die eine wichtige Rolle in der Kontinuumsmechanik spielen.

Alternative Darstellung der Invarianten

Durch Skalarprodukte:
IA = A:1=trA

IIn = YZ-(A-A):T)=1
IR -3 (A-A):D)+1(AT-AT):A =
[(tr A)® —3trAtr(A-A)+2tr(A-A-A)] = detA

1 [(tr A)2 — tr (A - A)]
I, = 1
1
6

Durch Eigenwerte:
Ia = 7A(1) + 7A@ T 7A@)
IIn = ya@) 7A@ 7A@ 7A@) T YAG) YAQ)

ITIan = 7Ya@)YA@) YA®B)
CALEY-HAMILTON-Theorem:
A-A-A—-IpA - A+TINA-TIIATI = O
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2 Grundziige der Vektor- und Tensoranalysis

2.1 Einfiihrung des Funktionsbegriffs

Bezeichnungen:
¢(...) : skalarwertige Funktion skalaren Variablen

es existiert v(...) :vektorwertige Funktion » von (...) ¢ vektoriellen Variablen
T(...) : tensorwertige Funktion tensoriellen Variablen

Beispiel: ¢(A) : skalarwertige Tensorfunktion
Begriffe:

e Definitionsbereich einer Funktion: Gesamtheit der Werte der unabhéngig verédnder-
lichen Groflen (Variablen); i.d. R. zusammenhéngend.

e Bildbereich einer Funktion: Gesamtheit der Werte der abhédngig verdnderlichen

Grofen: ¢(...); v(...); T(...).

2.2 Funktionen skalarer Variablen
hier:  Vektor- und tensorwertige Funktionen von reellen skalaren Variablen.

(a) VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN EINER VARIABLEN

es existiert:

u : eindeutige vektorwertige Funktion,
u=u(a) mit Bildbereich im offenen Gebiet V3

« : reelle skalare Variable

Ableitung von u(«) mit dem Differentialquotienten:

du(a)
= / =
w(a) = u'(a) 1o
Differential von u(«):
du = u'(a) da
Einfithrung hoherer Ableitungen und Differentiale:
d*u(a)

da? u s w.

d’u = d(du) = u”(a) do? =

da?
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(b) VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN

es existiert:
u=u(q, f,7,..) mit {«a, 7, ..} : reelle skalare Variablen

partielle Ableitung von u(«, 3, 7, ...):

ou(-)
Oa

wo(a, 8,7, ...) =
totales Differential von u(a, 3, v, ...):
du=u,,da+ugdf+u,,dy+ ---

hohere partielle Ableitungen (Beispiele):

Ou(-)  _du()
da2 0 T 9y 0B

W,qaq =
Bem.: Die Reihenfolge partieller Ableitungen ist vertauschbar.

(¢) TENSORIELLE FUNKTIONEN EINER BZW. MEHRERER VARIABLEN

Behandlung in Analogie zum Vorangegangenen

Einige Rechenregeln:
(a@b) = a®@b+ab

(A-BY= A'-B+A B
(A—l)/ — _A—l . A/ . A—l
2.3 Funktionen vektorieller und tensorieller Variablen

(a) ABLEITUNG VON FELDFUNKTIONEN NACH DEM ORTSVEKTOR

(GRADIENTENBILDUNG)

Bem.: Funktionen des Ortsvektors heiflen Feldfunktionen. Ableitungen nach dem Orts-
vektor werden als “Gradienten einer Funktion” bezeichnet.

skalarwertige Funktionen ¢(x)

d
grad ¢(x) := gi(X) =:w(x) — Ergebnis ist ein Vektorfeld
X
bzw. in Basissystemen
o) = S e = g, e,
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vektorwertige Funktionen v(x)

d
grad v(x) := Z(X) =:S(x) —— Ergebnis ist ein Tensorfeld
X
bzw. in Basissystemen
Av;
grad v(x) := g{ix) e Qe =1, € Re;
J
tensorwertige Funktionen T(x)
dT(x) 3 o
grad T'(x) := I U (x) — Ergebnis ist ein Tensorfeld 3. Stufe
bzw. in Basissystemen
8tl X
grad T'(x) := (’;x(» ) e, Re,®e; = i, € e, e,
J

Bem.: Gradientenbildung grad (-) = V() (mit V : Nabla-Operator) erhéht die Stufe
der abgeleiteten Funktion.

(b) ABLEITUNG VON FUNKTIONEN VON BELIEBIGEN VEKTOREN

UND TENSOREN NACH TENSOREN

Bem.: Ableitungen nach den jeweiligen Variablen werden in Analogie zum Vorangegan-
genen behandelt, z. B.
8R(T, V) . 8RU(T, V)
oT Oty

e Re e, Ve

Einige spezielle Regeln fiir die Ableitung von Tensorfunktionen nach Tensoren

Fiir beliebige Tensoren zweiter Stufe A, B, C gelten die folgenden Ableitungsregeln:

% ~ (B!

ANy orf e A

MA_A) _ wrent+aeat

8(2715) — (AeDT 4 (IoA)T

w — (AgCnT

%AAT — @en?

(‘98AA1 _ _(A_1®AT—1)2T3

OA i
oA = det A[(ATT® AT — (AT1 @ AT1)T]
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d(aB) 0B O
ac ~ “actfac

d(av) e Oa ov
aC - V¥c T %ac

daA) Oa 0A
e A@sstags

Auflerdem gilt:

OA 23 4
= — IeDT =1
A el
OAT 24
— I T
A I®I)
OA:II
= (IxI
A I®I)
% - (A)
. 3
- _1
oA E
Hauptinvarianten und ihre Ableitungen (vgl. Kapitel 1.9)
ol
a—ﬁ = mit  Ip=A-I
Ol .
oll11 + .
8AA = A mit IIIA = det A

(¢) SPEZIELLE OPERATOREN

hier:  Einfithrung der weiteren Differentialoperatoren div ( -) und rot ().
Divergenz eines Vektorfelds v(x)
divv(x) :=gradv(x) : I =: ¢(x) — Ergebnis ist ein Skalarfeld
bzw. in Basissystemen
divv(x) =uv;,; (e, ®e€;): (e, ®ep)
= Vj,j Oin Ojn = Unym
ov; Ovy  Ous

B 8l‘1 + 8l‘2 + 8x3
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Divergenz eines Tensorfelds T(x)
divT(x) = [grad T(x)] : I =: v(x) —— FErgebnis ist ein Vektorfeld
bzw. in Basissystemen
divT(x) =ti,; (e, Re,®e)):(e,Re,)
= tikrj OknOjn € = Lin.n €

Bem.: Divergenzbildung div(-) = V - (-) erniedrigt die Stufe der abgeleiteten Funk-
tionen.

Rotation eines Vektorfelds v(x)

rot v(x) ::E3) Jgradv(x)]" =:r(x) — Ergebnis ist ein Vektorfeld
bzw. in Basissystemen
1ot v(x) =ein (e ®e;®e,): v, (6, ®e,)
= €ijn Vosp Ojp Ono € = €ijn Un,j €

Konsequenz: rot v(x) ist der 2-fache axiale Vektor, der dem schiefsymmetrischen Anteil
von grad v(x) zugeordnet ist.

Bem.: Rotationsbildung rot (-) = curl (-) = V x (-) erhélt die Stufe der abgeleiteten
Funktion.

LAPLACE-Operator
A(-):=divgrad(-) — weiter wie oben

Bem.: LAPLACE-Operator A(-) = V-V(-) erhilt die Stufe der abgeleiteten Funktion.

Rechenregeln fiir die Operatoren grad (-), div(-) und rot (-)
grad (¢¢)) = ¢grade) + 1 grad ¢
grad (¢pv) = v®grad¢ + ¢gradv
grad (¢T) = T ®grad¢ + ¢grad T

grad(u-v) = (gradu)? - v+ (gradv)? - u

)
grad(uxv) = uxgradv +gradu x v

grad(a®b) = [grada®b +a® (grad b)T]QT3
grad (T -v) = (grad T)%S v+ T gradv
grad (T -S) = [(grad T)QT3 : SPQTS + (T - grad S)2

grad (T:S) = (grad T)%F3 : ST + (grad S)lT3 :TT

gradx = 1
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div(u®v) = udivv + (gradu) - v
div(pv) = v-grad¢ + ¢ divv
div(T-v) = (divT?) v+ T :gradv
div (gradv)? = graddivv
diviuxv) = (graduxv):I—(gradv xu):I

= v-rotu—u-rotv

div(pT) = T-grad¢+ ¢divT
div(T-S) = (gradT)-S+ T -divS
div(ivxT) = vxdivT +gradv x T
div(ve T) = v®divT + (gradv) - TV

div (gradv)™ = o0
div (grad v & (gradv)?) = divgradv #+ graddivv
divrotv = 0
rotrotv = graddivv — divgradv
rotgrad¢ = 0
rotgradv = 0
rot (gradv)T = gradrotv
rot (pv) = ¢rotv+grado x v
rot(uxv) = diviu®v-—v®u)

= udivv + (gradu) - v —vdivu — (gradv) - u
GRASSMANN - Entwicklung:

v xrotv = 1 grad (v-v) — (gradv) - v = (gradv)" - v — (gradv) - v

2.4 Integralsitze

Bem.: Es werden einige Integralsétze fiir die Umwandlung von Oberfléchen- in Volumen-
integrale angegeben.

Vor.: u = u(x) sei ein stetiges und hinreichend oft stetig differenzierbares Vektorfeld.
Der Definitionsbereich von u liege im V3.
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(a) BEWEIS DES INTEGRALSATZES

/u(x) ®da = /grad u(x)dv mit da = nda
S v

da : Oberflachenelement
und

n : nach auflen orientierter Oberflachennormaleneinheitsvektor

ll(X) da2
f b~
V

Uy .
N

e da;<— o | dx, | = da
X o 1_11
dx . -
€1 3
O _/ Clag ;
€3 us3
da5
us

Ausgangspunkt: Betrachtung eines infinitesimalen Volumenelements dv, aufgespannt
im Punkt X mit dem Ortsvektor x, und u;, den Werten von u(x) in
den Fliachenschwerpunkten der Teilfldchen 1-6.

Bestimmung der Flidchenelementvektoren da;:
da; = dxy x dx3 = dzydxs (es X e3)
=dzydrse; = —day — e, =n; = —ny
Man erhélt aulerdem
day; =dxs;dr;e; = —-das — ey =ny = —nj
das =dxydzse; = —dag — e3=n3; = —ng
6

Bem.: Die Flichenvektoren erfiillen den Flachensatz Z da, =0
i=1

Bestimmung des Volumenelements duv:

dv = (dx; X dxg) - dx3 = dzy dzy dag

Werte von u(x) in den Teilflichenschwerpunkten:

Bem.: Die Zuwichse von u(x) in die Richtungen von dx;, dzy, dxs werden durch die
ersten Glieder einer TAYLOR-Reihenentwicklung dargestellt.
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1 Ou 1 Ou
ny = ——d ——d
uy =u(x)+ > 91 T + 5 O T3
u; =uy+ @ dz,
&xl

Man erhilt auflerdem

_ _ u _ _ u
Uy =05+ ~—dwy, uUz=us+ —drs

8x2 8x3

Berechnung des Oberflachenintegrals

6
/ ux)@da — » W;@da; =1 @da; + Wy @day + -
=1

dv _ 611
S(dv) (- a—xl dl’l) X (—dal)
so daf
6
0 0 0
Zﬁi®dai = —udZL‘l ®da1 + —udx2®dag+—udx3®da3
i—1 8371 8372 a{L'g
mit
da1 = dZL‘Q dl‘g e, dag = dl‘l dl‘g €, da3 = d[[’l dZL‘Q €3
folgt
6
0 0 0
Zl—li®dai = (_u ®e; + au ®e2+—u ®e3> dxy dzy dxs
i—1 R 8.’171 8372 81’3 N B
U; 9 q dv
— € e; = gradu
8.’,13']‘ J &
so daf

6
Z 1; ® da; = gradudv
i=1

damit folgt bei Integration iiber ein beliebiges Volumen V

/u(x) ®da = /grad u(x)dv q.e. d. (%)

S \4

(b) BEWEIS DES GAUSSSCHEN INTEGRALSATZES

/ u(x) - da — / divu(x) dv

S 14

Ausgangspunkt: Integralsatz (%) bei skalarer Multiplikation mit dem Identitdtstensor

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zur Vorlesung TM 11 37

ux)®da =1 [ gradu(x)dv

N
< —

I gradu(x) dv
—_———
div u(x)

N————

— /I~ [u(x) ® da]
S u(x)-da

|
Se—

so daf3
/u(x) -da = /div u(x) dv (%)

S 14

(c) BEWEIS DES INTEGRALSATZES

/T(x) -da = /divT(x) do

S 14

Ausgangspunkt: Multiplikation des Oberflichenintegrals mit einem konstanten Vektor
beV?

b-/T(x)-da:/b-T(x)-da:/[TT(x)-b]-da::/u(x)-da

S S S S

es folgt mit dem Integralsatz (xx)

b-/T(x) da = /div [T7(x) - b] dv
S

\4

Mit Hilfe eines Divergenztheorems ergibt sich speziell fiir b = konst.
div [T?(x) - b] = (divT(x)) - b
damit folgt

b /T(X) ‘da= /(divT(x)) bdv

s
so dafl
/T(x) -da= [ (divT(x))dv q.e.d.
S

<

Bem.: Weitere Beweise werden an dieser Stelle nicht gefiihrt.
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(d) ZUSAMMENSTELLUNG EINIGER INTEGRALSATZE

Es gilt fiir die Umwandlung von Oberflichen- in Volumenintegrale

/u@da = /gradudv

S v
S/gbda = /gradgbdv

divudv
rot udv

/uxda = —
S

divT dv
uxT-da = div (u x T)dv

u® T -da = div(u® T)dv

O~ Y~
o—
H
&
I
S T TS S~ Y~ =

Es gilt fiir die Umwandlung von Linien- in Fléchenintegrale

fu@dx = —/graduxda

S

1
Z{qbdx = —/grad<;5><da
fu.dx _

L

%uxdx =

L

%T-dx =

L

(rotu) - da

(Idivu — grad"u) - da

(rot T)” - da

P B B @

mit da=nda

Bem.: Weitere Beziehungen der Vektor- und Tensorrechnung werden, sofern dies erfor-
derlich ist, unmittelbar im benétigten Zusammenhang angegeben. Auf eine Dar-
stellung allgemeiner nichtorthogonaler und nichtnormierter Basissysteme wurde
generell verzichtet.
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2.5 Transformationsbeziehungen zwischen aktueller und Refe-
renzkonfiguration

Gegeben sind der Deformationsgradient F = 0x/0X und beliebige vektorielle und tenso-
rielle Feldfunktionen v und A. Dann gelten mit

0

(
Grad(1) = (")
Referenzkonfiguration X
Div(-) = |[Grad(-)]-I oder [Grad(-)]I
\
( 0
arad(-) = ()
aktuelle Konfiguration X
div(-) = J[grad(-)]-T oder [grad(-)]I
\
die folgenden Zusammenhénge:
Gradv = (gradv)-F Grad A = [(gradA):F}3
gradv = (Gradv) -F! grad A = [(GradA):F '3
Divv = (gradv):F7 DivA = (gradA):F’
divv = (Gradv):F'! divA = (GradA):F7!
Dariiber hinaus gilt
DivF'™' = —F7'. (FT!':GradF)! = —(detF)'F’!.[Grad(detF)]
divFT = —F'. (F':gradF ') = —(detF)F” . [grad (detF)™!]
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