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Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 1

1 Mathematische Voraussetzungen

Bem.: Es werden an dieser Stelle nur die absolut notwendigen Grundziige der Vektoral-
gebra in bezug auf ein orthonormiertes Basissystem dargestellt.

1.1 Grundziige der Vektorrechnung

(a) SYMBOLE, SUMMENKONVENTION, KRONECKER-

ein- bzw. mehrfach indizierte Symbole

Uy — U1, U2, U3, ...
UiV —> U1 V1, U1 Vg, U V3, ...
Ug V1, Ug V2, ...

ik — tn, t2, ...

FEINSTEINsche Summenkonvention

Definition: Bei ,,doppelter Indizierung ist iiber den doppelten (stummen) Index zu
summieren.

Beispiel:
U;V; = UV, T UV, + ...+ Up Up,

n
= E :Ujvj
j=1

KRONECKER-Symbol

Definition: Ex. ein Symbol §;;, mit der Eigenschaft

0 fiiri #k
b =
1firi==%
Anwendungsbeispiel:
u; 0; = U O1p + Up 02k + ... + Uy Opp
w0 = Uy
(51 (512 = 0
mit Ui 51k =
Ui 5111 = 0

— U 0 = Ug

Wird das KRONECKER-Symbol {iber einen stummen Index mit einer indizierten Grofle
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2 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

multipliziert, so entfillt das KRONECKER-Symbol, der stumme Index verschwindet und
der freie Index bleibt erhalten.

Bem.: Stumme Indizes kénnen beliebig umbenannt werden.

(b) BEGRIFFE UND DEFINITIONEN DER VEKTORALGEBRA

Bem.: Alle folgenden Darstellungen beziehen sich auf den 3-d Anschauungsraum unserer
physikalischen Erfahrung; d. h. auf den eigentlich EUKLIDschen Vektorraum V3.

hier: RAUM ist ein Mengenbegriff aus der Mathematik und hat nicht unmittelbar mit
dem 3-d Punktraum &2 und dem 3-d Vektorraum V3 zu tun.

A: Vektoraddition
Vor.: ex. {u,v,w, ...} € V3

Es gelten die folgenden Beziehungen:

u+v =v-+u : kommutatives Gesetz
u+ (v+w) = (u+v)+w :assoziatives Gesetz
u+0 =u : 0 : Identisches Element bzgl. der Vektoraddition
u+(—u) =0 : —u :inverses Element bzgl. der Vektoraddition

Beispiele zum kommutativen und assoziativen Gesetz:

u+v- v u+v A4 V4w

~

e

B: Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Vor.: ex. {u,v,w, ...} € V3 {a,8,..} € R

v =v : 1: identisches Element
a(fv) = (ap)v : assoziatives Gesetz
(a+B)v = av+ v :distributives Gesetz (skalare Addition)
a(v+w) = av+aw :distributives Gesetz (Vektoraddition)

av = va : kommutatives Gesetz

Bem.: In der allgemeinen Vektorrechnung legen die Definitionen A und B den ,affinen
Vektorraum*® fest.

Lineare Abhingigkeit von Vektoren

Bem.: Im V3 sind je 3 nicht-komplanare Vektoren linear unabhingig; d. h. jeder weitere
Vektor kann als Vielfaches dieser Vektoren dargestellt werden.
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Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 3

Satz: Die Vektoren v; (i = 1, 2,3, ...,n) sind linear abhingig, wenn reelle
Zahlen «; existieren, die nicht alle gleich Null sind, so dafl gilt

a;v; =0 bzw. a;vi+ayve+..+ao,v, =0

Beispiel (ebener Fall):
Vi+ Ve +vV3#0

Va Qg Y>2
// aber: a; vy +aa vy +azvy =0
V3 : /
Qv // a3 V3 — {v1, Vo, v3}: linear abhingig
V1 L
1 . .o .
v — {vi, va}: linear unabhéngig

Bem.: Die a; kdnnen mit einem beliebigen Faktor A multipliziert werden.

Basisvektoren im V?

ex. : {vy, vg, v3} : linear unabhéngig

dann : {vy, vy, v3, v} :linear abhingig

es folgt

Q1 V] +ay Ve +a3vs+Av=0

— AVv=—q;V;

bzw. v = )\ZVZ- =: B;v;

it B = 3 . Koeffizienten (der Vektorkomponenten)
& :  Basisvektoren von v

Wahl eines speziellen Basissystems

Bem.: Im V3 kann jedes System von 3 linear unabhiingigen Vektoren als Basissystem
gewahlt werden; z. B.

" allgemeines Basissystem

e : spezielles, orthonormiertes Basissystem (Rechtssystem)

Basissystem v; Basissystem e;
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4 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Darstellung des Vektors v:

51' V;
vV =
Vi €

hier:  Spezielle Wahl der orthonormierten Basis e;
Bezeichnungen
V = ;€ = vie; +1vyeq -+ vzes

) vie; . Vektorkomponenten
mit

U4 . Koeffizienten der Vektorkomponenten

C: Skalarprodukt von Vektoren

Es gelten die folgenden Beziehungen:

u-v =v-u : kommutatives Gesetz
u-(v+w) =u-v+u-w : distributives Gesetz
a(u-v) = u-(av)= (au)-v :assoziatives Gesetz
u-v =0 YV u, wenn v=0
—u-u # 0 ,wenn u # 0

Bem.: Die Definitionen A, B und C legen den ,, EUKLIDschen Vektorraum® fest. Gilt
anstelle von u - u # 0 speziell

u-u>0 ,wenn u#o0,

dann legen A, B und C den ,eigentlich EUKLIDschen Vektorraum V3% (Anschau-
ungsraum) fest.

Quadrat und Norm eines Vektors

vii=v.v , v=|v]=VV2

Bem.: Die Norm ist der Betrag bzw. die positive Quadratwurzel des Vektors.

Winkel zwischen zwei Vektoren
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Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 5t

Kosinussatz (vgl. z. B. BRONSTEIN-SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathematik)
lu—v]? = [u?+ |v|> = 2]ul|v| cos a

u? +vi—(u—v)?

— cos a =
2[ul[v]
u-v
bzw. cos o =
uf[v|
oder u-v = |ul|v] cos a

Skalarprodukte (innere Produkte) in Basisdarstellung

Skalarprodukt der Basisvektoren e;:

90° fire#k : cos90°=0
J(ei; ex L
0° firi=%k : cos0°=1

so daf3

e e, = |e;l|ex| cos J(e;; ex)

= cos J(e;; ex)

Es folgt mit dem KRONECKER-)

1 firi=%k
€ e, =0 = o
0 fiiri#k

Skalarprodukt von zwei Vektoren:
u-v = (u;€)- (vkeg)
= u; vy, (e; - ex)
= U; Vg Oi;

:uiUiIU1U1+UQU2+U3U3

D: Kreuzprodukt (dufleres Produkt) von Vektoren
Man definiert das folgende Vektorprodukt

uXxv=|ul|v]sin <(u; v)n
mit n: Einheitsvektor 1 u, v (Rechtsschraubenregel, vgl. S. 7)

Aus o. g. Definition erhilt man die folgenden Beziehungen

uxv = —vxu : kein kommutatives Gesetz
ux (V+w) = uxv+uxw : distributives Gesetz
a(uxv) = (ou) xv=ux (av) :assoziatives Gesetz
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6 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Dreifaches skalares Produkt (Spatprodukt):

u-(vxw)=v-(wxu)=w-(uxv)

Rechenregeln fiir das duflere Produkt (ohne Beweis)

uxu = 0
(U4 V)XW = UXWHVXW
u-(uxv) = v-(uxu)=0

Entwicklungssatz:

ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w

LAGRANGEsche Identitdt (Jean Louis Lagrange: 1736-1813):

(uxv)-(wxz)=(u-w)(v-z)—(a-z)(v-w)

Norm des dufleren Produkts:

[ux v =uf|v|sin (u;v)

Kreuzprodukt in Basisdarstellung

hier:  vereinfachte Darstellung im Matrizenschema
Berechnung von
e; €y e3
u = VXW = V1 Uy Us
w1, Wy W3

= (vows —vzws)e; — (viws —v3wi) ey + (V1 Wy — Vo w1) €3

Bem.: ulv,w;d hesmuBBgeltenu-v = u-w = 0
Beispiel:
u-v = wv; = (vgws —vzwy) vy — (Vw3 —vgwy) va + (V3 we —vawi)vg = 0 q. e d.

Bemerkungen zu den Produkten von Vektoren
e zum Skalarprodukt

Zerlegung eines Vektors (Beispiel: in der Ebene):

u = u; + up

mit u;, = u;e;

u; : Vektorkomponeneten

u; :  Koeflizienten der Vektorkomponenten
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Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 7

Projektion von u auf die Richtungen von e;:

U; = U-€

Bestétigung der Projektionsregel:

u-e;

Berechnung der Projektionen:

U1 =

= (upeg)- e
|ul |e1| cos «
|lu| cos @ = u cos a
~ Ju
u cos [
u cos (90° —a) = usin «

Merke:

Fiir die Betrdage von Vektorkomponenten gilt

Uy =

Uo =

U COS

u sin o

e zum Kreuzprodukt

Orientierung des Vektors u = v x w:

(1) ulv,w

N (2)  Rechtsschraubenregel (Rechtshandregel)

> Z = WXV

—> VXXW = —WXYV

v X w|

= |v||w| sin «

= v (w sin a)
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8 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Merke: Der Vektor v xw steht senkrecht auf v und w (Rechtsschraubenorientierung);
sein Betrag entspricht der von v und w aufgespannten Flache.

dreifach skalares Produkt (Spatprodukt):

u-(vxw) = [uvw]

mit z = vxw

folgt w-z = |u||z| cos v
= 2z (u cos )

mit (u cos ) : Projektion von u auf Richtung von z

Bem.: Spatprodukt liefert das Volumen des von u, v und w gebildeten Parallelepipeds
(Spat).

Bemerkung: Die in diesem Skript dargestellten Beziehungen gelten grundsétzlich in
jedem beliebigen Basissystem. Zur Vereinfachung werden die folgenden
Basisdarstellungen stets beziiglich einer orthonormierten Basis angege-
ben. Eine allgemeinere Darstellung findet sich u. a. bei DE BOER, R.:
Vektor- und Tensorrechnung fiir Ingenieure. Springer-Verlag, Berlin
1982.
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Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 9

2 Grundziige der Tensorrechnung

Bem.: Alle folgenden Darstellungen beziehen sich auf den eigentlich EUKLIDschen Vek-
torraum V3 und den daraus herleitbaren n-fachen dyadischen Produktraum
VIeVP® - @ V? (n-mal).

2.1 Einfiihrung des Tensorbegriffs

(a) TENSORBEGRIFF UND LINEARE ABBILDUNG

Definition: Ein Tensor T 2. Stufe ist eine lineare Abbildung, die einem Vektor u
eindeutig einen Vektor w zuordnet:

w=Tu

uw eV . T e LOV? V3
darin sind ~ Menge aller Tensoren 2. Stufe bzw.

3 13
LV, V) linearer Abbildungen von Vektoren

(b) TENSORBEGRIFF UND DYADISCHER PRODUKTRAUM

Definition: Es existiert ein ,einfacher Tensor® (a ® b) mit der Eigenschaft

(a®b)c=:(b-c)a

a®b € V*®V? (dyadischer Produktraum)

darin sind
® : dyadisches Produkt (bindres Verkniipfungssymbol)

man erkennt unmittelbar, dafl
a®b ¢ LV VY — VIeVic LV V)
Bem.: (a®Db) bildet einen Vektor ¢ in einen Vektord = (b-c)a ab.

Basisdarstellung des einfachen Tensors:

A=a®b=/(ae)® (bper) =a; b (e R e)

" a; by, : Koeffizienten der Tensorkomponenten
mi
e; ® e, : Tensorbasis

d. h.: Tensoren A € V3 ® V3 besitzen 9 unabhingige Komponenten (und Richtungen);
z. B. a; bz (e ® e3) u. s. w.

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



10 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Basisdarstellung eines beliebigen Tensors:

T = tik (ei X ek)

Koeflizientenmatrix von T mit

9 unabhéngigen Eintragen

ti11 ti2 t13
mit  ty = | tar oo los : {

l31 132 133

2.2 Elementare Rechenregeln der Tensoralgebra

Vor.: Es existiert {A, B, C, ...} e V3@ V3.

(a) TENSORADDITION

A+B =B+A . kommutatives Gesetz
A+(B+C) = (A+B)+C : assoziatives Gesetz
A+0 = A 0 . identisches Element
A+(-A) =0 :—A  :inverses Element

Tensoraddition bzgl. der orthonormierten Tensorbasis:
A=qy(e;®er), B=by(e®e)

——

Cik

Bem.: Die Ausfithrung der Tensoraddition als Addition der Tensorkoeffizienten setzt fiir
beide Tensoren dieselbe Tensorbasis voraus.

(b) MULTIPLIKATION EINES TENSORS MIT EINEM SKALAR

1A = A :1 : identisches Element
a(fA) = (ap)A : assoziatives Gesetz
(a+PB)A = aA+SA :distributives Gesetz (bzgl. skalarer Addition)
a(A+B) = aA+aB :distributives Gesetz (bzgl. Tensoraddition)

aA = Aqx : kommutatives Gesetz

(c) LINEARE ABBILDUNG ZWISCHEN TENSOR UND VEKTOR

Es gilt die Definition der linearen Abbildung (vgl. 2.1)

w=Tu

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 11

Bem.: Die Multiplikation eines Tensors mit einem Vektor wird in der Literatur gelegent-
lich auch als ,verjiingendes Produkt“ eingefiihrt.

Es gelten die Beziehungen
A(u+v) = Au+ Av :distributives Gesetz

A(au) = a(Au) : assoziatives Gesetz

(A+B)u = Au+Bu :distributives Gesetz

(eA)u = a(Anu) : assoziatives Gesetz
Ou =0 : 0 : Nullelement der linearen Abbildung
Iu =nu : I :identisches Element der linearen Abbildung

Lineare Abbildung in Basisdarstellung:

A = ap(e;®e), u=u;e;

Au = (aipe ®e;) (uje;) = au;(e; ey) e,
Man erhélt
i : freier Index

w= Au= aikujcSkjei = Qi Uk €4 mit
—— k : stummer Index

wy

Bem.: Eine lineare Abbildung A bewirkt in der Regel eine
Drehung und eine Streckung des Vektors u.

Identititstensor I € V2 ® V3 :
I=V,e;Re. =€, Re;
Kontrolle der definierten Eigenschaft:
u=Iu=(e;®e)uje; =uj(e;,®@e;)e; =u;6,;€ =ue; q.e. d.

Bem.: Tensoren, die nur Basisvektoren enthalten, heiflen Fundamentaltensoren, d. h.

I € V3 ®)V? ist Fundamentaltensor 2. Stufe.

(d) SKALARPRODUKT VON TENSOREN (inneres Produkt)

Es gelten die Beziehungen
A-B =B-A : kommutatives Gesetz

A-B+C) = A-B+A-C : distributives Gesetz
(¢A)-B = A-(aB)=«a(A-B) :assoziatives Gesetz
A-B =0 VA, wenn B=0
— A-A>0fir A£0

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



12 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Skalarprodukt von A mit einem einfachen Tensora®@b € V3 ® V3:
A-(a®b)=a-Ab

Skalarprodukt in Basisdarstellung:
A = ap(e;®er), B= by (e; ®e)

a =A-B= Ak (ei ® ek) ' bst(es X et) = QL bst(ei ® ek) ' (es ® et)

Man erhalt
a = ik bst 0is Ot = air, big

Bem.: Das Ergebnis des Skalarprodukts ist ein Skalar.

(e) TENSORPRODUKT VON TENSOREN

Definition: Das Tensorprodukt von Tensoren geniigt der Beziehung

(AB)v= A(Bv)

Bem.: Mit dieser Definition ist das Tensorprodukt von Tensoren unmittelbar an die li-
neare Abbildung gekniipft (vgl. 2.1 (a)).

Es gelten die Beziehungen

(AB)C = A(BC) : assoziatives Gesetz
AB+C) = AB+AC . distributives Gesetz
(A+B)C = AC+BC . distributives Gesetz

a(AB) = («¢A)B = A(aB) : assoziatives Gesetz
IT =TI =T : I : identisches Element
oT =TO0O =0 : 0 : Nullelement

Bem.: Das kommutative Gesetz gilt im allgemeinen nicht, d. h. AB # B A.

Tensorprodukt fiir einfache Tensoren:
A=a®b, B=c®d
Es gilt mit oben genannter Definition:
(AB)v = A(Bv)
— [(a@b)(cad)]v = (a@b)[(c®d)V]
(a®@b)(d-v)c
= (b-c)(d-v)a
[(b-c)(a®d)]v

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 13

Konsequenz:
(a®b)(c®wd) = (b-c)awd

Tensorprodukt in Basisdarstellung:

AB = ai(e;®eg)byles ®ep)
= ai by (€ @ ey) (es ® )
= ik byt Ops(e; @ ey)
= a;, by (€, ® )

Bem.: Das Ergebnis des Tensorprodukts ist ein Tensor.

2.3 Spezielle Tensoren und Operationen

(a) TRANSPONIERTER TENSOR

Definition: Der zu A € V? @ V? gehorende transponierte Tensor AT geniigt der
Eigenschaft
w-(Au) = (ATw)-u

Es gelten die Beziehungen
(A+B)” = AT+ B”

(aA)T = a AT
(AB)Y = BTAT

Transposition eines einfachen Tensors a ® b:
Mit oben genannter Definition gilt
w-(a®b)u = w-(b-u)a
= (w-a)(b-u)
= (b®a)w-u
— (a®b)T = bw®a

Transponierter Tensor in Basisdarstellung:
A = ap(e®ey)
— AT = Qg (ek X ei)

= ay; (e; ® e;) : Umbenennung der Indizes

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



14 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Merke: Transposition eines beliebigen Tensors A € V3 ® V3 kann durch Transposi-
tion der Tensorbasen oder der Tensorkoeffizienten erfolgen.

(b) SYMMETRISCHER UND SCHIEFSYMMETRISCHER TENSOR

Definition: Ein Tensor A € V3 ® V? ist symmetrisch, wenn
A=A"
und schiefsymmetrisch (antimetrisch), wenn

A=-A"

Symmetrischer und schiefsymmetrischer Anteil eines beliebigen Tensors
A eVieVl:
symA = 1 (A4 A7)

skwA = 1(A—-AT)

— A = symA + skw A

Eigenschaften symmetrischer und schiefsymmetrischer Tensoren:
w-(symA)v = (symA)w-v
v-(skwA)v = —(skwA)v-v =0

Positive Definitheit symmetrischer Tensoren:

e sym A ist positiv definit, wenn symA-(vev)=v-(symA)v >0

e sym A ist positiv semidefinit, wenn symA-(v®v)=v-(symA)v >0

(¢) INVERSER TENSOR

Definition: Der zu A € V3 ® V3 gehorende inverse Tensor A™' geniigt der Eigen-
schaft
v=Aw +— w=Aly

Vor.: A~! existiert

Es gelten die Beziehungen
AA™Y = ATTA=1
(A—l)T — (AT>—1 —- AT—l
(AB)™! =B 'A™!

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



Ergénzung zu den Vorlesungen TM und HM 15

Bem.: Die Berechnung des inversen Tensors in Basisdarstellung erfolgt im Zusammen-
hang mit der Einfithrung des ,,doppelten Kreuzprodukts® (dufleres Tensorprodukt
von Tensoren).

(d) ORTHOGONALER TENSOR

Definition: Ein orthogonaler Tensor Q € V3 ® V3 geniigt der Eigenschaft

Q'=Q" +— QQ'-I

. i . det Q = +1 : orthogonaler Tensor
Dariiber hinaus gilt ] ]
detQ = 1 : eigentlich orthogonaler Tensor

Bem.: Die Berechnung der Determinante eines Tensors zweiter Stufe erfolgt mit Hilfe
des duBeren Tensorprodukts (vgl. 2.8).

Eigenschaft des orthogonalen Tensors:
Qv-Qw = Q'Qv-w=v-w
— Qu-Qu = u-u
Bem.: Eine lineare Abbildung mit Q erhélt die Norm eines Vektors (vgl. TM I, 1.2 B)

Veranschaulichung:

im allgemeinen: lineare Abbildung mit A € V3@V3
bewirkt Drehung und Streckung

speziell: lineare Abbildung mit Q bewirkt nur

eine Drehung

(e) SPUR EINES TENSORS

Definition: Die Spur tr A eines Tensors A € V3®V? ist das spezielle Skalarprodukt

trA=A"-1

Es gelten die Beziehungen
tr(aA) = atrA

tr(a®b) = a-b
trAT = trA
tr(AB) = tr(BA)
— (AB)-I = B-A” = B'. A
tr(ABC) = tr(BCA) = tr (CAB)

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



16 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

2.4 Wechsel der Basis

Bem.: Ziel ist die Herstellung eines Zusammenhangs fiir die Darstellung vektorieller und
tensorieller Groflen bzgl. unterschiedlicher Basissysteme.

hier:  Beschriankung auf gegeneinander gedrehte, orthonormierte Basissysteme.

(A) DREHUNG DES BEZUGSSYSTEMS

Veranschaulichung:

{0,e;} : Bezugssystem

*

{0,e;} : gedrehtes Bezugssystem

{air} : Winkel zwischen den Basisvektoren

*
e, und e

Entwicklung des Transformationstensors:
Es gilt

ézzlél und I:ej®ej
so daf

¢ = (ej®ej)e; = (e €)e;
man benutzt éi = ;1 ék, so daf3

*

e; = (ej - G er)e; = (e - &) (e - ex) e

man erhalt

*

éi =(e;-e;)(ej®e,)e; = Re; mit R=(e;- ék) e; ® ey

. . . *
Bem.: R ist der Transformationstensor, der die Basisvektoren e; in die Basisvektoren e;

abbildet.

Koeffizientenmatrix Rj;:

Rjr =e;- e, = |e;| |ex] cosd (ej:ex) = cosayp  mit |e;] = |e;| = 1

Bem.: Rj, enthdlt die 9 ,Richtungscosini zwischen den Basisvektoren e; und ék.
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Orthogonalitéit des Transformationstensors:

Bem.: Die Basisvektoren e; erfahren eine reine Drehung, d. h. R ist orthogonaler Tensor.

Orthogonalitidtsbedingung:

RR" =1 =Rj.(e;®e;) Ryn (e, ®e,) = Rijx Ryn e @ e,
= Ry Rpi. (e ® )

Mit I = 0;, (e; ® e,) folgt durch Koeffizientenvergleich

Rj Ry, = djp (*)

Bem.: (%) liefert 6 Bedingungen an die 9 Richtungscosini (RR’ = sym (RR”)), d. h.
nur 3 der 9 Winkelfunktionen sind voneinander unabhéngig, so daf3 die Drehung
des Bezugsystems durch 3 Winkel darstellbar ist.

(B) EINFUHRUNG CARDANOSCHER WINKEL

Idee: Drehung um 3 Achsen, die durch die Basisrichtungen e; gegeben sind. Dieses Vor-
gehen geht zuriick auf GIROLAMO CARDANO (1501-1576).

Vorgehensweise: Man setzt die Drehung des Bezugsystems aus drei voneinander un-
abhéngigen Drehungen um die Achsen e;, e,, e3 zusammen. Jede Dre-
hung wird durch einen Transformationstensor R; (i=1,2,3) ausge-
driickt.

Drehung von e; um es, e;, e;

&= {Ri[Rs(Rye)} =Re, mit R=RiR:R,

Drehung von e; um eq, e, e3

& ={R3[R;(R1¢)]} = Re; mit R =R3;R,R;

Man erkennt

Bem.: Das Ergebnis der orthogonalen Transformation hidngt von der Reihenfolge der
Drehungen ab.
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18 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Veranschaulichung:

(a) Drehung um es, €5, e, (z. B. jeweils um 90°)

1 (e3)

¢1y90°

- .
Ja

/ 90°
“(e1)
(b) Drehung um ey, ez, €3 (z. B. jeweils um 90°)
mit €3 2
e, 3 3»»
90° (e2)
loge
C
*(e1)

A (e3)
d) 90° -
3 € 62
€3
2 /f/j
1 180 5,
Bestimmung der orthogonalen Drehtensoren R;

(a) Drehung um die es-Achse

Es gilt:
o .
€] = COoSp3e; + sin 3 es
o .
€y — —SInse; + COoS Y3 €y
(o]
€3 =¢€3
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Es gilt allgemein

(o]
e, = Rse; = R3j; (e; ®ey) e; = Ry Opie; = Rsjiej

so daf} durch Koeflizientenvergleich

R; = Rsji(ej ®e;) mit Rsj =

(b) Drehung um die ey- und e;-Achse

Es folgt in Analogie zum Vorangegangenen

RQ = RZji (ej (29 ei)

mit R2ji =

R, =

Bem.:

Ryji (e @ e;)

mit lei =

| —singps 0 cosps |

COS (3
sin @3

0

COS (g
0

—sings 0
cosps 0O
0 1
0 sin s
1

1 0 0
0 cosp; —sing
| 0 singp;  cosyy

Der Rotationstensor R kann aus den Einzelrotationen unter Beachtung der Rei-

henfolge der Drehungen zusammengesetzt werden.

(c) Bestimmung der Gesamtrotation R

(c1) bei Drehung von e; um es, ey, €;

R-— R =R, R,Rs

= Ry (e; ® ;) Rapo (€, @ €,) Ry (€) ® €)

= Rlij R2no R3pq 5jn 5op (ez’ ® eq)

= Ru'j R2jo R3oq (ei ® eQ)
—

*
Riq
mit
COS (3 COS (P3
*
Riq =

Sin @7 sin 2 cos @3 + cos 1 sin @3

— cOS 1 Sin 2 cos s + sin ¢ sin 3

(co) bei Drehung von e; um ey, e, e3

R — R :R3R2R1

— COS (2 sin 3

= Rsij Rajo Riog (€; @ €,)
—_—

R,

—sin i sin ey sin s + cos @1 €os p3

COS (o1 Sin g sin @3 + sin ¢y cos ps3

—sinj cos P2

COS (1 COS (P2
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20 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

mit
COS (P2 COS 3 sin( Sin s COS 3 — COS Y] SN Y3  €OS Y1 Sin o €os Y3 + sin ¢ sin 3

Rl-q = COs 2 sin s Sinj sin sy sin s 4+ oS Y] COS s  COS 1 Sin s Sin Y3 — sin g cos @3

— sin @9 sin 1 cos o COS (1 COS P2

Orthogonalitidt der CARDANOschen Drehtensoren:

Es gllt fir alle R € {Rl, RQ, Rg, R, R}
R'=R’ d hh RR" =1 und (detR)®>=1 — Orthogonalitit
dariiber hinaus gilt fiir alle Drehtensoren
det R =1 : jeigentliche“ Orthogonalitit
Bem.: Eine Basistransformation mit ,uneigentlich® orthogonalen Transformationen

(det R = —1) erzeugt aus einem ,rechtshindigen“ ein ,linkshindiges“ Basis-
system.

Beispiel zur Orthogonalitét:
hier:  Untersuchung von R3 = Ra;; (e; ® €;)

cos g —sinps 0
mit  Rs;; = | sinpsz cosgs 0
0 0 1

Man berechnet
R3 Rg = R3ij(ei X ej) R3on(en ® eo)
= R3ij R3on 6jn (€, ® €) = Rgin R3on (€ ® €,)

worin
sin® 3 + cos? 3 0 0
Rgm Rgon = 0 Sil’l2 ©3 —+ COS2 ©3 0 = 5@'0
0 0 1
und erhalt

R3 Rg = 52‘0 (el- X eo) =1 g. e. d.
auflerdem folgt

det Rg :=det (Rs;;) =1 — Rj ist eigentlich orthogonal

Darstellung von Rotationstensoren:

Es gilt allgemein bei Transformation zwischen Basissystemen €; und Basissystemen e;:

lell

e;=Re mit R=Rye o8,

_ =T o R
— =R e mit R
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Andererseits gilt
éi = Réz mit R = Rzk éz’ X (OEk
Konsequenz: Durch Vergleich folgt

_ T o o o —

f{ =R s d. h., Rzk €e; X e, = (le)T éi X ék — }O%ik :le

Insbesondere gilt

o

R = ]O%Zk (e ® ex) :éik (Re; ® Rey)

= Rk Rm €, ® Rpk ép = (Rnl Rik Rpk) e, ® ép ; R}’m e, ® ép = RT

— Rm éik Rpk ; an — Rm éik - 5nk

— [e)
Bem.: Aufgrund der zueinander inversen Koeffizientenmatrizen R,,; und R;; kénnen die 9

unbekannten Koefﬁzienten_von ]o%i;i mit Hil_fe der 6_Gleichun_gen aus R ]O%m = Opk
bestimmt werden. Wegen R'=R" gilt R;il = (Rui)" = Rin, d.h.

Rix= (Rix)" = Ry

(C) EINFUHRUNG EULERSCHER WINKEL

Bem.: Drehung eines Basissystems e; um drei Achsen.

Einfithrung der Winkel ¢, § und ¢ um die Achsen e3, €, €3 = es

Veranschaulichung:

Idee: Die Ebenen F und ]t" werden
durch die Vektoren e;, ey bzw.
él, e aufgespannt. Die Vektoren
e; und 33 stehen jeweils senk-
recht zur entsprechenden Ebene.
Die Basissysteme e; und éi konnen
mit Hilfe des EULERschen Dreh-
tensors R ineinander tberfiithrt
werden:

*
€e; = Rei
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22 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Drehung in der Ebene F um die e3-Achse mit dem Win-
kel ¢ rotiert das Basissystem e;, so dal €; in Richtung
der Achse c—c zeigt. Dies liefert den Drehtensor

1. Schritt:

cosp —sing 0
Rz;= | sinp cosp 0| e ®e;.
0 0 1
Damit ergibt sich fiir das neue Basissystem e;

éz‘ = R3 e, = R3jk (ej & ek) e, = R3ji ej

bzw. im einzelnen

e = R3j1 e, = Cos p €, + sincpeg
€ = jog e = — sin Yer + cos @Y e
e; = jog e, = e€3.
2. Schritt: Drehung des Basissystems €; um die &-Achse mit dem

Winkel §, so dal €, in der Ebene % liegt und e3 senk-
recht auf der Ebene F steht. Dies liefert den Drehtensor

B 1 0 0
Ri=]0 cosd —sind | e;®ey.
0 sind cosd

Damit ergibt sich fiir das neue Basissystem €;

éz‘ - R1 éz‘ - lek (éj ® ék) éi - lei éj

bzw. im einzelnen

e = leléj = €3
€y = legéj = C08562+Sin5é3

€3 — legéj = —sin562+cos5é3.

3. Schritt: Drehung in der Ebene F um die €3-Achse mit dem Win-
kel 1) rotiert das Basissystem €;. Dies liefert den Dreh-
tensor

€3 = €3 62 wé

. cos®p —siny 0
R;= | siny cosyp 0 | e ®e;
0 0 1.

) T Damit ergibt sich fiir das neue Basissystem e

* S~ = ~ ~ ~ ~ ~
e, = R3 e;, = R3jk (ej & ek) e, = R3ji ej
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bzw. im einzelnen

*

e = R3j1 éj = COS ’(/} é1 + sin ’(/} ég
* = ~ . ~ ~
€y = R3j2 e, = —sin ’Lp €] + cos ’l/) (SD))
* ~ ~ ~

ey — jog e, = e€3.

Zusammenfassung:

(a) Einsetzen von €; = R; €;

*

e, = cos e + sint (cosd ey + sind €3)

* . — —_ . ~

e = —sinye; + cost (cosdey + sind €3)

* ~ . _ _

€3 = €3= —sindey +cosdes

liefert:

* — . — . . —
e = cospe, + siny cosdey, + siny sindes
* . — — . ~
e, = —sinyYe; + cosycosdes + coswy sind e
* . — —
e; = — sinde, —+ cos 0 €3

— éz: Rg (Rl éi) =: Réi mit R =R3R;
——

€;
(b) Einsetzen von €; = Rz e;
e, = costp(cospe, +singey) +siny cosd (—singe, + cosgey) +sine sind ey
e, = —sint (cospe; + sinpey) + cosy cosd (—sinp ey + cos pey) + cos ) sin d e3
e; = —sind(—singpe; + cospey) + cosdes
liefert:
e; = (costp cosp —sint cosd sing) e+

+(cos 1 sin p + sin cosd cos ) es + sin sind e

€ = (—siny cosy —cost cosd sinp) e+
+(—sin® sin ¢ + cos ) cosd cos ) es + cos 1) sind e;

es3 = sind sinpe; —sind cospes + cosd es

— EZ:R(RgeZ) =:Re; mit R:RRgzﬁgRle
~—~—

€;

Drehtensoren R und f*{:

Fiir die Gesamtrotation folgt damit:

*

e = (ﬁgg Rl Rg) e, =: Rei

= (R?, R)) (Rsze;) = R (R1&) =Rs¢
—— —~— ———
e; *

é.
(2 el
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24 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Dariiber hinaus gilt

* * *
ei:Rei — ei:RT ei::Rei — R= RT

und damit analog zu vorherigen Uberlegungen — ]*%Z-k: (Rip)T = Ry

Darstellung des Rotationstensors:

cosY cosp —sint cosd sing —siny cosp — cosy cosd sinp  sind sing
R = | cosvy singp+sinty cosd cosp —sint sing 4 cose) cosd cosp —sind cosp | €; ® e
sin ) sin § cos Y sind cos

Zusammenfassen von Transformationstensoren mit unterschiedlichen Basissystemen:

Beispiel: R = f{g R,
ei=Rsé = (RsRy) e
— R = Ryup(&;®8) R (e, ®8,)
= Ry, (Ri&; @R € ) Rino (€, @ 8&)
Rysi€s ® Ry &

— R = Ry Rap Run (6, ® &) Ripo (6, ® &)
= Rusi Rax R Rino 61 (€5 ® 6,)
= Ry Rag Ruy, thg (es®e,)
Re,

Damit erhilt man fiir den Rotationstensor R:
cos Y —siny 0
R = | sinv cosd cost) cosd —sind | & ® e

siny sind cosvy sind  cosd

Bem.: Die Kombination einzelner Drehungen (z. B. R = R3 Ry Ry mit éi = Re;) verein-
facht sich bei der Verwendung der CARDANOschen Winkel, da sich die Rotationen
stets auf dieselbe Basis e; beziehen.

Drehung um eine raumfeste Achse:

Bem.: Eine Drehung um 3 voneinander unabhéngige Achsen kann auch als Drehung um
die resultierende Drehachse dargestellt werden:
— EULER-RODRIGUES-Form der rdumlichen Drehung

Die EULER-RODRIGUES-Form der Drehung wird spéter behandelt (vgl. Kapitel
2.7).
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2.5 Tensoren hoherer Stufe

Definition: Ein beliebiger Tensor n-ter Stufe sei gegeben durch

AeVieV® - @)V (n-mal)
mit V3@V ®---@V? :n-facher dyadischer Produktraum

Bem.: i.d.R.n > 2;jedoch existieren Sonderfille fiir n = 1 (Vektor) und n = 0 (Skalar).

Allgemeine Darstellung der linearen Abbildung

Definition: Eine lineare Abbildung ist ein , verjiingendes Produkt“ der Form

n—s

K]SB:C mit n>s

Erlauterung am Beispiel einfacher Tensoren:

(a@b®c®d) (e®f)=(c-e)(d-fla®b
4

A B C

Fundamentaltensoren 4. Stufe

Bem.: Fundamentaltensoren 4. Stufe werden aus dem dyadischen Produkt von 2 Iden-
titdtstensoren 2. Stufe und den damit darstellbaren unabhéngigen Transpositionen
gebildet.

Man fiihrt ein:

1ol = (ei®e)®(e;@e))
(I®I)i = ei®ej®ei®ej
IoD?T = e®e ®e e

ik
mit ()7 : spezielle Transposition; d. h. Vertauschung des i-ten mit dem k-ten Basis-
system

Bem.: Weitere Transpositionen von I ® I liefern keine weiteren unabhéngigen Tensoren.
Die o. g. Fundamentaltensoren geniigen der Eigenschaft

4 413 24

4 4
A=AT mit AT =(AT)T

Konsequenz: Die Fundamentaltensoren 4. Stufe sind symmetrisch (bzgl. eine Vertau-
schung der beiden ersten mit den beiden letzten Basissystemen).
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26 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

Eigenschaften der Fundamentaltensoren 4. Stufe

(a) identische Abbildung

23
IDTA =(e;Re; Qe ®e;) aqles @ e
= g 045 05t (€; ® €5) = a5 (6; ® ej) = A

23

4
— I:'=(I®I)T ist Identitéitstensor 4. Stufe

(b) ,transponierende Abbildung

24
IDTA =(e;®e @e; ®e)ay (e, ®e)
= Azt 5js 5@'1& (ei X ej) = ajl- (el- X ej) = AT

(c) ,,spurbildende* Abbildung

IeDA =(e;®e e ®ej)ay(es@e)
= a5 0js 0t (€, ® €;) = aj; (€ @ €;)
=A-I)I=(trA)I
mit A -IT=ay(e;®e)- (e ®ej) = asdsjoy = aj;

Spezifische Tensoren 4. Stufe

4
Es seien A, B, C, D beliebige Tensoren zweiter Stufe. Dann kann mit A ein vierstufiger

Tensor definiert werden, der iiber folgende Eigenschaften verfiigt:

A = (AeB) = BTeAT) (4
AT = [(A®B)I|T = (AT @BT)T
AT = [(AeB) = (A eB )T

Auflerdem gilt

St R
()" =1)"]
Mit (%) konnen die folgenden Regeln abgeleitet werden:

23

(A®B)T(C@D)T — (AC®BD)T
(A@B)T(CeD) = (ACB” @D)
(A©B)(C@D)T = (A®CTBD)
und »
(AB)TC = ACB”
(A®B)Tv = [A®BV)T
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4
Mit der Definition eines vierstufigen Tensors B mit den Eigenschaften

B - (AoB) — [(AeB)T

4 24 24

B” = [(A®B)7] = (BoA)T

é—l = [(A® B)%]—l — (BT—l ® AT—l)%il

168t sich zeigen, dafl

(A®B)T(CoD)! = (AD” @ B"C)T

(A®m30®m%::m0®m¥ﬁ

(A®B)T(CoD)T — (AD®C'B)T
(A®B)T(CeD) = (AC"B®D)
(A®B)(C®D)! — (A®DB'C)

und

(A®B)TC=AC'B

AuBlerdem gilt
44 4

4
(CD)' =D"C”
4 4
worin C und D beliebige Tensoren vierter Stufe sind.
Tensoren héherer Stufe und unvollstindige Abbildungen

Um bei Tensoroperationen mit Tensoren hohere Stufe die Anzahl der in einem Skalarpro-
dukt zu verbindenen Basisvektoren eindeutig festzulegen, wird bei einer unvollstéindigen
Abbildung die Stufe des resultierenden Tensors mit Hilfe eines unterstrichenen oberen In-
dex (+)t angegeben.

Beispiele in Basisdarstellung:
43 . ,
(A B)i = [aijkl (ei ® ej ® € ® el) bmno (em & e, (059 eg)]*
= Qijki bmno 5km 5ln (ei X €; ® eo)

(A B)l = [aij (ei ® ej) bmno (em ® €n ® eo)]l

= Q4 bmno 5zm 5jn €

Merke: Die unvollstindige Abbildung wird durch eine hinreichende Anzahl von
Skalarprodukten der inneren Basisvektoren gebildet.
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2.6 Fundamentaltensor 3. Stufe (Ricci-Tensor)

Bem.: Der Fundamentaltensor 3. Stufe wird eingefiihrt im Zusammenhang mit der Bil-
dung ,duerer Produkte“ (z. B. Kreuzprodukt zwischen Vektoren).

3
Definition: Der Fundamentaltensor E geniigt der Vorschrift

3
uxv=E (u®v)

3
Einfithrung von E in Basisdarstellung:
Es gilt

3
E = eijk (ei X ej X ek)

mit dem , Permutationssymbol® e;;

: gerade Permutation €193 = €931 = €312 = 1
Cijk = 0 : doppelte Indizierung — €321 = €913 = €133 = —1
—1  :ungerade Permutation alle {ibrigen e;;;, verschwinden

Anwendung von ]ZEJ’] auf das Kreuzprodukt von Vektoren:
Es gilt
uxv = ]%) (u®vVv)
=e k(e ®e; Der) (use, v e;)
= €ijk Us Vg 5js Okt € = €ijk Uj Uk €;

= (uav3 — uzv9) €1 + (uz vy — uy v3) €2 + (U Vo — U V1) €3

Vergleich mit der bekannten Darstellung (vgl. TM I, 1.2 D)

€e; €y e3
UXV=|U Uy U |= --- qed
V1 Uy U3

3
Eine Identitit fiir E:

Es gilt fiir eine unvollstdndige Abbildung 2. Stufe bzw. 4. Stufe zwischen zwei RiIccCI-
Tensoren

23 24

BEZ=21, (BB} =(1o1) —(Ia1)!
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2.7 Der axiale Vektor

Bem.: Der axiale Vektor (Pseudovektor) dient u.a. zur Darstellung von Rotationen
(Drehvektor).

A
Definition: Der axiale Vektor t € V? ist dem schiefsymmetrischen Anteil skw T eines
beliebigen Tensors T € V2 ® V3 iiber die folgende Vorschrift zugeordnet:

A 3
t::%ETT

Man berechnet

_ 1

= 3 €ijk (ei®ej®ek)tst(et®es)
Lo t.68.0 =Ll .t . e

— 261]14: st 0jt Oks €; = 261]14: kj €i

= % [(ts2 — taz) €1 + (t13 — ta1) €2 + (a1 — t12) €3]

Es gilt mit 2.3 (b) - T e T
= sym skw

so daf3 fiir den axialen Vektor von T:

A 3
t =1E (symT +skwT)”

N[

3 3
E (skw T") = -1 E (skw T)

N [

Bem.: Ein symmetrischer Tensor besitzt keinen axialen Vektor.

Axialer Vektor und lineare Abbildung:

Es gilt (man bestétige durch Ausrechnen)
A
(skwT)v=t xv Vve)

Axialer Vektor und das Vektorprodukt zwischen Tensoren:

Definition: Das Vektorprodukt von 2 Tensoren {T, S} € V* @ V3 geniigt der Vor-
schrift

3
SxT=E (ST?)

Bem.: Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) zwischen 2 Tensoren liefert einen Vektor.

Im Vergleich mit der Definition des axialen Vektors gilt
3 A
IxT=ET =2t

auflerdem gilt fiir das Vektorprodukt von 2 Tensoren
SxT=-TxS
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Axialer Vektor und das duflere Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor:

Definition: Das dufiere Tensorprodukt zwischen einem Vektor u € V3 und einem
Tensor T € V3 ® V3 geniigt der Vorschrift

(uxT)v=ux (Tv); veV?

Bem.: Das duflere Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor liefert einen Tensor.

Es gelten die Beziehungen
uxT=—-(uxT)' =-Txu
— d. h. u x T ist schiefsymmetrisch

3
uxT=[E (uT)?

[
mit (-)2 : ,unvollstindige* lineare Abbildung (Assoziation),
deren Ergebnis ein Tensor 2. Stufe ist.

Auswertung in Basisdarstellung liefert

uxT =|lepe e Qe (u e Qtge, e
= €ijk Ur Lt 5]'7" 5]4:3 (ez’ ® et)
= ek U; tre (€ ® ;)

insbesondere gilt fiir T =1

3
uxIl= [E (ll & I)]Z = eijk Uj 5kt (ei & et) = eijt Uj (ei & et)

auBerdem gilt fiir den speziellen Tensor u x I
3
E (uxI)=-2u

3 3
— u=-1E (uxI)=1E (uxI)”

Konsequenz: Im Tensor ux 1 ist u bereits der diesem Tensor zugeordnete axiale Vektor.

SchlieSlich gilt

3 3 3 3 |
— E(uxI)=—E (Eu)=—(EE)?u= —2u
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Einige zuséatzliche Regeln:
(axb)®c=ax (b®c)
IxT) - w=T-Q mit Q=wxI

ANWENDUNGSBEISPIEL FUR DAS TENSORPRODUKT ZWISCHEN VEKTOR
UND TENSOR

Drehung um eine raumfeste Achse

Drehung von x um die Achse e

mit u=x—a

Bestimmung der Konstanten C und C:

(a) Es gilt fiir den Winkel zwischen u und u

auflerdem gilt
u-u=u-(Ciu+b)=Ciu-ut+u-b=_0C|u
=0,daulb
damit folgt

=C; — (i=cosp

(b) Es gilt fiir den Winkel zwischen b und u

b-u
bl |u]

cos(90° — ) =sinp =

auflerdem gilt
b-u=b-(Ciu+b)=C, b-u+b-b=|bf?

=0,daulb
und
b =Csle x x| =C5 |e| |x|sin < (e; x) = Cs |u|
— ™ -
1 u|
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so daf
bl> |b]  Ciu

sinp = =0y — (Cy=siny

bllul — Jul [yl
Damit folgt fiir X

x=(x-e)e+cosp[x— (x-e)e| +sing (e X x)

Ermittlung des Rotationstensors R:
fiir das Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor gilt

(exIx=ex(Ix)=exx
damit folgt

X= (e®e)x—|—cos<p(1—e®e)x+sin<p(e><I)xéRx

— R=e®e+cosp(I-e®e)+sing(exI) (%)

Bem.: (x) ist die EULER-RODRIGUES-Form der rdumlichen Drehung.
Beispiel: Drehung um die ez-Achse
R:R3263®83+COS gog(I—e3®e3)+sin @3(83 XI)

Es gilt die Beziehung

esxI = []%(83(81)]2

=lejn(ei®e; Qe (e3@e ® el)]2
= e, 0j3 0 (€; ®er) = ez (€; @ €)
=ey e —e; ey
damit folgt
R; = e3®e3+cosps(er®@e+e®@ey) +sings(e;@e; —e ®ey)
Rsij (e @ e;)
cospg —sinps 0

mit Rs;j = | singps cosps 0 q. e. d.
0 0 1

2.8 Das duflere Tensorprodukt von Tensoren

Definition: Das duflere Tensorprodukt von Tensoren ist wie folgt definiert:

(A%B)(ul X u2) = Au1 X BUQ — AHQ X BU1
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Daraus 14t sich direkt ableiten:
AxB=Bx%xA

Dariiber hinaus gelten die folgenden Beziehungen
(AxB)T = ATxBT
(AxB)(CxD)= (ACxBD)+ (ADxBC)
(IxI)= 21
(a®@b)x(c®d)= (axc)®(bxd)
(AxB)-C= (BxC)-A=(CxA)-B
Mit der o.g. Definition kann leicht gezeigt werden, dafl
[(Ax%B) - C][(u; X ug) - usg] = e, (Au; x Bu;) - Cuy
Das duflere Tensorprodukt in Basissystemen
AxB =ap(e;®ep)xb,, (e, ®e,)
= Qi bpo (€5 X €,) @ (e X €,)
3
' e, xe, =E(e®e,) =epn;e;
mit 5
e, xe, =E (e,®e,) =eppep

— A B = a1, bpo €inj €kop (€5 @ €))
Dariiber hinaus gilt:

AxI = (A-I)I- AT
(

AxB = (A-I)(B-)I-(A"-B)I-(A-I)B"—
—(B-I)AT + ATBT + BT AT
(Ax¥B)-C = (A-)(B-)(C-I)-(A-I)(B"-C) - (B-I)(A"-C)-
—(C-I) (AT -B)+(ATBT).Cc+ (B"AT).C

Der Kofaktor, der adjungierte Tensor und die Determinante:
Es gelten die Beziehungen
Jr
cof A = LA%A = A, adjA = (cof A)T

(Au1 X Au2) . AU3
(u1 X UQ) - ug

det A= 1(AxA)-A=det|ay|=

Es gilt in Basisdarstellung

+ +
A= % (it Ao Cing Crop) (€ ® €,) = ajp (€5 @ €p)
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Bem.: In der Koeffizientenmatrix 5jp des Kofaktors cof A steht an jeder Position die
zugehorige Unterdeterminante des Ursprungstensors, z. B.

Jr
a11= Q99 Q33 — Q93 Q32 U. S. W.

Der inverse Tensor:

Es gilt die Beziehung

A7'=(detA)tadjA; A ! existiert, wenn det A # 0
Rechenregeln fiir den Kofaktor, die Determinante und den inversen Tensor:

det (AB) = det AdetB
det (¢ A) = a®det A
detI = 1
det AT = det A

+
det A = (det A)?
det A™' = (det A)™!

+ +
det(A+B) = detA+ A-B+A-B+detB

- + +
(AB) = AB

(AT = (A7)

2.9 Das Eigenwertproblem und die Invarianten eines Tensors

Definition: Fiir das Eigenwertproblem eines beliebigen Tensors zweiter Stufe A gilt

va : Eigenwert

A—~vpal)a=0, mit
( 7ad) { a : Eigenvektor

Auflosen nach a liefert

0
det (A — YA I)

a=(A—-7aD)o=adj(A -7l

Konsequenz: Diese Gleichung liefert fiir a nur dann eine nicht-triviale Losung, wenn die
charakteristische Gleichung erfiillt ist, d. h.

det (A —~72I)=0
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Mit der Rechenregel fiir die Determinante
det(A+B) = z[(A+B)%x(A+B)]-(A+B)
(AxA)-A+L1(AxA)-B+1(AxB)-A+

+:(AxB)-B+;:(BxB)-A+1(BxB)-B

1

6

1

-6
+ +

= det A+A-B+A-B+detB

folgt

Jr
det (A —yaI) = det A+A-(—aD)+ A - (—yaD)T+det (—ya 1)
— detA—7al(AxA) T+~2 LA (IxI) — 44 det T =0

Mit den Koeffizienten
1

ITn = 5(AxA)-1I
Il = é (AxA)-A
kann die charakteristische Gleichung wie folgt vereinfacht werden:
Bem.: Die Koeffizienten Ia, IIo und 1115 stellen die drei skalaren Hauptinvarianten
eines Tensors A dar, die eine wichtige Rolle in der Kontinuumsmechanik spielen.

Alternative Darstellung der Invarianten

Durch Skalarprodukte:

Ia = A-1I=trA
Iy = 5(Ia-AA-T) = [(trA) —tr (AA)]
Iy = GI-5TA (AA T+ ATAT A =
= L(trAP —3trAtr(AA)+2tr (AAA)] = det A

Durch Eigenwerte:
Ia = 7AQ) + 7A@ +7A@G)
IIa = 7A0) 7A@ + 7A@ YAG) T VAB) TAQ)
ITIxA = 7va@) 7A@ YA®B)
CALEY-HAMILTON-Theorem:

AAA —IANAA+TIAA-TIIAI = O
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3 Grundziige der Vektor- und Tensoranalysis

3.1 Einfiihrung des Funktionsbegriffs

Bezeichnungen:
¢(...) : skalarwertige Funktion skalaren Variablen

es existiert v(...) :vektorwertige Funktion » von (...) ¢ vektoriellen Variablen
T(...) :tensorwertige Funktion tensoriellen Variablen

Beispiel: ¢(A) : skalarwertige Tensorfunktion
Begriffe:

e Definitionsbereich einer Funktion: Gesamtheit der Werte der unabhéingig verénder-
lichen Groflen (Variablen); i.d. R. zusammenhéngend.

e Bildbereich einer Funktion: Gesamtheit der Werte der abhéngig verdnderlichen

GroBen: ¢(...); v(...); T(...).

3.2 Funktionen skalarer Variablen
hier:  Vektor- und tensorwertige Funktionen von reellen skalaren Variablen.

(a) VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN EINER VARIABLEN

es existiert:

u : eindeutige vektorwertige Funktion,
u=u(a) mit Bildbereich im offenen Gebiet V3

o« : reelle skalare Variable

Ableitung von u(«) mit dem Differentialquotienten:

du(a)
= / =
w(a) = u'(a) 1o
Differential von u(a):
du = u'(a) da
Einfithrung hoherer Ableitungen und Differentiale:
d*u(a)

do?® u s w.

d*u = d(du) = u”(a) do? =

da?
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(b) VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN

es existiert:
u=u(a, g,7,..) mit {«,f, v, ..} : reelle skalare Variablen

partielle Ableitung von u(c, 3, 7, ...):
ou(-)

wo(a, 8,7, ...) = =:lU,,

Oa

totales Differential von u(a, 3, v, ...):
du=u,, da+ugdf+u,dy+ ---
hohere partielle Ableitungen (Beispiele):

() ol
aor — a2 B 8785

Bem.: Die Reihenfolge partieller Ableitungen ist vertauschbar.

(¢c) TENSORIELLE FUNKTIONEN EINER BZW. MEHRERER VARIABLEN

Behandlung in Analogie zum Vorangegangenen

Einige Rechenregeln:

( Y= a®b+axb

a®b)
(AB) = A'B+AB
(A—l)/: _A—IAIA—l

3.3 Funktionen vektorieller und tensorieller Variablen

(a) ABLEITUNG VON FELDFUNKTIONEN NACH DEM ORTSVEKTOR

(GRADIENTENBILDUNG)

Bem.: Funktionen des Ortsvektors heiflen Feldfunktionen. Ableitungen nach dem Orts-
vektor werden als “Gradienten einer Funktion” bezeichnet.

skalarwertige Funktionen ¢(x)

d
grad ¢(x) := ﬁ(x) =:w(x) — Ergebnis ist ein Vektorfeld
X
bzw. in Basissystemen
o) = 9 e = e,
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vektorwertige Funktionen v(x)

d
grad v(x) := ‘C/{(X) =:S(x) —— Ergebnis ist ein Tensorfeld
b
bzw. in Basissystemen
Ov;
grad v(x) := gx(X) e, Qe =1, € Qe;
j

tensorwertige Funktionen T(x)
dT 3
grad T'(x) := % =:U (x) — Ergebnis ist ein Tensorfeld 3. Stufe
X

bzw. in Basissystemen

Otir(x)
81‘]‘

grad T'(x) := e Re,®e; = li, € Qe;Re;

Bem.: Gradientenbildung grad () = V() (mit V : Nabla-Operator) erhéht die Stufe
der abgeleiteten Funktion.

(b) ABLEITUNG VON FUNKTIONEN VON BELIEBIGEN VEKTOREN

UND TENSOREN NACH TENSOREN

Bem.: Ableitungen nach den jeweiligen Variablen werden in Analogie zum Vorangegan-
genen behandelt, z. B.
8R(T, V) . 8RZ](T, V)
oT Oty

e Re Re; e

Einige spezielle Regeln fiir die Ableitung von Tensorfunktionen nach Tensoren

Fiir beliebige Tensoren zweiter Stufe A, B, C gelten die folgenden Ableitungsregeln:

GAB) (s

YAB) gy

% = (AeD! +(IeAT)

MAA) _ areni+aea)

MAL) _ (Aseni+aea)

FABC) _ oy

% — (1en’

8§A1 - _(Alw AT—l)%IE’

OA i
A = det A[(AT-1@ AT-Y) — (AT 1@ AT-1)T]
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daf) 08 00

oC B 6

d(av) B % 8_v

oc  ~ V%ac T "ac

daA) O 0A

oc ¥ ¢

dAv) 2|z ov

Yot Ge) T e

du-v) ov\1B 1

o= (o) LGe)™
8_A

"o = (30) e+ ()"

B+ A
o = 1Ge) ™)) ((Ge) )

Auflerdem gilt:

OA 23 4
= — T _. 1
A (I®I)
aAT 24
il _ T
A (I®I)
(A -1)1
—oa  ~ 1e)
Dt(A)

3

_ 1

oA~ 2B

Hauptinvarianten und ihre Ableitungen (vgl. Kapitel 2.9)
Ol A

I .
oIl1 + .
8AA = A mit IIIA = det A
(¢) SPEZIELLE OPERATOREN
hier:  Einfiihrung der weiteren Differentialoperatoren div ( -) und rot (- ).

Divergenz eines Vektorfelds v(x)
divv(x) := gradv(x) - I =: ¢(x) — Ergebnis ist ein Skalarfeld
bzw. in Basissystemen
divv(x) =u,; (e;®e))- (e, Re,)
= V4,j Oin Ojn = Unym
ov; Ovy  Ous

- 8l‘1 + 8l‘2 + 8l‘3
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Divergenz eines Tensorfelds T(x)
divT(x) = [grad T(x)]I =: v(x) —— Ergebnis ist ein Vektorfeld
bzw. in Basissystemen
divT(x) =tu,; (e, ®er®e;) (e, @e,)
= tikrj Okn Ojn € = tin,n €;

Bem.: Divergenzbildung div(-) = V - () erniedrigt die Stufe der abgeleiteten Funk-
tionen.

Rotation eines Vektorfelds v(x)

rot v(x) := EB) [grad v(x)]" =:r(x) — Ergebnis ist ein Vektorfeld
bzw. in Basissystemen
rotv(x) =eyn (e ®ej®e,) v, (e,®e,)
= €ijn Vosp Ojp Ono € = €ijn Un,j €

Konsequenz: rot v(x) ist der 2-fache axiale Vektor, der dem schiefsymmetrischen Anteil
von grad v(x) zugeordnet ist.

Bem.: Rotationsbildung rot (-) = curl(-) = V x (-) erhélt die Stufe der abgeleiteten
Funktion.

LAPLACE-Operator
A(-):=divgrad (-) — weiter wie oben

Bem.: LAPLACE-Operator A(-) = V-V(-) erhilt die Stufe der abgeleiteten Funktion.

Rechenregeln fiir die Operatoren grad (- ), div(-) und rot (-)
grad (¢v) = ogrady + Y grad¢
grad (¢pv) = v®grado + ¢gradv
grad (¢T) = T ®grad¢ + ¢gradT
grad(u-v) = (gradu)?v + (gradv)? u
)

grad (ux v) = uxgradv +gradu x v

grad(a®@b) = [grada®b +a® (grad b)T]%FS
grad (Tv) = (grad T)%FSV + Tgradv
grad (TS) = [(grad T)QTSS]QQT3 + (T grad S)3

grad (T -S) = (grad T)lT3 S” + (grad S)lT3 T

gradx = 1
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div(iu®@v) = udivv+ (gradu)v
div(pv) = v-grad¢ + ¢ divv
div(Tv) = (divT?)-v+T7  gradv
div (gradv)T = graddivv
diviuxv) = (graduxv)-I—(gradv xu)-I

= v-rotu—u-rotv

div(pT) = Tgrade + ¢divT

div(TS) = (gradT)S+ TdivS
div(ivxT) = vxdivT +gradv x T
div(veT) = vadivT + (gradv) T"

div (gradv)t = o
div (grad v + (gradv)?) = divgradv + graddivv
divrotv = 0
rotrotv = graddivv — divgradv
rotgrad¢g = 0
rotgradv = 0
rot (grad v)T = gradrotv
rot (pv) = ¢rotv+grade X v
rot(uxv) = diviu®v—-—v®u)

= udivv + (gradu)v — vdivu — (grad v)u
GRASSMANN - Entwicklung:

v xrotv = 3 grad (v-v) — (gradv) v = (grad v)" v — (grad v) v

3.4 Integralsitze

Bem.: Es werden einige Integralsitze fiir die Umwandlung von Oberflachen- in Volumen-
integrale angegeben.

Vor.: u = u(x) sei ein stetiges und hinreichend oft stetig differenzierbares Vektorfeld.
Der Definitionsbereich von u liege im V3.
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(a) BEWEIS DES INTEGRALSATZES

/u(x) ®da = /grad u(x)dv mit da = nda
S i

da : Oberflachenelement
und

n : nach auflen orientierter Oberflachennormaleneinheitsvektor
u(X) da2

uy p
N

Uo

€9 da4<— Lo X dx ot dal
. 1 \
X 1_11
e1 dX3

0 / da3
€3
da5

Ausgangspunkt: Betrachtung eines infinitesimalen Volumenelements dv, aufgespannt
im Punkt X mit dem Ortsvektor x, und u;, den Werten von u(x) in
den Fliachenschwerpunkten der Teilfldchen 1-6.

Bestimmung der Fldchenelementvektoren da;:
da; = dxy x dx3 = dzydxs (es X e3)
=dzydr3e; = —days — e, =n; = —ny
Man erhélt aulerdem
day =dxsdr;e; = —das — ey =ny, = —nj
das =dxidrye; = —dag — e3 =n3 = —ng
6

Bem.: Die Flachenvektoren erfiillen den Flichensatz Z da, =0
i=1

Bestimmung des Volumenelements duv:

dv = (dx; X dxy) - dxg = dx; dos das

Werte von u(x) in den Teilflichenschwerpunkten:

Bem.: Die Zuwichse von u(x) in die Richtungen von dzy, dzy, dxs werden durch die
ersten Glieder einer TAYLOR-Reihenentwicklung dargestellt.
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1 Ou 1 Ou
u, = ——d - —d
u =u(x)+ > 91, T + > O T3
u; =uy+ 8_u dxy
8$‘1

Man erhalt aulerdem

_ _ u _ _ u
Uy = U5 + ~—dwy, uU3=1u+ -— drs

8@ (‘3903

Berechnung des Oberflichenintegrals

6
/ ux)@da — » W;@da; =1 @da; + Wy @day + -
i=1

do _ 611
S(@) a1— 8—1’1 dl’l) & (—dal)
so dafl
6
0 0 0
Zfli®da,~ = —udZL‘l ®da1 + —ud:p2®da2+ —udx3®da3
i—1 &El 8372 8,]73
mit
da1 = d[[’g d[[’g e, da2 = dl‘l dl‘g (SHIN da3 = dl‘l d[[’g €3
folgt
6
0 0 0
Zﬁi®dai = (_u ®e1+—u ®e2+—u ®e3> dz; dzy dzs
Py R 81’1 81’2 81’3 g .
Ou; ® q dv
— €; e; = gradu
o, i =8
so dafl

6
Z 1; ® da; = gradudv

i=1

damit folgt bei Integration iiber ein beliebiges Volumen V

/u(x) ®da = /grad u(x)dv q.e. d. (%)

S \4

(b) BEWEIS DES GAUSSSCHEN INTEGRALSATZES

/ u(x) - da — / div u(x) dv

S 14

Ausgangspunkt: Integralsatz (x) bei skalarer Multiplikation mit dem Identitdtstensor
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ux)®da =1- [ gradu(x)dv

e
< —

I gradu(x) dv
—_——
div u(x)

N—————

— /I~ [u(x) ® da]
S u(x)-da

L

so daf3
/u(x) -da = /div u(x) dv (xx)

S 14

(c) BEWEIS DES INTEGRALSATZES

/T(x) da = /divT(x) do

S 14

Ausgangspunkt: Multiplikation des Oberflichenintegrals mit einem konstanten Vektor
beV?

b-/T(x)da:/b-T(x)da:/[TT(x)b]-da::/u(x)-da

S S S S

mit  u(x) := T (x)b
es folgt mit dem Integralsatz (xx)

b [ T(x)da= / div [T (x) b] dv

\4

—_

Mit Hilfe eines Divergenztheorems ergibt sich speziell fiir b = konst.
div [T? (x) b] = divT(x) - b

damit folgt

b- /T(x) da = /diVT(X) -bdv
v
so daf3

/T(x)da:/divT(x)dv ¢ e d.

Bem.: Weitere Beweise werden an dieser Stelle nicht gefiihrt.
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(d) ZUSAMMENSTELLUNG EINIGER INTEGRALSATZE

Es gilt fiir die Umwandlung von Oberflichen- in Volumenintegrale

/u®da = /gradudv

S v
/gbda = /gradgbdv
S v

/u-da = /divudv

rot udv

u® Tda = div(u® T)dv

Es gilt fiir die Umwandlung von Linien- in Fléchenintegrale

fu@dx :—/graduxda

L S
7{¢dx = —
L

7{U~dx =

L

s/

%u xdx = /(I divu — gradTu) da
L s
%de = /
s

L

grad ¢ x da

e

(rotu) - da

(rot T) da

mit da=nda

Bem.: Weitere Beziehungen der Vektor- und Tensorrechnung werden, sofern dies erfor-
derlich ist, unmittelbar im benotigten Zusammenhang angegeben. Auf eine Dar-
stellung allgemeiner nichtorthogonaler und nichtnormierter Basissysteme wurde
generell verzichtet.

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



46 Erginzung zu den Vorlesungen TM und HM

3.5 Transformationsbeziehungen zwischen aktueller und Refe-
renzkonfiguration

Gegeben sind der Deformationsgradient F = 0x/0X und beliebige vektorielle und tenso-
rielle Feldfunktionen v und A. Dann gelten mit

0

(
Crad (+) = —(")
Referenzkonfiguration X
Div(-) = |[Grad(-)]-I oder [Grad(-)]I
\
( 0
grad (1) = ()
aktuelle Konfiguration x
div(-) = J[grad(-)]-I oder [grad(-)]I
\
die folgenden Zusammenhénge:
Gradv = (gradv)F Grad A = [(grad A)F2
gradv. = (Gradv)F™! grad A = [(Grad A)F '3
Divv = (gradv)-F’ DivA = (grad A)FT
divv = (Gradv) -F7! divA = (GradA)F'!
Dariiber hinaus gilt
DivF’! = —FIH(F''GradF)! = —(detF)"'F ! [Grad (detF)]
divFT = —F'(FTgradF ') = —(detF)F” [grad (detF)]
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