wgEeEt Universitét Stuttgart Institut fir Mechanik
RS Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

www. mechbau . uni-stuttgart. de

Erginzung zur Vorlesung

Technische Mechanik 1

Vektorrechnung
Eine Einfithrung

WS 2015/16

Lehrstuhl fiir Kontinuumsmechanik, Pfaffenwaldring 7, D- 70569 Stuttgart, Tel.: (0711) 685 - 66346






Inhaltsverzeichnis

1 Mathematische Voraussetzungen

1.1 Grundziige der Vektorrechnung . . . . . . . ... .. .. ... ... ...






Ergénzung zur Vorlesung TM 1 1

1 Mathematische Voraussetzungen

Bem.: Es werden an dieser Stelle nur die absolut notwendigen Grundziige der Vektoral-
gebra in bezug auf ein orthonormiertes Basissystem dargestellt.

1.1 Grundziige der Vektorrechnung

(a) SYMBOLE, SUMMENKONVENTION, KRONECKER-

ein- bzw. mehrfach indizierte Symbole

Uy — U1, U2, U3, ...
UiV —> U1 V1, U1 Vg, U V3, ...
Ug V1, Ug V2, ...

ik — tn, t2, ...

FEINSTEINsche Summenkonvention

Definition: Bei ,,doppelter Indizierung ist iiber den doppelten (stummen) Index zu
summieren.

Beispiel:
U;V; = UV, T UV, + ...+ Up Up,

n
= E :Ujvj
j=1

KRONECKER-Symbol

Definition: Ex. ein Symbol §;;, mit der Eigenschaft

0 fiiri #k
b =
1firi==%
Anwendungsbeispiel:
u; 0; = U O1p + Up 02k + ... + Uy Opp
w0 = Uy
(51 (512 = 0
mit Ui 51k =
Ui 5111 = 0

— U 0 = Ug

Wird das KRONECKER-Symbol {iber einen stummen Index mit einer indizierten Grofle
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2 Ergidnzung zur Vorlesung TM 1

multipliziert, so entfillt das KRONECKER-Symbol, der stumme Index verschwindet und
der freie Index bleibt erhalten.

Bem.: Stumme Indizes kénnen beliebig umbenannt werden.

(b) BEGRIFFE UND DEFINITIONEN DER VEKTORALGEBRA

Bem.: Alle folgenden Darstellungen beziehen sich auf den 3-d Anschauungsraum unserer
physikalischen Erfahrung; d. h. auf den eigentlich EUKLIDschen Vektorraum V3.

hier: RAUM ist ein Mengenbegriff aus der Mathematik und hat nicht unmittelbar mit
dem 3-d Punktraum &2 und dem 3-d Vektorraum V3 zu tun.

A: Vektoraddition
Vor.: ex. {u,v,w, ...} € V3

Es gelten die folgenden Beziehungen:

u+v =v-+u : kommutatives Gesetz
u+ (v+w) = (u+v)+w :assoziatives Gesetz
u+0 =u : 0 : Identisches Element bzgl. der Vektoraddition
u+(—u) =0 : —u :inverses Element bzgl. der Vektoraddition

Beispiele zum kommutativen und assoziativen Gesetz:

u+v- v u+v A4 V4w

~

e

B: Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Vor.: ex. {u,v,w, ...} € V3 {a,8,..} € R

v =v : 1: identisches Element
a(fv) = (ap)v : assoziatives Gesetz
(a+B)v = av+ v :distributives Gesetz (skalare Addition)
a(v+w) = av+aw :distributives Gesetz (Vektoraddition)

av = va : kommutatives Gesetz

Bem.: In der allgemeinen Vektorrechnung legen die Definitionen A und B den ,affinen
Vektorraum*® fest.

Lineare Abhingigkeit von Vektoren

Bem.: Im V3 sind je 3 nicht-komplanare Vektoren linear unabhingig; d. h. jeder weitere
Vektor kann als Vielfaches dieser Vektoren dargestellt werden.
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Ergénzung zur Vorlesung TM 1 3

Satz: Die Vektoren v; (i = 1, 2,3, ...,n) sind linear abhingig, wenn reelle
Zahlen «; existieren, die nicht alle gleich Null sind, so dafl gilt

a;v; =0 bzw. a;vi+ayve+..+ao,v, =0

Beispiel (ebener Fall):
Vi+ Ve +vV3#0

Vo Qg Vo
- =
A ) aber: a; vy +ayvy+azvs =0
V3 : ,/
o1 v / y .
A E — {v1, vo, v3}: linear abhéngig
V1 L
1 . .o .
v — {vi, va}: linear unabhéngig

Bem.: Die a; kdnnen mit einem beliebigen Faktor A multipliziert werden.

Basisvektoren im V?

ex. : {vy, vg, v3} : linear unabhéngig

dann : {vy, vy, v3, v} :linear abhingig

es folgt

Q1 V] +ay Ve +a3vs+Av=0

— AVv=—q;V;

bzw. v = )\ZVZ- =: B;v;

it B = 3 . Koeffizienten (der Vektorkomponenten)
& :  Basisvektoren von v

Wahl eines speziellen Basissystems

Bem.: Im V3 kann jedes System von 3 linear unabhiingigen Vektoren als Basissystem
gewahlt werden; z. B.

" allgemeines Basissystem

e : spezielles, orthonormiertes Basissystem (Rechtssystem)

Basissystem v; Basissystem e;
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4 Ergidnzung zur Vorlesung TM 1

Darstellung des Vektors v:

51' V;
vV =
Vi €

hier:  Spezielle Wahl der orthonormierten Basis e;
Bezeichnungen
V = ;€ = vie; +1vyeq -+ vzes

) vie; . Vektorkomponenten
mit

U4 . Koeffizienten der Vektorkomponenten

C: Skalarprodukt von Vektoren

Es gelten die folgenden Beziehungen:

u-v =v-u : kommutatives Gesetz
u-(v+w) =u-v+u-w : distributives Gesetz
a(u-v) = u-(av)= (au)-v :assoziatives Gesetz
u-v =0 YV u, wenn v=0
—u-u # 0 ,wenn u # 0

Bem.: Die Definitionen A, B und C legen den ,, EUKLIDschen Vektorraum® fest. Gilt
anstelle von u - u # 0 speziell

u-u>0 ,wenn u#o0,

dann legen A, B und C den ,eigentlich EUKLIDschen Vektorraum V3% (Anschau-
ungsraum) fest.

Quadrat und Norm eines Vektors

vii=v.v , v=|v]=VV2

Bem.: Die Norm ist der Betrag bzw. die positive Quadratwurzel des Vektors.

Winkel zwischen zwei Vektoren
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Ergénzung zur Vorlesung TM 1 5)

Kosinussatz (vgl. z. B. BRONSTEIN-SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathematik)
lu—v]? = [u?+ |v|> = 2]ul|v| cos a

u? +vi—(u—v)?

— cos a =
2[ul[v]
u-v
bzw. cos o =
uf[v|
oder u-v = |ul|v] cos a

Skalarprodukte (innere Produkte) in Basisdarstellung

Skalarprodukt der Basisvektoren e;:

90° fire#k : cos90°=0
J(ei; ex L
0° firi=%k : cos0°=1

so daf3

e e, = |e;l|ex| cos J(e;; ex)

= cos J(e;; ex)

Es folgt mit dem KRONECKER-)

1 firi=%k
€ e, =0 = o
0 fiiri#k

Skalarprodukt von zwei Vektoren:
u-v = (u;€)- (vkeg)
= u; vy, (e; - ex)
= U; Vg Oi;

:uiUiIU1U1+UQU2+U3U3

D: Kreuzprodukt (dufleres Produkt) von Vektoren
Man definiert das folgende Vektorprodukt

uXxv=|ul|v]sin <(u; v)n
mit n: Einheitsvektor 1 u, v (Rechtsschraubenregel, vgl. S. 7)

Aus o. g. Definition erhilt man die folgenden Beziehungen

uxv = —vxu : kein kommutatives Gesetz
ux (V+w) = uxv+uxw : distributives Gesetz
a(uxv) = (ou) xv=ux (av) :assoziatives Gesetz

Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I1



6 Ergidnzung zur Vorlesung TM 1

Dreifaches skalares Produkt (Spatprodukt):

u-(vxw)=v-(wxu)=w-(uxv)

Rechenregeln fiir das duflere Produkt (ohne Beweis)

uxu = 0
(U4 V)XW = UXWHVXW
u-(uxv) = v-(uxu)=0

Entwicklungssatz:

ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w

LAGRANGEsche Identitdt (Jean Louis Lagrange: 1736-1813):

(uxv)-(wxz)=(u-w)(v-z)—(a-z)(v-w)

Norm des dufleren Produkts:

[ux v =uf|v|sin (u;v)

Kreuzprodukt in Basisdarstellung

hier:  vereinfachte Darstellung im Matrizenschema
Berechnung von
e; €y e3
u = VXW = V1 Uy Us
w1, Wy W3

= (vows —vzws)e; — (viws —v3wi) ey + (V1 Wy — Vo w1) €3

Bem.: ulv,w;d hesmuBBgeltenu-v = u-w = 0
Beispiel:
u-v = wv; = (vgws —vzwy) vy — (Vw3 —vgwy) va + (V3 we —vawi)vg = 0 q. e d.

Bemerkungen zu den Produkten von Vektoren
e zum Skalarprodukt

Zerlegung eines Vektors (Beispiel: in der Ebene):

u = u; + up

mit u;, = u;e;

u; : Vektorkomponeneten

u; :  Koeflizienten der Vektorkomponenten
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Ergénzung zur Vorlesung TM 1

Projektion von u auf die Richtungen von e;:

U; = U-€

Bestétigung der Projektionsregel:

u-e;

Berechnung der Projektionen:

U1 =

= (upeg)- e
|ul |e1| cos «
|lu| cos @ = u cos a
~ Ju
u cos [
u cos (90° —a) = usin «

Merke:

Fiir die Betrdage von Vektorkomponenten gilt

Uy =

Uo =

U COS

u sin o

e zum Kreuzprodukt

Orientierung des Vektors u = v x w:

(1) ulv,w

N (2)  Rechtsschraubenregel (Rechtshandregel)

> Z = WXV

—> VXXW = —WXYV

v X w|

= |v||w| sin «

= v (w sin a)
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8 Ergidnzung zur Vorlesung TM 1

Merke: Der Vektor v xw steht senkrecht auf v und w (Rechtsschraubenorientierung);
sein Betrag entspricht der von v und w aufgespannten Flache.

dreifach skalares Produkt (Spatprodukt):

u-(vxw) = [uvw]

mit z = vxw

folgt w-z = |u||z| cos v
= 2z (u cos )

mit (u cos ) : Projektion von u auf Richtung von z

Bem.: Spatprodukt liefert das Volumen des von u, v und w gebildeten Parallelepipeds
(Spat).

Bemerkung: Die in diesem Skript dargestellten Beziehungen gelten grundsétzlich in
jedem beliebigen Basissystem. Zur Vereinfachung werden die folgenden
Basisdarstellungen stets beziiglich einer orthonormierten Basis angege-
ben. Eine allgemeinere Darstellung findet sich u. a. bei DE BOER, R.:
Vektor- und Tensorrechnung fiir Ingenieure. Springer-Verlag, Berlin
1982.
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