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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Lokalisierungsphéinomene treten in vielen Bereichen des Ingenieurwesens auf, in
denen Festigkeitsuntersuchungen von unterschiedlichsten Materialien durchgefiihrt
werden. Es handelt sich hierbei um lokale Konzentrationen von inelastischen Ver-
zerrungen in schmalen Béndern, die durch lokale Entfestigungseffekte (z. B. Dila-
tanz und Scherentfestigung) hervorgerufen werden und im Rahmen der bruchme-
chanischen Bezeichnungsweise hdufig zu einem Scherversagen (,Mode 2“-Problem)
fiihren. Die angesprochenen Lokalisierungsphinomene werden bei duktilen Mate-
rialien (Liders-Béander) als auch sproden und granularen Materialien vorgefunden.
Beispielhaft sind im Bild 1.1 Scherbénder eines Granitblocks des Massivs Neouville
in den Zentralpyrenden abgebildet.

Die theoretische und numerische Untersuchung von Lokalisierungsphinomenen stellt
eine interessante und fiir die Praxis wichtige Aufgabe in der modernen Ingenieur-
wissenschaft dar.

Zu Beginn sei darauf hingewiesen, dafl zur Beschreibung des Stoffverhaltens eines
beliebigen Materials immer Vereinfachungen oder Beschriankungen nétig sind, um in
eine mathematisch fundierte Theorie eingebettet werden zu kénnen. Beispielsweise
basiert die klassische Kontinuumsmechanik auf der Vorstellung, daf§ der dimensi-
onslose materielle Punkt Triager der physikalischen Eigenschaften (z. B. Dichte) ist.
Hierbei wird grundsétzlich vernachlissigt, dafl jedes Material iiber interne Lingens-
kalen (intrinsische Léngen) verfiigt, sofern die Kristall-, Molekular- oder Atomebene
betrachtet wird. Aus diesem Grund muf}, vom theoretischen Standpunkt aus gese-
hen, immer ein Homogenisierungsprozef§ durchgefiihrt werden, bei dem die mikrosko-
pischen Inhomogenitéten iiber ein sogenanntes Reprisentatives Elementarvolumen
(REV) gemittelt werden. Das Ergebnis dieses Mittelungsprozesses sind die Mate-
rialeigenschaften jedes materiellen Punkts. An dieser Stelle st6t man auf einen
prinzipiellen argumentativen Widerspruch. Von der physikalischen Seite aus gese-
hen mufl das REV grofl genug sein, um ein statistisch verwertbares Ergebnis zu
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2 1.1. EINFUHRUNG

Bild 1.1: Scherbander in einem Granitblock

liefern, wo hingegen aus mathematischer Sicht die Gréfie des REV gegen null ge-
hen muf}, um die Dimensionslosigkeit des materiellen Punkts sicherzustellen. Dieses
Problem kann in der Regel wegen des Dimensionsunterschieds zwischen der Ma-
kroebene (Skala der zu untersuchenden Randwertprobleme) und der Mikroebene
(Skala der Bausteine des zu untersuchenden Materials) vernachldssigt werden. Bei
den makroskopischen Materialgesetzen der klassischen Kontinuumsmechanik wird
der angesprochene Homogenisierungsprozefl vollig vernachléssigt; d. h. diese Geset-
ze beinhalten somit keinerlei Information aus der Mikroebene. Es gibt jedoch viele
Problemstellungen, bei denen diese Vereinfachungen nicht mehr moglich sind und
alternative Beschreibungsmoglichkeiten gewidhlt werden miissen.

Bei kristallinen Materialien existieren z. B. infolge der speziellen Gitterstruktur ki-
nematische Vorzugsrichtungen (Gleitlinien), die im Rahmen einer rein makroskopi-
schen Beschreibung nur mit groflen Schwierigkeiten erfafit werden konnen. In die-
sem Fall ist die explizite Durchfiihrung des Mikro-Makro-Ubergangs ein erfolgver-
sprechender Losungsansatz (z. B. Schrdoder [72]). Anstelle der Auswertung eines
anisotropen und duflerst komplizierten makroskopischen Materialgesetzes wird ein
einfaches mikroskopisches Ersatzrandwertproblem gel6st. Dies ist moglich, da die
meisten Ein- bzw. Polykristalle {iber eine exakt bekannte Mikrostruktur verfiigen,
die zuséitzlich periodischen Charakter besitzt.
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Es gibt jedoch viele Materialien, die weder iiber eine exakt bekannte noch iiber eine
periodische Mikrostruktur verfiigen. Hier seien in erster Linie Granulate (z. B. San-
de) oder geschdumte Stoffe (z. B. Metallschiume oder PVC-Schiume) erwihnt. Bei
diesen Materialien ist die explizite Durchfiihrung des Mikro-Makro-Ubergangs sehr
aufwendig. Zudem erscheint es fraglich, ob die Ergebnisse iiberhaupt so verallge-
meinert werden kénnen, dafl das makroskopische Verhalten mit einer hinreichenden
Genauigkeit simuliert werden kann. Deswegen bietet sich ein komplett unterschiedli-
ches Vorgehen an, in dem die klassische Kontinuumsmechanik von vornherein auf der
Makroebene um zusétzliche Freiheitsgrade und Materialparameter erweitert wird.
Der Mittelungsprozef3 bleibt dann zwar weiterhin die Grundlage der Theorie, doch
wird er nicht mehr explizit, sondern nur noch virtuell durchgefiihrt. Die Einfliisse
der Mikrostruktur auf die makroskopischen Ergebnisse werden dabei durch Bestim-
mung zusitzlicher Materialparameter mit Hilfe von Experimenten beriicksichtigt.
Der Grad der Idealisierung steigt somit auf eine rein phianomenologische Beschrei-
bung auf der Makroebene an, ohne die Mikrostruktur explizit einzubeziehen. Diese
Idee wurde sehr erfolgreich zur Beschreibung von unterschiedlichen pordsen Mate-
rialien, insbesondere von Béden, in der Theorie Pordser Medien (TPM) verwendet.
Bei der TPM handelt es sich um ein kontinuumsmechanisches Modell fiir Mehr-
phasenmaterialien auf der Basis der Mischungstheorie, die um das Konzept der Vo-
lumenanteile (Strukturvariablen) erweitert wurde. Mit diesen zusitzlichen skalaren
Strukturvariablen ist es moglich, die lokale Zusammensetzung des pordsen Mediums
zu beschreiben und somit Informationen aus der Mikroebene auf die Makroebene zu
iibertragen. Grundlegende und weiterfiihrende Arbeiten zu diesem Thema sind ohne
Anspruch auf Vollsténdigkeit de Boer & FEhlers [6], de Boer [8], Bowen [11, 12, 13],
FEhlers [25, 27, 28, 30] und Truesdell & Toupin [84].

Die TPM besitzt in ihrer Grundkonzeption keine intrinsische (interne) Liangenska-
la beinhaltet. Dies macht sich insbesondere bei leeren Festkorperskeletten bei der
Beschreibung von Lokalisierungsphinomenen nachteilig bemerkbar. Bei der nume-
rischen Simulation dieser Probleme mit der Methode der finiten Elemente (FEM)
im Rahmen der klassischen Beschreibungsweise stellt man eine fundamentale Netz-
abhéngigkeit der Ergebnisse fest. So fiihrt jede Verfeinerung des Netzes zu einer
Verminderung der Scherbanddicke, bis man bei einem unendlich feinen Netz eine
singuldre Fliache als Scherband erhalten wiirde. Dieses Verhalten ist unphysikalisch,
denn Experimente haben gezeigt, dafl sich die Scherbanddicke z. B. von Granu-
laten in einem Bereich von 10-30 Korndurchmessern bewegt. Hier siecht man sehr
deutlich, daf} der Korndurchmesser im Sinne einer intrinsischen Lénge einen ent-
scheidenden Einfluf auf die Dicke des Scherbands hat. Aus diesem Grund wurden in
der Literatur Gradientenplastizitiatstheorien (z. B. Mihlhaus & Aifantis [59]) oder
kiinstliche Viskositéten (z. B. Schrefler et al. [70, 71]) eingefiihrt, um das mathema-
tisch schlecht gestellte Problem zu regularisieren. Diese Methoden sind erfolgreich,
doch fehlt hiufig der physikalisch motivierte Hintergrund; z. B., wenn es sich bei
den Viskositdten nicht um eine mefibare Viskositdt des Materials handelt.

Der mikropolare Zugang ist hingegen eine physikalisch motivierte Erweiterung der
klassischen Kontinuumsmechanik zur Beriicksichtigung interner Léngenskalen. Die
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Idee ist die Existenz einer Skala, auf der den Elementarbausteinen des Materials,
die im klassischen Fall den materiellen Punkten entsprechen, eine Orientierung zu-
gewiesen werden kann, so dafl Verdrehungen dieser Bausteine gegeneinander einen
Einflufl auf das makroskopische Materialverhalten haben. Typische Vertreter dieser
mikropolaren Klasse sind Granulate, bei denen der materielle Punkt nach dieser
Argumentation eine rdumliche Ausdehnung in der Groéflenordnung der Korner ha-
ben muf}. Somit ist die kleinste Einheit des mikropolaren Materials ein rdumliches
Element (Mikrostarrkorper), das die drei translatorischen und die drei rotatorischen
Freiheitsgrade eines starren Korpers besitzt.

Der Ansatz der unabhingigen rotatorischen Freiheitsgrade des materiellen Punkts
geht auf eine Arbeit der Gebriider Cosserat [15] zu Beginn dieses Jahrhunderts
zuriick. Man beachte, dafl bereits an dieser Stelle eine intrinsische Lénge dem Pro-
blem zugefiihrt wird; denn ohne eine rdumliche Ausdehnung des materiellen Ele-
ments wiirden unabhéngige rotatorische Freiheitsgrade keinen Sinn machen. Die
rotatorischen Freiheitsgrade diirfen jedoch nicht direkt mit den Drehungen jedes ein-
zelnen Korns identifiziert werden, denn der virtuelle Homogensierungsproze3 muf
weiterhin durchgefiihrt werden. Aus diesem Grund entsprechen die zusétzlichen rota-
tatorischen Freiheitsgrade physikalisch den gemittelten Verdrehungen der einzelnen
Korner iiber ein REV (siehe Bild 1.2).

Mittelung
%

reale Mikrostruktur homogenisiertes Modell

Bild 1.2: Physikalische Motivation der mikropolaren Theorie

Infolge dieser Erweiterung muf} die gesamte Kontinuumsmechanik erweitert werden:
So verlieren der mikropolare Spannungstensor und das mikropolare Verzerrungs-
maf} durch die zusétzlichen Freiheitsgrade ihre Symmetrieeigenschaft. Die Idee der
zusétzlichen rotatorischen Freiheitsgrade wurde in der ersten Hilfte dieses Jahrhun-
derts wenig beachtet. Erst aus den 50er und 60er Jahren datieren wieder Arbeiten,
die die Cosserat-Theorie auf Balkenprobleme anwenden (z. B. Ginther [43] oder
Schaefer [69]). Eine umfassende kontinuumsmechanische Abhandlung der mikro-
polaren Theorie findet man bei Besdo [4], Diebels & Ehlers [21] oder Eringen &
Kafadar [40] und mit Erweiterung auf elastisch-plastisches Materialverhalten bei
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Steinmann [76]. Nachdem der regularisierende Einfluff der mikropolaren Theorie
auf die numerische Simulation von Scherbandproblemen erkannt wurde, entstanden
einige Arbeiten, die diesen Aspekt in den Vordergrund stellen (z. B. de Borst [9, 10],
Dietsche et al. [23], Miihlhaus & Vardoulakis [60], Steinmann & Willam [79] und
Tejchmann & Wu [80]).

In der Realitét liegen neben Einphasenmaterialien hiufig sogenannte Mehrphasen-
materialien vor, bei denen eines oder mehrere der beteiligten Materialien {iber mikro-
polare Eigenschaften verfiigen. Stellvertretend sei hier fliissigkeitsgeséttigter Sand
erwahnt, wie er in der Baupraxis bei vielen Problemstellungen vorgefunden wird.
In diesem Fall kénnen zwei unabhéngige physikalisch motivierte Regularisierungs-
techniken angewendet werden. Neben der Mikropolaritdt hat die Viskositit des Po-
renfluids ebenfalls eine regularisierende Wirkung. Infolge der hiufig sehr groflen
Durchléssigkeiten von Sand ist jedoch der Einflufl der Viskositit des Porenfluids auf
die numerische Simulation von Problemen mit Scherbandbildung in der Regel klein
gegeniiber der regularisierenden Wirkung der Mikropolaritét (vgl. Ehlers & Volk
[39])-

1.2 Problemstellung und Zielsetzung

In der vorliegenden Arbeit wird die Theorie Poréser Medien mit den Elementen
einer mikropolaren Theorie erweitert und die dann resultierende mikropolare Theo-
rie Pordser Medien auf verschiedene Problemstellungen der Bodenmechanik ange-
wendet. Hierfiir wird die Kinematik mikropolarer Materialien fiir den geometrisch
nicht-linearen Bereich présentiert, und es wird besonderer Wert auf die Herausar-
beitung von bisher noch nicht beriicksichtigten Kompatibilitdtsbedingungen gelegt.
Die Ergebnisse der geometrisch linearen Theorie werden durch formale Linearisie-
rung der Ergebnisse aus der geometrisch nicht-linearen Formulierung gewonnen. Bei
allen Erweiterungen muf} grundsétzlich die Abwartskompatibilitit zur nicht-polaren
Theorie gewihrleistet sein.

Um ein Ausufern des Umfangs der Arbeit zu vermeiden, wird fiir die Konstitu-
tivgleichungen die Beschrinkung auf den geometrisch linearen Bereich vorausge-
setzt. Neben den theoretischen Uberlegungen ist die numerische Simulation mit der
Methode der finiten Elemente ein weiterer Hauptpunkt der Arbeit. Hierzu wer-
den Elementroutinen im nicht-kommerziellen FEM-Paket PANDAS (Porous media
Adaptive Nonlinear finite element solver based on Differential Algebraic Systems)
implementiert, das an der Universitéit Stuttgart am Lehrstuhl 1T fiir Mechanik (Prof.
Ehlers) entwickelt wurde (z. B. Ehlers & FEllsiepen [34]). Anhand von Simulationen
typischer bodenmechanischer Problemstellungen mit Scherbandbildungen werden
die Regularisierungseigenschaften der mikropolaren Freiheitsgrade und der natiirli-
chen Viskositdt des Fluids gezeigt.
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1.3 Gliederung

Im Kapitel 2 werden die grundlegenden kontiuumsmechanischen Beziehungen her-
ausgearbeitet. Zuerst werden die Gleichungen fiir ein nicht-polares Material in al-
ler Kiirze présentiert. Hier wird besonderer Wert auf das Transportverhalten der
eingefiihrten kinematischen Groflen gelegt. Bei der Erweiterung auf die kontinu-
umsmechanischen Beziehungen fiir mikropolare Materialien werden vor allem die
Analogien sowie Unterschiede zu den Grundgleichungen der nicht-polaren Mate-
rialien herausgestellt. Infolge der zusétzlichen rotatorischen Freiheitsgrade werden
erweiterte Deformations- und Verzerrungsmafle eingefiihrt. Es wird gezeigt, dafl die-
se erweiterte Kinematik zu neuen mikropolaren Kompatibilitdtsbedingungen fiihrt.
Diese Kompatibilitdtsbedingungen lassen sich mit wenigen einschrinkenden Voraus-
setzungen auch auf eine elastisch-plastische Theorie iibertragen. Nach einer formalen
geometrischen Linearisierung kann damit direkt ein Zusammenhang zwischen den
Kompatibilitdtsbedingungen und der Formulierung von plastischen Evolutionsglei-
chungen gezeigt werden. Mit den klassischen Beltrami-Mitchell-Kompatibilitdtsbe-
dingungen ist dies bekanntlich nicht moéglich. Es wird weiterhin gezeigt, dafl das
klassische Zwischenkonfigurationskonzept, das auf einer multiplikativen Zerlegung
des Deformationsgradienten beruht, ebenfalls erweitert werden muf}. Danach wer-
den die mikropolaren Bilanzgleichungen diskutiert und besonders die fiir mikropolare
Materialien verallgemeinerte Drallbilanz eingehend studiert.

Im Kapitel 3 werden die bis dahin diskutierten Gleichungen fiir einphasige Mate-
rialien auf mehrphasige Materialverhalten verallgemeinert. Neben den erweiterten
Bilanzgleichungen im Rahmen der mikropolaren Theorie Pordser Medien werden
auch die notwendigen Konstitutivgleichungen fiir diesen Fall angegeben. Ein beson-
derer Wert mufl dabei auf die Formulierungen der plastischen Bestimmungsgleichun-
gen fiir mikropolare Reibungsmaterialien gelegt werden. Ausgehend von einem Ein-
flichenflieBkriterium fiir nicht-polare Reibungsmaterialien (Ehlers [27, 29]) werden
die zusétzlichen bzw. erweiterten Spannungsgrofien in separaten Termen beriicksich-
tigt, so daf} eine Abwirtskompatibilitit durch einfaches Nullsetzen von Parametern
gewdhrleistet ist.

Im Kapitel 4 steht die numerische Simulation mit der Methode der finiten Elemen-
te im Vordergrund. Dazu werden die zugrunde liegenden Bilanzgleichungen in eine
schwache Form {iberfiihrt, an die sich eine numerische Integration nach Orts- und
Zeitdiskretisierung anschliefit. Die iiblichen Algorithmen zur Beriicksichtigung der
Plastizitdt miissen fiir die mikropolare Theorie ebenfalls erweitert werden. Weiter-
hin werden zwei unterschiedliche Elementformulierungen vorgestellt, mit denen es
moglich ist, einen fluidgeséttigten bzw. leeren mikropolaren pordsen Festkorper zu
beschreiben.

Anhand typischer bodenmechanischer Probleme wird im Kapitel 5 die Giiltigkeit
und Effizienz der vorgestellten Methoden gezeigt. Dabei wird fiir die Parameterstu-
dien der aus der Experimentaltechnik bekannte Biaxial-Versuch simuliert. Anschlie-
Bend wird mit dem Boschungsbruchproblem zusétzlich eine Problemstellung aus der
Bauingenieurpraxis berechnet.
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1.4 Notation

Die Notation erfolgt in symbolischer Schreibweise nach de Boer [5]. Skalare Groflen
sind durch geneigte Schmalschrift gekennzeichnet, z. B. die Porositidt n. Vektoren
werden durch aufrechte fette Kleinbuchstaben dargestellt, z. B. die Geschwindig-
keit v (Ausnahme ist der Ortsvektor X des materiellen Punktes der Referenzkon-
figuration). Tensoren zweiter Stufe werden durch aufrechte fette Grofibuchstaben
identifiziert, z. B. der Spannungstensor T. Tensoren hoéherer Stufe sind zusétzlich
mit der Stufenzahl iiber dem entsprechenden aufrechten fetten Grofibuchstaben ge-
kennzeichnet, beispielsweise wird der Ricci-Permutationstensor dritter Stufe durch

]:5))3 dargestellt. Mikropolare Gréfen sind normalerweise durch einen Querstrich iiber
der entsprechenden nicht-polaren Grofle ausgezeichnet, z. B. der mikropolare Ro-
tationstensor R. In der Plastizititstheorie wird der Bezug einer GroBe auf eine
Zwischenkonfiguration mit einem zusitzlichen Dach angegeben, z. B. der mikro-

polare Verzerrungstensor I' der Zwischenkonfiguration. Zusitzliche Konfigurations-
unterscheidungen erkennt man an einem Index links oben, z. B. der zweistufige
Kriimmungstensor FIC der Referenzkonfiguration. Ein Index rechts oben gibt den
Bezug zu einer speziellen Phase im Rahmen der Mischungstheorie an, und ein Index
rechts unten unterscheidet in der Kinematik zwischen elastischen und plastischen
Groflen sowie zwischen den unterschiedlichen Phasen.

Im Anhang A sind einige typische Tensoroperationen in symbolischer und in Index-
schreibweise erldutert.
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Kapitel 2

Kontinuumsmechanische
Grundlagen

2.1 Allgemeines

In diesem Kapitel werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen fiir leere, porose,
nicht-polare und mikropolare Materialien vorgestellt. Die Erweiterung auf mehrpha-
sige porose Medien erfolgt im néchsten Kapitel. Normalerweise sind bei Mehrpha-
senmaterialien, die aus einem pordsen Festkorper und einem oder mehreren Flui-
den bestehen, die Porenfliissigkeiten nicht-polar, so dafl es sinnvoll erscheint, die
mikropolare Kontinuumsmechanik nur auf das porose Festkorperskelett im Sinne
eines Einphasenmaterials anzuwenden. Bei fehlenden mikropolaren Wechselwirkun-
gen sind die Erweiterungen der klassischen Kontinuumsmechanik sowohl fiir das lee-
re als auch fiir das fluidgeséttigte Material identisch. Der Vorteil der Beschrinkung
auf ein mikropolares Einphasenmaterial ist die deutlich kompaktere Schreibweise,
denn die ohnehin schon sehr komplexen Gleichungen miissen nicht mit den Indi-
zes fiir die Mehrphasigkeit {iberladen werden. Im folgenden werden zunichst ohne
Anspruch auf Vollstindigkeit einige Aspekte der klassischen Kontinuumsmechanik
nicht-polarer poréser Materialien vorgestellt. Es wird versucht, sich auf die Teile zu
beschrianken, die dann fiir die kinematische Beschreibung mikropolarer Festkorper
ebenfalls von Interesse sind. Besonderer Wert wird auf Herausarbeitung der Analogi-
en zwischen der klassischen (siehe z. B. Becker & Biirger [3]) und der mikropolaren
Kontinuumsmechanik (siehe z. B. Diebels & FEhlers [21], Eringen & Kafadar [40]
oder Steinmann [75, 76]) gelegt.

2.2 Kinematik (pordse, nicht-polare Festkorper)

Unter der Kinematik eines Korpers B wird die allgemeine Beschreibung des geo-
metrischen Bewegungsablaufs verstanden. Die kinematischen Beziehungen haben

9
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allgemeinen Charakter und sind somit unabhingig von den Konstitutivannahmen
eines speziellen Materials.

2.2.1 Elementare Konfigurationen

Zur makroskopischen Beschreibung des porosen Festkorperskeletts wird eine La-
grangesche oder materielle Beschreibung gewéhlt. Dies bedeutet, dal die aktuelle
Plazierung x eines materiellen Punktes X durch die Bewegungsfunktion x und den
Ortsvektor X in einer zeitlich konstanten Referenzkonfiguration gegeben ist:

x = x(X,1), X = x(X,t) = x = x(X,1). (2.1)

Prinzipiell ist es auch moglich, eine Referenzkonfiguration zu wéhlen, die wihrend
der Bewegung iiberhaupt nicht vom Korper B eingenommen wurde. Im folgenden
wird jedoch vorausgesetzt, dafl die Referenzkonfiguration durch die Lage des Kérpers
B im Raum zur konstanten Zeit ¢, bestimmt wird, vgl. (2.1)s.

2.2.2 Verschiebung, Verschiebungsgradient

Der Verschiebungsvektor u ist die Differenz zwischen den Ortsvektoren x und X:
u=x— X. (2.2)

Der materielle Verschiebungsgradient H wird durch die Ableitung von u nach X
gebildet, und der rdumliche Verschiebungsgradient J ist durch die Ableitung von u
nach x definiert:

H=-—, J=2. (2.3)

Die Nomenklatur der Verschiebungsgradienten ist in der Literatur nicht eindeutig.
Die Ableitungen einer Grofle (-) nach den Ortsvektoren X und x werden im folgen-
den als materieller und raumlicher Gradient von (-) bezeichnet:

? := Grad (), % = grad (-). (24)
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2.2.3 Deformationsgradient, Transport von Linien-
elementen

Betrachtet man zwei benachbarte Punkte X und Y, die auf der Referenzkonfigura-
tion den differentiellen Abstand dX haben, so verandert sich dieser Differenzvektor
im Laufe der fortschreitenden Deformation, bis die beiden Punkte auf der aktuellen
Konfiguration den Abstand dx besitzen (sieche Abbildung 2.1). Der Deformations-
gradient F ist dann durch das Verhiltnis der beiden Linienelemente definiert, wenn
der Abstand gegen null geht. F beschreibt somit den Transport eines Linienelements
von der Referenz- auf die aktuelle Konfiguration:

F::g—;:Gradx:I+H — dx = FdX. (2.5)

Entsprechend transportiert der inverse Deformationsgradient F~! ein Linienelement
von der aktuellen auf die Referenzkonfiguration:

X
F! .= I = gradX =1 -J = dX = F 'dx. (2.6)
X

Im Rahmen der polaren Zerlegung kann der Deformationsgradient eindeutig in
einen eigentlich-orthogonalen Rotationstensor R und einen Linksstrecktensor V
bzw. einen Rechtsstrecktensor U aufgespalten werden:

F=VR =RU, V = RURT. (2.7)

2.2.4 Dichtefunktionen

Infolge der Porositit des Festkorpermaterials konnen zwei unterschiedliche Dichte-
funktionen eingefiihrt werden. Dies sind die effektive oder realistische Dichte p¥, die
durch das Verhéltnis der lokalen Festkdrpermasse dm zum mikroskopisch tatséchlich
eingenommenen Volumen dv® gegeben ist, und die Partialdichte p, die durch den
Quotienten von dm beziiglich des Gesamtvolumenelements dv definiert ist (vgl. de
Boer & Ehlers [6]):

dm dm
R
_ 4 - 2.8
Mit Hilfe des sogenannten Volumenanteils n°, der als skalare Strukturvariable die
lokale Zusammensetzung des porosen Festkorpermaterials beschreibt, sieht man di-
rekt, dafl die folgende Beziehung giiltig ist:

dv
S _ _ S R



12 2.2. KINEMATIK (POROSE, NICHT-POLARE FESTKORPER)

Referenzkonfiguration x (X, 1) aktuelle Konfiguration
X
x + dx
0

Bild 2.1: Konfigurationen der klassischen Kontinuumsmechanik

Die aus der Literatur bekannte Porositdt n des Festkorpers ergibt sich fiir den hier
betrachteten Fall von leeren Poren zu

n=1-n" (2.10)

Ausgehend von der Annahme, dafl die Kompressibilitéit der porésen Struktur deut-
lich gréfer ist als die Kompressibilitit des reinen Festkorpermaterials, wird im fol-
genden die effektive Dichte p® als konstant angenommen (materiell inkompressibles
Material):

pf = konst. = p = p(n®). (2.11)

Es ist einsichtig, dafl diese Annahme z. B. fiir locker oder mitteldicht gelagerten
Sand, bei dem die Kompressibilitdt der Struktur ein Vielfaches der Kompressibilitét
der einzelnen Korner ist, in einem weiten Bereich Giiltigkeit besitzt. Man beach-
te, daB mit der Annahme p® = konst. noch keine Aussage iiber die Partialdichte
gemacht wird, denn diese ist durch eventuelle Verinderungen von n® variabel.

2.2.5 Konvektive Koordinaten

Fiir die folgenden theoretischen Uberlegungen ist es hilfreich, sogenannte konvektive
Koordinaten mittels krummliniger Paramterlinien 6’ (i = 1,2, 3) einzufiihren (siehe
Bild 2.2). Die natiirlichen (kovarianten) Basisvektoren a; der aktuellen Konfiguration
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sowie h; der Referenzkonfiguration ergeben sich dann durch Tangentenbildung an
die Parameterlinien 6':

dx dX

P = —, P == 2.12
T a0 (212)
F
=
kovarianter Transport: F-!
-
Referenzkonfiguration aktuelle Konfiguration
tx
kontravarianter Transport: F?

Bild 2.2: Transportverhalten und natiirliche Basisvektoren

Mit den Methoden der Vektoralgebra (siehe z. B. de Boer [5]) kann man duale
(kontravariante) Basisvektoren a’ und h’ einfiihren,
A dy

- dx’_ ; h - ﬁ, (213)

a

die den folgenden Eigenschaften geniigen:

ai-aj :6;, hlh] :(S;,
a;-a; = aj, h; -h; = hy, (2.14)
a'-al = a¥, hi-h/ = K.

Hierin sind 5; das Kronecker-Delta, a;; und h;; die kovarianten Metrikkoeffizienten
sowie a” und h¥ die kontravarianten Metrikkoeffizienten. Mit den Beziehungen aus
(2.14) erhélt man die Vorschrift fiir das ,Runter-“ bzw. Hochziehen“der Indizes:

a = ajaj, a;, = aijaj,

o | (2.15)
h' = hiih;,  h; = hyjhi.
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Mit diesen Definitionen entsprechen die kovarianten Basisvektoren a; und h;, mul-
tipliziert mit einem infinitessimalen Element d#® der Paramterlinie #?, einem Lini-
enelement dx bzw. dX entlang der i-ten natiirlichen Koordinatenrichtung. Mit den
Methoden der Tensorrechnung (siehe z. B. de Boer [5] oder Klingbeil [53]) erhalten
der Deformationsgradient und sein inverser Tensor die folgenden Formen:

F =2a®h =da®h — a = Fh,

. (2.16)
F_1 = hz () az

6;111 (59 a = h, = F_lai.

Hierbei wurde von der Finsteinschen Summenkonvention Gebrauch gemacht, die
besagt, daf} iiber gegenstindige Indizes in einem Term summiert wird. Aus (2.16)
ist ersichtlich, da F und F~' sogenannte Zwei-Feld-Tensoren mit je einem Basis-
vektor auf der Referenz- und auf der aktuellen Konfiguration sind und dal F den
kovarianten Vorwirtstransport sowie F~' den kovarianten Riickwirtstransport von
der Referenz- auf die aktuelle Konfiguration beschreiben. Man kann sich leicht da-
von iiberzeugen, daf sich kontravariante Vektoren mit F” ~" bzw. F” transportieren
lassen:

F'™' = aa®@h, = a = F''h', (2.17)
FI' —a®h — h = Fla’ '

Die Begriffsbildung , ko-“ und , kontravarianter Transportmechanismus bezieht sich
dabei auf die Varianz der Basis der zu transportierenden Vektor- bzw. Tensorgriofe,
(vgl. Ehlers [25, 26]).

2.2.6 Deformations- und Verzerrungsmafle

Die Deformationsmafle beschreiben das Transportverhalten der Quadrate der Lini-
enelemente. Der rechte Greensche Deformationstensor C transportiert ein Quadrat
von Linienelementen von der Referenz- auf die aktuelle Konfiguration und der inver-
se linke Greensche Deformationstensor B™' transportiert entsprechend ein Quadrat
von Linienelementen von der aktuellen auf die Referenzkonfiguration:

dx - dx = dX - CdX,

(2.18)
dX - dX = dx - B l'dx.
Darin sind
C = F'F = g;h' @b,
(2.19)

B = FF" = ha,®a,;.
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Der Greensche Verzerrungstensor E und der Almansische Verzerrungstensor A sind
durch die Darstellung der Differenz von Quadraten der Linienelementen motiviert.
Dabei stellt E die Differenz der Quadrate der Linienelemente mit Bezug auf die
Referenzkonfiguration und A mit Bezug auf die aktuelle Konfiguration dar:

dx-dx — dX-dX = dX - 2E dX,

(2.20)
dx-dx — dX-dX = dx - 2A dx.
Hieraus ergeben sich die Definitionen
E = }(C-1 = Yay — hy) h' ® W, (221)
A = %(I — Bil) = %(ai]‘ — hz]) ai X aj.

Die Verzerrungstensoren E und A haben eine kontravariante Basis und lassen sich
entsprechend Gleichung (2.17) und Bild 2.2 durch den kontravarianten Transportme-
chanismus ineinander abbilden, da sie jeweils iiber das gleiche Koeffizientenschema
verfiigen (siehe Ehlers [26] oder Haupt & Tsakmakis [50]):

A=F''EF!  E=FTAF. (2.22)

Die Beziehungen aus (2.22) werden durch das folgende Konzept zusammengefaft:

FTfl ( . ) Ffl

E (\F A | (2.23)

Die Karni-Reiner-Verzerrungstensoren K und K (das ,, R steht fiir Referenzkon-
figuration) konnen z. B. durch Vorrotation von E bzw. Riickrotation von A gebildet
werden:

K = RER" =
RK = RTAR =

B-T =
1-c) =

(h — a¥)a; ® aj,

- - (2.24)
(hl] — a”) hz ® hj.

1
2
1
2

N[= N[

K und #K haben physikalisch die Bedeutung der Differenz der Quadrate der dualen
Linienelemente mit Bezug zur aktuellen bzw. Referenzkonfiguration. Sie sind somit
im Gegensatz zu A und E kovariante Verzerrungstensoren und lassen sich mit Hilfe
von (2.17) und Bild 2.2 durch kovariante Transporte ineinander iiberfiihren:

F ()F”

RK i K| (2.25)

Die Karni-Reiner-Verzerrungstensoren eignen sich infolge der kovarianten Basis gut
zur Formulierung von hypoelastischen Elastizitéitsgesetzen der kovariant definierten
Spannungstensoren.
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2.2.7 Deformationsgeschwindigkeit

Der Deformationsgeschwindigkeitsgradient L beschreibt die zeitliche Anderung eines
Linienelements dx der aktuellen Konfiguration:

dx = Ldx, L =FF' =4 @a. (2.26)

Mit (2.26) kann damit unmittelbar die zeitliche Ableitung der Basisvektoren a; be-
stimmt werden:

Der symmetrische Anteil von L heifit symmetrischer Deformationsgeschwindigkeits-
tensor D, und der schiefsymmetrische Anteil von L wird Drehgeschwindigkeitstensor
oder Wirbeltensor W genannt:

L =D+ W,
— L+ LT), (2.28)
W = JL - L").

Neben der Aufspaltung in den symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil exi-
stiert die Aufspaltung des Geschwindigkeitsgradienten L in den schiefsymmetri-
schen Kreiseltensor €2 und den verallgemeinerten, unsymmetrischen Deformations-
geschwindigkeitstensor A:

L = A+Q,
A = RUU!'RT, (2.29)
Q = RR”.

Fiir die genannten Aufspaltungen kénnen die folgenden Beziehungen gezeigt werden:

w
I

s(A + AT),

(2.30)
W = Q+ LA - A7)
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2.2.8 Zeitableitungen

Die materielle Zeitableitung (- )* einer tensoriellen Gréfle (- ) mit einer Basis auf der
Momentankonfiguration wird bekanntlich durch die partielle Ableitung beziiglich des
(mitbewegten) Basissystems der aktuellen Konfiguration und der zeitlichen Ande-
rung der Basis selbst gebildet (Relativbewegung). Die materielle Zeitableitung ge-
niigt fiir tensorielle Groflen mit Basis auf der Momentankonfiguration nicht mehr
dem Prinzip der Beobachterinvarianz (vgl. z. B. Altenbach & Altenbach [1]).

Beispielhaft werden fiir die Klasse der objektiven Zeitableitungen die Green-Naghdi-

Ableitung ()<> sowie die untere und obere Oldroyd-Ableitung (-) bzw. (-)A
erwahnt, die folgendermaflen definiert sind:

() = () - Q@) - (e,
(.)V = () = L(-) = (-)L", (2.31)

Bei der Green-Naghdi-Ableitung (Green & Naghdi [41]) wird der rotatorische An-
teil der Ableitung des mitbewegten Basissystems nicht beriicksichtigt. Somit wird
mit der Green-Naghdi-Ableitung die zeitliche Ableitung beziiglich einer mitrotierten
Konfiguration beschrieben. Bei der unteren und oberen Oldroyd-Ableitung (Oldroyd
[64]) wird die komplette zeitliche Anderung des mitbewegten kovarianten bzw. kon-
travarianten Basissystems nicht beriicksichtigt. Mit der unteren und oberen Oldroyd-
Ableitung wird demnach die zeitliche Ableitung beziiglich des komplett mitbewegten
Basissystems beschrieben. Dies bedeutet, daf fiir eine tensorielle Grofie mit der Basis
auf der Momentankonfiguration lediglich die Zeitableitung des Koeffizientenschemas
gebildet wird.

Eine Zusammenstellung von gebréuchlichen und weniger bekannten objektiven Zeit-
ableitungen findet man bei Wegener [85].

Mit diesen Uberlegungen und unter Verwendung von (2.29) konnen die folgenden
Transportbeziehungen gezeigt werden:

. IART O

U=R"ARU R_(R V=AYV,

. . =1 yF! A

E=1C F_OF A=D, (2.32)
) . NFT v
RK=-1C" F_QOF K =D

Aus (2.32) ist zu entnehmen, dafl zwischen den dort angegebenen Zeitableitungen
die gleiche Transformationsvorschrift gilt, wie zwischen den Ursprungsgrofien, vgl.
Gleichungen (2.7), (2.23) und (2.25). Die Green-Naghdi-Ableitung kann somit durch
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den Mechanismus , Riickrotation — materielle Zeitableitung — Vorwértsrotation“ be-
schrieben werden, fiir die untere Oldroyd-Ableitung gilt demnach , kovarianter Riick-
wértstransport — materielle Zeitableitung — kovarianter Vorwirtstransport®, und die
obere Oldroyd-Ableitung hat die Bedeutung: , kontravarianter Riickwértstransport
— materielle Zeitableitung — kontravarianter Vorwirtstransport®.

Die Verzerrungstensoren A und K haben als Koeffizientenschema jeweils die Diffe-
renz der ko- bzw. kontravarianten Metrikkoeffizienten mit jedoch unterschiedlichem
Vorzeichen, vgl. (2.21) und (2.24). Die Metrik der Referenzkonfiguration ist defini-
tionsgemaf konstant, so dafl durch Ableiten des Koeffizientenschemas die folgenden
Ergebnisse erzielt werden:

K——lilia; @a,
- 92 1 R
. Y (2.33)
A= %a” a' ®a’l.
Mit den Beziehungen
aij = —Qi dkl Qij, GJ” = —aik dk:l alj (234)

und mit Hilfe von (2.15), (2.26) und (2.28) erkennt man leicht, daf die Ausdriicke
in (2.33) dquivalent und gleich D sind.

2.3 Kinematik (mikropolare Materialien)

Im folgenden werden die erweiterten kinematischen Beziehungen fiir mikropolare
Materialien angegeben. Wie bereits angesprochen, wird die Beriicksichtigung der
Mikropolaritéit durch die Einfiihrung eines vom Verschiebungszustand unabhén-
gigen Rotationsfelds vorgenommen. Zur vollstindigen Beschreibung des Bewegungs-
zustands eines materiellen Punkts ist somit neben dem Verschiebungsvektor u noch
ein Drehvektor @ notwendig.

2.3.1 Die Direktoren

Zur kinematischen Beriicksichtigung der zusétzlichen mikropolaren, rotatorischen
Freiheitsgrade wird ein zusétzliches starres Dreibein (Direktoren) an jedem materi-
ellen Punkt angeheftet, um die angesprochene Orientierung des Punkts im Raum an-
geben zu konnen. In Analogie zu den Linienelementen dX und dx bzw. den natiirli-
chen Basisvektoren h; und a; werden Direktoren =;, die eine Referenzorientierung
beschreiben, und Direktoren ;, die die aktuelle Orientierung beschreiben, eingefiihrt
(vgl. Eringen & Kafadar [40]). Die Abbildung zwischen den Direktoren &; und E;
erfolgt mit einem eigentlich orthogonalen Tensor R, (Cosserat-Rotationstensor oder



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 19

Tensor der Mikrobewegung), der mit Hilfe der Fuler- Rodrigues-Formel in Abhéngig-
keit der Rotationsachse € und dem Rotationswinkel @ dargestellt werden kann (vgl.
Bild 2.3):

¢, = RE;, RRT = RTR =1, det R = 1,
R=8®e+ (I —e®€) cosp+(€xI)sing, (2.35)

Das duflere Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor ist folgendermaflen definiert
(siche de Boer [5]):

axA—-Axa=[E(a® AP (2.36)

Darin gibt der unterstrichene Index die Stufe des Ergebnisses einer tensoriellen Ver-
kniipfung von Tensoren hoherer Stufe an, vgl. auch Anhang A.

Referenzkonfiguration x (X, 1)

—)

aktuelle Konfiguration

Bild 2.3: Direktoren der mikropolaren Theorie

2.3.2 Zerlegung der Deformation

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist es moglich, die Direktoren auf zwei ver-
schiedene Arten mit den natiirlichen Basisvektoren zu identifizieren. Einerseits kann
man die Direktoren =; mit den Basisvektoren h; der Referenzkonfiguration gleich-
setzen. Diese Annahme fiihrt zu einer sogenannte V-Konfiguration mit den Basis-
vektoren a; = &;, die infolge der eigentlichen Orthogonalitiit von R die aktuelle
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Orientierung aller materiellen Punkte auf der Geometrie der Referenzkonfiguration
wiedergibt. Dieses Vorgehen entspricht prinzipiell einer Lagrangeschen Beschreibung
der Mikropolaritéit. Andererseits kann man gleichwertig die Direktoren &; mit den
Basisvektoren a; der aktuellen Konfiguration identifizieren. Mit dieser Annahme ist
die Existenz einer sogenannte U-Konfiguration (Basisvektoren h; = =;) verkniipft,
die fiir die Direktoren als Referenzkonfiguration dient, jedoch mit der Geometrie der
aktuellen Konfiguration versehen ist, vgl. Bild 2.4. Dies entspricht einer Eulerschen
Beschreibung der Direktoren (siehe Diebels & Ehlers [21]). Man beachte, dafl wegen
der zusitzlichen Rotation die Basisvektoren a; und h; nicht mehr Tangenten an die
Parameterlinien sind.

V-Konfiguration

=7
R hi  oktuelle Konfiguration

ReferenzkonﬁguratV \
VU

F
q;
U-Konfiguration 2
h;

Bild 2.4: Konfigurationen der mikropolaren Kontinuumsmechanik

Somit ist es moglich, zwei verschiedene Aufspaltungen fiir den Deformationsgradi-
enten F bzw. den Cosserat-Rotationstensor R in Analogie zur polaren Zerlegung
(2.7) anzugeben:

c
I
<
=
c
N

U, VvV #£ VT,

F = R
) Y Z | (2.37)
F.U-i1 = VﬁlF = a ® h = a ® h.

R =

Im Gegensatz zur polaren Zerlegung sind die Cosserat-Deformationstensoren U und
V nicht mehr zwingend symmetrisch. Folglich ist Gleichung (2.37) nicht mehr ein-
deutig, und U sowie V hingen sowohl von den translatorischen (iiber F) als auch
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von den rotatorischen Freiheitsgraden (iiber R) ab:

U =R'F =R'VR = h; ® h,

_ _ (2.38)
V = FRT = RURT = a; ® a’

An dieser Stelle sei eine Bemerkung zur Nomenklatur gestattet: Es wird versucht,
alle mikropolaren Groflen, die ein Analogon in der nicht-polaren Theorie haben, mit
dem gleichen Buchstaben und einem Querstrich zu bezeichnen. So ist der Cosserat-
Rotationstensor R vergleichbar mit dem Rotationstensor R der polaren Zerlegung.

2.3.3 Mikropolare Deformations- und Verzerrungsmafle

In der mikropolaren Kontinuumsmechanik beschreiben die Deformationstensoren
nicht mehr den Transport von Quadraten der Linienelemente, sondern den Transport
des Skalarprodukts zwischen Direktor und Linienelement (siehe Diebels & FEhlers

[21]):

£ -dx = RE -FdX =2 -RT"FdX = E.UdX,

B B _ (2.39)
Z2.dX =RT¢ - Fldx =¢ -RF 'dx = ¢ - Vldx.

Die Verzerrungstensoren E und A sind jetzt in Analogie zu (2.20) iiber die Differenz
der Skalarprodukte zwischen Linienelementen und Direktoren definiert:

(-dx — 2-dX = E - EdX,
) (2.40)
E-dx — 2-dX = € - Adx
Darin sind
E=0U-1 =@ -h'-h) h; ® b,
- T . (2.41)
A=1-V"'=(aa -0 aoa.

Ersetzt man in (2.23) den linken Transporttensor F’ ' durch den entsprechenden

mikropolaren Transporttensor R”~' = R, dann ergibt sich die Beziehung zwischen
E und A:

R (\)F!

E R () F A | (2.42)
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Durch Vorrotation von E bzw. Riickrotation von A entstehen die Karni-Reiner-
Tensoren der mikropolaren Theorie in Analogie zu (2.24):

K =
R —

=
=

RT=V-1 =(a-a-6) a ® 7,

o _ . o . (2.43)
TAR =1-U"'"= (6 —h'-h;) h; ® b’

=

K und PK kénnen durch die folgende Transformation ineinander abgebildet werden,
vgl. Gleichung (2.25):

RK K | (2.44)

2.3.4 Mikropolare Kriimmungsmafle

Der Kriimmungstensor ist ein zuséitzliches Deformationsmafl der mikropolaren Theo-
rie, das in der klassischen Kontinuumsmechanik nur eine untergeordnete Rolle spielt.
Der Kriimmungstensor wird durch den Cosserat-Rotationstensor R und seinen Gra-
dienten gebildet (vgl. Eringen & Kafadar [40] oder Steinmann [76]). Aufgrund der
Existenz von zwei #dquivalenten Darstellungen von R aus (2.37) und der eigent-
lichen Orthogonalitit von R gibt es sehr viele Darstellungsméoglichkeiten fiir die
Kriimmungsmafle. Zunéchst werden die Beschreibungen des Kriimmungstensors mit
allen Basisvektoren auf einer Konfiguration vorgestellt:

3
R .= (R” Grad R)® =(3,' - T;)) b ® b/ ® h*,
3 _ . . .
YK .= —(R grady R")? = (3, - T,)) & ® &/ ® a*, (2.45)
_3 _ _ _ . _ )
UK .= (R" Gradg R)® = (v — T;)) hy o b’ @ b,

3

K:=—-R grad R")? =(y;' - T;)) a; ® a/ ® a".

Die Operatoren ,grady (-)“ und ,,Gradg (- )“ sind als rdumliche Ableitungen von ( -)
beziiglich der Ortsvektoren der V-Konfiguration bzw. der U-Konfiguration definiert.
Die unterschiedlichen Gradienten lassen sich mit kontravarianten Transportmecha-
nismen ineinander iiberfithren. Es gelten z. B. die folgenden Beziehungen:

[grady ()}t = [Grad () RTJ, [Grad (+)]} = [grady () R,
[grad (+)F = [Gradg () RTJ, [Gradg ()]} = [grad () RJ, (2.46)
() =[Grad(:) F7'},  [Grad ()" = [grad(-) F

|~
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In (2.45) wurden verallgemeinerte Christoffel-Symbole verwendet (vgl. de Boer [5]),
die das Koeffizientenschema der Ableitung eines Basisvektors in Abhéngigkeit des
Basisvektors angeben:

8ai - k aai . i ko ik
207 Vij Qks 907 Vg = TV A%,
oh; i oh’ A ik
5e; — Li 20; — Db = -T};h, -
poi — i Th 007 ik ki =
oh; T kh on’ ik =ik

Die Definition der Christoffel-Symbole erhilt man aus (2.47) durch skalare Multi-
plikation mit dem jeweiligen dualen Basisvektor. Es ist zu beachten, dafl die Chri-
stoffel-Symbole ’yijk und Fijk symmetrisch beziiglich der ersten beiden Indizes sind,
da a; und h; nach (2.12) als Tangenten an die Paramterlinien definiert wurden und
die Schwarzsche Vertauschbarkeitsregel Anwendung findet.

Die Christoffel-Symbole ﬁjki und l_“jki verfiigen nicht iiber die angesprochene Sym-
metrie, da die zugehorigen Basisvektoren @, und h; keine Tangentialeigenschaft be-
sitzen:

.. —= AN FZ = T

3 3 _ . _3 3
In (2.45) wurde fiir #/C und V/C die Darstellung R = &; ® h* und fiir Y und K
die alternative Darstellung R = a; ® h' verwendet. Zudem wurde ausgenutzt, daf
R” = R ist.

3
Im folgenden sei exemplarisch fiir RiC die Ermittlung des Koeffizientenschemas aus
(2.45); gezeigt:
3

Zunichst wird der Gradiententerm von E/C untersucht:

23

GradR = Grad (a; ® h’) = (Grada; ® h')” + a; ® Grad h’. (2.49)

ik
Die Transposition (-)7 bedeutet darin eine Vertauschung des i-ten mit dem k-
ten Basisvektor von Tensoren hoherer Stufe. Die in (2.49) auftretenden Gradienten
konnen durch die Christoffel-Symbole aus (2.47) ausgedriickt werden:

Grada; = %,;"a, @/,  Gradh’ = ", h* @b = —T,'h"@h/. (2.50)
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Einsetzen von (2.50) in (2.49) und Umbenennung der Indizes ergibt
GradR = (3, - T,;,)a ® b/ @ h". (2.51)

Durch die Multiplikation mit R” wird schlieBlich noch der erste Basisvektor auf die
Referenzkonfiguration zuriickgezogen, und man erhélt das gesuchte Ergebnis:

(R"GradR)® = (7, - I';;')h; ® b/ ® h*. (2.52)

_3 3 3 -3
Aus (2.45) ist zu entnehmen, dafi YIC und K bzw. FIC und VIC jeweils das gleiche

Koeffizientenschema bei unterschiedlicher Basis aufweisen, wobei die Basistransfor-
3 3 3 3

mationen zwischen UK und K sowie zwischen #&C und ViC identisch sind, so daf}
die folgende Transformationsvorschrift gilt:

o RIOFRPFRY 8
3 FRTI3T RT3 3 (2.53)
W RIOTRIPTRIE 1

Beziiglich weiterer Transportmechanismen von 3-stufigen Tensoren, vgl. z. B. Ehlers
[25].

3 3
Da ®IC und K nach (2.45) iiber ein unterschiedliches Koeffizientenschema verfiigen,
kénnen sie nicht unmittelbar durch reine Basistransformation (Vorwérts- bzw. Riick-
wértstransport) ineinander iiberfiihrt werden. Um dennoch einen Transportmecha-

nismus zwischen diesen beiden Kriimmungstensoren aufzuzeigen, wird bei der Aus-
3

wertung von K nicht von der Darstellung R = a; ® l_li, sondern von R = a; ® h’
Gebrauch gemacht. Damit ergibt sich

3
K = —(R grad R = (7, — [,))) & @ & @ a, (254)

so dafl im Vergleich mit (2.45);

3 3

_ 3 23 23
K ={R[*K)"TRTETF '}3 (2.55)
Analoges Vorgehen liefert

3

"K = (R” Grad R = (v, — T;) h; ® b’ ® h*, (2.56)
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so daf im Vergleich mit (2.45), ebenfalls der Zusammenhang aus (2.55) gilt, der

auch in schematischer Form dargestellt werden kann:

(2.57)

Alle Kriimmungstensoren sind schiefsymmetrisch beziiglich der ersten beiden Indi-

3
zes. Dies sei exemplarisch fiir IC gezeigt:

3 3
gradl =0 = grad(RR’) =0.

Unter Verwendung der Identitit (de Boer [5])

23

23
grad(AB) = [(grad A)" B2 T + (A grad B)®

ergibt sich anstelle von (2.58):

23

- S _ _ 3
[(grad R)T" R™2T + (RgradR")? =0.

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, daf§ mit (2.60) und der Identitét

23

_ _ 23 _ _ 12
[(grad R)T” RTET = (Rgrad RT)27

3
die Schiefsymmetrie von IC folgt:

12

12 3 3
(RgradR")2 = —(RgradR7)27T — K = —(K)T.

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

Infolge der Schiefsymmetrie kénnen die Kriimmungstensoren ein-eindeutig mit Hilfe

3
des Ricci-Permutationstensors E (Fundamentaltensor dritter Stufe) auf zweistufige

axiale Kriimmungstensoren reduziert werden (Eringen & Kaffadar [40]):

_ 3 3 3 3 _

K=-3iE K), K =—(E K)3,

_ 3 3 3 3 _
K= B K)?, R = (B R
_ 3 _3 _3 3 _ _
VK = —1(E "K)2, ik = —(E VK)3,
_ 3 _3 _3 3 _
UK = —%(E UIC)z, UK = —(E UIC)3

(2.63)
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3
Der Permutationstensor E kann darin bzgl. einer beliebigen schiefsymmetrischen
Basis g; bzw g’ dargestellt werden (de Boer [5])

VI et g eg ®g

E={y
% eijr 8 ® g’ @ gF
mit g = det(g;;) (2.64)
1: gerade Permutation
und Cijk = ek = ¢ 1. ungerade Permutation

0 : sonst

Mit (2.63) ergibt sich das Transformationsverhalten der zweistufigen
Kriimmungstensoren zu:

- = R . T —_—

UK: R( ) S K:,

e RORT vp (2.65)
R . 71 —_—

g BROF g

2.3.5 Mikropolare Deformationsgeschwindigkeit

Da die Basisvektoren &; wéhrend der Deformation keine Lingenénderung erfahren,
beschreibt der mikropolare Kreiseltensor €2 die zeitliche Ableitung der Basisvektoren
a; und somit auch die zeitliche Ableitung von R:

Q=RR”, R=QR, & =Qa. (2.66)

Analog zu den Kriimmungstensoren ist es moglich zu zeigen, dafl der mikropolare
Kreiseltensor schiefsymmetrisch ist und daher mit Hilfe des Ricci-Permutations-
tensors auf den axialen Vektor @ (auch Winkelgeschwindigkeit genannt) ein-eindeu-
tig verjiingt werden kann:

3 _ _ 3
E Q, Q"' = - E . (2.67)

w =

DN =

Der unsymmetrische, mikropolare Deformationsgeschwindigkeitstensor A ergibt sich
als Differenz zwischen L und €2:

A=L-Q, A # AT (2.68)
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In den Gleichungen (2.37) und (2.68) erkennt man sehr gut die Auswirkung der
zusitzlichen rotatorischen Freiheitsgrade auf die Kinematik. F und L sind sowohl
fiir die nicht-polare als auch die mikropolare Kinematik identisch. Die multiplikative
Zerlegung (2.7) von F sowie die additive Zerlegung (2.28); von L ist im nicht-polaren
Fall eindeutig, wéihrend die entsprechenden mikropolaren Zerlegungen (2.37) und
(2.68) durch den Cosserat-Rotationstensor bestimmt sind. Hieraus ist ersichtlich,
dafl prinzipiell die Abwéirtskompatibilitit von der mikropolaren zur nicht-polaren
Theorie gewihrleistet ist, indem der Cosserat-Rotationstensor mit dem Rotations-
tensor der polaren Zerlegung von F identifiziert wird. Lediglich die Definition der
Verzerrungsmafle hat dann eine zuléissige, aber modifizierte Form, da die Symme-
trieeigenschaften von U und V fiir die Definition der Deformationsmafle nicht aus-
genutzt werden.

SchlieBllich kann die zeitliche Ableitung der Basisvektoren h; in Abhingigkeit von
Q, R und L dargestellt werden:

h; = RTARb;. (2.69)

2.3.6 Mikropolare Zeitableitungen

Die mikropolare Green-Naghdi-Ableitung sowie die mikropolaren Oldroyd-Ablei-
tungen erhalten gegeniiber Gleichungen (2.31) leicht modifizierte Formen:

' =) - a0
()" = () = L()

() =(C)r+9Q )+ ()L

| |
o]
R

(2.70)

Die Bedeutung der mikropolaren Zeitableitung ist prinzipiell mit den nicht-polaren
Zeitableitungen vergleichbar. Bei der Green-Naghdi-Ableitung erkennt man diesen
Zusammenhang sofort, und somit wird die Zeitableitung beziiglich einer mitrotier-
ten Konfiguration gebildet. Bei den mikropolaren Oldroyd-Ableitungen muf} beriick-
sichtigt werden, daf die mikropolaren VerzerrungsmafBe A und /C nach Gleichungen
(2.41) und (2.43) Zweifeldtensoren sind, die jeweils einen Basisvektor auf der ak-
tuellen und einen auf der V-Konfiguration haben. Demnach beschreibt die untere
mikropolare Oldroyd-Ableitung die zeitliche Ableitung beziiglich mitbewegter Ba-
sissysteme fiir eine tensorielle Grofle mit dem ersten kovarianten Basisvektor auf
der aktuellen Konfiguration und dem zweiten kontravarianten Basisvektor auf der
V-Konfiguration. Die obere mikropolare Oldroyd-Ableitung hat die entsprechende
Bedeutung einer zeitlichen Ableitung beziiglich mitbewegter Basissysteme fiir eine
tensorielle Gréfe mit dem ersten kovarianten Basisvektor auf der V-Konfiguration
und dem zweiten kontravarianten Basisvektor auf der aktuellen Konfiguration.
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Die Beziehungen (2.32) sind mit diesen Definitionen auf die mikropolare Theorie
iibertragbar:

- o R(-)RT A - -
U=R"TARU R(-)R V=AYV,
. R(.-)F! A _
. ORT y _
PR = G FLR K = A.

2.3.7 Mikropolare Kriimmungsgeschwindigkeit

Die zeitlichen Ableitungen der Kriimmungstensoren seien an dieser Stelle nur kurz
3

erwithnt. Die materielle Zeitableitung von #IC aus (2.45) ergibt:

3 . .
() = R"GradR + R" Grad R. (2.72)

Mit (2.66) folgt

3

(FKK): = RT QT GradR + R” Grad (QR). (2.73)

SchlieBlich erhilt man mit (2.59) und unter Ausnutzung der Schiefsymmetrie von
das Resultat

3 23 23

(FIC): = {RT[(Grad Q)" R]2T}3. (2.74)
Mit Gleichungen (2.65) bis (2.74) folgen die zeitlichen Ableitungen der zweistufigen
Kriimmungstensoren #IC und V'IC:
P R(R” *
EiC = RT Grad @ R(-)R VK = gradp @ |- (2.75)

Fiir die zeitlichen Ableitungen von UK und K gilt prinzipiell der gleiche Zusammen-
hang:

. D N ¢
Uic R(-)R" ic (2.76)
Darin sind
Uk = RT Gradp @ — VK RTAR,
. . (2.77)
K = gradw — ICA.
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Letztendlich sei noch der Zusammenhang zwischen den zeitlichen Ableitungen der
Kriimmungstensoren #/C und KC genannt, der das folgende interessante Ergebnis
liefert:

R(-)F!

. A
i = RT Grad @ K =grado | (2.78)

2.4 Kompatibilititsbedingungen

In diesem Kapitel werden Kompatibilititsbedingungen (Vertriglichkeitsbedingun-
gen) entwickelt, die von den Deformationsmafen erfiillt werden miissen, damit iiber-
haupt eine Bewegungungsfunktion existiert, aus der die Deformationsmafle hergelei-
tet werden konnen. In der klassischen Kontinuumsmechanik haben die Kompatibi-
litdtsbedingungen eine eher untergeordnete Rolle, da die Bewegungsfunktion gege-
ben ist und die daraus abgeleiteten Deformationsmafle die Kompatibilitdtsbedingun-
gen somit auf jeden Fall erfiillen. Die Bedeutung der Vertréglichkeitsbedingungen
fiir die mikropolare Theorie zeigt sich erst im Falle von elastisch-plastischem Ma-
terialverhalten, da hier einige Kompatibilitdtsaussagen im Gegensatz zur Theorie
nicht-polarer Materialien einen entscheidenden Einflufl auf die Formulierung von
Evolutionsgleichungen haben, vgl. Kapitel 2.6.

Mit Hilfe der Schwarzschen Vertauschungsregel fiir partielle Ableitungen kénnen
die folgenden Symmetrieeigenschaften der Deformationsgradienten zweiten Grades
gezeigt werden:

3 23

G =gradF ! = — gradgradu = (grad F 1T,

_ e nd? ) (2.79)
RG = GradF = GradGradu = (GradF)”.

Ein allgemeiner Weg zur Definition von hoheren Gradienten ist die Einfiihrung der
sogenannten Gruppe linearer Abbildungen zweiten Grades £ (vgl. Cross [16] und
Ehlers [25]). £ ist mit Hilfe von gruppentheoretischen Uberlegungen definiert und
beinhaltet Paare von Tensoren

3 3 23

L= {HC) mit C=CT (2.80)

3

ohne zu fordern, dafl H ein Definitionsgradient oder C der Gradient von H ist. Mit
3 3

(2.80) ist ersichtlich, daB die Paare (F,%G) sowie (F~',G) mit den Definitionen

3 3 23 ‘ . .
Rg = RgT e (Ffl GradF)i — (,yjkz _ ijz) h; ® h ® hk,
3 3 23 (2.81)

g = gT .= —(FgradF_1)3
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3
Elemente von £ sind. G entsteht aus dem kovarianten Vorwértstransport des er-

3 3

sten Basisvektors von G auf die aktuelle Konfiguration, und #*G wird durch den
3

kovarianten Riickwiirtstransport des ersten Basisvektors von G gebildet. Somit

haben é und Ré nicht mehr die Eigenschaft eines Zweifeldtensors, da alle Basis-
vektoren jeweils der gleichen Konfiguration entstammen. Mit Hilfe der Gleichungen
(2.37), (2.43), (2.45) und der Rechenregel (2.59) kénnen die folgenden Ausdriicke
aus (2.81) hergeleitet werden:

— ()T = [F! (GradV) R] L (GradV) R] (2.82)

23

_ (%) = —[F (grad U YFRTE + [F(qrad O Y RTRT

A R

Die Transporte von (2.82); auf die V-Konfiguration und von (2.82), auf die U-
Konfiguration ergeben die folgenden Kompatibilitdtsbedingungen:

3 3 23 _ 23 _ 23 23
KR = [V e TR - g DT RE
_3 _ 3 a3 _ _ 23 _ _ 23 23 ’
UK — ("K)T = —[0(Gradg U )T P + [0 (Gradg O DT BT,

Die Gleichungen (2.82) bzw. (2.83) sind Tensorgleichungen dritter Stufe, die im all-
gemeinen jeweils aus 27 skalaren Gleichungen bestehen. Wegen der speziellen Form
von (2.82) und (2.83) verschwinden die symmetrischen Anteile beziiglich des zwei-
ten und dritten Basisvektors, so dafl nur neun skalare Gleichungen voneinander
unabhiingig sind. Einsetzen von (2.63) z. B. in (2.83) und Auflssen nach VIC bzw.
UKC ergibt folgende Kriimmungs-Verzerrungs-Relationen:

<\
a
Il

(2.84)

<

K =

Der Beweis der Giiltigkeit der Beziehung (2.84) ist im Anhang A.3 gegeben. Weiter-

hin repriisentieren V'V den Verzerrungsgradienten von K, der auf die V-Konfigura-
3

tion transportiert wurde und YU den Verzerrungsgradienten von K nach Transport
auf die U-Konfiguration:

3

YV = [V7! grady V]2 = [V~ grady K|?,
N [ grady ] [ grady K] (2.85)
U

= —[U Gradg U2 = [U Grady K3
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Ersetzt man in (2.84) die zweistufigen Kriimmungstensoren durch ihre urspriing-
lichen Definitionen (2.45) und (2.63), dann erhélt man die mikropolaren Kompati-
bilitdtsbedingungen:

3 _ _
[E (R grady RT)32 =

3 V§ Vé V§ 23

E['WV + (V)T — (YV)T ]}3
5 5 5 (2.86)
U U U

~[B (RT Grady R = - (O)F 2

Die Kompatibilitidtsbedingungen (2.86) fassen die Schiefsymmetrie der dreistufigen
Kriimmungstensoren und die Symmetrie der Deformationsgradienten zweiten Gra-
des zusammen. Fiir eine weitere mikropolare Kompatibilitdtsbedingung wird die
Tatsache ausgenutzt, dafl die Kriimmungstensoren aus dem Gradienten der Cosse-
rat-Rotation R hergeleitet werden und somit gilt:

Rot I = 0,
- (2.87)
rot K = 0.
Darin sind die Operatoren ,Rot (-)“ und ,rot (- )“ folgendermaflen definiert:
R B [Grad (-)] )2
ot(+) = rad ( - 2
() = {B [Grad ()]F) s

ot (+) = {E [grad(-)]" }2

2.5 Geometrisch lineare Darstellung

Die kinematischen Relationen in einer geometrisch linearen Darstellung konnen aus
den nicht-linearen Gleichungen durch formale Linearisierung gewonnen werden. Dies
geschieht durch eine Taylor-Reihen-Entwicklung mit Abbruch nach dem linearen
Glied unter Annahme kleiner Verschiebungsgradienten H (J) sowie kleiner Rota-
tionen @ = @& und kleiner Rotationsgradienten Grad @ (grad ). Die Gradienten
beziiglich der aktuellen Konfiguration sind jeweils in Klammern geschrieben, da im
Rahmen einer geometrisch linearen Darstellung ,,Grad (-)“ und ,grad (-)* zusam-
menfallen. Der Unterschied wiirde erst im quadratischen Glied der Taylor-Reihen-
Entwicklung auftreten und kann somit vernachlissigt werden. Im folgenden wird
daher im geometrisch Linearen nur noch ,grad (-)* fiir den Gradienten verwendet.

Der materielle und der rdumliche Verschiebungsgradient sind daher ungeféhr gleich:

H~ J = gradu. (2.89)
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2.5.1 Formale Linearisierung

Zur Linearisierung des Cosserat-Rotationstensors R ist es hilfreich, von der Euler-
Rodrigues-Formel (2.35); auszugehen und eine Entwicklung um den Punkt ¢ = 0
vorzunehmen:

_ _ OR
Rin. = R —| &
o0 9Pls
3
— I+ (ExD)p=1+(pxI)=1_-Ep, (2.90)
_ 3
RI =T—-(exI)p=1—-(px I)=1 +Ep.

Die Linearisierung der Verzerrungsmafie E, A, #K und K ergibt jeweils das lineare,
unsymmetrische Cosserat-Verzerrungsmafl € und sei exemplarisch fiir E gezeigt:

_ _ OE 0R OE
Eip, = E + =4 @ e H
=0, OR 0P| z=0, OH | 5=,
H=0 H=0 H=0 (291)
3

€ sym

(2.92)
Eskw —

Man beachte, da§ die in (2.92) verwendete Addition von Winkelvektoren nur in
der geometrisch linearen Theorie zuléssig ist. Weiterhin kann &gy, mit dem linearen
Verzerrungstensor € der nicht-polaren Theorie identifiziert werden, wihrend Zg, ein

tensorielles Maf§ fiir den Einfluf} der zusétzlichen Rotation c,*o auf das linearisierte
Verzerrungsmafl darstellt (vgl. Ehlers & Volk [36, 39]). Der verwendete Kontinu-
umsrotationsvektor ¢ entspricht dem axialen Vektor des Verschiebungsgradienten
H. Die physikalische Bedeutung der drei verschiedenen Rotationsvektoren kann z. B.
mit Hilfe eines Timoschenko-Balkens verdeutlicht werden (vgl. Ginther [43]):
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Bild 2.5: Rotationsvektoren

Die Verdrehung der Mittelachse des Balkens ist abhéngig von der Verschiebung
des Balkens und entspricht somit der Kontinuumsrotation ¢. Nun konnen sich die
Querschnitte, in deren Ebene die Direktoren Z und £ liegen, noch zusétzlich gegen
die Mittelachse mit dem freien Rotationsvektor c,*o verdrehen, so dafl € nicht mehr
rechtwinklig zur Balkenmittelachse ist. Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie
kénnen die Rotationsvektoren zur Gesamtrotation @ der Querschnitte summiert
werden.

Die Linearisierung der dreistufigen Kriimmungstensoren ergibt genau wie bei den
Verzerrungstensoren jeweils das gleiche Ergebnis.

3
Die Linearisierung wird beispielhaft fiir #/C durchgefiihrt:

3 3 _ dR RT
K i, = K + RT a(Gga— ) 2 88—‘ GradR| ¢
=0 ¢ =0 ¥ p=0
3 3 (2.93)
= 0 — grad (E¢@) + 0
3
= — (Egrad ).

Mit dem Ergebnis (2.93) kann direkt das Ergebnis der Linearisierung fiir die zwei-
stufigen Kriimmungstensoren #1C, VIC, VIC und IC bestimmt werden, z. B.:

_ 3 3
Bln. = —~(EE)2 gradp = grad® =: R. (2.94)

DO | —

K ist der aus der Literatur bekannte lineare Cosserat-Kriimmungstensor.
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2.5.2 Geometrisch lineare Kompatibilitidtsbedingungen

Die geometrisch nicht-linearen Kompatibilitdtsbedingungen erhalten in einer geo-
metrisch linearen Darstellung eine deutlich einfachere Form. Es 148t sich zeigen, daf§
der linearisierte Kriimmungstensor & als Funktion des linearisierten Verzerrungsgra-
dienten grad € darstellbar ist.

Mit den Gleichungen (2.90) - (2.94) erhélt man als Linearisierung von (2.82) oder
(2.83) jeweils den folgenden Ausdruck:

23 23

3 3
gradé —grad” € = (EK)2 — (ER)3T . (2.95)

Diese Gleichung wurde in Indexnotation bereits von Nowacki [63] als Kompatibi-
litdtsbedingung der unsymmetrischen Elastizitdtstheorie verdffentlicht. Mit einem
Vorgehen analog zur geometrisch nicht-linearen Theorie kann (2.95) nach & auf-
gelost werden (FEhlers & Volk [39]):

3 13 23
k= tE(grade + grad” € —grad” )2 |- (2.96)

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dafl in der geometrisch linearen Theorie der
Kriimmungstensor K eine reine Funktion des Verzerrungsgradienten grad € ist.

Die Linearisierung der Kompatibilitétsbedingung (2.87); oder (2.87), ergibt:

rot & = 0. (2.97)

Mit (2.96) kann man zeigen, daf die Bedingung (2.97) dquivalent zu den Beltrami-
Mitchell-Kompatibilitdtsbedingungen der nicht-polaren linearen Kontinuumsmecha-
nik ist:

rotrote = rotrot &sym = O. (2.98)

Zusammenfassend bedeutet dies, daf} fiir einen beliebigen Verzerrungstensor € und
Kriimmungstensor & die Kompatibilitdtsbedingungen (2.96) sowie (2.97) erfiillt sein
miissen, so daf} ein Primérvariablensatz (bestehend aus u und @) existiert, aus dem
€ und K gebildet werden koénnen.
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2.6 Elasto-Plastizitit

2.6.1 Multiplikative Zerlegungen, Zwischenkonfigurationen

Die Beschreibung elastisch-plastischen Materialverhaltens bei grofien Deformatio-
nen beginnt mit der Annahme einer multiplikativen Aufspaltung des Deformations-
gradienten F und des Cosserat-Rotationstensors R in einen elastischen und einen
plastischen Anteil (Steinmann [76]):

F :=F, F,

_ _ (2.99)
R = R, R,.

Die Aufspaltung des Deformationsgradienten wird in einer fiir nicht-polare Mate-
rialien iiblichen Art durchgefiihrt (siehe z. B. Ehlers [26] oder Haupt [48]), um die
Abwirtskompatibilitdt zum klassischen Zwischenkonfigurationskonzept zu gewihr-
leisten. Die Motivation der multiplikativen Zerlegung von R basiert auf der Tatsache,
daB R in Analogie zu F die Abbildung der Direktoren von der Referenzkonfiguration
auf die aktuellen Konfiguration beschreibt (siehe Kapitel 2.3).

Die multiplikative Zerlegung entspricht allgemein einer Hintereinanderausfiihrung
von zwei unabhingigen Abbildungen, so daf} eine Zwischenkonfiguration eingefiihrt
werden kann, die fiir die plastische Abbildung F,, den Status einer aktuellen Konfigu-
ration besitzt und fiir die elastische Abbildung F, als Referenzkonfiguration dient. In
Erweiterung der Standardtheorie werden infolge der Zerlegung (2.99), zusétzlich ei-
ne U-Zwischenkonfiguration und eine V-Zwischenkonfiguration eingefiihrt, vgl. Bild
2.6.

Mit den Standardargumenten der Materialtheorie kann gezeigt werden, dafi die Zwi-
schenkonfiguration spannungsfrei beziiglich des symmetrischen Anteils des Span-
nungstensors T ist. Der Spannungstensor, der die arbeitskonjugierte Gréfie zu den
elastischen Verzerrungen darstellt, ist fiir mikropolare Materialien im allgemeinen
nicht-symmetrisch, denn die mikropolaren Verzerrungstensoren enthalten keinerlei
Symmetrieeigenschaften. Die Momentenspannungen M sind die arbeitskonjugierte
GroBe zu den elastischen Kriimmungen, und die multiplikative Aufspaltung von R
fiihrt zur Aussage, daf die U-Zwischenkonfiguration und V-Zwischenkonfiguration
jeweils momentenspannungsfrei sind.

Fiir nicht-polare Materialien ist die multiplikative Aufspaltung des Deformations-
gradienten lokal nicht-eindeutig beziiglich einer Multiplikation mit einem beliebigen
orthogonalen Tensor Q (vgl. z. B. Haupt [48] oder das Ubersichtswerk von Khan &
Huang [52]), da die abgeleiteten Spannungsmafle unabhéngig von Q sind:

F=FF,=FQ QF, =FF, (2.100)

F. F,
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Mit der Forderung, daf§ fiir mikropolare Materialien rein elastische und rein plasti-
sche Deformationsmafle existieren,

U, = R’F, = (0,). b, @ W/; (0,)}, = ' -hy,

U, = RTF, = 4§ h o,

] ) ) (2.101)
\ Fpr = 5;- h, ® a’,

V. = F.Rl = (V.)); a;, ® a/; (V)i = h- 3,

werden fiir mikropolare Materialien die multiplikativen Aufspaltungen (2.99) lokal
eindeutig (eindeutig bis auf eine Starrkérperbewegung). Dies bedeutet, daf§ die lo-
kale Eindeutigkeit fiir mikropolare Materialien erst durch die zusétzliche Forderung
der Momentenspannungsfreiheit und der Spannungsfreiheit beziiglich des schiefsym-
metrischen Anteils des Spannungstensors auf der Zwischenkonfiguration gegeben ist.

Nach einer beliebigen elastisch-plastischen Deformation kann die Spannungs- bzw.
Momentenspannungsfreiheit nicht durch einfaches Entlasten erreicht werden (Exi-
stenz von Eigenspannungen). Vielmehr ist es notwendig, den Korper durch beliebig
viele Schnitte in lokal entlastete Teilkorper zu zerschneiden.

Es ist bekannt, daf3 die Zwischenkonfiguration inkompatibel beziiglich des Verschie-
bungsfeldes ist, so dafl F. und F, nicht zu einem elastischen bzw. plastischen Ver-
schiebungsvektor integriert werden konnen (siehe z. B. Haupt [48]). Anschaulich be-
deutet diese Inkompatibilitit, dal der Entlastungsvorgang der Teilkdrper zu einer
Verformung fiihrt, so dafy diese im entlasteten Zustand nicht mehr zusammenpassen
und sich unter Umstéinden sogar iiberlappen. Folglich ist es auf der Zwischenkonfigu-
ration im allgemeinen nicht moglich, die Teilkérper zu einem Gesamtkorper zusam-
menzusetzen. Etwas anders verhilt es sich mit der Zerschneidung der U-Zwischen-
konfiguration bzw. der V-Zwischenkonfiguration, da R, und Rp genau wie R ei-
gentlich orthogonale Tensoren sind. Somit geschieht die Entlastung lediglich durch
Drehung der Direktoren, und die Geometrie der Konfiguration bleibt unveréindert.
Es ist jedoch moglich, dafl das Rotationsfeld nach dem Entlasten unstetig iiber die
Schnitte ist.

Der Zerteilungsprozef} fiihrt zu mathematischen Schwierigkeiten bei der Formulie-
rung der Differentialoperatoren auf den Zwischenkonfigurationen. Nachfolgend wer-
den lokale Differentialoperatoren am Beispiel der multiplikativen Aufspaltung von
F definiert:

1. Durch den Zerteilungsprozel wird der Gesamtkorper B in beliebig viele offene
Teilkorper B; zerteilt, die jeweils ein Volumen grofier null haben.

2. Die AbschlieBung eines B; wird mit B; bezeichnet.

3. Die Teilkorper B; sind auf der Referenzkonfiguration sowie der aktuellen Kon-
figuration disjunkt.
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V-Zwischenkonfiguration V-Konfiguration
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U-Konfigurati 0
onfiguration U-Zwischenkonfiguration

Bild 2.6: Konfigurationen der elastisch-plastischen Formulierung

4. Die Vereinigung der B; ist eine Uberdeckung des Gesamtkorpers B.

5. Die Teilkérper B; sind auf der Zwischenkonfiguration spannungsfrei.

6. Zu jedem materiellen Punkt X € B; existiert eine nicht-leere Umgebung Uy,

die in B, enthalten ist und deren Schnitt mit B; nicht-leer ist.

7. Die Differentialoperatoren sind nur auf dem Teilkérper B; definiert, in den X

und Ux abgebildet werden.

8. Liegt X auf dem Rand von B;, dann sind halbseitige Differentialoperatoren

zugelassen.

Eine Bemerkung zu Punkt 6: Erst durch die Wahl der Umgebung Ux wird die Ab-
bildung fiir Punkte X, die direkt auf einem Schnitt liegen, eindeutig, da diese durch
die Abschliefung von B; zu beiden angrenzenden Teilkérpern gehéren. Dies bedeu-
tet auch, dal z. B. der Gradient an diesen Punkten unterschiedliche Werte haben
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kann. Dies ist vergleichbar mit den halbseitigen Gradienten einer Funktion mit ei-
nem Knick. Da die Uberdeckung aus Punkt 4 mit abgeschlossenen Mengen geschieht,
muf} die Zwischenkonfiguration als Ganzes nicht metrisierbar sein, wohl jedoch die
Teilkorper B;. Somit ist auch von mathematischer Sicht einsichtig, daf kein plasti-
sches Verschiebungsfeld existiert und die Differentialoperatoren ausschlieflich loka-
len Charakter haben, da sie nur auf einem Teilkérper B; definiert werden kénnen.

Es kann sein, daf} die gestellten Forderungen hinreichend, aber nicht notwendig fiir
die Definition der Differentialoperatoren sind. Es ist nicht Ziel der vorliegenden Ar-
beit, die mathematischen Konsequenzen im Detail zu diskutieren, vielmehr werden
die bereits sehr weitreichenden Konsequenzen der multiplikativen Zerlegungen (2.99)
auf die Kinematik diskutiert, und es wird in Kapitel 4 gezeigt, dafl die numerische
Simulation mit der Methode der finiten Elemente und die obigen Annahmen sehr gut
zusammenpassen. Die Gradienten beziiglich der Zwischenkonfiguration sind somit
lokale oder Pseudogradienten und werden im folgenden mit grad, (-) bezeichnet.
Aufgrund der Tatsache, da F, und F,' weiterhin die Abbildung eines Linienele-
ments auf die Zwischenkonfiguration beschreiben, sind die Paare (F,', grad, F,")
sowie (F., grad, F.) Elemente der linearen Gruppe £ (vgl. Ehlers [25, 26]).

Entsprechende Uberlegungen fiir die multiplikative Zerlegung von R fithren zur
Definition der Pseudogradienten Gradg, (-) fiir die U-Zwischenkonfiguration und
gradp, (+) fiir die V-Zwischenkonfiguration. Zusammenfassend lassen sich die fol-
genden Gleichungen fiir die genannten Pseudogradienten angeben:

[grad, ()} = [Grad ()F, '}t = [grad (-)F.J,
)

lgradp, () = [Grad ()RI} = [gradp ()R], (2.102)
(Gradg () = [Grady ()R} = [grad (-)R.J\

2.6.2 Additive Aufspaltung der Verzerrungsmafle
Die Abbildungen der Verzerrungsmafle (2.42) und (2.44) kénnen mit (2.99) als ei-

ne Hintereinanderausfiihrung von einer rein plastischen und einer rein elastischen
Abbildung aufgefafit werden (siehe auch Bild 2.6):

Rp(')FI;I R Re(')Fgl

E _ r=u,-V;! _ A, (2.103)
R!(-)F, ? R; (-)F,
F, ()R} F, ()RI

K K=V, -0 K (2.104)
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A

Aus (2.103) und (2.104) ist ersichtlich, daf§ sich die Verzerrungsmafe T und K
additiv in einen elastischen und plastischen Anteil aufspalten:

T =T, + T,
-y F-3 2p (2'105)
K = K. + K,.

Darin sind
f‘e = Ije — I, f‘p =1 - V;I,
N B R _ (2.106)
K, = — Ue_l, K, =V, - L

Die Abbildungsvorschriften aus (2.103) und (2.104) liefern bei Anwendung auf T,
und T, ebenfalls additive Aufspaltungen fiir E und A:

B, -1 B, -1
R,()F,' R ()F,
E. _ T, _ A., (2.107)
Rg()Fp RZ(')Fe
D -1 N —1
» () F, R, ()F,
E, _ T, _ A, (2.108)
R, ()F, R/ (-)F,

Man kann sich mit den Gleichungen (2.107) und (2.108) leicht davon iiberzeugen,
daf} die folgenden Beziehungen Giiltigkeit haben:

f £,-0-0, E,-0, 1L

A,=1 -V, A,=V-l_V-.

E. +E,

(2.109)

)
Y2

p gl
I

>
>

e

Aus (2.107) ist zu entnehmen, dafi E, aus dem Zuriickziehen der rein elastischen

GroBe T, von der Zwischenkonfiguration auf die Referenzkonfiguration entsteht.
Dieser Transport wird hingegen durch rein plastische Grofien gebildet, vgl. Gleichung
(2.107), und somit verliert E, den Charakter einer rein elastischen Grofe. Ganz
entsprechend kann A, nicht mehr als rein plastische Groe bezeichnet werden.

Die Anwendung der zugeordneten Transporttheoreme auf die Karni- Reiner-Verzer-
rungstensoren liefert analoge Ergebnisse beziiglich der additiven Aufspaltungen:

F, ()R] F (ORI

K., (2.110)

F_l(')Rp

p
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nT T
F, (ORI F, ()R
R ~ _
K, = K, = K,. (2.111)
F, (1R, F. (R,
Darin sind
PR = PR, + *K,, "K,=0,' -0, "K,=1 -0,
P g P P (2.112)

K-K, +K, K=V, L K,=V_ V..

Dies hat zur Folge, daf§ ®K, und I_{p nicht mehr rein elastische bzw. rein plastische
Groflen sind.

Diese Ergebnisse sind vergleichbar mit den Resultaten der nicht-polaren Elasto-
Plastizititstheorie (vgl. Ehlers [26] oder Haupt & Tsakmakis [50]).

2.6.3 Additive Aufspaltung der Kriimmungstensoren

Um eine Aussage iiber die Aufspaltung der dreistufigen Kriimmungstensoren zu
gewinnen, wird die Transformation aus (2.53) ebenfalls in eine Hintereinander-

ausfiithrung einer rein plastischen und einer rein elastischen Transformation um-
3

geschrieben. Dies fiihrt zur Definition von Kriimmungstensoren Ui auf der U-
3

Zwischenkonfiguration und VIC auf der V-Zwischenkonfiguration:

_i _ _ 3 23 23 _ 3 23 23

K= R, OK)F RIPFRIR - (RIT O RPFR
_i _ 3 23 _ 23 _ _ _ 3 23 _ 23 _ '
K = {R,[ (")" RJPTR]Y = {R][ ("K)" RJPTR.}.

Man kann leicht zeigen, dafl mit (2.113) eine additive Aufspaltung in einen rein
3 3

plastischen und einen rein elastischen Anteil von Ui und VIC folgt:

3 3 3

K = K, + UK,
3 3 E (2.114)
iK = VK. + VK,.
Fiir die in (2.114) angegebenen Gréfen gelten die Beziehungen:
3 3
K. = (Rl Gradg; R.)?, Uk:p = _(Rp Gradg, Rg)i,
P B (2.115)
VK. = (RT grady, R.)?, VK, = —(R, grady, R]).
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Die Aufspaltung der Transformation aus (2.57) in einen elastischen und plastischen
3

Anteil fiihrt zu einem Kriimmungstensor C, der entweder zwei Basissysteme der U-

Zwischenkonfiguration und eins der klassischen Zwischenkonfiguration besitzt, wenn
3

3
fiir *1C die Definition aus (2.56) und fiir IC die Definition aus (2.45) verwendet wird,
oder der zwei Basissysteme der V-Zwischenkonfiguration und eins der klassischen

3
Zwischenkonfiguration aufweist, wenn alternativ die Darstellung von FIC aus (2.45)

und fiir IC die Darstellung aus (2.54) benutzt wird:

3 _ 3 _ 3 23 _ o3
K = {R,[ ("K)T RIPTF,'}® = (RT[ (K)T RJTF,)2,
3 N (2.116)
= K. + K,
2

Die rein elastischen und rein plastischen Anteile von /C ergeben sich zu:

3 2

K. = (R grad, R.)3 K, = —(R, grad, Rg)i. (2.117)

Es ist wiederum moglich, eine additive Aufspaltung der {ibrigen Kriimmungstensoren
zu erhalten, indem die elastischen und plastischen Anteile aus (2.115) auf die zu-
gehorigen Konfigurationen transportiert werden, jedoch sind dies in Analogie zu
(2.112) keine Aufspaltungen mehr in rein elastische und rein plastische Anteile:

3 3 3 _3 _3 _3
BC = KK, + FIC,, K = VK. + VK,
3 3 3 3 3 3 (2.118)
'K =K. + 'K, K= K.+ K,
Darin sind
3 _ 23 _ 23 3 _ _
K. = [R"( Grad R.)"R,|", K, = (R! Grad R,)3,
_3 _ _ _3 _ _ 23 _ 23
VK. = —(R. grady RT)§ KK, = —[R(grady R])TR!],
P P (2.119)
UK. = [RT( Grady R ) R ] K, =(R] Grady R,)3,
§ § _ _ 23 _ 23
K.=—(R, grad RT)3 K,=—-[R( grad R])TR!]"
3 _3
Man erkennt, dal #C. und YK, nicht mehr rein elastischen Charakter haben und
3 3

daB VIC » und i » keine rein plastischen Groflen sind.

Fiir die zweistufigen Kriimmungstensoren kénnen entsprechende Resultate gewon-
nen werden.
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2.6.4 Elastische und plastische Deformationsgradienten
zweiter Ordnung

Schliefflich wird noch das elastisch-plastische Verhalten der Deformationsgradienten
zweiter Ordnung untersucht. Nach Fhlers [25, 26] wird von den folgenden Definitio-
nen ausgegangen:

3 3
G, =GradF,, RG,=grad, F.,

L ’ e Bz (2.120)
Gp:gradZF;I, G.,=gradF, .

Hierin sind alle elastischen und plastischen Deformationsgradienten zweiter Ordnung
weiterhin Zweifeldtensoren. Unter Verwendung der bekannten Transportmechanis-
men konnen diese Tensoren in Einfeldtensoren iiberfiihrt werden. Fiir die transpor-
tierten Deformationsgradienten kann gezeigt werden, dafl auf der Zwischenkonfigu-
ration wiederum eine additive Aufspaltung in einen rein plastischen und einen rein
elastischen Anteil moglich ist:

3

; rG\T p-1af p-113 RN VAR TRV R R (2.121)

g :{FP[( g) Fp ]_ Fp }_:{Fe [(g) Fe] Fe}_a )
Darin sind

3 3 3

g = g + ge;

3 . 3 \ (2.122)

G,=F, G, G.=F 'EG..

Die Aufspaltungen und Transporte der Verzerrungsmafle, Kriimmungstensoren und
Deformationsgradienten sind im Anhang B in schematischer Form zusammengefaf3t.

2.6.5 Kompatibilititsuntersuchungen

3

3
Wie bereits oben angesprochen, sind die Paare (F,"', G,) und (F,, G.) Elemente
3 3

von £, und somit miissen C; p als auch C; ¢ iiber die Symmetrie beziiglich der zweiten
und dritten Basissysteme verfiigen:

3 3 23 3 3 2

3
Q = (Q)Ta Qp = (Qp)Ta Qe = (

23

)7 (2.123)

Q) w

Zuriickziehen der plastischen Glelchung (2.123), auf die V-Zwischenkonfiguration

mit der Abbildung {V*[(- )TV ]3TV;,,}3 ergibt eine plastische Kriimmungs-Ver-
zerrungs-Relation in Analog1e zu (2.83);:

3
TN — _ 23 _ _
iK, — (VK ,)T = [V grady, V, 2T — [V 'grady, V, 2. (2.124)
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Entsprechend kann eine rein elastische Kriimmungs-Verzerrungs-Relation in Analo-
gie zu (2.82), durch Vorvvartstransport von (2.123); auf die U-Zwischenkonfiguration

mit der Abbildung {U, (- ) U ]3T U '} hergeleitet werden:
3 3

i, — (TR )T = [T C ’ F-113 5 2.125
'K, - ("K,)" =—[U,Gradg, U;' ]2 + [U,Gradg, U, ]2T. (2.125)

Wie bereits fiir Gleichungen (2.83) gezeigt wurde, konnen (2.124) und (2.125) beziig-
lich VIC, bzw. UK, aufgeldst werden:

3 3 3
o 3 T _~ 23
Ry = LB [TV, + (V)7 - (7V,)F] 1,
7Ap 2 P 7§7’13 7§p23 (2.126)
"R, = 3B (70, + (0)F - (0,2
Darin sind
3
TV, = (V3! gradp, V= [V grady, K, (2.127)
3 )
U[_J'p = —[I_J-p Gradf]Z I_J-;l]g = [[_J-P GradUZ RKp]i'

Fiir die Formulierung von Evolutionsgleichungen gibt es mit Hilfe der Kompatibi-
litdtsuntersuchungen zwei unterschiedliche Vorgehensweisen. Einerseits kénnen fiir
F, und R, zwei unabhingige Evolutionsgleichungen angegeben werden. Hierbei
muf sichergestellt sein, dafl Grad F, {iber die angesprochene Symmetrieeigenschaft
beziiglich der letzten beiden Basisvektoren verfiigt und R,, ein eigentlich orthogona-
ler Tensor ist.

Andererseits kann eine Evolutionsgleichung fiir V, angegeben werden, da sich aus
V,, die entsprechenden plastischen Verzerrungsmafie und mit (2.127); auch die zwei-
stufigen plastischen Kriimmungstensoren bestimmen lassen.

In der geometrisch linearen Theorie vereinfachen sich die Ergebnisse erheblich. For-
male Linearisierung der Gleichungen (2.103) bis (2.121) ergibt additive Aufspaltun-
gen des linearen Verzerrungsmafles € und des linearen Kriimmungsmafles &, vgl.

Ehlers & Volk [39]:

E =& + &, (2128)
R = R + Ry

Die Linearisierung der nicht-linearen Kriimmungs-Verzerrungs-Relationen (2.119)
und (2.121) ergibt die linearen Kompatibilititsbedingungen

3 13 23
_ 1 = Tz Tg, )2
kK, = 5 E(grad&, + grad” g, — grad” &, )=,
» 5 - P . P v p (2129)
Re = ; E(grad&. + grad” &, — grad” &.)*.
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Mit (2.129); folgt der Zusammenhang, dafl die plastische Kriimmung eine Funktion
des plastischen Verzerrungsgradienten ist. Dies gilt auch fiir die Ratenformulierung
von (2.129);:

23

3 i 13 .
E (grad&, + grad” &, — grad” g,)% |- (2.130)

— 1
“p_2

Demnach ergibt sich die Evolutionsgleichung fiir die plastischen Kriimmungen direkt
als Funktion der plastischen Verzerrungsrate. Man beachte, dal die Kompatibilitéts-
bedingungen (2.129) sowie die Evolutionsgleichung fiir die plastische Kriimmungs-
rate (2.130) eine direkte Folge der multiplikativen Aufspaltungen (2.99) sind. Die
vorgestellte geometrisch lineare Theorie wird im folgenden fiir die numerische Simu-
lation und die Beispielrechnungen verwendet.

2.7 Bilanzrelationen

Das Aufstellen einer allgemeinen Bilanzrelation ist ein eleganter Weg, um die Aus-
sagen der axiomatisch eingefiihrten Bilanzen fiir Masse, Impuls, Drall, Energie und
Entropie zu finden (siehe z. B. Ehlers [30] oder Haupt [49]):

d—/¢dv /¢nda+/vdv+/wdv
5 (2.131)
— / n)da + B/vdv /wdv

In (2.131) ist 1) bzw. 9 die skalare oder vektorwertige Dichte der zu bilanzierenden
mechanischen Grofle, ¢ - n bzw. ®n ist der Ausflufl der mechanischen Grofie infolge
duferer Nahwirkung mit dem nach auflen gerichteten Oberflichennormaleneinheits-
vektor n, v bzw. v sind die Zufuhrterme infolge duflerer Fernwirkung und @2 bzw. {b
sind die Produktionsterme der mechanischen Grofle. Mit dem Gauffschen Integral-
satz kénnen die Oberfléichenintegrale [ ebenfalls in Volumenintegrale [, iiberfiihrt
werden. Unter der Voraussetzung stetiger Integranden konnen durch Differentiation
die lokalen Bilanzrelationen gewonnen werden:

CLCL

b o+ pdivk = diveg + v +

. ¢ (2.132)
P + Pdivk = divd + v + .

In der folgenden Tabelle sind die speziellen Bilanzrelationen mit Hilfe der allgemei-
nen Bilanzrelationen (2.131) oder (2.132) zusammengefaft:

In Tabelle 2.1 ist T der Cauchysche Spannungstensor und b die spezifische Volu-
menkraft. Unter dem Tensor der Mikrotrigheit ® versteht man den iiber ein REV
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v, ¢, v,o |9
Masse p 0 0 0
Impuls pPX T pb 0
Drall (klassisch) x X (px) x X T x X pb 0
Drall (mikropolar) | x X (px) + p@®® | xx T + M | x x pb + pc| 0

Tabelle 2.1: Bilanzrelationen

gemittelten Tragheitstensor der Mikropartikel, M ist der Momentenspannungsten-
sor und c ist die spezifische Volumenmomentendichte. Auf die Bilanzrelationen fiir
Energie und Entropie wird an dieser Stelle im Rahmen einer rein mechanischen
Theorie verzichtet. Der interessierte Leser sei auf die Arbeiten von Diebels [19] und
Eringen & Kafadar [40] verwiesen.

2.7.1 Massenbilanz

Aus Tabelle 2.1 ergibt sich die Massenbilanz zu

p + pdivk = 0. (2.133)

2.7.2 Impulsbilanz

Mit Einsetzen der Massenbilanz (2.133) folgt fiir die Impulsbilanz die bekannte Form:

pk = divT + pb. (2.134)

2.7.3 Drallbilanz, Bilanz der Mikrotrigheit

Mit den ,niedrigeren* Bilanzen (2.133) und (2.134) folgt in der klassischen Konti-
nuumsmechanik aus der Drallbilanz lediglich die Symmetrie des Spannungstensors:

0=1IxT. (2.135)

Das duflere Vektorprodukt zweier Tensoren ist folgendermaflen definiert (vgl. de
Boer [5]):

3
AxB=-BxA=E(AB"). (2.136)
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In der mikropolaren Theorie erhélt man die erweiterte Form der Drallbilanz

p(O@) =Ix T+ divM + pe. (2.137)
Aus (2.137) folgt, daf der mikropolare Spannungstensor in der Regel unsymmetrisch
ist.

Neben den in Tabelle 2.1 genannten Bilanzen ist fiir mikropolare Materialien die
sogenannte Erhaltung der Mikrotriagheit von Interesse (Eringen & Kafadar [40]).
Die Annahme starrer Mikropartikel fiihrt zur Aussage, da3 die mikropolare Green-
Naghdi-Ableitung (Zeitableitung beziiglich eines mitrotierten Basissystems) des Ten-
sors der Mikrotrigheit © verschwinden muS:

2 -
®©=0-06-60" =0 (2.138)

Hieraus ergibt sich

© =2(020)yn. (2.139)

Diese Gleichung liefert in Verbindung mit der Massenbilanz (2.133) eine Beziehung,
die die Form einer Erhaltungsgleichung fiir die Mikrotrégheit besitzt:

(pO®) + pOdivk = 2p(Q2O )ym. (2.140)

Die Beziehung (2.140) ist keine Bilanzgleichung im iiblichen Sinn, da sie auf kine-
matischen Uberlegungen beruht und nicht axiomatisch eingefiihrt wird. Da (2.140)
jedoch prinzipiell die Form der lokalen Bilanz (2.132) besitzt, spricht man auch
gelegentlich von der Bilanz der Mikrotrigheit (z. B. Eringen & Kafadar [40]).

Mit (2.140) kann die mikropolare Drallbilanz (2.137) in die folgende Form gebracht
werden:

pOw + 2p(Q2O )@ =divM + I x T + pe. (2.141)



Kapitel 3

Mikropolare Theorie Poroéser
Medien

3.1 Einfiihrung in die Theorie Poréser Medien

In Kapitel 2 wurden ausschliellich leere porose Festkorpermaterialien behandelt, die
sich prinzipiell mit den gleichen Methoden wie reine Einphasenmaterialien beschrei-
ben lassen. Wenn das Porenfluid einen mafigebenden Einflufl auf das Ergebnis eines
bestimmten Randwertproblems hat, ist diese Vereinfachung nicht mehr zuléssig. Ein
typisches Beispiel hierfiir ist das allgemein bekannte Konsolidationsproblem (vgl.
Bild 3.1).

/Q\”\
Grundbruch infolge |:| |:|
L

Konsolidation

~_ A A4 I_I ~_ AN 4

e

Bild 3.1: Konsolidationsproblem infolge duflerer Last

Durch Aufbringung einer dufieren Last (z. B. Bau eines Geb#udes) entsteht im teil-
weise bzw. vollstindig gesdttigten Boden ein Poreniiberdruck und somit gegeniiber

47
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der unbelasteten Oberfliche ein hydrostatisches Gefille. Es stellt sich ein Stromungs-
prozef} ein, der solange anhilt, bis der Poreniiberdruck abgebaut wurde und die ge-
samte Last vom Festkorperskelett getragen wird. Folglich tritt durch die Existenz
eines viskosen Fluids ein zeitlich verzogerter Deformationsprozefl ein. Je nach Be-
schaffenheit des Bodens konnen der Konsolidationsprozel und die damit verbunde-
nen Setzungen iiber Jahrzehnte andauern (beispielsweise bei sehr dichten Tonbéden).
Es ist offensichtlich, dafl eine Beschreibung dieser Phinomene mittels expliziter Be-
trachtung der Mikrostruktur sofort zum Scheitern verurteilt ist, da bei realen Béden
die genaue mikroskopische Beschaffenheit in der Regel unbekannt ist. Erfolgverspre-
chender erscheint die Behandlung des Festkorperskeletts und der Porenfluide als
unvermischbare Konstituierenden eines Mehrphasenmaterials, das mit der Theorie
Poroser Medien (TPM) beschrieben werden kann. Grundlage der TPM als konti-
nuumsmechanische Beschreibung von Mehrphasenmaterialien (Phase steht hier fiir
jede einzelne Konstituierende) ist die moderne Mischungstheorie, wie sie urspriing-
lich bei Truesdell & Toupin [84] oder als Ubersichtsarbeit bei Truesdell [83] zu
finden ist. Die fundamentalen Voraussetzungen der moderne Mischungstheorie hat
Truesdell in den ,metaphysischen Prinzipen“ zusammengefaft [83]:

1. All properties of the mixture must be mathematical consequences of properties
of the constituents.

2. So as to describe the motion of a constituent, we may in imagination isolate
it from the rest of the mixture, provided we allow properly for the actions of
the other constituents upon it.

3. The motion of the mixture is governed by the same equations as is a single
body.

Das erste Prinzip bedeutet, dafl die Mischungsgréfien aus den entsprechenden Grofien
der einzelnen Phasen hergeleitet werden konnen. Das zweite Postulat besagt, dafl
die mechanischen Axiome auch fiir jede einzelne Phase Giiltigkeit haben, sofern man
Wechselwirkungsterme zwischen den Phasen beriicksichtigt. Im letzten Postulat wer-
den Restriktionen an diese Wechselwirkungsterme gestellt, denn in der Summe iiber
alle Phasen miissen sich wieder die Ergebnisse fiir einphasige Materialien ergeben.

3.1.1 Die Volumenanteile

Die Mischungstheorie behandelt die Mehrphasigkeit mittels Konzentrationen und
beinhaltet somit prinzipiell bereits einen lokalen Homogenisierungsprozefl wie er in
Kapitel 1 angesprochen wurde. Fiir die Beschreibung poroser Materialien, bestehend
aus unvermischbaren Konstituierenden, sind die Volumenteile jedoch deutlich besser
geeignet, um die Mehrphasigkeit auch thermodynamisch konsistent beriicksichtigen
zu konnen. Die Volumenanteile sind skalare Strukturvariablen, die die homogenisier-
te, lokale Zusammensetzung des mehrphasigen Materials wiedergeben (siehe Bild
3.2).
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Das Konzept der Volumenteile in Verbindung mit der modernen Mischungstheo-
rie findet man beispielhaft bei Bowen [12, 13], de Boer & FEhlers [6] und Ehlers
[25]. Die Arbeiten von Hassanizadeh & Gray [45, 46], de Boer et al. [7] und Plisch-
ka [66] behandeln detailliert den Homogenisierungsprozef} iiber ein repriisentatives
Elementarvolumen (REV). Fiir das Aufstellen von Konstitutivannahmen ist aus
materialtheoretischer Sicht die Auswertung des Entropieprinzips notwendig. Zum
thermodynamisch konsistenten Entropiepostulat fiir Mehrphasenmaterialien sei auf
die Arbeiten von Bowen [11], Bowen & Wiese [14], Miller [61], de Boer & FEhlers
[6] und Ehlers [25] verwiesen.

Volumenanteil
Fluid n¥

Mittelung

- = Volumenanteil
Festkorper n®

reale Mikrostruktur homogenisiertes Modell

Bild 3.2: Definition der Volumenanteile

Die Volumenanteile n® (« steht stellvertretend fiir die Indizes der einzelnen Kon-
stituierenden) sind daher in Analogie zu (2.9) zu verstehen und folgendermafien
definiert:

N dov®
n® = —.
dv

(3.1)

Im Gegensatz zum leeren, portésen Festkorpermaterial aus Kapitel 2 gilt fiir ein
k-phasiges Material die Séattigungsbedingung

> =1 (3.2)

a=1

Gleichung (3.2) kann als Verallgemeinerung von (2.10) aufgefafit werden.
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3.2 Kinematik von Mehrphasenmaterialien

In diesem Kapitel werden die Unterschiede in der Beschreibung von Mehrphasenma-
terialien zur Kinematik von Einphasenmaterialien herausgearbeitet. Die Annahme
superponierter Kontinua (siehe Bild 3.2) hat zur Folge, daf§ auf der aktuellen Kon-
figuration jeder Raumpunkt x gleichzeitig von materiellen Punkten X* jeder Phase
¢ eingenommen wird. Infolge der Unabhéngigkeitsbedingung kénnen die X* zur
Referenzzeit ¢y, an unterschiedlichen Orten X, gewesen sein (vgl. Bild 3.3), so daf}
jede Phase ¢ im allgemeinen eine eigene Bewegungsfunktion x, besitzt:

X = X (Xa, t). (3.3)

Referenzkonfiguration aktuelle Konfiguration

Bild 3.3: Kinematik von Mehrphasenmaterialien

Somit hat jede Phase einen eigenen Deformationsgradienten F:

Xa
ox = Grad, x, F '= 0Xq = grad X,. (3.4)
X

Fo = X, . B

Als Folge von (3.3) kann jeder Phase ¢ ein eigenes Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungsfeld zugewiesen werden:

X, t
},(a = Vo, = —a Xa (at ) Xa (X, t),
% x. (X 1) (3.5)
n o n
Xq ‘= A = Xa— = Xg (X, t)

0t?
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Die lokale Schwerpunktsgeschwindigkeit (auch baryzentrische Geschwindigkeit) fiir
ein k-phasiges Material ergibt sich durch Summation iiber alle Konstituierenden:

x ==L (3.6)

Die Diffusionsgeschwindigkeiten d, sind definiert als Relativgeschwindigkeit der
Phase zum Gesamtkorper:

d, =%, —%. (3.7)

Man kann leicht zeigen, dafl die gewichtete Summe der Diffusionsgeschwindigkeiten
verschwindet:

Y p*ds = 0. (3.8)

Infolge von (3.3)-(3.6) existieren fiir eine beliebige Grofle I' unterschiedliche Zeita-
bleitungen:

or /
= — - . .
o 11 57 + gradl- x, (3.9)

—~
—
~

~

Aus Gleichung (3.9) folgt der Zusammenhang

!

(), = (D) + gradT - (%, — Xp) (3.10)

[0}

und insbesondere
T), =T + gradT - d,. (3.11)

Mit den Erweiterungen (3.3)-(3.11) konnen alle Gleichungen des Kapitels 2, die ein
einphasiges poroses Material beschreiben, auch fiir mehrphasige Materialien ange-
wendet werden. Beispielsweise folgen fiir die Dichtefunktionen (2.8):

dm® dm®
aR o
= —— = ) 3.12
p dve’ p dv ( )

Mit (3.1) und (3.12) ergibt sich fiir die Bezichung zwischen den Dichtefunktionen
(vgl. (2.9)2):

p* = n®p*k. (3.13)
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3.3 Bilanzrelationen

Nach den Truesdellschen Prinzipen lassen sich die Bilanzrelationen der einzelnen
Phasen sowie des gesamten Mehrphasenkorpers aus den Bilanzrelationen fiir einpha-
sige Materialien (2.131)-(2.141) herleiten. Die allgemeinen Bilanzrelationen (2.131)
haben fiir Mehrphasenmaterialien die folgende Struktur (vgl. Ehlers [30]):

Ccllit/wdv = /gba-nda + /vo‘dv + /@Eo‘dv,
S

d 5 5 5 a (3.14)
d—o‘t/wo‘dv = /(<I>°‘n)da + /vadv + /w dw.
B s B B
Die allgemeine Bilanzrelation in lokaler Form ergibt sich aus (2.132) zu:
O+ yYrdiv X, = dive® + v* + 2,
(%) ¥ ¢ w (3.15)

(%), + ¢*div Xo = div®® + v + 3.
Nach den Truesdellschen Prinzipen muf} sich die Bilanz des gesamten Mehrphasen-
kontinuums aus der Summe der Bilanzgleichungen der einzelnen Phasen ergeben
und sich auflerdem als einphasige Bilanzgleichung (2.131) oder (2.132) darstellen
lassen. Hieraus erhélt man den Zusammenhang zwischen den Partial- und den Ge-
samtgrofen (vgl. Fhlers [30]):

k k
o=y e Y= Y7
a=1 a=1
k k
¢:n =Y (¢ —¢°dy)n, dn = ) (2" - " ®@di)n,
o=l -t (3.16)
v = Z ve, v = Z v,
a=1 a=1
k k
b= o= W
a=1 a=1

In der folgenden Tabelle sind die speziellen Bilanzrelationen mit Hilfe der allgemei-
nen Bilanzrelationen fiir Mehrphasenmaterialien (3.14) oder (3.15) zusammengefaft:

. . A el . . . . . . .
Die Produktionsterme §” und h~ setzen sich jeweils aus einem direkten Produkitions-
anteil und einem Anteil aus den Produktionen der jeweils ,niedrigeren“ Bilanzen
zusammen:

«a

§° = p* + ) xo, h" =m® + x x & (3.17)



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POROSER MEDIEN 53

ve, g ¢, & A
Masse P~ 0 0 P~
Impuls P> >lca T p* b* s*
Drall (klassisch) x X (p® >Ica) x X T¢ x X p*b® h"
Drall (mikropolar)| x x (p® )lca) 0@, [ x x T+ M® | x x pb*+p%c®| k"

Tabelle 3.1: Bilanzrelationen fiir Mehrphasenmaterialien

Fiir die Massenbilanz ergibt sich aus Tabelle 3.1 in Analogie zu Gleichung (2.133)
(p*). + p*div xq= p° (3.18)

mit den Restriktionen

p. (3.19)

p=>_p" 0=

k k
a=1 o=

1

Die Impulsbilanzen eines Mehrkomponentenkontinuums haben die folgende Form
mit Bezug zu (2.134):

p® X, = divT® + p*b* + p°. (3.20)

Es gelten die Nebenbedingungen

k k
px = S p* %, T = S (T — poda®dy),

o o (3.21)
pb = > p*b®, 0o = ) s

a=1 a=1

In der klassischen Drallbilanz fiir Mehrphasenmaterialien erscheint zuséitzlich zum
Einphasenmaterial (2.135) der direkte Drallproduktionsterm m®,

0=1IxT"+ m" (3.22)

mit

k
0=> m" bw. 0=)Y h" (3.23)
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Fiir mikropolare Mehrphasenmaterialien erhilt man die erweiterte Form der Drall-
bilanz in Analogie zu (2.137)

P (O%@,), =1 x T + divM* + p®c® + m®, (3.24)

und die Restriktionen

—~ k —~ & k —~ &
pO® = > p*Ow, M= > M*- p*O @,® d,,
! ! (3.25)
pc = > p*c” 0 = m”
a=1 a=1

Die Erhaltung der Mikrotrigheit jeder Phase fiihrt zum Ergebnis

(p* @M, + p* @ div x, = 29" (2, O )gym + p* O°. (3.26)

Die Tatsache, daf es sich bei der Erhaltung der Mikrotrigheit nur um eine Pseudo-

bilanz handelt, erkennt man daran, dafl die Aufsummation iiber alle Phasen ein von
(2.140) abweichendes Resultat liefert (vgl. Diebels & Ehlers [21]):

— _ 3 ~
(p©) + p*Odivk = div Q +1I + ©. (3.27)
Darin sind
3 k _ k o R k )
Q=) p"0"@ds, M=) p"(2WO)ym, © =1 0" (3.28)
a=1 a=1 a=1

Nur fiir verschwindende Diffusionsgeschwindigkeiten d® und Dichteproduktionen p®
sind die Gleichungen (2.140) und (3.27) #quivalent. Die lokale Drallbilanz jeder
Phase kann mit (3.26) umgeformt werden:

p*O%(@,)!, = I xT*+ divM® + p%c® + m*— (3.20)
~[27(Q20") oy + 7°0"|@s. |

Die Drallbilanz des gesamten Mehrphasenkontinuums (2.137) ergibt sich mit (3.27)
und (3.28) zu:

_ . 3 -
pOw =1 x T+ divM + pc — (div Q +II + O)@. (3.30)
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3.4 Sonderfall des inkompressiblen biniren
Modells

Die Bilanzgleichungen des Kapitels 3.3 gelten fiir ein Mehrphasenkontinuum, das
aus beliebig vielen kompressiblen oder inkompressiblen Phasen besteht. Im folgen-
den findet eine Beschrinkung auf ein quasistatisches, isothermes Zweiphasenmodell
ohne Massenaustausch statt, das im Schwerefeld der Erde aus einem mikropolaren,
inkompressiblen Festkorperskelett und einem nicht-polaren inkompressiblen Poren-
fluid besteht. Durch den fehlenden Massenaustausch und die Inkompressibilitéit der
Konstituierenden reduzieren sich die Massenbilanzen (3.18) mit (3.13) zu reinen
Volumenbilanzen

(n®), + n®div X, = 0 (3.31)

mit ¢ € {S, F'} (S fiir Festkorper und F' fiir Fluid). Aufsummation der beiden
Volumenbilanzen (3.31) und Ausnutzen von (3.10) sowie (3.12) ergibt die Inkom-
pressibilititsbedingung

div (nF wp+ x5) = 0 (3.32)

des betrachteten bindren Modells mit der sogenannten Sickergeschwindigkeit, die als
Relativgeschwindigkeit des Fluids zum sich deformierenden Festkorper definiert ist:

! !
Wp i=Xp — Xg - (3.33)

Die Annahme der Quasistationaritéit fiihrt zur Vernachléssigung der Beschleuni-
gungsterme. Die Impulsbilanzen (3.20) reduzieren sich demnach zu

0 = divT® + p%g — p’,
pe P (3.34)
0 = divT” + pf'g + p~

mit der Erdbeschleunigung g. Infolge des nicht-polaren Porenfluids miissen die Drall-
produktionsterme m” verschwinden. Weiterhin wird davon ausgegangen, daf} keine
Volumenmomente ¢® vorhanden sind. Die Drallbilanzen (3.22) bzw. (3.29) kénnen
mit diesen Vereinfachungen in die folgende Form gebracht werden:

205050 )ym@s = Ix TS + divM®,

(3.35)
0 = IxT = TF = (15T,

Fiir den Fall einer isotropen Ausgangsverteilung der Mikropartikel mufl der Tensor
der Mikrotriagheit 6° ein Kugeltensor sein. Man beachte, dafl die Annahme der
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isotropen Ausgangsverteilung nicht zwangsldufig kugelférmige Mikropartikel vor-
aussetzt, sondern nur daf§ die Mittelung der Trigheitstensoren der einzelnen Mikro-
partikel iiber ein REV zu einem Kugeltensor fiihrt. In diesem Fall verschwindet die
linke Seite von (3.35);, da das Produkt eines schiefsymmetrischen Tensors mit einem
Kugeltensor wiederum schiefsymmetrisch ist:

— 651 — (Q250%)gym = 0,

(:)S
(3.36)
= 0 = IxT° + divM~.

3.5 Konstitutivannahmen

Mit den Beziehungen aus Kapitel 3.4 sind die beschreibenden Gleichungen des Mehr-
phasenkontinuums aus kinematischer Sicht bis auf fehlende Konstitutivgleichungen
bestimmt. Aus der Materialtheorie folgen durch Auswerten des Entropieprinzips in
der Ndhe des thermodynamischen Gleichgewichts Restriktionen an die Zuldssigkeit
der Konstitutivannahmen. Der Umfang dieser Auswertung ist enorm, daher sei an
dieser Stelle auf die Arbeiten von FEhlers [25] fiir nicht-polare und von Diebels [19]
fiir mikropolare, portse Mehrphasenmaterialien verwiesen.

Fiir das bindre Modell aus Kapitel 3.5 miissen noch zur Vervollstindigung des be-
schreibenden Gleichungssatzes Konstitutivannahmen fiir die beiden Spannungsten-
soren T%, den Momentenspannungstensor M* des Festkorpermaterials und die Im-
pulsproduktion p* angegeben werden.

3.5.1 Restriktionen infolge der Inkompressibilitét

Infolge der Inkompressibilitit der Konstituierenden folgt aus der Auswertung des
Entropieprinzips, dal sowohl die Spannungstensoren als auch die Interaktionskraft
jeweils aus zwei Termen bestehen:

T = —n*pl + T,

IA)F

. - (3.37)
= pgradn” + pp.

Die ersten Terme in Gleichungen (3.37) werden durch den Lagrangeschen Multipli-
kator p bestimmt, der als effektiver Porenwasserdruck identifiziert werden kann. In
den zweiten Termen stehen die sogenannten Extragrofen mit dem Index (-)g, die
durch die Festkorperbewegung und den Flu8 des Porenfluids bestimmt sind (sie-
he Ehlers [25]). Die Festkorperextraspannung T3, wird in der Bodenmechanik auch
wirksame oder effektive Spannung genannt (z. B. Terzaghi & Jelinek [81]).
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3.5.2 Fluidreibspannung

Der Zahlenwert der Fluidextraspannung T% ist in der Regel verschwindend klein
gegeniiber dem effektiven Porendruck, so daf} als iibliche Annahme der Grundwas-
serhydraulik die Fluidextraspannung T} a priori nicht beriicksichtigt wird (vgl.
FEhlers et al. [35]):

T < n''pl, = TL := 0. (3.38)

3.5.3 Interaktionskraft

Die Impulsproduktion oder Interaktionskraft zwischen Fluid und Festkérper f)g wird
iiber den Permeabilitdtstensor Sy linear zur Sickergeschwindigkeit wr angesetzt:

Im Fall der Isotropie degeneriert der allgemeine Permeabilitdtstensor Sy, zu einem
Kugeltensor:

I (3.40)

Darin sind v % die reale bzw. effektive Wichte des Porenfluids und & der Darcysche
Durchlissigkeitskoeffizient, der mit dem physikalischen Durchlissigkeitsbeiwert K
folgendermafien zusammenhéngt (siehe Terzaghi & Jelinek [81]):

FR

r_ " S
k —WK. (3.41)

Darin ist uf'% die effektive Scherviskositit des Fluids. Somit enthilt der makrosko-
pische Materialparameter k¥ zum einen Information iiber die Struktur des lokalen
Porenraums (K*) und zum anderen iiber die Viskositit des Porenfluids (u/%).

Mit den Gleichungen (3.34)q, (3.37)-(3.41) und den Beziehungen

FR _ FR
Y gl (3.42)

gradp = y'Egradh + pl'fg,

erhilt man als Sonderfall das bekannte Darcysche Filtergesetz, das bereits Mitte des
19. Jahrhunderts aus Versuchen entwickelt wurde (Darcy [18]):

nf wp = —k" grad h. (3.43)
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Darin beschreiben h die sogenannte Standrohrspiegelhthe und nf wy die Filterge-
schwindigkeit (vgl. de Boer & FEhlers [6]).

Weiterhin ist bekannt, dafi & von der Porositit bzw. der Volumendehnung des
Festkorpers abhéingt. Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie wird der folgende
lineare Ansatz getroffen (vgl. Ehlers & Volk [39]):

K = EF[1 + mP nds (e - T)]. (3.44)

Darin sind k" und ngs der Durchlissigkeitskoeffizient des Fluids bzw. der Volu-
menanteil des Festkdrpers in der Referenzkonfiguration und m’ ein dimensionsloser
Materialparameter.

3.5.4 Effektive Festkorperspannung

Die Festkorperextraspannung T4, hiingt in einer geometrisch linearen Theorie ledig-
lich von den elastischen Verzerrungen &, aus Gleichung (2.128) ab. Aus material-
theoretischer Sicht wire es prinzipiell méglich, daB T3 auch von den elastischen
Kriimmungen abhingt, doch soll dies konstitutiv ausgeschlossen werden. Neben
der geometrischen Linearitdt wird im folgenden ebenfalls eine materielle Linearitét
fiir das Elastizitéitsgesetz angenommen. Somit ergibt sich fiir isotropes Materialver-
halten ein modifiziertes Hookesches Gesetz mit drei Elastizitdtskonstanten (vgl. de
Borst [10], Ehlers & Volk [36] und Steinmann & Willam [79]):

4
T% = C. & = 205 &qym + N (E DT + 2p] Eogw,
4
T5m = Ce Eesym = 215Ecqm + A (B DI, (3.45)
4
T%skw = G, Eeskw = 2M§§eskwa

4
Darin ist C, der 4-stufige Elastizitéitstensor

4 4 4
Co=2p° Liym + A IQT + 24 Ly,

4 23 13
Iym= [(I®@D7 + I D)7], (3.46)
4 23 13
Loow = %[(I@I)T — IeDT].

Die Materialparameter 1% und A entsprechen den Laméschen Konstanten der nicht-
polaren Elastizitéitstheorie, so dafl der symmetrische Anteil des mikropolaren Span-
nungstensors mit dem nicht-polaren Spannungstensor dquivalent ist. Der zusétzliche
Materialparameter i ist der Proportionalitiitsfaktor zwischen dem schiefsymmetri-

4 4
schen Anteilen von T]SS und .. Die 4-stufigen Fundamentaltensoren Ig, und Iy,
bilden bei Anwendung auf einen 2-stufigen Tensor dessen symmetrischen bzw. schief-
symmetrischen Anteil ab.
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3.5.5 Momentenspannungen

In analoger Weise soll die Momentenspannung M?* ausschlieBlich von der elastischen
Kriimmung &, abhingen. Somit muf generell fiir M ein vergleichbarer Ansatz mit
drei Materialparametern gewiahlt werden (siehe Fhlers & Volk [39)]):

4 _
M® = D, Re = 20 Rosym + A (Re - DT + 275 Rogew- (3.47)

4
Darin ist D, ein 4-stufiger Momentenelastizitidtstensor:

4 4 _ 4
D, = 27" Lym +MT1QT + 275 Ty - (3.48)

Im Falle eines ebenen, rein elastischen Deformationszustands in der x;-xo-Ebene ei-
nes kartesischen Koordinatensystems existiert nur der Winkel @5. Der Kriimmungs-
tensor Kk hat demnach die folgende Form:

0 0 0
k= 0 0 0] e ®e,. (3.49)
@31 @32 0

Mit der sinnvollen Annahme, dafl im ebenen Fall die Momentenspannung ebenfalls
nur einen Eintrag ungleich null fiir die Koeffizienten k3; und K33 haben, folgt direkt
die Restriktion, da M* proportional zu &, ist. De Borst [9] hat aus diesem Grund
die folgende Vereinfachung des allgemeinen Ansatzes (3.47) vorgeschlagen:

M® = 245 (I7)° ke

_ (3.50)
— @S =p5=452 M=o
Im folgenden soll anstelle von (3.50) die modifizierte Form
M = 28 (I5)* R,

= ==l A =0

verwendet werden. Der einzige Unterschied zwischen (3.50) und (3.51) ist der Aus-
tausch von p¥ gegen pS. Der Grund wird in Kapitel 3.6 deutlich. Aus Dimensions-
griinden erscheint in (3.50); ein Materialparameter [ mit der Einheit , Linge®. Man
beachte, dafl [J nicht direkt mit materialspezifischen Grofien wie z. B. der Korngrofe
identifiziert werden kann, sondern durch Anpassung von berechneten, inhomogenen
Randwertproblemen an Versuchsergebnisse bestimmt werden muf}. Eine Motivation
der angegebenen elastischen Materialgesetze durch mikromechanische Uberlegungen
wird im Kapitel 3.6 prisentiert.
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3.5.6 Plastizitit von Reibungsmaterialien

Im Falle plastischen Materialverhaltens wird von einem flie3flichenbehafteten Ma-
terialmodell ausgegangen. Die zugrunde liegende Fliebedingung F' wird in der iibli-
chen Art und Weise in den Invarianten des effektiven Spannungstensors T, definiert.
Dabei bezeichnen Fliewerte kleiner null elastisches Materialverhalten, FlieBwerte
gleich null plastisches Materialverhalten, Fliewerte grofier null sind nicht zul&ssig.

Reibungsmaterialien zeichnen sich durch eine starke Abhéngigkeit des plastischen
Materialverhaltens vom hydrostatischen Spannungszustand aus. Zudem wird in Ex-
perimenten (z. B. Triaxialversuche) ein stark dilatantes bzw. kontraktantes Materi-
alverhalten bei plastischen Deformationen festgestellt (vgl. Lade & Duncan [55]. Das
Konzept der plastischen Volumenkonstanz kann folglich nicht fiir Reibungsmateria-
lien angewendet werden. Ein weiteres typisches Merkmal fiir das plastische Materi-
alverhalten von Reibungsmaterialien ist die deutlich grofiere Festigkeit bei triaxialen
Kompressionsversuchen gegeniiber triaxialen Extensionsversuchen. Es bezeichnen s;
bis s3 die betragsmiflig geordneten deviatorischen Hauptdruckspannungen. Daraus
ergeben sich die folgenden Beziehungen:

Kompressionsversuch: s; > sy = s3,

(3.52)

Extensionsversuch: S1 = Sy > S3.

Das folgende EinflachenflieBkriterium nach Ehlers [27, 29] erfiillt die beschriebenen
Anforderungen und hat gegeniiber ebenfalls gebriuchlichen Kappenmodellen (z. B.
Schad [68]) den Vorteil der stetigen Differenzierbarkeit im gesamten Hauptspan-
nungsraums:

111 1
F= \/HD (1 + 7113/’;)"1 + 5&12 + 21" + 81 4 €I —k = 0. (3.53)
D

Darin sind I die erste Invariante des nicht-polaren symmetrischen Extraspannungs-
tensors T, und II, bzw. 111, die zweite bzw. dritte Invariante des Deviators T3P =

I =T; 1,
I, = iTy” T3P, (3.54)
M, = 3T3° - T3” T3,

und

P =A{a, B,7,0,¢ m, Kk} (3.55)
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ist ein Satz von sieben Materialparametern.

Vereinfachend soll im folgenden vom Konzept der idealen Plastizitéit Gebrauch ge-
macht werden, so dafl P fiir ein Material im Verlauf eines elastisch-plastischen De-
formationsprozef} als konstant angenommen wird. In Bild 3.4 ist die FlieBbedingung
F' im Hauptspannungsraum abgebildet.

53

Bild 3.4: EinflichenflieBkriterium im Hauptspannungsraum

Durch Nullsetzen einiger Parameter beinhaltet die Fliefliche F' aus (3.54) einige
klassische Fliefbedingungen:

von Mises (1913 [58]): Fyy = /I, — k = 0,
Drucker & Prager (1952 [24]): Fpp = /I, + 1 — £ =0 (3.56)

Green (1972 [42]): F¢ = /1Ip + 1al®> — k = 0.

Die von Mises-Flielbedingung ist fiir metallische Werkstoffe gebriuchlich, jedoch
fiir Reibungsmaterialien ungeniigend, denn die typische Abhéngigkeit der Festig-
keit von der hydrostatischen Spannung kann mit der won Mises-FlieBbedingung
nicht beschrieben werden. Die Drucker-Prager-Fliebedingung beriicksichtigt diese
Abhéingigkeit in linearer Weise. Sie ist fiir Sand eine h&iufig benutzte Flielbedin-
gung, jedoch ist bekannt, dafl bei groflen hydrostatischen Driicken die Festigkeit des
Materials mit der Drucker-Prager-FlieBbedingung in der Regel iiberschitzt wird.
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Zudem bleibt unberiicksichtigt, dal Reibungsmaterialien bei grolen hydrostatischen
Driicken plastifizieren. Die Greensche Fliefbedingung beinhaltet diesen Effekt, al-
lerdings wird die Festigkeit im Zugbereich durch die symmetrische Form um den
Ursprung deutlich {iberschétzt.

In Bild 3.5 sind die sogenannten deviatorischen Flieiradien r = /211, der ange-
sprochenen FlieBbedingungen in einem Schnitt entlang der hydrostatischen Achse
einander gegeniibergestellt.

Ehlers Drucker-Prager

V211,

von Mises \

‘ .
1

I AT NG T ~— GI‘eeIl

I

Bild 3.5: FlieBbedingungen im Vergleich

In Bild 3.5 ist ersichtlich, daf} die Drucker-Prager-FlieBbedingung fiir [ = 0 die
Tangente an die Ehlerssche Flieibedingung ist.

Die Beriicksichtigung der unterschiedlichen Festigkeiten bei triaxialen Kompressions-
und Extionsversuchen zeigt sich bei F' nach Ehlers (3.53) gegeniiber den Fliebe-
dingungen (3.56) in der nicht kreisrunden Form in der Deviatorebene. Anstelle des
Kreises erhilt man ein Dreieck mit abgerundeten Ecken, siehe Bild 3.6.

Mit den Reufschen Variablen I, r und
1 V271 p

O = 3 arcsin 5 11%2

(3.57)

kann eine Variablentransformation von F' = F(I,1Ip,IIIp) nach F = F(I,r,©)
durchgefiihrt werden:

F = \/%r2(1+7%2_7 sin 30)™ + lal? + 821' + 1 + ¢I> =k = 0. (3.58)

Auflésen von (3.58) nach r ergibt eine multiplikative Aufspaltung fiir den deviato-
rischen FlieBradius (vgl. Ehlers [27]):

r(©,1) = Fu(l) Fa(©),
Ful) = \/5\/(62 — )T 4 20 + (82 — La — 2er)T? — 28KT + £, (3.59)
Fa©) = (1 + A= vsin 30)"m/2,




KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POROSER MEDIEN 63

Bild 3.6: Flielbedingung in der Deviatorebene

Aus (3.59) ist direkt ersichtlich, dal die Parameter P, = {«, (3,4, ¢, x} die Form
von F in der hydrostatischen Ebene und die Parameter P; = {7, m} die Form von
F in der deviatorischen Ebene bestimmen.

Fiir die Entwicklung einer FlieSbedingung fiir mikropolares Material wird die nicht-
polare Fliebedingung (3.53) als Grundlage genommen. Der nicht-polare Spannungs-
tensor ist identisch mit dem symmetrischen Anteil des mikropolaren Spannungsten-
sors. Daher werden die Invarianten I, ITj, und III, aus (3.54) durch die entsprechen-
den Invarianten des symmetrischen Anteils von T, ersetzt:

1T, = Ipgm = 3T, T, (3.60)
IIID = IIID Sym = %Tz‘ls)ym ) T%?ym T%?ym'

Zur Beriicksichtigung des schiefsymmetrischen Anteils von T3, und des Momenten-
spannungstensors M° werden zwei neue Invarianten eingefiihrt:

_ 1mS S
IISkW - §TEskW : TESkW’

(3.61)
Ly, = iM% . M°

Die Invarianten II;; und Ilg, werden in Verbindung mit zwei neuen mikropolaren

Materialparametern k; und k, in die mikropolare Fliefbedingung F' aufgenommen
(vgl. Ehlers & Volk [39)):

_ T
F= [Tpgpm (14 ygmrm )™ + kollgey 5017+ 07T+
psym (3.62)

+ 81 + €I — Kk + ki /T4 = 0.
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Der Materialparameter ks ist dimensionslos, wihrend k; die Einheit [1/m] hat. Ne-
ben der FlieBbedingung benotigt man zur vollstdndigen Beschreibung des plasti-
schen Materialverhaltens noch eine Fliefiregel, die die inkrementelle Entwicklung
der plastischen Verzerrung fiir einen gegebenen Spannungszustand mit plastischem
FlieBen angibt. Das , Prinzip der maximalen Dissipation® (z. B. Hill [51]) fiihrt zur
Normalitit der Fliefiregel auf die FlieSbedingung (assoziiertes Flielen), der Bela-
stungsbedingung und den Kuhn- Tucker-Bedingungen der Plastizititstheorie (vgl.
z. B. Lemaitre & Chaboche [54] oder Miehe [57)):

.o OF
E ! :AS ,
( S_p)S 8T%
OF
3T% (T3)s >0, (3.63)
E
ASF =0, AS >0, F <o.

Der Proportinalititsfaktor AS wird plastischer Multiplikator genannt. Im Falle einer
normierten Flielrichtung erhélt man die plastische Wegléinge

. . OF
A=A (7" (3.64)
T

In der Literatur wird Gleichung (3.63); auch héufig ohne Zeitableitung von A® an-
gegeben. Mit (3.63)s 4 wird sichergestellt, dal bei Fliefwerten kleiner null keine
plastische Deformation stattfindet.

Im Rahmen eines viskoplastischen Ansatzes vom Perzyna-Typ [65] wird anstelle
der Kuhn-Tucker-Bedingungen bei Verletzung der FlieBbedingung vom sogenannten
Uberspannungsprinzip Gebrauch gemacht und eine direkte Evolutionsgleichung fiir
den plastischen Multiplikator AS angegeben:

A = % <FEO> (3.65)

Dabei entsprechen 7 einer Relaxationszeit bei Standardkriechversuchen, Fj einem
Skalierungswert fiir die Fliefbedingung und r einem zusétzlichen Materialparameter
(siehe auch Hartmann et al. [47]). Die Féoppl-Klammer () ist identisch null fiir
x < 0 und gleich z fiir positive xz-Werte.

Fiir Reibungsmaterialien ist bekannt, dal das ,,Prinzip der maximalen Dissipation®
keine Giiltigkeit hat und somit eine nicht-assoziierte Flieiregel formuliert werden
muf}. Dies geschieht durch die konstitutive Einfiihrung eines konvexen plastischen
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Potentials G, aus dem sich das plastische Verzerrungsinkrement durch Ableitung
nach dem Spannungstensor ergibt:

_ . 0G

(GS_p)s :Asﬁ,

0G

TS (TE)s >0, (3.66)
E

AS F =0, AS >0, F < o.

Experimentelle Untersuchungen haben gezeigt, dafl Reibungsmaterialien in der De-
viatorebene eine plastische Fliefirichtung in der Nidhe der koaxialen Richtung zum
Spannungszustand aufweisen (Kim & Lade [56]). Aus diesem Grund wird angenom-
men, daB das plastische Potential nicht vom Lode-Winkel bzw. von Il gy, abhingt
(vgl. Bild 3.7). Es ist bekannt, dal Reibungsmaterialien im Gegensatz zu vielen
metallischen Werkstoffen nicht plastisch Inkompressibel sind. Daher unterscheidet
man zwischen sproden oder dilatantem Materialverhalten bei plastischer Volumen-
vergroflerung und duktilem Materialverhalten bei plastischer Volumenkontraktanz.
Der Dilatanzwinkel v, gibt die Abweichung des plastischen Verzerrungsinkrements
von der deviatorischen (volumenerhaltenden) Richtung an, d. h.

185,
Vp = arctanm (367)
P
mit
1
gl = g(ESP.I) I, &5 =& — &L, (3.68)

Im sproden Bereich wiirde eine assoziierte Fliefirichtung die Dilatanz deutlich {iber-
schiitzen, so daf in diesem Bereich die betragsmifige Steigung des plastischen Po-
tentials deutlich kleiner sein muf§ als der Betrag der Steigung von F' (siehe Bild
3.7).

Weiterhin ist die Ratenformulierung fiir die plastische Kriimmung bereits durch Glei-
chung (2.130) als Funktion der plastischen Verzerrungsrate bestimmt. Aus diesem
Grund wird angenommen, daf das plastische Potential G' nicht mehr von der Invari-
anten II,, des Momentenspannungstensors abhéngt. Es gibt verschiedene Moglich-
keiten, die nicht-assoziierte Fliefregel im Detail zu postulieren. In Ehlers & Volk
[36] wurde direkt ein konstitutiver Ansatz fiir den Dilatanzwinkel v, formuliert. In
Diebels et al. [22] wurden die Anforderungen an die nicht-assoziierte Flieregel im
sproden Bereich mit Hilfe von bereichsweise definierten Splines erfiillt. In der vorlie-
genden Arbeit wird fiir G ein zu F dquivalenter Ansatz mit modifizierten Paramteren
getroffen:

= \/HDSym +kallgee + Lacl? + 621 + BT + g T2 (3.69)
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duktil ~ <—— sprode DY,

V21pgm

Bild 3.7: Nicht-assoziierte Fliefrichtung

Ein k¢ ist nicht erforderlich, da ein konstanter Term bei der Ableitung (3.66); ver-
schwindet. Folgende Anforderungen soll der Parametersatz Pq := {ag, fBa, 0a, €6}
erfiillen:

e Die Grenze zwischen duktilem und spréden Materialverhalten (rein deviato-
risches FlieBen) soll mit dem Maximum von F' in der hydrostatischen Ebene
zusammenfallen.

e Die Fliefirichtung im sproden Bereich soll zwischen rein deviatorischer und
assoziierter Fliefirichtung liegen.

e Fiir Spannungspunkte auf der hydrostatischen Achse soll die Fliefirichtung
ebenfalls rein hydrostatisch sein.

Beispielhaft wurden fiir die FlieBfliche eines nicht-polaren Materials die folgenden
FlieBflichenparameter gewihlt, die einen bindigen Tonboden beschreiben (siehe Eh-
lers [27, 29] und Schad [68]):

a=5,074-1073, B =0,1195, §=1,001-10~*m?2/kN,
e =4,3977-10"m?/kN, & =10, 269 kN/m?, (3.70)
v =1,555, m=0,5935.

Die Parameter des plastischen Potentials wurden nach folgenden Kriterien angepaft:
e Am Ubergang von sprodem zu duktilem Materialverhalten sei die FlieBrichtung
rein deviatorisch (v, = 0).

e Im sproden Bereich liegt die Fliefirichtung ungefihr in der Mitte zwischen
assoziierter und rein deviatorischer Flieflrichtung.



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POROSER MEDIEN 67

e Das plastische Potential mufl weiterhin konvex sein.

Der folgende Satz von Materialparametern fiir das plastische Potential erfiillt die
gestellten Forderungen:

aG:iaa ﬂG:

6c =0,69146, eq =

B,

€.

(3.71)

N[= N

In Bild 3.8 ist der Dilatanzwinkel fiir die Parametersétze (3.70) und (3.71) fiir Span-
nungspunkte auf der Flie3fliche abgebildet.

- - vp [rad] + 1.5
P ~ ~ - - i
I ~
/7 ~
/ N ]
/ ~
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™
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400 -200 [0
I [kN/m?]
Fliefibedingung skaliert 05
(fiir nicht-polare Materialien)
---------- assoziierte Fliefirichtung Lo
nicht-assoziierte Fliefrichtung
+-1.5

Bild 3.8: Dilatanzwinkel und nicht-assoziierte Fliefirichtung

3.6 Motivation der Materialgesetze

In diesem Unterkapitel werden die verwendeten mikropolaren Elastizitatsgesetze an-
hand einfacher eindimensionaler Betrachtungen auf mikroskopischer Ebene moti-
viert. Ahnliche Uberlegungen sind der Arbeit von Miihlhaus & Vardoulakis [60] zu
entnehmen.
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Ausgangspunkt sind zwei elliptische Scheiben, die durch eine seitliche Kraft f an-
einandergedriickt werden. Nach einer Verdrehung der Scheiben gegeneinander um
den Winkel Ay = ¢y — ¢ wandert der Kontaktpunkt nach unten und es ensteht
ein Riickstellmoment m,., da neben der Kontakttangentialkraft auch die Kontakt-
normalkraft einen Hebelarm besitzt (vgl. Bild 3.9).

Bild 3.9: Riickstellmoment bei elliptischen Scheiben unter Seitendruck

Die spezielle Wahl der elliptischen Ausgangsgeometrie soll nur exemplarischen Cha-
rakter haben. Daher wird eine Transformation auf eine kreisformige Geometrie
durchgefiihrt, deren Radius r. im vorliegenden Fall der kleineren Hauptachse der
elliptischen Scheibe entsprechen soll. Es wird angenommen, daf} das Riickstellmo-
ment m,. der Kontaktnormalkraft in erster Ndherung proportional zum relativen
Verdrehwinkel Ay ist, wihrend bei einer kreisférmigen Geometrie die Kontaktnor-
malkraft immer zentrisch wirkt und kein Moment verursacht. Die Transformation
auf die kreisformige Ersatzgeometrie macht daraufhin die Einfiihrung einer Dreh-
feder erforderlich, die ein zusétzliches Riickstellmoment bewirkt, das proportional
zu Agp ist (siehe Bild 3.10). Die Drehfederkonstante v, beschreibt mit dieser Ar-
gumentation physikalisch die Zwangskrifte, die bei einer Drehung durch die nicht
kreisformige Ausgangsgeometrie entstehen.

Es wird angenommen, dafl die tangentialen Kontaktkréfte, die durch Haftreibung
hervorgerufen werden, durch eine Tangentialfeder mit der Steifigkeit (. beschrieben
werden konnen (Cundall & Strack [17]). Man beachte, dafl durch die Tangentialfeder
keine Dissipation durch Gleiten entsteht und der gesamte Deformationsprozefl voll
reversibel ist, d. h. es liegt rein elastisches Materialverhalten vor. In Bild (3.11) sind
die Krafte und Momente fiir die ausgelenkte Ersatzstruktur eingezeichnet.

Nach der Verdrehung ist die Drehfeder gespannt, wiahrend die Tangentialfeder noch
unbelastet ist. Um das Momentengleichgewicht wiederherzustellen, verdrehen sich
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Bild 3.10: Einfiihrung der Drehfeder auf kreisformiger Geometrie

Bild 3.11: Krafte und Momente auf Ersatzstruktur

die beiden Korper gegeneinander und die Tangentialfeder wird gespannt. Wenn das
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Moment infolge der Tangentialkraft das Moment der Drehfeder egalisiert, ist die
statische Ruhelage erreicht. Das Moment m, hat dann den Wert

m., = VU, (@2 — @1) = ASK_D (372)

Ap = ——As, As = 2r,. (3.73)

Einsetzen der Beziehungen (3.73) in (3.72) ergibt fiir das Moment m,

0%

e = 2Ucr, . 3.74
m VeTe 5 (3.74)
Die Tangentialkraft f. geniigt der folgenden Beziehung:

f. = Ccrc :5; (1*0::02: P2 — P2 (375)

Es wird nun vorausgesetzt, dal der Momentenspannungsvektor m den mittleren
Momenten m, auf einem Fldchenelement da mit der Flichennormalen n entspricht
und daf} sich der Momentenspannungstensor M durch ein Cauchy-Theorem fiir die
Momente ergibt:

m = Mn. (3.76)

Im Rahmen einer quasistatischen Betrachtungsweise der Drallbilanz wird die Di-
vergenz der Momentenspannungen durch den schiefsymmetrischen Anteil des Span-
nungszustands ins Momentengleichgewicht gebracht, vgl. (2.141). Im Beispiel aus
Bild 3.11 sind die dufleren R&nder momentenspannungsfrei und das Moment m,
entspricht demnach dem Momentenflul und steht somit in Analogie zum kontinu-
umsmechanischen Divergenzterm. Nun wird m, im vorliegenden Beispiel durch das
Moment infolge der Tangentialkraft ins Gleichgewicht gebracht, so dafl der Analo-
gieschlufl naheliegt, daf} die mittlere Tangentialkraft f. pro Flichenelement da die
gleiche Bedeutung wie der schiesymmetrische Anteil des Spannungstensors Ty, in
der kontinuumsmechanischen Beschreibung hat.

Ein Vergleich von (3.74) und (3.75) mit den elastischen Gesetzen der Momentenspan-
nungen (3.50) bzw. der Spannungen (3.45) zeigt mit den genannten Uberlegungen
interessante Analogien. Die Verallgemeinerung der Linienableitung des Winkels @
ergibt den Gradienten, der im konstitutiven Ansatz der Momentenspannungen vor-
handen ist. Der Proportionalititsfaktor 2 y, [? beinhaltet nach dieser Argumentation
sowohl Information iiber mittlere Partikelgrof8e und Partikelform. Die Tangentialfe-
derkraft entspricht in diesem Zusammenhang dem schiefsymmetrischen Anteil des
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Spannungstensors und ist proportional zum freien Rotationsfeld, sofern rein ela-
stisches Materialverhalten vorausgesetzt wird. Der Proportionalitdtsfaktor . wird
demnach durch den mittleren Teilchenradius und das lokale mechanische Kontakt-
verhalten bestimmt. Durch die Kopplung der drei fundamental unterschiedlichen
mikroskopischen Eigenschaften, Partikelgrofle, Partikelform und Kontaktgesetz in
den Materialparametern p. und [., ist es prinzipiell unméglich, in den etablierten
Materialgesetzen die genannten Einflulgréfien zu separieren.

Zusammenfassend lassen sich die folgenden Aussagen gewinnen:
e Die mittlere Partikelform und Lagerungsdichte bestimmt die Drehfedersteifig-
keit v,.
e Die mittlere Partikelgrofie wird durch r. bestimmt.

e Das lokale mikroskopische Kontaktverhalten wird durch die Steifigkeit (. der
Tangentialfeder wiedergegeben.

e Fiir den mikropolaren Materialparameter p,. ergibt sich der Zusammenhang

e ~ CoTe. (3.77)

e Die interne Linge [, reprisentiert das Verhiltnis aus Drehfedersteifigkeit und
Tangentialfedersteifigkeit:

14
Lo~ 2 3.78
. (3.78)

3.6.1 Gradiententheorie erster Ordnung

Ein interessanter Fall entsteht, wenn man die Steifigkeit der Tangentialfeder gegen
unendlich gehen 148t. Dies bedeutet eine Ubertragung der klassischen Annahme, daf§
Haftreibung nicht mit Deformationen verbunden ist, auf den Mikrobereich. Dies hat

zur Folge, dafi die freie Rotation © gegen null strebt. In der mikropolaren TPM
entspricht dies nach den Uberlegungen des vorhergehenden Unterkapitels einem un-
endlich groflen p. in Verbindung mit einem verschwindenden freien Rotationsfeld

Pp:

Cc—>oo<:><:5—> 0, [te = 00 <= @ — 0. (3.79)

Das mikropolare Verzerrungsmafl wird mit diesen Annahmen symmetrisch, und das
mikropolare Kriimmungsmaf} entspricht der klassischen Kriimmung;:

E — €, kR =k = grad . (3.80)
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Der schiefsymmetrische Anteil des Spannungstensors Ty, wird vom Verschiebungs-
feld unabhéngig und kann trotz eines symmetrischen Verzerrungsfelds ungleich null
sein. Prinzipiell hat Ty, dann die Bedeutung eines Lagrange-Multiplikators wie z. B.
auch der Porendruck bei der hydrostatischen Belastung eines porosen Mediums mit
inkompressiblem Porenfluid (vgl. auch Steinmann & Stein [78]). Im quasistatischen
Fall kann Ty, dann aus der Drallbilanz berechnet werden:

3
Ty = - E div M. (3.81)

DN =

Die quasistatische Impulsbilanz erhélt mit Hilfe von (3.81) die Form:
1 3
div Teym + EdiV(E divM) + pb = 0. (3.82)

Eine allgemeine FlieBbedingung kann dann neben einer Abhéngigkeit vom sym-
metrischen Anteil des Spannungstensors auch vom Momentenspannungstensor und
dem schiefsymmetrischen Anteil Tgy,, beeinflult werden. Durch diese zusétzlichen
Abhéngigkeiten tritt in der Fliebedingung bzw. Flieiregel neben der Abhingigkeit
von der Verzerrung auch eine Abhingigkeit vom Verzerrungsgradienten auf.

Fiir eine numerische Simulation mit der Methode der finiten Elemente (vgl. Kapitel
4) bieten sich fiir die vorgestellte Gradiententheorie erster Ordnung drei verschiedene
Umsetzungsmoglichkeiten an:

1. Die zusétzliche rotatorische Primérvarible g wird durch Ty, ersetzt. An der
Anzahl der Frieiheitsgrade dndert sich gegeniiber der mikropolaren Formulie-
rung nichts, lediglich die Anzahl der zusétzlichen Materialparameter reduziert
sich, da fiir Tg, kein konstitutiver Ansatz getroffen werden mufl. Dies ist der
physikalisch korrekteste Weg und diirfte fiir die beiden folgenden vereinfachen-
den Ansétze als Referenzlosung dienen.

2. Als Vereinfachung kann versucht werden, T, nicht als globalen Freiheits-
grad, sondern als elementlokalen Freiheitsgrad einzufiihren und mit Hilfe der
sogenannten statischen Kondensation wieder zu eliminieren. Sofern vergleich-
bare Ergebnisse zu 1. erzielt werden, liegt der Vorteil dieser Variante in einer
deutlich reduzierten Anzahl von globalen Primérvariablen.

3. Die grofite Vereinfachung ist die prinzipielle Vernachldssigung von Ty, in
der Impulsbilanz. Inwieweit sich dieser systematische Fehler negativ auf die
Ergebnisse auswirkt, mufl noch untersucht werden.



Kapitel 4

Numerische Umsetzung

Mit den Bilanz- und Konstitutivgleichungen aus den vorhergehenden Kapiteln steht
der beschreibende Satz von Differentialgleichungen zur Verfiigung, die fiir ein gege-
benes Anfangsrandwertproblem (ARWP) nach dem Primérvariablensatz u = (ug,
wr, D, @s)T gelost werden sollen. In der Regel ist das ARWP nicht mehr analytisch
16sbar, so dafl numerische Losungsmethoden angewendet werden miissen. Grundla-
gen zur numerischen Simulation eines ARWPs mit der Methode der finiten Elemente
(FEM) sind die schwachen Formulierungen der beschreibenden Bilanzgleichungen,
die fiir konservative statische Systeme auch aus einem Variationsfunktional herge-
leitet werden konnen (vgl. Steinmann [75]).

4.1 Schwache Formen der Bilanzgleichungen

Fiir das bindre, mikropolare, quasistatische Modell mit inkompressiblen Konstitu-
ierenden werden die Inkompressibilitdtsbedingung (3.32), die Impulsbilanz des ge-
samten Zweiphasenkontinuums als Summe der partialen Impulsbilanzen (3.34); und
(3.34)2, die Impulsbilanz des Porenfluids (3.34), sowie die Drallbilanz der Festkorper-
phase in der Form (3.36), als beschreibende Bilanzgleichung gewihlt:

0 =div (TLF Wr+ }Iig),

0=divT! + (p +p g,
(" +r)g m
0=div(—n"pI) + p"g + p",

0=divM® + I x T?.

Darin ist T' als ,innerer Anteil“ des Spannungstensors T aus (3.21) die aus T
und T* unter Beriicksichtigung von T = —nfpT gebildete Spannungssumme. Die
Sickergeschwindigkeit wr kann aus dem Primérvariablensatz eliminiert werden, in-
dem die Impulsbilanz (4.1)3 des Fluids mit den Konstitutivannahmen (3.37), (3.39)

73
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und (3.45) nach der Filtergeschwindigkeit n” wp aufgeldst und das Ergebnis in die
Inkompressibilitdtsbedingung (4.1); eingesetzt wird:

F
n"wp = — IR (gradp — p""g),

1P / (4.2)
- 0=——F% div(gradp — p"®g) + div xg .

v

Um zur schwachen Formulierung der lokalen Bilanzgleichungen zu gelangen, werden
die Gleichungen (4.1)s, (4.1)4 und (4.2), folgender Prozedur unterworfen (vgl. Diebels
& FEhlers [20] bzw. Ehlers & Volk [36]):

e Multiplikation mit Testfunktionen du € {dug,op,d@g}.

e Umwandlung der lokalen (starken) Bilanzgleichung in die schwache Form durch
Integration iiber das gesamte Volumen.

e Mit Hilfe partieller Integration (Auswertung des Divergenztheorems erfolgt ei-
ne Umwandlung der Integrale, die einen Divergenzterm enthalten, in ein Ober-
flichenintegral (Gaufscher Integralsatz) und ein Volumenintegral, bei dem die
ortliche Ableitung auf die Testfunktionen ¢ u iibergegangen ist.

Dieses Vorgehen sei exemplarisch fiir die Impulsbilanz des Zweiphasenkontinuums
durchgefiihrt:

Multiplikation von (4.1)s mit der Testfunktion dug liefert
0 = divT! - Sus + (p" +p°) g- dus. (4.3)
Durch Integration iiber das gesamte Volumen ergibt sich die schwache Form
0= /divT[ - dugdv + /(pF +p°) g Sugdo. (4.4)
v v

Auswertung des Divergenztheorems und des Gaufischen Integralsatzes, d. h. partielle
Integration der Form

/divTI-6u5dv = /Tln-éus da — / T! . grad fug dv (4.5)
v S %

mit n als dem nach auflen gerichteten Oberflichennormaleneinheitsvektor fiihrt
schlieBlich zu

/Tf-gradéugdv - /(pF +p)g-dugdv = /TIn-éuS da. (4.6)
% % S
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Ein analoges Vorgehen fiir die Inkompressibilitdtsbedingung liefert mit der Test-
funktion dp das Ergebnis

kF
/ﬁ(gradp — p"b)-graddpdv + /div xg dpdy =
’ oo (4.7)
S

Schliefilich erhalt man fiir die schwache Form der Drallbilanz mit den Testfunktionen
0Py

/(I xT)-0pgdv — /Ms-gradég_os dv = /Msn-ég_os da. (4.8)
% v S

Mit den Oberfldchenintegralen in (4.6)-(4.8) kénnen die Randbedingungen des An-
fangrandwertproblems in expliziter Form beriicksichtigt werden.

4.2 Orts- und Zeitdiskretisierung

4.2.1 Ortsdiskretisierung

Die schwachen Formulierungen (4.6)-(4.8) sind kontinuierliche Gleichungen, die auf
dem gesamten Korper B definiert sind. Fiir die Anwedung der Finite-Elemente-
Methode ist daher eine Ortsdiskretisierung erforderlich, die folgendermaflen ein-
gefithrt wird:

Zuerst wird der Gesamtkorper B in eine endliche Anzahl von abgeschlossenen Teil-
korpern B;,i = 1,..N (Elemente) zerteilt. Die Vereinigung aller B; mufl wieder den
Gesamtkorper B ergeben, d. h. jeder materielle Punkt X gehort zu genau einem B;,
wenn der Punkt innerhalb eines Teilkorpers liegt. Er kann zu mehreren Teilkérpern
gehoren, wenn er auf dem Rand eines Teilkorpers liegt. Die geometrische Zertei-
lung erfolgt durch die Auswahl spezieller Punkte, den sogenannten Knoten, deren
Verbindungen miteinander als Kanten bezeichnet werden.

In einem néchsten Schritt wird der Primérvariablensatz w mit Hilfe geeigneter An-
satzfunktionen N* und Multiplikatoren u’ angeniihert:

u = i N'u'". (4.9)

Setzt man den Ansatz (4.9) in die starken Bilanzgleichungen (4.1) ein, so werden
diese im allgemeinen nicht mehr identisch erfiillt sein, und es verbleibt ein Residuum.
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Wird nun gefordert, daf dieses Residuum, multipliziert mit gewissen Testfunktionen,
im Integral {iber ein Element verschwindet, erhélt man die Methode der gewichteten
Residuen. Dies entspricht dem Einsetzen des Ansatzes (4.9) in die schwachen Formu-
lierungen (4.6)-(4.8) und der Aufspaltung des Gesamtintegrals in Teilintegrale {iber
die einzelnen Elemente. Wird zusétzlich der Satz der Testfunktionen du mit den glei-
chen Ansatzfunktionen N wie der Primé#rvariablensatz w approximiert, ergibt sich
das Standard-Galerkin-Verfahren, (siehe Bathe [2], Schwarz [73] oder Zienkiewicz
& Taylor [86]):

fu =Y N'. (4.10)

Werden zudem die Knoten, mit denen die Geometrie gebildet wurde, auch zur De-
finition der Ansatzfunktionen verwendet, spricht man vom isoparametrischen Kon-
zept. In diesem Fall kénnen die Multiplikatoren u’ aus (4.9) mit dem Wert der
Primérvariablen an den Knotenpunkten identifiziert werden. Dieses Konzept hat
gewisse numerische Vorteile (siehe z. B. Schwarz [73]) und soll aus diesem Grund im
folgenden verwendet werden. Sofern die Approximation der Primérvariablen iiber
Elementgrenzen hinweg stetig ist, wird von konformen Elementen gesprochen.

Es gibt grundsétzlich zwei unterschiedliche Arten von Randbedingungen. Die direkte
Vorgabe der Primérvariablen wird als Dirichlet-Randbedingungen bezeichnet. Fiir
Randstiicke mit Dirichlet-Randbedingungen werden die Testfunktionen du zu Null
gesetzt. Die andere Moglichkeit ist die Vorgabe von verallgemeinerten Kraftrand-
bedingungen (Neumann-Randbedingungen). Fiir Randstiicke mit Kraftrandbedin-
gungen miissen die Oberflichenintegrale in (4.6)-(4.8) ausgewertet werden. Es darf
jedoch nur eine Art von Randbedingung vorgegeben werden, d. h. die gleichzeiti-
ge Vorgabe von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen am selben Randstiick
ist verboten. Wird keine Randbedingung spezifiziert, entspricht dies einer Vorgabe
einer Nullkraftrandbedingung.

Die Integration der gewichteten Residuen erfolgt durch numerische Integrationsfor-
meln. Dabei wird an ¢ ausgewihlten Punkten (den Integrationspunkten) der In-
tegrand ausgewertet. Die Multiplikation mit Integrationsgewichten w, ergibt dann
eine Ndherung des Ausgangsintegrals

/f(X)dX ~ Z w; f(PY). (4.11)

Die Anzahl ¢ der Integrationspunkte P’ wird in der Regel so gewihlt, daB bei idealer
Wahl der Position der Integrationspunkte gerade ein Polynom der Ordnung exakt
integriert wird, das durch Einsetzen der Ansiitze (4.9) und (4.10) in die schwachen
Formen (4.6)-(4.8) entsteht. Werden weniger Integrationspunkte gewihlt, erhélt man
eine Unterintegration, die bei gewissen Anwendungen von Vorteil sein kann.
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Im Detail werden zur Ortsdiskretisierung 6-Knoten-Dreieckelemente mit drei Inte-
grationspunkten verwendet. Dabei wird die Festkorperverschiebung ug mit Hilfe
aller sechs Knoten quadratisch und der Porendruck p sowie die Gesamtrotation g
mit Hilfe der drei Eckknoten jeweils linear angesetzt (siche auch Bild 4.1):

6
Ug :Z Ql ui,S’a
i=1
3
p => L'y, (4.12)
i=1

3
Ps= Z L' @5
i=1

Darin sind Q' und L’ jeweils die vollstindigen quadratischen bzw. linearen Ansatz-
funktionen, die der Literatur (z. B. Schwarz [73]) entnommen werden konnen.

Der lineare Ansatz der Gesamtrotation @g fiihrt nach Gleichung (2.91)s zu einem
linearen Verzerrungstensor €g.

Im Rahmen plastischen Materialverhaltens miissen zusétzlich noch sogenannte Ge-
schichtsvariablen g eingefiihrt werden, da sich z. B. das plastische Verzerrungsfeld
nicht direkt aus dem Verschiebungs- und Rotationsfeld berechnen l&8t, sondern
durch zeitliche Integration der Fliefiregel (3.66) bestimmt werden muf. Das pla-
stische Verzerrungsfeld &g, ergibt sich somit

Esp = / Espdr. (4.13)

t

Ublicherweise wird fiir die riiumliche Approximation des plastischen Verzerrungsfel-
des nicht das Standard- Galerkin-Verfahren, sondern die Punkt-Kollokationsmethode
(siehe Zienkiewicz & Taylor [86]) verwendet. Bei der Punkt-Kollokationsmethode
wird die exakte Ubereinstimmung der Residuen an ausgewihlten Punkten, sinnvol-
lerweise den Integrationspunkten, gefordert.

O Druck p, Rotation @g¢
e Verschiebung ug

X Integrationspunkt ¢’

Bild 4.1: 6-Knoten-Dreieckelement
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Dies geschieht prinzipiell durch Identifikation der Testfunktion in der schwachen
Form der Flieiregel mit der Dirac-0-Distribution an den Integrationspunkten. Die
Dirac--Distribution an einer Stelle xg ist folgendermaflen definiert:

o0

5(#)aso = 00, ()0 = O, /5@) dr = 1. (4.14)

Der Nachteil der Punkt-Kollokationsmethode ist das Fehlen jeglicher Information
iiber den Verlauf des plastischen Verzerrungsfeldes in der Umgebung eines Inte-
grationspunkts. Somit ist die Bildung eines Gradienten prinzipiell unméglich. Fiir
die Berechnung der plastischen Kriimmungsrate nach Gleichung (2.130) wird je-
doch gerade der Gradient der plastischen Verzerrungsrate benotigt. Somit ist die
Punkt-Kollokationsmethode fiir mikropolare Materialien in der iiblichen Form nicht
anwendbar.

Es gibt zwei prinzipiell unterschiedliche Losungsanséitze, um Informationen iiber
den Gradienten von Geschichtsvariablen zu erhalten. Zum einen kann die FlieSregel
in eine schwache Form iiberfiihrt werden und dann mit dem Standard-Galerkin-
Verfahren gelost werden. Diese Moglichkeit hat jedoch den Nachteil, dafl die nume-
rische Behandlung der Ungleichheitsrestriktionen (3.66); zu sehr grofien Schwierig-
keiten fiihrt.

Erfolgversprechender erscheint eine verallgemeinerte Punkt-Kollokationsmethode zu
sein. Bei dieser Methode wird das plastische Verzerrungsfeld in jedem Element mit
Hilfe von Ansatzfunktionen approximiert. Die diskreten Werte des plastischen Ver-
zerrungsfeldes an den Elementknoten miissen so gew#hlt werden, daff an den In-
tegrationspunkten eine exakte Ubereinstimmung mit der kontinuierlichen Lésung
vorliegt. Diese Anpassung erfolgt unabhéngig fiir jedes Element, mit der Folge eines
unstetigen Verlaufs des plastischen Verzerrungsfeldes iiber Elementgrenzen hinweg.
Diese Tatsache ist jedoch nicht schwerwiegend, denn sowohl das plastische Verzer-
rungsfeld als auch dessen Gradient miissen nur an den Integrationspunkten, an denen
das plastische Verzerrungsfeld per Definition eine exakte Ubereinstimmung mit der
kontinuierlichen Losung hat, ausgewertet werden. Fiir das algorithmische Vorgehen
hat die erweiterte Punkt-Kollokationsmethode weitreichende Auswirkungen, auf die
im folgenden noch detailliert eingegangen wird.

Weiterhin ist bei einem linearen oder bilinearen Ansatz fiir das plastische Verzer-
rungsfeld die Beltrami- Mitchell-Kompatibilitdtsbedingung (2.98) in jedem Fall iden-
tisch erfiillt. Somit kann der in Kapitel 2.6 angesprochene Zerschneidungsprozefl mit
spannungsfreien Teilkdrpern durch Schnitte entlang der Elementkanten erreicht wer-
den. Die Differenzierbarkeit innerhalb eines jeden Elements ist somit mit den o. g.
Annahmen sichergestellt.

Fiir ein diskretisiertes Modell mit N,, Knoten und N, Integrationspunkten werden
die Primérvariablen (Festkorperverschiebung ug, Porendruck p und Gesamtrotation
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®g) an den einzelnen Knoten in einem Vektor w und die Geschichtsvariablen (pla-
stische Verzerrung €g, und zeitintegrieter plastischer Multiplikator A) der einzelnen
Integrationspunkte in einem Vektor g gesammelt, die zusammen den Vektor der
Unbekannten y ergeben (Diebels et al. [22], Fhlers & Fllsiepen [32, 33]):

u= (uAISH p,ls’a ()_0,15’7 tre ugua pgu, @gu)T,
q=(&k, Al,... &5, AN, (4.15)
y=(u", q")".

Der zeitintegrierte plastische Multiplikator A ist im strengen Sinne keine Geschichts-
variable. Da neben der Fliefiregel jedoch noch die Fliefbedingung in Verbindung
mit den Kuhn-Tucker-Bedingungen als algebraische Nebenbedingung zu erfiillen
ist, wird der zeitintegrierte plastische Multiplikator als zusétzliche Geschichtsvaria-
ble eingefiihrt, so dal die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen an
den Integrationspunkten wieder iibereinstimmt. Im Falle der Viskoplastizitiat kann A
aus dem Satz der Geschichtsvariablen gestrichen werden, da hier die Bestimmungs-
gleichung fiir A in die FlieBregel eingesetzt werden kann.

Das semi-diskrete Differentialgleichungssystem (ortsdiskret, zeitkontinuierlich) kann
damit in die folgende Form gebracht werden (Ehlers & Ellsiepen [32, 33]):

F(t,u,u, Mu',+k(u,q) — f(t
F(t,y,ys) = ! w0 _ stk = F0) _ (4.16)

Fs(t,q,q5,u) Ads—g(q u)
Die Anfangsrandwertbedingung des Problems lautet

y(to) = yo. (4.17)

Gleichung F'; stellt die ortsdiskrete Zusammenfassung der schwachen Formen der
Bilanzgleichungen (4.6)-(4.8) dar (dufleres oder globales Gleichungssystem). Darin
ist M die verallgemeinerte Massenmatrix, die als Koeffizientenmatrix der héchsten
auftretenden Ableitungen des Primérvariablenvektors u definiert ist, k wird als ver-
allgemeinerter Steifigkeitsvektor bezeichnet, und f beinhaltet die verallgemeinerten
duBeren Krifte, die nur zeitabhéngig sein sollen. Gleichung F'5 reprisentiert die
ortsdiskreten Evolutionsgleichungen der internen (plastischen) Geschichtsvariablen
an den Integrationspunkten (inneres oder lokales Gleichungssystem). Die Matrix A
entspricht fiir elastisch-plastisches Materialverhalten einer Einheitsmatrix, die fiir
jeden Integrationspunkt um eine Nullzeile erweitert wurde. Damit wird dem alge-
braischen Nebenbedingscharakter der Fliebedingung Rechnung getragen. Fiir das
elastisch-viskoplastische Materialverhalten ist A identisch mit der Einheitsmatrix.

Unter der Voraussetzung quasi-statischen, elastisch-plastischen Materialverhaltens
besitzen M und A nicht den vollen Rang, so dafi die Gleichungen (4.16) und
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(4.17) sowohl fiir die globalen als auch die lokalen Gleichungen ein differential-
algebraisches System (DAE) ergeben. Fiir das elastisch-viskoplastische Materialver-
halten beschrinkt sich der DAE-Charakter nur auf die globalen Gleichungen von
(4.16) und (4.17).

4.2.2 Zeitdiskretisierung

Unter der Zeitdiskretisierung wird die numerische Integration der zugrunde liegenden
partiellen Differentialgleichungen beziiglich der Zeit verstanden.

Fiir einphasige Materialien fehlt die verallgemeinerte Massenmatrix M in der Regel
vollig, da keine Inkompressibilitdtsbedingung in der Form (4.7) zu beriicksichtigen
ist. In diesem Fall wird die Fliefiregel iiblicherweise mit dem unbedingt stabilen
impliziten Fuler-Verfahren integriert.

Fiir DAEs gelten hohere Stabilitdtsanforderungen an den Zeitintegrator als fiir
gewohnliche Differentialgleichungen (ODE). Das implizite Euler-Verfahren bleibt
normalerweise anwendbar, jedoch darf die Zeitschrittweite nicht zu grofl gewihlt
werden, denn Diebels et al. [22] haben gezeigt, dafi aufgrund der Stabilitéit des impli-
ziten Fuler-Verfahrens bei zu groflen Schrittweiten eine numerische Losung gefunden
werden kann, die sehr weit von der echten Losung entfernt ist.

Alternativ wird dort vorgeschlagen, das DAE-System (4.16) und (4.17) mit mehrstu-
figen diagonalimpliziten Runge- Kutta-Vefahren numerisch zu integrieren, da in die-

sem Fall ein zeitadaptives Vorgehen basierend auf einen eingebetteten Fehlerschétzer
moglich ist (siehe Ehlers & FEllsiepen [32, 33] sowie Diebels et al. [22]).

Im folgenden soll jedoch eine Beschrinkung auf das implizite Fuler-Verfahren mit
der Forderung hinreichend kleiner Zeitschrittweiten stattfinden. Das zeitdiskrete
Gleichungssystem fiir den Zeitpunkt ¢,.,, ausgehend von einem im Gleichgewicht

befindlichen Zustand F(t,,y,, %) = 0, lautet demnach
n — ‘n—-1
ro (AL, Au, Aq) ~ AAg—g(q, + Aq,u, + Au)
mit den Abkiirzungen
At = tp1 — ty, AU = Uppp — Uy, Agq =4q,, — q,. (4.19)

4.2.3 Algorithmisches Vorgehen

Zur Losung des nicht-linearen Gleichungssystems (4.18) bietet sich aufgrund der
speziellen Struktur ein sogenannter Operatorsplit an (sieche z. B. Miehe [57] oder
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Simo & Hughes [74]). Dabei werden das globale und lokale Gleichungssystem al-
gorithmisch entkoppelt und mit einem Gauf$-Seidel- Newton-Verfahren gelost. Im
Detail werden folgende Schritte durchgefiihrt:

1. Gleichung (4.18), wird fiir eine gegebene Zeitschrittweite A¢ mit den Ge-
schichtsvariablen des vergangenen Zeitschritts geldst (elastischer Pradiktor).
Der Iterationszéhler I des &ufleren Newton-Verfahrens wird auf null gesetzt:

1
ri(Au’; At) = EMAUO + k(u, + Au’ q,) — fo = 0. (4.20)

Im Fall rein elastischen Materialverhaltens ist die Losung von (4.20) auch die
Losung von (4.18).

2. Sollte die FlieSbedingung (z. B. Gleichung (3.62)) in einem oder mehreren
Elementen verletzt sein, wird ausgenutzt, dafl die internen Variablen q inkom-
patibel iiber Elementgrenzen hinweg sein diirfen. Dies bedeutet, dafi (4.18),
sukzessiv in allen Elementen mit verletzter FlieBbedingung gelost werden kann,
da keine Koppelterme zwischen den einzelnen Elementen vorhanden sind. Aus
diesem Grund wird auch vom lokalen Gleichungssystem gesprochen. Das be-
rechnete Primérvariableninkrement A u° wird wiihrend des Losen des lokalen
Gleichungssystems als konstant angesehen:

1
ro(A g; At, AUI) = A7

= AtAq —g(q, + Aq;u, +Au’) = 0. (4.21)

Die Losung dieses Gleichungssystems erfolgt iiblicherweise mit dem Newton-
Verfahren und dem Iterationszidhler ¢ des lokalen Newton-Verfahrens:

i
or},

Ai+1:Ai— :
q q (aqu

)~ (4.22)
Die Schleife (4.22) wird solange durchlaufen, bis die Gleichung (4.21) mit einer
hinreichenden Genauigkeit nach n Schritten erfiillt ist.

3. Als Losung erhilt man das Geschichtsvariableninkrement A g’ in Abhiingig-
keit von Aw’ und At:

Aq' = Aq"(Au',At). (4.23)

4. Das Einsetzen der Losung (4.23) in (4.18); wird in aller Regel nicht mehr das
duBere Gleichgewicht erfiillen. Unter Beriicksichtigung des Ergebnisses (4.23)
wird ein Newton-Schritt des globalen Gleichungssystems (4.18); berechnet:

Au™ = Aul — (J) el (4.24)
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Darin ist J' die algorithmisch-konsistente Tangente

_dri(Au!, Agf(AuT)) O] orl dAq’

I
J dAu! = 9Au | 9Aq dAuwl

(4.25)

Der erste Term in (4.25) entspricht dabei der rein elastischen Tangente, wih-
rend der zweite Term aus der Linearisierung der diskreten Evolutionsgleichung
der Geschichtsvariablen entsteht (vgl. Diebels et al. [22]).

5. Zur Bestimmung der Ableitung d Aq’ /dAwu! des globalen Gleichungssystems
kann ausgenutzt werden, dafl das lokale Gleichungssystem 7, bereits geldst
wurde. Somit gilt:

dry 0= or} N ory dAq"
dAu!  ~  9Au!  OAq" dAul’

ry, =0 = (4.26)
Aus (4.26) folgt direkt das Gleichungssystem zur Bestimmung von dAq’/dAu!
(implizite Differentiation):

ory dAq’ ory

OAg" dAu! ~  0Au!’ (4.27)

Bei der Auswertung von (4.27) kann die Ableitung des letzten Newton-Schritts
ory /OA @™ aus (4.22) verwendet werden.

6. Wenn das Residuum »{™' (Au/*', A g", At) kleiner als eine vom Benutzer
gesetzte relative oder absolute Toleranz ist, gilt der Zeitschritt als ausiteriert,
ansonsten wird I = [ 4 1 gesetzt und der Ablaufplan bei Punkt 2 fortgesetzt.

In Bild 4.2 ist der beschriebene Algorithmus in Form eines Flufidiagramms zusam-
mengefaflt.

Man beachte, daf infolge der geschachtelten Struktur des Algorithmus’ fiir jeden glo-
balen Newton-Schritt ein komplettes Newton-Verfahren auf Lokalebene durchgefiihrt
werden muf}. Bei mittleren und grofien Problemen ist vom Rechenzeitaufwand die
globale Tteration mafigebend, denn aufgrund der elementweisen Entkopplung des lo-
kalen Gleichungssystems ist hier der Aufwand O(n) mit der Elementzahl n, wihrend
fiir die globale Tteration bei direkten oder iterativen Losern ein Aufwand von O(n?)
bis O(n?) entsteht.

4.3 Die verallgemeinerte Punkt-Kollokations-
methode

In Kapitel 4.2 wurden bereits die Grundideen der verallgemeinerten Punkt-Kolloka-
tionsmethode beschrieben. Als Grundvoraussetzung miissen mindestens so viele li-
near unabhéngige Ansatzfunktionen benutzt werden wie Integrationspunkte vor-
handen sind, da sonst eine eindeutige Losung nicht moglich ist. Fiir den Fall, daf}
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|

Pradiktor A y°

Berechne elast.

Lose lokales
Gleichungssyste
und bestimmeA g

|

Berechne konsi-
stente Tangente

|

Ldse globalen
Newton - Schritt,
bestimmeA u'*?

e

Kuhn-
Tucker- Bed.
und Ggw.
erflllt?

Variablen-Update
Ug, = ug + A u'

*{tn=ta+At, |:0}

Aq'

qi,=di,* A

nein

ja

Initialisierung des Problems.

Die Startzeit wird zu null gesetzt.

Addition des aktuellen Zeitinkrements,
Zuriicksetzen des Iterationszihlers I.

Siehe Gleichung (4.20).

Es werden alle Elemente auf Verlet-
zung der FlieSbedingung (3.62) iiber-
priift.

Siehe Gleichung (4.21).

Siehe Gleichung (4.25).

Die néchste globale Iteration mit neu-
er elasto-plastischer Tangente.

In jedem Element mufl das System
(4.18) erfiillt sein.

Die Losung des Zeitschritts ist gefun-
den, d. h. ,Update“ der Variablen.

Berechnungsende erreicht?

Ausgabe der Ergebnisse.

Bild 4.2: Schematische Darstellung des verwendeten Algorithmus
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die Anzahl der unabhingigen Ansatzfunktionen die Zahl der Integrationspunkte
iibersteigt, muf} die Losung an den Integrationspunkten mit Hilfe der Methoden der
Ausgleichsrechnung bestimmt werden. Die Forderung der exakten Ubereinstimmung
der Feldgleichungen mit den approximierten Werten an den Integrationspunkten ist
deshalb nur moglich, wenn die Anzahl der Ansatzfunktionen mit der Anzahl der
Integrationspunkte tibereinstimmt.

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefllich 6-Knoten-Dreieckselemente mit drei
Integrationspunkten verwendet. Somit werden fiir die internen Variablen (hier pla-
stische Verzerrung) nur die linearen Ansatzfunktionen bendtigt, die bekanntlich an
den drei Eckpunkten definiert sind. Als Folge erhilt man fiir den Gradienten der pla-
stischen Verzerrung und infolge der Kompatibilitdtsbedingung (2.129;) auch fiir die
plastische Kriimmung einen konstanten Wert pro Element. Die Gesamtkriimmung
ergibt sich durch Differentiation der linear approximierten Gesamtrotation . Somit
pafit der Ansatz der internen Variablen mit dem Ansatz der Primérvariablen zusam-
men. Die verallgemeinerten Punkt-Kollokationsmethode ist z. B. auch problemlos
fiir Viereckselemente anwendbar.

Bei der Punkt-Kollokationsmethode der nicht-polaren Theorie kann das lokale Glei-
chungsystem in jedem Element unabhéngig an jedem Integrationspunkt gelost wer-
den, denn die Fliebedingung (z. B. (3.53)) hiingt nur von den plastischen Verzer-
rungen an diesem Integrationspunkt ab (lokale Theorie). Fiir die verallgemeinerten
Punkt-Kollokationsmethode ist dieses Vorgehen nicht mehr mdglich, denn durch
die Abhéngigkeit der FlieBbedingung (3.62) an den Integrationspunkten vom pla-
stischen Verzerrungsgradienten, der von den Werten der plastischen Verzerrung an
allen Integrationspunkten des Elements beeinflufit wird, entsteht eine nicht-lokale
Theorie. Anschaulich bedeutet dies, daf} sich die Fliebedingung am Integrations-
punkt 1 durch eine Verdnderung der plastischen Verzerrung am Integrationspunkt 2
oder 3 in der Regel verdndert. Somit mufl das lokale Gleichungssystem 75 in jedem
Element gleichzeitig an allen Integrationspunkten geltst werden.

Die Nicht-Lokalitdt muf} natiirlich auch bei der konsistenten Tangente (4.25) beriick-
sichtigt werden.

Die grofiten Schwierigkeiten bei der numerischen Umsetzung der verallgemeinerten
Punkt-Kollokationsmethode ist die Behandlung der Ungleichheitsrestriktionen der
Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.66), bzw. der Féoppl-Klammer aus Gleichung (3.65).
Nach der Berechnung des elastischen Pridiktors wird zuerst der aktive Satz der Un-
gleichhheitsrestriktionen bestimmt. Im Fall, daf} die Fliebedingung bei elastisch-
plastischem Materialverhalten verletzt ist, mufl der elastische Priadiktor wieder auf
die Flieffliche ,zuriickgezogen“ werden, d. h. F = 0 ist die aktive Restriktion.
Sollte beim elastischen Préadiktor die FlieBbedingung nicht verletzt sein, ist das Ma-
terialverhalten weiterhin rein elastisch, und AA = 0 ist die aktive Restriktion. Diese
Uberlegungen lassen sich ganz entsprechend auf elastisch-viskoplastisches Material-
verhalten mit den Ungleichheitsrestriktionen der Fippl-Klammer iibertragen.

Im Laufe der Losung des lokalen Gleichungssystems (4.22) ist es moglich, daf§ sich
der aktive Satz der Ungleichhheitsrestriktionen verdndert. Dieser Wechsel der Re-



KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG 85

striktion findet statt, wenn die bisher aktive Restriktion erfiillt ist, wahrend die
nicht aktive Restriktion verletzt ist. Anschaulich bedeutet dies, dal z. B. an ei-
nem Integrationspunkt die Fliebedingung nach dem elastischen Pradiktor verletzt
war; durch die plastische Deformation an den anderen Integrationspunkten kénnen
sich die elastischen Kriimmungen und somit die Momentenspannung aber derart
verdndert haben, daf§ der Wert der FlieBbedingung mit A A = 0 kleiner null wére,
also elastisches Materialverhalten vorliegt. Die Erfiillung der urspriinglich aktiven
Restriktion ' = 0 kénnte in diesem Fall nur mit einem negativen Inkrement A A
erreicht werden.

Infolge der Méglichkeit, dafl die aktive Restriktion wéihrend des Losen des lokalen
Gleichungssystems (4.27) wechselt, muf} auf jeden Fall verhindert werden, daf§ im
Verlauf des Losungsverfahrens ein Vorzeichenwechsel in der Restriktionsgleichung
sattfindet, denn in diesem Fall kann nicht mehr eindeutig entschieden werden, ob
ein Wechsel der Restriktion notwendig ist. Startet man beispielsweise mit einer ver-
letzten FlieBbedingung nach dem elastischen Priidiktor, ist ' = 0 die aktive Re-
striktion. Wiirde jetzt im Laufe der Newton-Iteration ein FlieBwert kleiner Null
vorkommen, wiire F' < 0 und in der Regel AA > 0. In diesem Fall ist es nicht
mehr klar, welche die aktive Restriktion ist, da beide erfiillt sind. Beim Newton-
Verfahren ist jedoch ein Vorzeichenwechsel des Residuums durchaus moglich. Bei
einem eventuellen Vorzeichenwechsel bietet sich die Anwendung eines geddmpften
Newton-Verfahrens an:

i
or},

Ai+1:Ai_ :
q q U(aqu

)7 trh mit 0 < o < 1. (4.28)

Der Faktor o darf maximal so grofl gewéhlt werden, daf} die aktive Restriktion gera-
de erfiillt ist. Es handelt sich somit um ein eindimensionales Problem, das mit Hilfe
von Einschachtelungsverfahren gel6st werden kann. Aufgrund der sehr guten Kon-
vergenzeigenschaft wird im folgenden zur Losung von (4.28) das Illinois-Verfahren
verwendet (siehe Téornig & Spellucci [82]). Es handelt sich hierbei um eine Modifi-
kation der Regula-falsi:

1. Gegeben sei f(ag) f(by) < 0.
2. Man setze tg = ag und t_y = byg.
3. Beginn der Iteration, i = 1.
4. Wenn f(tifl) f( 1'72) < 0, dann {ai,bi} = {tifl,trifQ},
wenn f(t;i—1) f(ti—2) > 0 und
f(tic1) f(tics) < 0, dann {a;, b} = {ti—1,ti—3}.

t
t

5. Man wéhle ¢; mit a; < t; < b;.
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6. Man setze

( tio1 — f(ti—l)f(tfiS : ?(;_2)7 falls f(ti-1) f(ti-2) <0,
lic1 —ti—3

P L f(tiz) alls f(ti-1) f(ti2) > 0 (

und f(ti—1) f(ti-3) < 0,
\ (a; + b;)/2 sonst.

ftiz) = f(tiz2)/2 4.29)

7. Wenn |f(t;)| < e dann ist ¢; die gesuchte Losung z*, ansonsten setze man

a; falls  f(a;) f(t;) <0,

Ai+1 =
t; sonst,
(4.30)
ti falls  f(a;) f(t:) <0,
bi+1 =
b; sonst.
8. Gehe zu 4.

Man kann zeigen, daf3 die Konvergenzrate des Illinois-Verfahrens iiber drei Schritte
hinweg kubisch ist (Tdrnig & Spellucci [82]):

|ti+3 - IL’*| S C|tl — " |3. (431)

Darin ist C' eine geeignete Konstante.

4.4 Elementformulierungen im Detail

Im folgenden werden zwei physikalisch unterschiedliche Elementformulierungen vor-
gestellt. Mit dem T2P1R1-Element wird ein fluidgeséttigter, mikropolarer Festkor-
per beschrieben, mit den Primérvariablen Festkérperverschiebung ug, Porendruck p
und Gesamtrotation @g des Festkorperskeletts. Wie bereits in Kapitel 4.2 erwéhnt,
wird ug mit quadratischen Ansatzfunktionen mit 6-Knoten-Dreieckselementen ap-
proximiert. Der {iblichen Elementnomenklatur folgend, erscheint im Elementnamen
, 2% mit ' T“ fiir Triangle und ,,2“ fiir die quadratischen Ansatzfunktionen. Die
linearen Ansatzfunktionen fiir Druck und Rotation werden durch ,,P1¢ bzw. ,R1¢
reprasentiert. Das beschreibende Gleichungssystem des T2P1R1-Elements wurde in
den Kapiteln 4.1 und 4.2 angegeben.

Fiir den Fall eines leeren, mikropolaren Festkorpermaterials wird das T2R1-Element
mit den Primé&rvariablen Festkorperverschiebung ug und Gesamtrotation g des
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Festkorperskeletts verwendet. Aus dem Gleichungssatz des T2P1R1-Elements wird
folglich die Inkompressibilititsbedingung (4.7) gestrichen.

Bei der numerischen Behandlung der Plastizitit stellt man enorme Unterschiede
im Hinblick auf Stabilitdt und Konvergenzverhalten zwischen elastisch-plastischem
und elastisch-viskoplastischem Materialverhalten fest. In jeglicher Hinsicht verh&lt
sich das elastisch-viskoplastische Materialmodell gutmiitiger als das rein elastisch-
plastische Modell. Die Ursache liegt im unterschiedlichen Charakter der zugrunde-
liegenden Differentialgleichungen. Wahrend die viskoplastischen Bestimmungsglei-
chungen ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem (ODE) darstellen, handelt
es sich bei den rein plastischen Bestimmungsgleichungen um ein Algebrodifferential-
gleichungssystem (DAE). Wie bereits angesprochen, sind die Stabilititseigenschaf-
ten der numerischen Verfahren bei DAEs deutlich schlechter als bei ODEs.

Die viskosen Eigenschaften des viskoplastischen Materialmodells haben bereits einen
regularisierenden Einflu} auf Lokalisierungsprobleme (siehe Ehlers & Ellsiepen [34]).
Allerdings hiangt die regularisierende Eigenschaft infolge der enthaltenen Relaxati-
onszeit von der Lastaufbringungsgeschwindigkeit ab. Diese Abhéngigkeit wird jedoch
experimentell bei quasistatischen Versuchen mit Scherbandbildung nicht festgestellt.

Die Kombination von mikropolarem mit viskoplastischem Materialverhalten fiihrt
bei hinreichend kleinen Relaxationszeiten 1 zu einer von der Lastaufbringungsge-
schwindigkeit unabhéngigen Breite der Lokalisierungszone. Der Vorteil der besseren
Stabilitéts- sowie Konvergenzeigenschaften der numerischen Verfahren bleibt jedoch
in der Regel bestehen. Zusétzlich kann eine kleine Relaxationszeit mit der vorhan-
denen Reibung zwischen den Mikropartikeln physikalisch erkldrt werden.
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Kapitel 5
Beispiele

Anhand einiger ausgewéhlter Beispiele mit Scherbandbildung wird im folgenden
die Giiltigkeit der in den vorhergehenden Kapiteln vorgestellten theoretischen und
numerischen Ausfiihrungen gezeigt.

Als erstes Beispiel wird mit dem Biaxial-Versuch ein Randwertproblem berechnet,
das aus der Experimentaltechnik bekannt ist. AnschlieBend zeigt die Simulation
eines Boschungsbruchs infolge Eigengewicht, dafl die vorgestellte mikropolare Be-
schreibung auch fiir Problemstellungen geeignet ist, die in der Bauingenieurpraxis
von Bedeutung sind.

5.1 Biaxial-Versuch

Der Biaxial-Versuch stellt einen ebenen Verzerrungszustand (EVZ) dar und eignet
sich sehr gut fiir Materialparameterstudien wegen der einfachen Geometrie und den
leicht formulierbaren Randbedingungen. Die Berechnungen erfolgen fiir elastisch-
viskoplastisches Materialverhalten mit hinreichend kleiner Relaxationszeit (hier n =
0,5s, r = 1, Fy = k), so daB die berechneten Scherbdnder unabhingig von der
Lastgeschwindigkeit sind, vgl. Kapitel 4.

Die verwendeten Materialparameter beschreiben prinzipiell einen bindigen Boden
(z. B. Schluff). Die Parameter des EinflichenflieBkriteriums entstammen einer mo-
difizierten Anpassung an das Modell von Schad [68], vgl. Ehlers [27, 29] (siehe
Tabelle 5.1).

Die mikropolaren Materialparameter sind als Standardsatz zu verstehen, da im fol-
genden einige Parameterstudien durchgefiihrt werden. Die Berechnungen erfolgen
quasistatisch fiir ein leeres, pordses Festkorperskelett, so dafl keine Materialparame-
ter angegeben werden miissen, die das Porenfluid betreffen (T2R1-Element).

Die Geometrie und Randbedingungen des Biaxial-Versuchs kénnen Bild 5.1 entnom-
men werden.

89
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BIAXIAL-VERSUCH

5.1.
Parameter Symbol | Wert
Lamé-Konstanten | p° 5583 kN /m?
P 8375kN/m?
reale Dichten R 2600 kg/m?
Volumenanteile nOSS 0,67
Parameter des «a 1,074 - 1072
Einflichen- 1] 0,1196
flieBkriteriums, 0% 1,000
) 1,377 - 10~* m?/kN
€ 4,330 - 1075 m?/kN
K 10,269 kN /m?
m 0,75
Cosserat-Parameter | [2 1-1072m
w 4-10%kN/m?
ky 12m!
ko 0

Bild 5.1: Der Biaxial-Versuch

Schwéchung

20 cm

p 20 cm

Nach Aufbringung eines konstanten Horizontaldrucks p wird der obere Rand mit
einer konstanten Geschwindigkeit v, abgesenkt. Die Verschiebung us ergibt sich
durch Multiplikation mit der Zeit :

Uy = V2 t.

(5.1)
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Als Standardwerte fiir die Beispielrechnungen werden p = 50 kN/m2 und vy =
0,2 mm/s gewihlt.

Um einen nicht-homogenen Verzerrungszustand zu erreichen, werden in einem klei-
nen Bereich die Laméschen Konstanten A und p um 0,5 % geschwiicht.

Ein typisches Last-Verschiebungs-Diagramm fiir den Biaxial-Versuch hat folgende
Form (vergleiche die experimentellen Ergebnisse von Hammad [44]):

[0] "
Bild 5.2: Schematischer Verlauf einer Last-Verschiebungskurve

Im Bereich [0] bis wird die der Seitendruck p aufgebracht, so dal am oberen
Rand eine Last ¢o notwendig ist, um die Vertikalverschiebung u, = 0 weiterhin
sicherzustellen. Zwischen den gekennzeichneten Punkten und ist das Mate-
rialverhalten elastisch. Am Punkt |2 | stellt sich in der Spannungs-Deviatorebene ein
Lode-Winkel ein, der durch den Seitendruck p und die Querkontraktionszahl v des
Materials bestimmt ist. Fiir den angegebenen Standard-Materialparametersatz liegt
der Lode-Winkel bei einsetzendem plastischem Materialverhalten in der Nahe der
Kompressionsrichtung (siehe Bild 3.6). Im vorkritischen plastischen Bereich |2] bis
besitzt das Material trotz idealer Plastizitét (eigentlich Viskoplastizitét s. o.) fiir
den gegebenen Lastpfad eine Art Eigenverfestigung. Mit zunehmender Vertikalver-
schiebung steigt infolge der ansteigenden Last ¢ und somit auch gréflerer Druck-
spannung T, in der Probe die negative erste Invariante des Spannungstensors T an.
Aus Bild 3.5 kann man entnehmen, daf} dies im spréden Bereich zu einem grofieren
Fliefiradius fiihrt.

Der kritische Punkt ist durch die horizontale Tangente im Last-Verschiebungs-
diagramm (Bild 5.2) gekennzeichnet. Fiir die Berechnung im Rahmen einer quasista-
tischen, nicht-polaren Theorie ist bekannt, dafl dies zu einem Verlust der strengen
Elliptizitdt der zugrunde liegenden Differentialgleichungen fiihrt (siehe z. B. Rice
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[67]). Mit dem Wechsel des Typs der Differentialgleichungen von elliptisch auf hyper-
bolisch bzw. parabolisch verdndert sich grundsétzlich das Verhalten der Lésung. Bei
partiellen Differentialgleichungen vom hyperbolischem Typ wird die Lésung durch
die Charakteristiken der Differentialgleichung bestimmt. Im Detail stellt man eine
fundamentale Netzabhingigkeit der Losung fest, denn die Breite der auftretenden
Lokalisierungszone der plastischen Verzerrung verringert sich mit immer feinerer
Ortsdiskretisierung, bis bei unendlich feinen Netzen eine singulidre Fliche entste-
hen wiirde. Somit handelt es sich um ein mathematisch schlecht gestelltes Problem.
Steinmann & Willam [79] haben den regularisierenden Einflufl der Cosserat-Theorie
auf Lokalisierungsprobleme detailliert untersucht.

Biaxial-Versuch: Norm plast. Verzerrung PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen
> 4. 000E- 02

3. 486E-02

2.971E-02

2.457E-02

1. 943E- 02

1. 429E- 02

9. 143E-03

< 4. 000E-03

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.3: Scherbandbildung beim Biaxial-Versuch

Die Ursache fiir den entfestigenden Charakter der Last-Verschiebungskurve im Be-
reich | 3| bis |4 ] liegt in der nicht kreisrunden Form der FlieBfliche in der Deviatore-
bene. Mit ansteigendem Lode-Winkel nimmt der deviatorische Flieiradius bis zum
Extensionspunkt ab (vgl. Bild 3.6). Allerdings ist das Verzerrungsbild, das einem
Spannungszustand mit ansteigenden Lode-Winkel zugeordnet ist, nur mit ansteigen-
den Schubverzerrungen erreichbar. Somit bildet sich ausgehend von der eingefiigten
Schwichung ein Scherband aus. Der Winkel des Scherbands gegeniiber dem Rand
ist in erster Linie durch die Fliefiregel in der hydrostatischen Ebene bestimmt.
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Fiir eine kreisrunde Form der Fliefifliche in der Deviatorebene (z. B. Drucker-
Prager-Kriterium) ist eine nicht-assoziierte Fliefiregel in der hydrostatischen Ebene
Voraussetzung von Lokalisierungsphdnomenen. Neilsen & Schreyer [62] haben ge-
zeigt, dafl der elasto-plastische Stofftensor fiir ein Drucker-Prager-Fliekriterium
mit einer assoziierten Fliefiregel im Biaxial-Versuch immer positiv-definit ist, und
somit eine horizontale Tangente im Last-Verschiebungsdiagramm und damit auch
Lokalisierung nicht auftreten kann.

Fiir das vorliegende Randwertproblem wiirde die Lokalisierung infolge der nicht-
assoziierten Flieffregel in der hydrostatischen Ebene allerdings erst bei viel groeren
Vertikalverschiebungen einsetzten, so dafl hier dieser Effekt auf das Lokalisierungs-
verhalten vernachléssigbar ist.

Im postkritischen Bereich |4 ] bis |5 ] verdndert sich der Lode-Winkel des Spannungs-
zustands im wesentlichen nicht mehr, bis im Bereich des Scherbands Materialversa-
gen eintritt. In Bild 5.3 sind das Deformationsmuster (fiinffach iiberh6ht) und die
Norm der plastischen Verzerrungen im postkritischen Bereich dargestellt. Es ist zu
erkennen, dafl sich der obere Bereich der Probe in Form eines Keils herunterdriickt,
und die Spitze des Keils ist genau die Stelle mit den geschwichten Lamé-Konstanten.
Das Deformationsmuster ist durch die Lage der Schwichung am unteren Rand ein-
deutig. Hatte man fiir die Imperfektion eine vertikale Lage in der Mitte der Probe
gewahlt, entstiinde das bekannte Schmiedekreuzmuster mit zwei sich ausbildenden
Scherbéndern. Dies entspricht im postkritischen Bereich einem Bifurkationsproblem,
da sich nur eines der beiden entstehenden Scherbéindern durchsetzen wird. Es ist al-
lerdings bei einem unregulidren Netz nicht a priori festzustellen, welches der beiden
Scherbénder das dominante sein wird. Dieses Problem wird mit der Schwichung am
unteren Rand umgangen.

5.1.1 Netzunabhingigkeit

Um die Netzunabhingigkeit der Ergebnisse zu verdeutlichen, werden auf einem gro-
ben, einem mittleren und einem feinen Netz (siehe Bild 5.4) die Last-Verschiebungs-
kurven und Schnitte durch die entstehenden Scherbénder einander gegeniiberge-
stellt.

Bei den Last-Verschiebungskurven wird die Gesamtkraft an der Oberseite durch
Integration der Vertikalspannung gewonnen. Die Unabhéngigkeit der Ergebnisse von
der verwendeten Elementierung ist ersichtlich (siehe Bild 5.5). Zudem zeigen die
entstehenden Last-Verschiebungskurven sehr gut die diskutierten Ph&inomene.

Die Schnitte durch die entstehenden Scherbénder werden ungefihr in der Mitte
des rechten Asts in orthogonaler Richtung gefiihrt. In Bild 5.6 ist die Norm der
plastischen Verzerrung iiber dem Linienparameter des Schnitts aufgetragen.

Es ist zu erkennen, dafl die Auflésung der Kurve beim feinen Netz am besten ist,
da die grofite Anzahl von Stiitzpunkten zur Verfiigung steht. Die Breite ist dagegen
bei allen Netzen ungefihr gleich, vgl. Bild 5.6.
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Bild 5.6: Orthogonale Schnitte durch die Scherbénder
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5.1.2 Abhéingigkeit der Ergebnisse von der internen Linge

Im folgenden werden zuerst einige Ergebnisse fiir zwei verschiedene interne Léngen
abgebildet. Die Resultate der oberen Abbildungen wurden fiir die interne Linge
[ = 7,5mm erzielt, wihrend die unteren Abbildungen sich auf eine interne Linge
[ = 1,25 mm beziehen. Als Ortsdiskretisierung wurde das feine Netz aus Bild 5.4
gewdhlt. In Bild 5.7 ist die Norm der plastischen Verzerrung wiedergegeben. Es ist
zu erkennen, daf} die Breite des Scherbands mit geringerer internen Linge abnimmt,
jedoch liegt kein direkter linearer Zusammenhang zwischen der Scherbandbreite und
der internen L&nge vor.

Es wurde bereits diskutiert, dafl die unterschiedlichen Fliefiradien in der Deviator-
ebene eine Hauptursache fiir die Ausbildung von Scherbindern sind. Der Lode-
Winkel des deviatorischen Spannungszustands ist fiir die beiden unterschiedlichen
internen Léngen in Bild 5.8 wiedergegeben. Es ist zu erkennen, dafl im Bereich des
Scherbands der Lode-Winkel mit 4 bis 5 Grad einen deutlich kleineren deviatori-
schen Fliefiradius zu Folge hat als der Auflenbereich mit einem Lode-Winkel von bis
zu —14°. Bei der kleineren internen Linge ist der Ubergang zum AuBenbereich deut-
lich steiler als beim groflen /.. Qualitativ und quantitativ sind die beiden Resultate
hingegen vergleichbar.

Nach der geometrisch linearen plastischen Kompatibilititsbedingung (2.129); ist
die plastische Kriimmung &, eine Funktion des plastischen Verzerrungsgradienten
grad &,. Bei den Schnittbildern durch das Scherband (Bild 5.6) ist zu erkennen,
daf} die Norm der plastischen Verzerrung eine symbolisierte Hiitchenform iiber dem
Linienparameter des Schnitts ergibt. Es ist demnach zu erwarten, dafl die Norm der
plastischen Kriimmung in den Randbereichen des Scherbands einen nahezu konstan-
ten Wert erreichen wird. Die Ergebnisse aus Bild 5.9 bestéitigen diese Aussage.

Die Norm der Momentenspannung, die in Bild 5.10 dargestellt ist, zeigt qualitativ
einen dhnlichen Verlauf wie die Norm der plastischen Kriimmungen. Die Maximal-
werte liegen jedoch deutlich weiter in den Randbereichen des Scherbands.

Die Gesamtrotation fiir die beiden angegebenen internen Lingen kann aus Bild 5.11
entnommen werden. Der unterschiedliche Drehsinn im rechten und linken Ast des
Scherbands ist erkennbar.

Zur genauen Definition der Scherbandbreite soll im folgenden die plastische Zone
im postkritischen Bereich benutzt werden. Es werden zur Visualisierung der plasti-
schen Zone alle Elemente in drei Unterbereiche mit jeweils einem Integrationspunkt
unterteilt. Die Teilelemente, an denen die FlieBbedingung des zugehorigen Integra-
tionspunkts verletzt ist, werden dunkel eingefirbt, und die Teilelemente mit einer
Flielbedingung kleiner null bleiben hell. So ist eine Bestimmung der Breite der pla-
stischen Zone durch einfaches Ausmessen moglich (siehe Bild 5.12). Allerdings muf}
bei dieser Methode beriicksichtigt werden, daf} ein bei der Bestimmung der Scher-
bandbreite aus den berechneten Daten immer auch ein Ablesefehler auftritt.
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Norm plast. Verzerrung (I, = 7,5 mm)

PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 5. 789E- 02

5. 015E- 02

4.241E-02

3. 466E- 02

2. 692E-02

1.918E-02

1. 144E-02

< 3.695E-03

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Norm plast. Verzerrung (I, = 1,25 mm)

PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 7.438E-02

6. 430E- 02

5. 423E-02

4. 415E-02

3. 408E- 02

2. 400E- 02

1.393E-02

< 3. 850E-03

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.7: Norm der plastischen Verzerrung (,/&, - &,)
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Lode-Winkel (I. = 7,5 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 4. 508E+00

1. 848E+00

-8.123E-01

- 3. 472E+00

- 6. 132E+00

-8. 792E+00

-1. 145E+01

<-1.411E+01

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Lode-Winkel (I, = 1,25 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 4. 653E+00

2. 117E+00

-4.190E-01

- 2. 955E+00

-5.491E+00

- 8. 028E+00

-1. 056E+01

<-1.310E+01

Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl I, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.8: Lode-Winkel des Spannungsdeviators
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Norm plast. Kriimmung (I. = 7,5 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 3.

< 0.

150E+00

. 7T00E+00

. 250E+00

. 800E+00

. 350E+00

. 000E-01

. 500E-01

000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Norm plast. Kriimmung (I, = 1,25 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 8.

< 0.

360E+00

. 166E+00

. 971E+00

. 7T77E+00

. 583E+00

. 389E+00

. 194E+00

000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.9: Norm der plastischen Kriimmung (y/&, - &,)
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Norm Momentenspannungen (I, = 7,5 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 3. 300E-04

2. 829E-04

2. 357E-04

1. 886E-04

1. 414E- 04

9. 429E- 05

4. 714E-05

< 0. 000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Norm Momentenspannungen (I, = 1,25 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 1. 000E- 03

8. 571E- 04

7.143E-04

5. 714E- 04

4. 286E-04

2. 857E-04

1.429E- 04

L N
W < 0. 000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.10: Norm der Momentenspannung (VM - M)
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Gesamtrotation ([, = 7,5 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 2.

-1.

<-2.

022E- 02

. 442E-02

. 632E-03

. 838E-03

. 955E- 03

. T48E- 03

454E- 02

033E-02

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Gesamtrotation (I, = 1,25 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

> 2.

-1.

<-2.

711E-02

. 932E-02

. 154E- 02

. 759E- 03

. 023E- 03

. 181E-02

959E- 02

737E-02

Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.11: Gesamtrotation
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Plastischer Bereich (I, = 7,5 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen
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Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Plastischer Bereich (I, = 1,25 mm) PANDAS

(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

OANSK/NSOH N DR AN
RIS s
VNN v

RSN
WA
Dy .
§;1:?I$ plastisch
SRS
WY
elastisch

</
\/
R

ﬁﬁ'ﬂ 4
AT
SRR

Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl I, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.12: Plastische Zone im postkritischen Bereich
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5.1.3 Funktionaler Zusammenhang zwischen Scherband-
breite und interner Linge

Um einen funktionalen Zusammenhang zwischen der Scherbandbreite und der inter-
nen Linge zu gewinnen, reichen die Ergebnisse des vergangenen Kapitels bei weitem
nicht aus.

Ausgehend vom Standardparametersatz wird die interne Lénge in einem Bereich
von 1,25 mm bis 1 cm variiert. In Bild 5.13 sind fiir einige verschiedene Werte von
[. die Norm der plastischen Verzerrung entlang eines Schnittes durch das Scherband
aufgetragen.

470 T T T T
l. = 7,50 mm ——
l. = 5,00 mm -

35 le = 2,50 mm -~ 1
— . [l = 1,25 mm
= 30t i
o0
=
g 275 " -
<b}
S
= 20t ]
z
= 15 r 1
£
s 101 i
Z.

0,5 Fos i} .

0’0 1 1 1 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Linienparameter

Bild 5.13: Variation der internen Lénge

Es ist zu erkennen, dafl die Scherbandbreite mit abnehmender interner Linge im-
mer kleiner wird. Der funktionale Zusammenhang wird hingegen nicht deutlich. Eine
etwas klarere Aussage erhilt man durch Auftragung der Ergebnisse in einem Dia-
gramm (Bild 5.14). Dabei geben die Fehlerbalken bei den berechneten Daten die
Ableseungenauigkeit bei der Bestimmung der Scherbandbreite aus den berechneten
Daten wieder.

Auffallend ist der lineare Zusammenhang zwischen der Scherbandbreite und der in-
ternen Lénge fiir grofle [.. Fiir den gewihlten Parametersatz hat die Steigung der
Geraden sogar den Wert eins. Fiir kleine [. weichen die berechneten Scherbandbrei-
ten von der Geraden nach unten ab, und vom theoretischen Standpunkt aus miifite
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3,0 [ T T T T % ]
2,5 - e 1
< 20F —
2 %
= 1.5 F / ]
= /
cﬁ 1
e /
% 1,0 F/ abgelesene Breiten aus FE-Rechnungen: % .
n / Gl (5.2) mit ¢; = 2cm, ¢ = 0,6mm, ¢z = 1: ——-
0,5 H -
0,0 1 1 1 1 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

interne Linge [cm]

Bild 5.14: Abhéngigkeit der Scherbandbreite von der internen Lénge

bei einer internen Lénge null schlielich auch eine singulire Fliche (Scherband der
Breite null) entstehen. Allerdings konnte dieses Ergebnis nur mit einem unendlich
feinen Netz erzielt werden, so daf fiir sehr kleine /. numerische Berechnungen nur
mit einem sehr hohen Rechenaufwand gewonnen werden koénnen.

Der abknickende Verlauf der Scherbandbreite fiir kleine interne Lingen kann sehr
gut mit einer abklingenden Exponentialfunktion approximiert werden. Mit diesen
Uberlegungen kann der folgende funktionale Zusammenhang zwischen Scherband-
breite b und interner Lénge [. postuliert werden:

b=c [l —exp(—I./c)] + csl. (5.2)

In Bild 5.14 sind die Konstanten ¢; — c¢3 mit den folgenden Werten identifiziert
worden:

¢ = 2cm, co = 0,6mm, c3 = 1. (5.3)

Die Abhéngigkeit der Scherbandbreite von der internen Lénge bei variierendem i,
(siehe Bild 5.15) liefert interessante Resultate:

e Der Parameter ¢z (Steigung der Geraden fiir grofle interne Langen) ist in einem
weiten Bereich nicht von p. abhéngig.



KAPITEL 5. BEISPIELE 105

. 2’5 B - e //’% e ,* |
g 1 T e -
2 20 i*
o) S E
g /./,u‘ i
Eost |
g / abgelesene Breiten aus FEM mit . = 6 MN /m* |
= 1,0  / abgelesene Breiten aus FEM mit . = 4MN /m* 5 A
/  abgelesene Breiten aus FEM mit p, = 2 MN /m?% %
05 L GL (5.2) mit ¢; = 1,80cm, ¢; = 0,535 mm, ¢z = 1t ]
’ }f Gl (5.2) mit ¢; = 2,00cm, ¢; = 0,600mm, ¢z = 1: -
0.0 | GL (5. )mit01:2,25cm, co = 0,750mm, ¢3 = 1: --
70,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

interne Lénge [cm)]

Bild 5.15: Abhéngigkeit der Scherbandbreite von der internen Linge bei
unterschiedlichen Werten von p,.

e Die Parameter ¢; und ¢, werden deutlich von p, beeinfluf3t.

Eine experimentelle Bestéitigung der numerisch erzielten Resultate aus den Bildern
5.14 und 5.15 wird mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden sein. Im Kapitel 3
wurde gezeigt, dafl die mikroskopischen Eigenschaften Partikelform, Partikelgrofie
und Kontaktgesetz in den mikropolaren Materialparametern g, und [. nicht ent-
koppelt auftreten. Es miissen daher erst weiterfiihrende mikromechanische Unter-
suchungen durchgefiihrt werden, um den EinfluB der genannten mikroskopischen
Eigenschaften auf die mikropolaren Materialparameter auch quantitativ erfassen zu
konnen.

Bild 5.16 zeigt die Abhéngigkeit der Scherbandbreite fiir k&; = 0 und ky = 12, d. h.
unter Beriicksichtigung des schiefsymmetrischen Anteils des Spannungszustands und
bei Vernachlissigung der Momentenspannung in der FlieSbedingung.

Der qualitative Verlauf des funktionalen Zusammenhangs zwischen b und /. bleibt
erhalten. Lediglich die Konstanten ¢; bis ¢; nehmen andere Werte an (vgl. Bild 5.16).

Mit diesem Resultat wird deutlich, daf} es fiir die Qualitéit der Ergebnisse nur von
untergeordneter Bedeutung ist, ob in der Fliefbedingung der Momentenspannungs-
tensor M (durch k; # 0) oder der schiefsymmetrische Anteil des Spannungstensors
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2,5 T T T T T

£ 17
S,
e 1,0 + % i
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=
% //r
< 1,0 + .
% abgelesene Breiten aus FE-Rechnungen: %
n { GL (5.2) mit ¢, = 1,65cm, ¢ = 0,55mm, ¢3 = 0,66: -
0,5 H .
0,0 1 1 1 1 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

interne Léinge [cm]

Bild 5.16: Abhéngigkeit der Scherbandbreite von der internen Linge bei
Beriicksichtigung von Ty, in der Fliebedingung

Tskw (durch ke # 0) beriicksichtigt wird. Diese Erkenntnis ist auch durch die Kopp-
lung von T, und M in der Drallbilanz versténdlich. Es ist folglich zur Reduktion
der Anzahl mikropolarer Materialparameter gerechtfertigt, entweder k; oder ks aus
der FlieBbedingung zu streichen. Vom numerischen Aufwand hat die Vernachléssi-
gung von k; den Vorteil, daf die FlieBbedingung F' keine direkte Abhiingigkeit mehr
vom plastischen Verzerrungsgradienten aufweist. Die Berechnung der plastischen
Kriimmung K, kann vom plastischen Korrektorschritt entkoppelt werden, und es
ensteht kein zusétzlicher Aufwand beim Losen des lokalen Gleichungssystems ge-
geniiber der nicht-polaren Vorgehensweise.

5.2 Boschungsbruch

Als zweites Beispiel wird das aus der Geotechnik bekannte Problem des Béschungs-
bruchs infolge eines Aushebungsprozesses gewéhlt.

Bild 5.17 zeigt einen in der Realitdt aufgetretenen Fall eines Béschungsbruchs.

Aus der klassischen Literatur der Bodenmechanik (z. B. Terzaghi & Jelinek [81] ist
der Versagenszustand einer Geldndestufe unter Eigengewicht zu entnehmen (siehe
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Bild 5.17: Beispiel eines Boschungsbruchs

Bild 5.18). Darin ist ¢ der Winkel der inneren Reibung. Die kritische Hohe h. der
Geléndestufe ist durch das Einsetzen des Versagensprozesses bestimmt und hiingt ne-
ben materialspezifischen Gréflen von der Gesamthohe und dem Winkel der Gelédnde-
stufe ab.

Die numerische Simulation des Boschungsbruchs infolge eines Aushebungsprozesses
erfolgt mit dem T2P1R1-Element, d. h. mit Beriicksichtigung des Porenfluids. Die
Berechnungen fiir das leere Festkorperskelett wurden in diesem Beispiel erreicht, in
dem der Darcy-Parameter auf 10 m/s erh6ht wurde, so daf§ sich praktisch kein Po-
rendruck aufbauen kann. Es wird das elastisch-plastische Materialmodell verwendet.
Es wird gezeigt, dafl bei diesem Randwertproblem die Beriicksichtigung des Poren-
fluids einen entscheidenden Einfluf} auf die Ergebnisse hat (Ehlers & Volk [39]).

Die verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 5.2 gegeben. Aus dem Material-
parameter 3 des Einflichen-Fliekriteriums 1483t sich der Winkel der inneren Reibung
¢ durch die Beziehung

ﬂ:%sinqﬁ, ¢ = arcsin (3 /) (5.4)

bestimmen. Fiir den vorliegenden Materialparametersatz ergibt sich ¢ zu 21°.

Die Geometrie und das Ausgangsnetz der FE-Rechnungen sind in Bild 5.19 gege-
ben. Der Aushebungsprozefl wird durch zeitlich verdnderliche Randbedingungen im
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Bild 5.18: Versagen einer Boschung unter Eigengewicht
(nach Terzaghi & Jelinek [81])

Boschungsbereich simuliert. Dabei entspricht der Zeitpunkt ¢ = 0 dem nicht ausge-
hobenen Zustand, der in Bild 5.19 durch den grau unterlegten Bereich angedeutet
ist. Es ist zusétzlich darauf zu achten, dafl der Porenwasserdruck bei t = 0 gleich
dem geodétischen Wasserduck sein muf}, d. h.

p=0p"guxs (5.5)

mit der Erdbeschleunigung ¢ und der geodétischen Héhe w3, die von der drainier-
ten Oberfliche der Boschung ausgehend nach unten positiv genommen wird. Mit
fortschreitender Zeit ¢t werden die Randbedingungen derart veréndert, so dafl eine
Aushebungsgeschwindigkeit von 67 cm pro Tag entsteht. Mit dieser Aushebungsge-
schwindigkeit wird die kritische Hohe des vorliegenden Randwertproblem von 6,70
m nach zehn Tagen erreicht.

Das Netz wird in den Bereichen mit lokalisierender plastischer Verzerrung verfeinert,
bis eine Diskretisierung erreicht ist, die fein genug ist, um das Scherband aufzulésen.
In Bild 5.20 ist der interessante Ausschnitt des Netzes abgebildet, mit dem die
folgenden Rechnungen durchgefiihrt wurden.

Als erste Variante wird ein leeres mikropolares Festkorperskelett mit einer inter-
nen Linge [, = 1 mm angenommen. Ausgehend vom Fufl der Béschung bildet sich
unmittelbar nach Erreichen der kritischen Hohe ein Scherband mit einer endlichen
Breite aus (siehe Bild 5.21).

Im Scherband entstehen sehr grofe plastische Deformationen (bis zu 35 %), so daf
eigentlich die Annahme einer geometrisch linearen Theorie keine Giiltigkeit mehr be-
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Parameter Symbol | Wert
Lamé-Konstanten | p° 5583 kN /m?

P 8375kN/m?
reale Dichten R 2600 kg/m?

pl'E 1000kg/m3
Volumenanteile ngS 0,67

nks 0,33
reale Fluidwichte AR 10kN/m3
Darcy-Parameter EF 1,2-10"m/s
Parameter des «a 1,074 - 1072
Einflichen- B 0,1196
flieBkriteriums, 0% 1,555

§ 1,377 - 10~* m?/kN

€ 4,33 -107% m?/kN

K 10,27 kN/m?

m 0,593 5
Cosserat-Parameter | [ 1-103m

g 5-10% kN/m?
k1 0
ko 1

Tabelle 5.2: Materialparameter fiir die Simulationen des Boschungsbruchs

[<— 10m —=|<— llm | 16m — =

¢ 14 m

| 37 m

Bild 5.19: Geometrie und Startnetz der FE-Berechnungen

sitzt. Allerdings ist die entscheidende Aussage, ab welcher kritischen Hohe der Ver-
sagensprozef} einsetzt, noch im Giiltigkeitsbereich der geometrisch linearen Theorie
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Bild 5.20: Verfeinerung im Bereich der Lokalisierungszonen

Boschungsbruch (Cosserat, leer): Norm plast. Verzerrung PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

> 3. 500E-01

2.917E-01

2.333E-01

1. 750E-01

1.167E-01

5. 833E-02

< 0. 000E+00

Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.21: Leeres, mikropolares Festkorperskelett (I, = 1 mm) nach
Erreichen der kritischen Hohe

zu treffen. Das Versagensmuster in Bild 5.21 pafit auch sehr gut mit den experi-
mentell abgesicherten Resultaten aus Bild 5.18 zusammen. Der enorme zusétzliche
Aufwand der geometrisch nicht-linearen Theorie wére somit nicht gerechtfertigt.

Eine Vergroflerung der internen Lénge auf [, = 5cm ergibt ein deutlich breite-
res Scherband (vgl. Bild 5.22). Genau wie beim Biaxial-Versuch hiéngt die Breite
eindeutig nicht-linear von der internen Léinge ab.
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Boschungsbruch (Cosserat, leer): Norm plast. Verzerrung PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

> 3. 500E-01

2.917E-01

2.333E-01

1. 750E-01

1.167E-01

5. 833E-02

< 0. 000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.22: Leeres, mikropolares Festkorperskelett (I, = 50 mm) nach
Erreichen der kritischen Hohe

Als néchste Variante wird ein geséttigtes poroses Festkorperskelett mit [, = Imm
und k" = 1,2-107" m/s angenommen. Durch die Viskositét des Fluids beginnt zwar
der Versagensprozef ebenfalls mit dem Erreichen der kritischen Hohe, allerdings tritt
der Lokalisierungseffekt zeitverzogert auf. In Bild 5.23 ist der Versagenszustand 20
Tage nach Erreichen der kritischen Hohe aufgetragen.

Boschungsbruch (Cosserat, Fluid): Norm plast. Verzerrung PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

> 3. 500E-01

2.917E-01

2.333E-01

1. 750E-01

1.167E-01

5. 833E-02

< 0. 000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitét Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.23: Gesittigtes, mikropolares Festkorperskelett 20 Tage nach
Erreichen der kritischen Hohe

Durch den Vergleich der Bilder 5.21 und 5.23 lassen sich fiir das angegebene Rand-
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wertproblem und die verwendeten Materialparameter die folgenden Aussagen tref-
fen:

e Infolge der Mikropolaritit des Festkdrpermaterials bildet sich ein Scherband
endlicher Breite aus. Die Breite des Scherbands wird von den mikropolaren
Materialparametern bestimmt.

e Durch ein viskoses Porenfluid bleibt die kritische Hohe nahezu unverdndert,
allerdings setzt ein zeitverzogerter Versagensprozef ein.

e Die Scherbandbreite wird fiir hinreichend grofie Materialparameter der mikro-
poalren Theorie von der Viskositét des Porenfluids nicht beeinflufit.

Die Viskositéit des Porenfluids sorgt bereits ohne Beriicksichtigung der Mikropo-
laritdt fiir eine Regularisierung des Boschungsbruchproblems. In Bild 5.24 ist der
Versagenszustand eines geséttigten nicht-polaren Festkorperskeletts 20 Tage nach
Erreichen der kritischen Hohe aufgetragen.

Boschungsbruch (Standard, Fluid): Norm plast. Verzerrung PANDAS

(C) 1994-1997 P. Ellsiepen

> 3. 500E-01

2.917E-01

2.333E-01

1. 750E-01

1.167E-01

5. 833E-02

< 0. 000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.24: Gesittigtes, nicht-polares Festkorperskelett 20 Tage nach
Erreichen der kritischen Hohe (" = 1,2-1077 m/s)

Man erkennt, dafl die Scherbandbreite deutlich kleiner ist als fiir das mikropolare
Material. Eine Erhohung der Viskositdt des Porenfluids fiihrt einerseits zu einem
deutlich langsameren Versagensprozef3 und zum anderen zu einer Verbreiterung des
Scherbands. In Bild 5.25 wurde k' auf 1,2-107'° m/s verringert. Eine vergleichbare
maximale plastische Verzerrung wird im Scherband mit diesem Darcy-Parameter
nach ca. zwei Jahren nach Erreichen der kritischen Hohe erreicht.

Der Nachteil der Regularisierung des Problems allein durch die Viskositét des Fluids
wird hieraus klar ersichtlich, denn die Dauer und die Form des Versagensprozesses
treten nicht entkoppelt auf.
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Boschungsbruch (Standard, Fluid): Norm plast. Verzerrung PANDAS

(C) 1994-1997 P. Ellsiepen

> 3. 500E-01

2.917E-01

2.333E-01

1. 750E-01

1.167E-01

5. 833E-02

< 0. 000E+00

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.25: Gesittigtes, nicht-polares Festkorperskelett 2 Jahre nach
Erreichen der kritischen Hohe (k" = 1,2-107'% m/s)

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl die Beriicksichtigung der Mikropolaritét
ein deutlich stérkeres regularisierendes Werkzeug ist als die Beriicksichtigung der
Fluidviskositét allein.

Im folgenden sind noch einige interessante Ergebnisse abgebildet, die mit dem gesét-
tigten mikropolaren Modell erzielt wurden.

Die plastische Dilatanz erkennt man sehr gut daran, daf} in Bild 5.26 der Volumen-
anteil n' des Fluids im Bereich des Scherbands mit den lokalisierten plastischen
Verzerrungen deutlich grofler ist als im Ausgangszustand.

Die Kinematik des Versagensprozesses wird deutlich von Bild 5.27 wiedergegeben.
Im Bereich des Scherbands treten sehr grofle Gesamtrotationen auf. Der plastisch
undeformierte Anteil der Boschung dreht sich quasi aus dem verbleibenden Grund
heraus. Dies erkennt man an den negativen Rotationswerten des undeformierten
Anteils der Béschung.
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Boschungsbruch (Cosserat, Fluid) Porositét PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

> 4. 000E-01

3. 883E-01

3. 767E-01

3. 650E-01

3.533E-01

3.417E-01

< 3.300E-01

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.26: Porositit des gesédttigten, mikropolaren Festkorperskeletts,
20 Tage nach Erreichen der kritischen Hohe

Boschungsbruch (Cosserat, Fluid) Gesamtrotation PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

> 2.000E-01

1. 583E-01

1.167E-01

7. 500E- 02

3. 333E-02

-8.333E-03

<-5. 000E- 02

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitét Stuttgart, Lehrstuhl II, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.27: Gesamtrotation des geséttigten, mikropolaren Festkorperskeletts,
20 Tage nach Erreichen der kritischen Hohe
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Schliefflich ist in Bild 5.28 der Extraanteil des Porendrucks wiedergegeben, der durch
die plastische Deformation der Béschung entsteht. Um den geodétischen Porendruck
zu eliminieren, wird vom tatséchlich auftretenden Porendruck derjenige Druck sub-
trahiert, der in einem rein elastischen Referenzproblem entsteht.

Boschungsbruch (Cosserat, Fluid) Porenextradruck PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

> 5. 000E+01

- 2. 750E+02

- 6. 000E+02

- 9. 250E+02

- 1. 250E+03

- 1. 575E+03

<-1. 900E+03

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitét Stuttgart, Lehrstuhl II, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Bild 5.28: Porenextradruck des gesittigten, mikropolaren Festkorperskeletts,
20 Tage nach Erreichen der kritischen Hohe

Infolge der Volumenaufweitung entsteht in der Béschung beziiglich des Extraanteils
des Porendrucks ein Sog. Der gesamte Porenfluiddruck (Extraanteil plus geodéti-
scher Druck) wird demnach im Scherband durch die Dilatanz herabgesetzt.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

Die kontinuumsmechanische Beschreibung eines leeren oder geséttigten pordsen Fest-
korperskeletts kann mit der Theorie Poroser Medien (TPM) erfolgen. Dabei wird
die TPM durch die klassische Mischungstheorie reprisentiert, in der zusétzlich zur
Beriicksichtigung der lokalen Zusammensetzung des Materials skalare Strukturva-
riablen (die sogenannten Volumenanteile) eingefiihrt werden. Fiir die Beschreibung
vieler Anwendungsbeispiele ist die genannte TPM ausreichend, sofern die makrosko-
pischen Ergebnisse nicht von intrinsischen Lingenskalen abhéngen. Diese Abhéingig-
keit kann mit der klassischen TPM nicht beriicksichtigt werden, so dafl numerische
Simulationen hiufig ungeniigende Ergebnisse liefern. Ein Beispiel fiir diese Pro-
blemklasse sind Randwertprobleme mit Scherbandbildung. Aus Experimenten ist
bekannt, dafl die makroskopische Scherbandbreite von Granulaten ein Vielfaches
der Partikelgrofle darstellt. Die klassische TPM mufl somit erweitert werden, damit
mehr Information aus der Mikroebene in eine kontinuumsmechanische Beschreibung
auf der Makroebene eingehen kann.

In der vorliegenden Arbeit wurden aus diesem Grund unabhéngige rotatorische Frei-
heitsgrade im Sinne der Gebriider Coosserat eingefiihrt, die physikalisch die gemittel-
ten Rotationen der Mikropartikel {iber ein représentatives Elementarvolumen (REV)
darstellen. Die Kinematik dieser mikropolaren Beschreibung wurde detailliert darge-
stellt und die in weiten Bereichen vorhandenen Analogien zwischen der mikropola-
ren und nicht-polaren Beschreibungsweise aufgezeigt. Im Rahmen einer geometrisch
nicht-linearen Theorie wurden Kompatibilitdtsuntersuchungen fiir die Verzerrungs-
und Kriimmungstensoren durchgefiihrt und neue Beziehungen hergeleitet, die unter
bestimmten Annahmen auf eine elastisch-plastische Formulierung iibertragbhar sind.
Die Ergebnisse der geometrisch linearen Theorie wurden durch formale Linearisie-
rung gewonnen. Die Linearisierung der angesprochenen Kompatibilitdtsbedingungen
ergab im geometrisch-linearen Bereich einen funktionalen Zusammenhang zwischen
dem Kriimmungsmafl und dem Verzerrungsgradienten.

117
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Im Rahmen der Konstitutivmodellierung wurden fiir die Spannungsgrofien lineare
Abhéngigkeiten von den zugeordneten Deformationstensoren angenommen. Damit
ergibt sich fiir den Spannungstensor, der in der mikropolaren Theorie im allgemei-
nen unsymmetrisch ist, ein erweitertes Hookesches Gesetz mit einem zusétzlichen
mikropolaren Elastizitdtsmodul, der die Proportionalitdtskonstante zwischen dem
schiefsymmetrischen Anteil des Spannungstensors und des elastischen Verzerrungs-
tensors darstellt. Fiir den ebenen Fall liefert die Annahme der materiellen Linea-
ritdt fiir die Momentenspannungen eine proportionale Abhingigkeit vom elastischen
Kriimmungstensor. Die zugehorige mikropolare Materialkonstante beinhaltet bereits
aus Dimensionsgriinden eine intrinsische Lénge.

Mit Hilfe einfacher mikroskopischer Uberlegungen wurde motiviert, da die mikro-
polaren Elastizitdtskonstanten des Spannungs- und Momentenspannungsgesetzes in
prinzipieller Abhéngigkeit zur mittleren mikroskopischen Partikelform und Parti-
kelgrofle sowie des mikroskopischen Kontaktverhaltens zwischen den Mikroteilchen
stehen.

Das plastische Materialverhalten wurde durch ein EinflichenflieSkriterium in Ver-
bindung mit einer nicht-assoziierten Flieiregel beriicksichtigt. Die Verwendung des
Einflichenfliefkriteriums hat gegeniiber gebréduchlichen Kappenmodellen zur Be-
schreibung der plastischen Eigenschaften von Reibungsmaterialien den Vorteil der
stetigen Differenzierbarkeit im gesamten Spannungsraum. Die Mikropolaritit des
Festkorpermaterials spiegelt sich in der FlieBbedingung durch Zusatzterme wieder,
die von den Invarianten des Momentenspannungstensors und des schiefsymmetri-
schen Anteils des Spannungstensors bestimmt werden.

Fiir die numerische Simulation von Anfangsrandwertproblemen mit der Methode
der finiten Elemente wurden die beschreibenden Bilanzgleichungen in eine schwache
Form iiberfiihrt und nach einer durchgefiihrten Orts- und Zeitdiskretisierung mit
Hilfe des Standard- Galerkin-Verfahrens numerisch gelost. Die numerische Behand-
lung der plastischen Materialgleichungen gestaltet sich gegeniiber nicht-polaren Be-
schreibungsweisen deutlich aufwendiger, da neben der plastischen Verzerrung auch
Gradienten der plastischen Verzerrung beriicksichtigt werden miissen.

Anhand des aus der Experimentaltechnik bekannten Biaxialversuchs wurde die Netz-
unabhéngigkeit der Ergebnisse fiir die mikropolare Theorie gezeigt. Zudem lieferten
Parameterstudien erste Ergebnisse fiir eine funktionale Abhingigkeit der Scherband-
breite von der internen Linge. Mit der Simulation des Boéschungsbruchs infolge
Eigengewicht wurde weiterhin die Anwendbarkeit der prisentierten mikropolaren
Theorie auf kompliziertere Randwertpobleme gezeigt, die auch fiir die Bauingenieur-
praxis von groflem Interesse sind.

6.2 Ausblick

Das grofite Problem aller erweiterten Kontinuumsmethoden ist die quantitative Be-
stimmung der zusitzlichen Materialparameter. In der vorliegenden Arbeit wurden
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im Rahmen der mikroskopischen Motivation der elastischen Materialgesetze erste
Ansétze prisentiert, um die mikropolaren Materialparameter nicht nur durch Ge-
genrechnung von Randwertproblemen mit inhomogenen Deformationsmustern zu
bestimmen, sondern auch, um durch explizite Beriicksichtigung der Mikrostruktur
zusitzliche Informationen zu gewinnen. Aus diesem Grund ist es wiinschenswert,
die prasentierten Ideen auch fiir kompliziertere mikroskopische Strukturen zu iiber-
priifen und eventuell quantitative Aussagen iiber die Gréfle der mikropolaren Mate-
rialparameter fiir bestimmte Modellmaterialien zu gewinnen.

Eine sehr interessante Aufgabe diirfte die numerische Umsetzung der angesproche-
nen mikropolar motivierten Gradientenplastizitéitstheorie erster Ordnung sein (ver-
gleiche Kapitel 3). Der erste konkrete Schritt in dieser Richtung ist die Einfiihrung
des schiefsymmetrischen Anteil des Spannungstensors als neue Primérvariable, an-
stelle der bisher verwendeten mikropolaren rotatorischen Freiheitsgrade. Die Anzahl
der Freiheitsgrade bleibt dann zwar unveréndert, das Verzerrungsmafl und der dar-
aus abgeleitete symmetrische Anteil des Spannungstensors werden hingegen symme-
trisch, so daf} algorithmisch Vorteile entstehen sollten.

Hierauf aufbauend kann versucht werden, den schiefsymmetrischen Anteil nicht mehr
auf dem gesamten Gebiet als Variable einzufiihren, sondern zusétzliche lokale Frei-
heitsgrade auf Elementebene zu formulieren und diese mittels der statischen Konden-
sation auf der Lokalebene wieder zu eliminieren. Sofern dieser Ansatz funktioniert,
wiirde eine enorme Rechenzeitersparnis die Folge sein.

Zur Behandlung von Problemen mit grofien plastischen Deformationen sind im Kapi-
tel 2 die kinematischen Grundbeziehungen vorgestellt worden. Allerdings miissen zur
Vervollstdndigung noch Untersuchungen zur Materialmodellierung angestellt und
insbesondere geeignete plastische Evolutionsgleichungen formuliert werden.
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Anhang A

Rechenregeln

A.1 Beispiele der symbolischen Tensorrechnung

Anhand einiger typischer Verkniipfungen sollen im folgenden die Grundziige der ver-
wendeten symbolischen Tensorschreibweise nach de Boer [5] erlautert werden und
einige hilfreiche Rechenregeln angegeben werden. Der Einfachheit halber wird eine
normierte kartesische Basis verwendet, so dafl keine Unterscheidung zwischen ko-
und kontravarianten Basissystemen notwendig ist. Die Finsteinsche Summenkon-
vention besagt fiir kartesische Basissysteme, daf iiber doppelt auftretende Indizes
in Produkttermen jeweils summiert wird. Die nachfolgenden Beziehungen konnen
jedoch ohne Schwierigkeiten auch auf beliebige Basissysteme {ibertragen werden.
Dabei gelten die folgenden Definitionen:

e A sei ein beliebiger nichtsinguldrer Tensor n-ter Stufe (n€ N; n > 1):

A=A itn1€® ... @ €iyn_i,

A=A;; e e, fir n = 2, (A1)
4

A=A e Re; Qe ®ey, z. B. fir n = 4.

e a = a;e; sei ein beliebiger, nichtsinguldre Vektor, und

e « sei ein beliebiger Skalarwert ungleich null.

Im Koeffizientenschema A; ;,, 1 ist ¢ als Beginn einer geordneten Indexmenge zu
sehen, wihrend n die Bedeutung einer variablen Zahl hat.
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128 A.1. BEISPIELE DER SYMBOLISCHEN TENSORRECHNUNG

A.1.1 Produkte zwischen Tensoren

Bei den Produkten zwischen Tensoren werden dyadische, Skalar- und verjiingende
Produkte unterschieden.

Das dyadische Produkt zwischen Tensoren entsteht durch die dyadische Verkniipfung
der in den Tensoren enthaltenen Basisvektoren. Z. B. ergibt die dyadische Ver-
kniipfung eines Tensors zweiter und dritter Stufe einen Tensor fiinfter Stufe:

5 3
C:A®B: A”Bklme1®e3®ek®el®em (AQ)

Fiir ein dyadisches Produkt von zwei beliebigen Tensoren n-ter und m-ter Stufe
ergibt sich demnach im allgemeinen Fall

n-+m

C=A®B=A4, itn-1 Bitn. itnim-1€ D ... D € tnim_1. (A.3)

Das Skalarprodukt kann nur zwischen zwei Tensoren gleicher Stufe gebildet werden
und ist durch die skalare Verkniipfung der in den Tensoren enthaltenen Basisvektoren
definiert. Z. B. liefert das Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren dritter Stufe das
Ergebnis

3

3
bzw. fiir Tensoren n-ter Stufe
a=A-B= A, itn1Bi itn1. (A.5)

Das verjiingende Produkt ist eine Kombination aus dyadischen und Skalarprodukten
der in den Tensoren enthaltenen Basisvektoren. Dabei werden die innenstehenden
Basisvektoren skalar multipliziert. Die Anzahl der auftretenden Skalarprodukte ist
bei Tensoren hoherer Stufe nicht eindeutig, so dafl die Stufe des Ergebnisses des
verjiingende Produkts mit einem unterstrichenen Index angegeben wird. Beispiels-
weise hat das verjiingende Produkt eines Tensors vierter mit einem Tensor dritter
Stufe und einem Ergebnis dritter Stufe die folgende Bildungsvorschrift, vgl. Tafel
Al

3 4 3
C= (A B)i = Aijkl Bklm e ej X en,. (A6)

Fiir ein allgemeines verjiingendes Produkt ergibt sich mit der Anzahl q der auftre-
tenden Skalarprodukten und s = n + m — 2q:

C= (AB)* = A itn—1 Bitn—q.itn—qrm—1 (A7)

€ ...0€4n q10€1n Q... 0 €41minq-1-
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Die Anzzahl q der Skalarprodukte mufl dabei der Restriktion
q € {1,...,m} firn > m, q€ {l,...,n} firm > n (A.8)

geniigen. Im Falle ¢ = m, fiirn > m, und ¢ = n fiirm > n werden alle Ba-
sisvektoren des Tensors mit niedrigeren Stufe einem skalaren Produkt unterzogen.
In diesem Fall spricht man von einer linearen Abbildung fiir den Tensor mit der
niedrigeren Stufe und es wird vereinbarungsgeméfl nicht die Stufe des Ergebnisses
angegeben. Der haufig auftretende Fall einer linearen Abbildung eines Tensors zwei-
ter Stufe durch einen Tensor vierter Stufe ergibt:

4
C=AB-= Aijkl Bkl €; ®ej. (Ag)

Fiir eine beliebige lineare Abbildung erhélt man

n

m— m n
m>n:C =AB= Ai...'H»mfl B’i+m7n...i+m71 €®...0€ tm n1,

(A.10)

m

n— m n
m<n:C =AB=A4; iim-1Bi itn-1€m D ... De€n_1.

Es wird zusétzlich vereinbart, dafl bei einem tensoriellen Produkt zwischen zwei
Tensoren gleicher Stufe, die stufenerhaltenden Abbildung ohne den unterstriche-
nen Stufenindex steht, da in diesem Fall die lineare Abbildung dem Skalarprodukt
entspriache. Dies ist nur moglich fiir Tensoren mit geradzahliger Stufenzahl und
entspricht einer verjiingenden Abbildung aus Gleichung (A.7) mit ¢ = n/2 Skalar-
produkten:

C=AB= A itn1Bisn2.i+3/2)n1 (A11)

€X...0€1nn-18€n ... €43/2)n-1-

Fiir Tensoren hoherer Stufe sind unterschiedliche Transpositionen méglich. Um ein-
deutig die Basisvektoren angeben zu konnen, die miteinander vertauscht werden,
wird die Position der zu vertauschenden Basisvektoren iiber dem Transpositions-
zeichen angegeben. Man kann sich beispielsweise leicht davon iiberzeugen, dafl die
vierstufige Identitdt durch Vertauschung des zweiten mit dem dritten Basisvektor
gebildet wird:

23

4
I-= (I® I)T = 51‘]’ 514:! e, e ej X e;. (A12)
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4 4 4
C =AB = Aijkl ei®e]’®ek®el Bstuv eNe e, e,
= Az’jkl Bstuv 6]68 6lt ei®ej®eu®ev
= Aijri Briuw e ee, e,
4 4
a =A-B = Aijkl ei®ej®ek®el By es0€®e,Qe,
| |
= Aijk:l Bituw  0is 5jt Oku Ot
= Aijk:l Bijkl
4
C = AB = Aijkl ei®ej®ek®el By e e
= Aijm By Ors On € ®e;
= Aijui Br e e
3 4 3
C = (A B)§ = Aijkl ei®ej®ek®el Bstu eRe e,
= Aijkl Bstu 5]65 5lt ei®ej®eu
= Aijri Bri e Re;Qe,

Tafel A.1: Beispiele fiir verschiedene Produkte von Tensoren

A.2 Definitionen

A.2.1 Invarianten

Die Invarianten eines Tensors A zweiter Stufe ergeben sich als Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms bei der Eigenwertberechnung und sind folgendermaflen
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definiert;:
I, =A-1 (Spur),
I, =3 -A-A"), (A.13)
I, = det A (Determinante).

A.2.2 Deviator und Kugeltensor

Jeder beliebige Tensor zweiter Stufe kann eindeutig in einen Deviator und einen
Kugeltensor aufgespalten werden:

A = AK + Adeva AK = %(AI) I, Adev = A — AK. (A14)

Der Deviator ist definitionsgemé&f spurfrei.

A.2.3 Fundamentaltensoren

Unter Fundamentaltensoren versteht man Tensoren, deren Koeffizientenschemata
ausschliefllich durch Kombinationen der Basisvektoren gebildet werden und un-
abhéngig von jeglichen Variablenfeldern sind.

Fiir Tensoren zweiter Stufe existiert mit der identischen Abbildung zwischen Vek-
toren ein Fundamentaltensor:

a=1Ia. (A.15)
Darin ist
I= (ei . ej) e X e;, = 61’]‘ e ® €;. (A16)

3
Der Ricci-Permutationstensor E ist der Fundamentaltensor dritter Stufe, der z. B.
bei der Bildung des axialen Vektors bend6tigt wird:

a= —% E A (A.17)
Hierin ist
3
E =e¢-(ejxe)e®e®e, = ¢ e Q€ ey,
1, wenn  ijk € {123,231,312}, (A18)
eijk = § —1, wenn ijk € {132,213,321},

0, sonst .
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Fiir Tensoren vierter Stufe existieren mit der identischen, der transponierenden und
der spurbildenden Abbildung zwischen Tensoren zweiter Stufe drei unabhingige
Fundamentaltensoren

4
A =1A,
(A-I)I = % , (A.19)
AT = %
Darin sind
i = (I® I)zT3 = didjie, Qe e, e,
% =I®I =djjue e Re,Re, (A.20)
% =(I® I)IT3 = Opj0ue;, Qe; e, e;.

Aus den in (A.20) angegebenen Fundamentaltensoren lassen sich weitere hilfreiche
Fundamentaltensoren ableiten, die z. B. bei Anwendung auf einen Tensor zweiter
Stufe dessen Deviator oder symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Anteil ergeben

4

Agev = A — %(AI)I = lgev A;
4

Agm = %(A + ATy = Iym A, (A.21)
4

Ayw = %(A - AT) = Lkw A,

Hierin sind

4 4 4

Idev =1 _%Ia

4 g 2

Lym = L(I+1) (A.22)
4 LA 4

L, = i(I-T1)

A.2.4 Gradient und Divergenz von Produktausdriicken

Zur Definition der in der Tensoranalysis gebriuchlichen Operatoren zur Bildung des
Gradienten und der Divergenz sei auf de Boer [5] verwiesen. Im folgenden sind einige
Rechenregeln angegeben:
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e Gradientenbildung:

grad (a3) = agradp + Bgrada,

grad (/a) = a ® grada + agrada,

grad (@A) = A ® grada + agrad A, (A.23)
grad (Aa) = (grad A)? a + Agrada,

grad (A B) = [(grad A)%3 BP%3 + Agrad B.

diva = grada - I,

div A = grad A1,

div(owa) = a-grada + adiva, (A.24)
div(eA) = Agrada + adivA,

div(Aa) = (divAT)-a + AT . grada,

div(AB) = (grad A)B + AdivB.

A.2.5 Ableitungen nach Tensoren 2. Stufe

Im folgenden werden einige hilfreiche Regeln fiir Ableitungen nach Tensoren zweiter
Stufe angegeben (vgl. de Boer [5] und FEhlers [25]).

e Einfache Beziehungen:

IA _ 1
0A 7
. 4
8("’5 AI)I -1 (A.25)
T 4
0A _ i
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e Produktausdriicke:

d(ap) . op 0«

gc ~“%C T ige
Olan) _ o Do + g 02

90 BRarTe “ac
0(aA) 0o 0A

—A® — =

9C rTe T (A.26)
d(A-B) [(dA\" oB\"

oc (ac) B <a_c> A,
d(AB)  [[oA\ oB\ 1"
Yot =|(5s) 8] [ (5)]

e Invarianten:

a1,
L |
OA :
A1l 4
_ _ A.27
7\ .1 - A, (A.27)
OTIL, .
— I, AT,
oA A

A.3 Rechenregel fiir Kompatibilitdtsbedingungen

Gegeben sei folgende Tensorgleichung dritter Stufe,

23 3 3 23

B - BT — (E A —(E AP, (A.28)

3
mit, beliebigen Tensoren B und A dritter bzw. zweiter Stufe. Es soll gezeigt werden,
daBl (A.28) nach A aufgelést werden kann und das folgende Ergebnis liefert:

13 23

A-1lE@®B+BI- B2 (A.29)

N |—=

Zum Beweis geht man folgendermaflen vor:

Zuerst wird Gleichung (A.29) als Ansatz verstanden und in die rechte Seite von
(A.28) eingesetzt:

3 13
BT

e
Sy
SN—
o
—
Jwo
|

EA—(BEA3 = B

N[ —

(B
3 (A.30)
E

e +
We Wee
S5

0 e

—5g
o
—

w

S

3
- (B +

{E [

N |—=



KAPITEL A. RECHENREGELN 135

Es gilt

BE) =2 L= (oD — Io D! (A.31)

mit der Eigenschaft

4 4 3 3 3 12
Liw A = Ay IywB= ;(B — BT). (A.32)
Damit ergibt sich fiir (A.30)
EA-(BE A = T B+ BF— BT
- =t = |Lskw + - = —
4 3 3 13 3 23 23 (A33)
Igw (B + BT — BT)3T
Auswerten der Tensorprodukte liefert in einem n#chsten Schritt
3 3 23 3 3 12 3 13 3 13 12 3 23 3 23 12
E A - (E A)ﬁT = %{B - BT+ BT — (B")T—- B” + (BT)T —
3 2 12 23 3 13 23 3 13 12 23 3 23 23 3 23 12 23 (A34)
- BT @ - BN @HT - BT - eH T,

Im letzten Schritt wird ausgenutzt, dafl folgende Transpositionen dquivalent sind:

3 12 3 13 12 23 3 13 3 23 12 23

BT = (BNTT, BT =[BT,

3 13 12 3 12 23 3 23 12 3 13 23 (A35)
BT = (BT, BT = (BT

Einsetzen der Aquivalenzbeziehungen (A.35) ergibt schlieflich das gesuchte Ergebnis

3 23 23

(B AP — (E APT —B — B7 (A.36)

fiir den Ansatz (A.29) q. e. d.
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Anhang B

Elastisch-plastische Aufspaltungen

Im folgenden werden die elastisch-plastischen Aufspaltungen der Verzerrungs- und
Kriimmungsmafle sowie der Deformationsgradienten zweiter Ordnung in schemati-
scher Form wiedergegeben. In den einzelnen Diagrammen ist in der ersten Zeile der
Késtchen die Gesamtgrofle und in der zweiten und dritten Zeile der elastische bzw.
plastische Anteil der jeweiligen Grofle zu finden. Das Transportverhalten von einer
zur nédchsten Konfiguration steht auf den Pfeilen.

Es sei nochmal darauf hingewiesen (vgl. Kapitel 2.6), dafi lediglich auf den Zwi-
schenkonfigurationen die Aufspaltungen in rein elastische und rein plastische Antei-
le moglich ist. Die entstehenden Aufspaltungen durch Anwendung der Transport-
theoreme liefert zwar ebenfalls additive Aufspaltungen, doch es wird entweder eine
rein plastischer Transport auf eine elastische Grofle oder ein rein elastischer Trans-
port auf eine plastische Groéfie angewendet. Es ist somit auf der aktuellen bzw. auf
der Referenzkonfiguration im strengem Sinn nicht mehr moglich, die transportier-
ten Groflen in einen rein elastischen bzw. rein plastischen Anteil aufzuspalten. Die
trotzdem verwendeten Indizes (-). und (-), geben dann nur noch den Charakter der
entsprechenden Gréfle auf der Zwischenkonfiguration wieder.

B.1 Nicht-polare und mikropolare Verzerrungs-
mafle

In den kommenden Diagrammen sind sowohl fiir die nicht-polaren als auch die mi-
kropolaren Verzerrungsmafle die Aufspaltungen in elastische und plastische Anteile
abgebildet. Dabei entstammen die Diagramme der nicht-polaren Verzerrungsmafe
aus der Arbeit von Ehlers [26].

137



138 B.1. NICHT-POLARE UND MIKROPOLARE VERZERRUNGSMASSE

B.1.1 Beziehungen zwischen den Verzerrungstensoren vom
Green- bzw. Almansi-Typ

E = (C-1) A =51-B)
E, = 1(C, - I) T-1 -1 A, = 1B;' -B
p = 2Ly F' ' ()F p = 2\ Be
E. = 3(C - C)) A, =3(1-B.Y)
E :E6+Ep A- :Ae+Ap
r =1c.-B;"
T-1 1] ¢ ~ _ _
Fp ( )Fp L, = %(I - Bpl) Fg 1( )Fel
. =i(C. -1
r =1, +1.
E-0U-1 A =1-V!
E, =0, - I R(-)F! A, =V -V
Ee:ﬁ_ﬁp Ae:I_ve_l
E =E,+E, A =A,+A,
r =u,-v,!
R,(JF;' | B, =1-Vy | R()F
L, =0,-1
P
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B.1.2 Beziehungen zwischen den Verzerrungstensoren vom
Karni-Reiner-Typ

K =Li1-c™) K =1iB-1I)
K, = 5(I - 0171) F(-)FT K, = 5(B - B)
RKe = %(C;I C_l) K, = %(Be - I)
K ="fK, + K, K =K, + K.
K =B, -C;)
Fy()F, | K, =3B, -1 | F()F
K. =i1-C.h
K =K, + K,
EK =1-T7"! K =V -1I
K, =1 - T,! F(-)RT K,=V -V,
fK, =TU,' - U K. =V, -1
RK =FK, + K, K =K, +K,
K =V, - 0!
F,( ORI | k,=V, -1 F. (-)R7

NI)
Il
|
ch

=
Il
NI)
bS]

+
5»
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B.2. MIKROPOLARE KRUMMUNGSTENSOREN

B.2 Mikropolare Kriimmungstensoren

3
UK = (RT GradyR)2
UK, = (R} Grady R,)?

3 _ _ 23 _
UK. = [RT (Gradp R.)" R,

3 .3
K ="K, + K.

~

_3
Ui —

_3
Ui, =
(R,[()TRIFTRI g _
L

_3
Ui —

-

(RI'Gradg ;Re)2 — (RpGradUZR£)§

(R,Grady ,RY)?

(RI'Gradp,Re)?
3

KK, + UK.

AP w

B = (RT GradR)2

3
RiC, = (I_{Ij; GradR,)2
3

3 3 3
R = BiK, + FKC,

23 23

R, = [R” (GradRe)T R,)T

{R[(-)TRTJBTRT}3

<

<\

<\
R A R

<\

= —(Rgrad, R")?

_ _ 23 _ 23
—[R(grady R})"R]]"

—(RegradyR{)?

3 3
VKK, + VK.

3

V&

3
V’tp

[R,[()TRIFTRI) vk
P P D Ke

3

V&
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—(RgradR7T)3

_ _ 23 _ 923
—[R(gradR])T"R]]"
—(I_{eglradf{g’)§

33
K,+ K.

3 3
Ric = (RT GradR)2 % _
} — 23 _ 23 3
'Ky = (R, GradR,)® RI(HTRIPTF 1S |
§ = _ 23 23 §
BiC, = [RT (GradR.)T R)T 2
3 3 3 5
RK = RK, + FK, i
3
K = (RIgrad,R,)® - (Rygrad ;RY)S
3
K, = —(Rpgrad R, )E
R FaTsTe-113 2
{Rp[(+) Rp]* F, * Ke = (Rzgradzf{e)_
3 3 3
K = K,+ K.

(R.[(\)TRIJBTF 1)

B.3 Deformationsgradienten 2. Ordnung

-

23

pl”

3
g = —(FgradF71)§
23 1 323 113 3 1 23 1 23
{F[()'F 'PTF '} | G, = —[F(gradF, )" F,]"
3
Go = —(Fograd F')3
3 3 3
G =G,+ G,

3
kG = (F!GradF)3
3
kG, = (F];1 Grad Fp)3
3 23
RG, = [F7' (Grad F,)T F
3 3 3
kg =fg, + fg,
3
g
3
Gy
7137 @113 &
{Fp ()T F,PHF, =g,
3
g

(F,'grad,F.)? — (F, gradZF;1)§

—(F, gradZF;I)i

(F, 'gradFe)?
3 3

G+ Ge

N

(F.[()] FABTF, 1)




