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IV INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1Einleitung
1.1 Einf�uhrungLokalisierungsph�anomene treten in vielen Bereichen des Ingenieurwesens auf, indenen Festigkeitsuntersuchungen von unterschiedlichsten Materialien durchgef�uhrtwerden. Es handelt sich hierbei um lokale Konzentrationen von inelastischen Ver-zerrungen in schmalen B�andern, die durch lokale Entfestigungse�ekte (z. B. Dila-tanz und Scherentfestigung) hervorgerufen werden und im Rahmen der bruchme-chanischen Bezeichnungsweise h�au�g zu einem Scherversagen ("Mode 2\-Problem)f�uhren. Die angesprochenen Lokalisierungsph�anomene werden bei duktilen Mate-rialien (L�uders-B�ander) als auch spr�oden und granularen Materialien vorgefunden.Beispielhaft sind im Bild 1.1 Scherb�ander eines Granitblocks des Massivs Neouvillein den Zentralpyren�aen abgebildet.Die theoretische und numerische Untersuchung von Lokalisierungsph�anomenen stellteine interessante und f�ur die Praxis wichtige Aufgabe in der modernen Ingenieur-wissenschaft dar.Zu Beginn sei darauf hingewiesen, da� zur Beschreibung des Sto�verhaltens einesbeliebigen Materials immer Vereinfachungen oder Beschr�ankungen n�otig sind, um ineine mathematisch fundierte Theorie eingebettet werden zu k�onnen. Beispielsweisebasiert die klassische Kontinuumsmechanik auf der Vorstellung, da� der dimensi-onslose materielle Punkt Tr�ager der physikalischen Eigenschaften (z. B. Dichte) ist.Hierbei wird grunds�atzlich vernachl�assigt, da� jedes Material �uber interne L�angens-kalen (intrinsische L�angen) verf�ugt, sofern die Kristall-, Molekular- oder Atomebenebetrachtet wird. Aus diesem Grund mu�, vom theoretischen Standpunkt aus gese-hen, immer ein Homogenisierungsproze� durchgef�uhrt werden, bei dem die mikrosko-pischen Inhomogenit�aten �uber ein sogenanntes Repr�asentatives Elementarvolumen(REV) gemittelt werden. Das Ergebnis dieses Mittelungsprozesses sind die Mate-rialeigenschaften jedes materiellen Punkts. An dieser Stelle st�o�t man auf einenprinzipiellen argumentativen Widerspruch. Von der physikalischen Seite aus gese-hen mu� das REV gro� genug sein, um ein statistisch verwertbares Ergebnis zu1



2 1.1. EINF�UHRUNG

Bild 1.1: Scherb�ander in einem Granitblockliefern, wo hingegen aus mathematischer Sicht die Gr�o�e des REV gegen null ge-hen mu�, um die Dimensionslosigkeit des materiellen Punkts sicherzustellen. DiesesProblem kann in der Regel wegen des Dimensionsunterschieds zwischen der Ma-kroebene (Skala der zu untersuchenden Randwertprobleme) und der Mikroebene(Skala der Bausteine des zu untersuchenden Materials) vernachl�assigt werden. Beiden makroskopischen Materialgesetzen der klassischen Kontinuumsmechanik wirdder angesprochene Homogenisierungsproze� v�ollig vernachl�assigt; d. h. diese Geset-ze beinhalten somit keinerlei Information aus der Mikroebene. Es gibt jedoch vieleProblemstellungen, bei denen diese Vereinfachungen nicht mehr m�oglich sind undalternative Beschreibungsm�oglichkeiten gew�ahlt werden m�ussen.Bei kristallinen Materialien existieren z. B. infolge der speziellen Gitterstruktur ki-nematische Vorzugsrichtungen (Gleitlinien), die im Rahmen einer rein makroskopi-schen Beschreibung nur mit gro�en Schwierigkeiten erfa�t werden k�onnen. In die-sem Fall ist die explizite Durchf�uhrung des Mikro-Makro-�Ubergangs ein erfolgver-sprechender L�osungsansatz (z. B. Schr�oder [72]). Anstelle der Auswertung einesanisotropen und �au�erst komplizierten makroskopischen Materialgesetzes wird eineinfaches mikroskopisches Ersatzrandwertproblem gel�ost. Dies ist m�oglich, da diemeisten Ein- bzw. Polykristalle �uber eine exakt bekannte Mikrostruktur verf�ugen,die zus�atzlich periodischen Charakter besitzt.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3Es gibt jedoch viele Materialien, die weder �uber eine exakt bekannte noch �uber eineperiodische Mikrostruktur verf�ugen. Hier seien in erster Linie Granulate (z. B. San-de) oder gesch�aumte Sto�e (z. B. Metallsch�aume oder PVC-Sch�aume) erw�ahnt. Beidiesen Materialien ist die explizite Durchf�uhrung des Mikro-Makro-�Ubergangs sehraufwendig. Zudem erscheint es fraglich, ob die Ergebnisse �uberhaupt so verallge-meinert werden k�onnen, da� das makroskopische Verhalten mit einer hinreichendenGenauigkeit simuliert werden kann. Deswegen bietet sich ein komplett unterschiedli-ches Vorgehen an, in dem die klassische Kontinuumsmechanik von vornherein auf derMakroebene um zus�atzliche Freiheitsgrade und Materialparameter erweitert wird.Der Mittelungsproze� bleibt dann zwar weiterhin die Grundlage der Theorie, dochwird er nicht mehr explizit, sondern nur noch virtuell durchgef�uhrt. Die Ein
�usseder Mikrostruktur auf die makroskopischen Ergebnisse werden dabei durch Bestim-mung zus�atzlicher Materialparameter mit Hilfe von Experimenten ber�ucksichtigt.Der Grad der Idealisierung steigt somit auf eine rein ph�anomenologische Beschrei-bung auf der Makroebene an, ohne die Mikrostruktur explizit einzubeziehen. DieseIdee wurde sehr erfolgreich zur Beschreibung von unterschiedlichen por�osen Mate-rialien, insbesondere von B�oden, in der Theorie Por�oser Medien (TPM) verwendet.Bei der TPM handelt es sich um ein kontinuumsmechanisches Modell f�ur Mehr-phasenmaterialien auf der Basis der Mischungstheorie, die um das Konzept der Vo-lumenanteile (Strukturvariablen) erweitert wurde. Mit diesen zus�atzlichen skalarenStrukturvariablen ist es m�oglich, die lokale Zusammensetzung des por�osen Mediumszu beschreiben und somit Informationen aus der Mikroebene auf die Makroebene zu�ubertragen. Grundlegende und weiterf�uhrende Arbeiten zu diesem Thema sind ohneAnspruch auf Vollst�andigkeit de Boer & Ehlers [6], de Boer [8], Bowen [11, 12, 13],Ehlers [25, 27, 28, 30] und Truesdell & Toupin [84].Die TPM besitzt in ihrer Grundkonzeption keine intrinsische (interne) L�angenska-la beinhaltet. Dies macht sich insbesondere bei leeren Festk�orperskeletten bei derBeschreibung von Lokalisierungsph�anomenen nachteilig bemerkbar. Bei der nume-rischen Simulation dieser Probleme mit der Methode der �niten Elemente (FEM)im Rahmen der klassischen Beschreibungsweise stellt man eine fundamentale Netz-abh�angigkeit der Ergebnisse fest. So f�uhrt jede Verfeinerung des Netzes zu einerVerminderung der Scherbanddicke, bis man bei einem unendlich feinen Netz einesingul�are Fl�ache als Scherband erhalten w�urde. Dieses Verhalten ist unphysikalisch,denn Experimente haben gezeigt, da� sich die Scherbanddicke z. B. von Granu-laten in einem Bereich von 10-30 Korndurchmessern bewegt. Hier sieht man sehrdeutlich, da� der Korndurchmesser im Sinne einer intrinsischen L�ange einen ent-scheidenden Ein
u� auf die Dicke des Scherbands hat. Aus diesem Grund wurden inder Literatur Gradientenplastizit�atstheorien (z. B. M�uhlhaus & Aifantis [59]) oderk�unstliche Viskosit�aten (z. B. Schre
er et al. [70, 71]) eingef�uhrt, um das mathema-tisch schlecht gestellte Problem zu regularisieren. Diese Methoden sind erfolgreich,doch fehlt h�au�g der physikalisch motivierte Hintergrund; z. B., wenn es sich beiden Viskosit�aten nicht um eine me�bare Viskosit�at des Materials handelt.Der mikropolare Zugang ist hingegen eine physikalisch motivierte Erweiterung derklassischen Kontinuumsmechanik zur Ber�ucksichtigung interner L�angenskalen. Die



4 1.1. EINF�UHRUNGIdee ist die Existenz einer Skala, auf der den Elementarbausteinen des Materials,die im klassischen Fall den materiellen Punkten entsprechen, eine Orientierung zu-gewiesen werden kann, so da� Verdrehungen dieser Bausteine gegeneinander einenEin
u� auf das makroskopische Materialverhalten haben. Typische Vertreter diesermikropolaren Klasse sind Granulate, bei denen der materielle Punkt nach dieserArgumentation eine r�aumliche Ausdehnung in der Gr�o�enordnung der K�orner ha-ben mu�. Somit ist die kleinste Einheit des mikropolaren Materials ein r�aumlichesElement (Mikrostarrk�orper), das die drei translatorischen und die drei rotatorischenFreiheitsgrade eines starren K�orpers besitzt.Der Ansatz der unabh�angigen rotatorischen Freiheitsgrade des materiellen Punktsgeht auf eine Arbeit der Gebr�uder Cosserat [15] zu Beginn dieses Jahrhundertszur�uck. Man beachte, da� bereits an dieser Stelle eine intrinsische L�ange dem Pro-blem zugef�uhrt wird; denn ohne eine r�aumliche Ausdehnung des materiellen Ele-ments w�urden unabh�angige rotatorische Freiheitsgrade keinen Sinn machen. Dierotatorischen Freiheitsgrade d�urfen jedoch nicht direkt mit den Drehungen jedes ein-zelnen Korns identi�ziert werden, denn der virtuelle Homogensierungsproze� mu�weiterhin durchgef�uhrt werden. Aus diesem Grund entsprechen die zus�atzlichen rota-tatorischen Freiheitsgrade physikalisch den gemittelten Verdrehungen der einzelnenK�orner �uber ein REV (siehe Bild 1.2).
PSfrag replacements

Mittelung
reale Mikrostruktur homogenisiertes ModellBild 1.2: Physikalische Motivation der mikropolaren TheorieInfolge dieser Erweiterung mu� die gesamte Kontinuumsmechanik erweitert werden:So verlieren der mikropolare Spannungstensor und das mikropolare Verzerrungs-ma� durch die zus�atzlichen Freiheitsgrade ihre Symmetrieeigenschaft. Die Idee derzus�atzlichen rotatorischen Freiheitsgrade wurde in der ersten H�alfte dieses Jahrhun-derts wenig beachtet. Erst aus den 50er und 60er Jahren datieren wieder Arbeiten,die die Cosserat-Theorie auf Balkenprobleme anwenden (z. B. G�unther [43] oderSchaefer [69]). Eine umfassende kontinuumsmechanische Abhandlung der mikro-polaren Theorie �ndet man bei Besdo [4], Diebels & Ehlers [21] oder Eringen &Kafadar [40] und mit Erweiterung auf elastisch-plastisches Materialverhalten bei



KAPITEL 1. EINLEITUNG 5Steinmann [76]. Nachdem der regularisierende Ein
u� der mikropolaren Theorieauf die numerische Simulation von Scherbandproblemen erkannt wurde, entstandeneinige Arbeiten, die diesen Aspekt in den Vordergrund stellen (z. B. de Borst [9, 10],Dietsche et al. [23], M�uhlhaus & Vardoulakis [60], Steinmann & Willam [79] undTejchmann & Wu [80]).In der Realit�at liegen neben Einphasenmaterialien h�au�g sogenannte Mehrphasen-materialien vor, bei denen eines oder mehrere der beteiligten Materialien �uber mikro-polare Eigenschaften verf�ugen. Stellvertretend sei hier 
�ussigkeitsges�attigter Sanderw�ahnt, wie er in der Baupraxis bei vielen Problemstellungen vorgefunden wird.In diesem Fall k�onnen zwei unabh�angige physikalisch motivierte Regularisierungs-techniken angewendet werden. Neben der Mikropolarit�at hat die Viskosit�at des Po-ren
uids ebenfalls eine regularisierende Wirkung. Infolge der h�au�g sehr gro�enDurchl�assigkeiten von Sand ist jedoch der Ein
u� der Viskosit�at des Poren
uids aufdie numerische Simulation von Problemen mit Scherbandbildung in der Regel kleingegen�uber der regularisierenden Wirkung der Mikropolarit�at (vgl. Ehlers & Volk[39]).
1.2 Problemstellung und ZielsetzungIn der vorliegenden Arbeit wird die Theorie Por�oser Medien mit den Elementeneiner mikropolaren Theorie erweitert und die dann resultierende mikropolare Theo-rie Por�oser Medien auf verschiedene Problemstellungen der Bodenmechanik ange-wendet. Hierf�ur wird die Kinematik mikropolarer Materialien f�ur den geometrischnicht-linearen Bereich pr�asentiert, und es wird besonderer Wert auf die Herausar-beitung von bisher noch nicht ber�ucksichtigten Kompatibilit�atsbedingungen gelegt.Die Ergebnisse der geometrisch linearen Theorie werden durch formale Linearisie-rung der Ergebnisse aus der geometrisch nicht-linearen Formulierung gewonnen. Beiallen Erweiterungen mu� grunds�atzlich die Abw�artskompatibilit�at zur nicht-polarenTheorie gew�ahrleistet sein.Um ein Ausufern des Umfangs der Arbeit zu vermeiden, wird f�ur die Konstitu-tivgleichungen die Beschr�ankung auf den geometrisch linearen Bereich vorausge-setzt. Neben den theoretischen �Uberlegungen ist die numerische Simulation mit derMethode der �niten Elemente ein weiterer Hauptpunkt der Arbeit. Hierzu wer-den Elementroutinen im nicht-kommerziellen FEM-Paket PANDAS (Porous mediaAdaptive Nonlinear �nite element solver based on Di�erential Algebraic Systems)implementiert, das an der Universit�at Stuttgart am Lehrstuhl II f�ur Mechanik (Prof.Ehlers) entwickelt wurde (z. B. Ehlers & Ellsiepen [34]). Anhand von Simulationentypischer bodenmechanischer Problemstellungen mit Scherbandbildungen werdendie Regularisierungseigenschaften der mikropolaren Freiheitsgrade und der nat�urli-chen Viskosit�at des Fluids gezeigt.



6 1.3. GLIEDERUNG1.3 GliederungIm Kapitel 2 werden die grundlegenden kontiuumsmechanischen Beziehungen her-ausgearbeitet. Zuerst werden die Gleichungen f�ur ein nicht-polares Material in al-ler K�urze pr�asentiert. Hier wird besonderer Wert auf das Transportverhalten dereingef�uhrten kinematischen Gr�o�en gelegt. Bei der Erweiterung auf die kontinu-umsmechanischen Beziehungen f�ur mikropolare Materialien werden vor allem dieAnalogien sowie Unterschiede zu den Grundgleichungen der nicht-polaren Mate-rialien herausgestellt. Infolge der zus�atzlichen rotatorischen Freiheitsgrade werdenerweiterte Deformations- und Verzerrungsma�e eingef�uhrt. Es wird gezeigt, da� die-se erweiterte Kinematik zu neuen mikropolaren Kompatibilit�atsbedingungen f�uhrt.Diese Kompatibilit�atsbedingungen lassen sich mit wenigen einschr�ankenden Voraus-setzungen auch auf eine elastisch-plastische Theorie �ubertragen. Nach einer formalengeometrischen Linearisierung kann damit direkt ein Zusammenhang zwischen denKompatibilit�atsbedingungen und der Formulierung von plastischen Evolutionsglei-chungen gezeigt werden. Mit den klassischen Beltrami -Mitchell -Kompatibilit�atsbe-dingungen ist dies bekanntlich nicht m�oglich. Es wird weiterhin gezeigt, da� dasklassische Zwischenkon�gurationskonzept, das auf einer multiplikativen Zerlegungdes Deformationsgradienten beruht, ebenfalls erweitert werden mu�. Danach wer-den die mikropolaren Bilanzgleichungen diskutiert und besonders die f�ur mikropolareMaterialien verallgemeinerte Drallbilanz eingehend studiert.Im Kapitel 3 werden die bis dahin diskutierten Gleichungen f�ur einphasige Mate-rialien auf mehrphasige Materialverhalten verallgemeinert. Neben den erweitertenBilanzgleichungen im Rahmen der mikropolaren Theorie Por�oser Medien werdenauch die notwendigen Konstitutivgleichungen f�ur diesen Fall angegeben. Ein beson-derer Wert mu� dabei auf die Formulierungen der plastischen Bestimmungsgleichun-gen f�ur mikropolare Reibungsmaterialien gelegt werden. Ausgehend von einem Ein-
�achen
ie�kriterium f�ur nicht-polare Reibungsmaterialien (Ehlers [27, 29]) werdendie zus�atzlichen bzw. erweiterten Spannungsgr�o�en in separaten Termen ber�ucksich-tigt, so da� eine Abw�artskompatibilit�at durch einfaches Nullsetzen von Parameterngew�ahrleistet ist.Im Kapitel 4 steht die numerische Simulation mit der Methode der �niten Elemen-te im Vordergrund. Dazu werden die zugrunde liegenden Bilanzgleichungen in eineschwache Form �uberf�uhrt, an die sich eine numerische Integration nach Orts- undZeitdiskretisierung anschlie�t. Die �ublichen Algorithmen zur Ber�ucksichtigung derPlastizit�at m�ussen f�ur die mikropolare Theorie ebenfalls erweitert werden. Weiter-hin werden zwei unterschiedliche Elementformulierungen vorgestellt, mit denen esm�oglich ist, einen 
uidges�attigten bzw. leeren mikropolaren por�osen Festk�orper zubeschreiben.Anhand typischer bodenmechanischer Probleme wird im Kapitel 5 die G�ultigkeitund E�zienz der vorgestellten Methoden gezeigt. Dabei wird f�ur die Parameterstu-dien der aus der Experimentaltechnik bekannte Biaxial-Versuch simuliert. Anschlie-�end wird mit dem B�oschungsbruchproblem zus�atzlich eine Problemstellung aus derBauingenieurpraxis berechnet.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 71.4 NotationDie Notation erfolgt in symbolischer Schreibweise nach de Boer [5]. Skalare Gr�o�ensind durch geneigte Schmalschrift gekennzeichnet, z. B. die Porosit�at n. Vektorenwerden durch aufrechte fette Kleinbuchstaben dargestellt, z. B. die Geschwindig-keit v (Ausnahme ist der Ortsvektor X des materiellen Punktes der Referenzkon-�guration). Tensoren zweiter Stufe werden durch aufrechte fette Gro�buchstabenidenti�ziert, z. B. der Spannungstensor T. Tensoren h�oherer Stufe sind zus�atzlichmit der Stufenzahl �uber dem entsprechenden aufrechten fetten Gro�buchstaben ge-kennzeichnet, beispielsweise wird der Ricci -Permutationstensor dritter Stufe durch3E dargestellt. Mikropolare Gr�o�en sind normalerweise durch einen Querstrich �uberder entsprechenden nicht-polaren Gr�o�e ausgezeichnet, z. B. der mikropolare Ro-tationstensor �R. In der Plastizit�atstheorie wird der Bezug einer Gr�o�e auf eineZwischenkon�guration mit einem zus�atzlichen Dach angegeben, z. B. der mikro-polare Verzerrungstensor �̂� der Zwischenkon�guration. Zus�atzliche Kon�gurations-unterscheidungen erkennt man an einem Index links oben, z. B. der zweistu�geKr�ummungstensor R �K der Referenzkon�guration. Ein Index rechts oben gibt denBezug zu einer speziellen Phase im Rahmen der Mischungstheorie an, und ein Indexrechts unten unterscheidet in der Kinematik zwischen elastischen und plastischenGr�o�en sowie zwischen den unterschiedlichen Phasen.Im Anhang A sind einige typische Tensoroperationen in symbolischer und in Index-schreibweise erl�autert.
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Kapitel 2KontinuumsmechanischeGrundlagen
2.1 AllgemeinesIn diesem Kapitel werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen f�ur leere, por�ose,nicht-polare und mikropolare Materialien vorgestellt. Die Erweiterung auf mehrpha-sige por�ose Medien erfolgt im n�achsten Kapitel. Normalerweise sind bei Mehrpha-senmaterialien, die aus einem por�osen Festk�orper und einem oder mehreren Flui-den bestehen, die Poren
�ussigkeiten nicht-polar, so da� es sinnvoll erscheint, diemikropolare Kontinuumsmechanik nur auf das por�ose Festk�orperskelett im Sinneeines Einphasenmaterials anzuwenden. Bei fehlenden mikropolaren Wechselwirkun-gen sind die Erweiterungen der klassischen Kontinuumsmechanik sowohl f�ur das lee-re als auch f�ur das 
uidges�attigte Material identisch. Der Vorteil der Beschr�ankungauf ein mikropolares Einphasenmaterial ist die deutlich kompaktere Schreibweise,denn die ohnehin schon sehr komplexen Gleichungen m�ussen nicht mit den Indi-zes f�ur die Mehrphasigkeit �uberladen werden. Im folgenden werden zun�achst ohneAnspruch auf Vollst�andigkeit einige Aspekte der klassischen Kontinuumsmechaniknicht-polarer por�oser Materialien vorgestellt. Es wird versucht, sich auf die Teile zubeschr�anken, die dann f�ur die kinematische Beschreibung mikropolarer Festk�orperebenfalls von Interesse sind. Besonderer Wert wird auf Herausarbeitung der Analogi-en zwischen der klassischen (siehe z. B. Becker & B�urger [3]) und der mikropolarenKontinuumsmechanik (siehe z. B. Diebels & Ehlers [21], Eringen & Kafadar [40]oder Steinmann [75, 76]) gelegt.2.2 Kinematik (por�ose, nicht-polare Festk�orper)Unter der Kinematik eines K�orpers B wird die allgemeine Beschreibung des geo-metrischen Bewegungsablaufs verstanden. Die kinematischen Beziehungen haben9



10 2.2. KINEMATIK (POR�OSE, NICHT-POLARE FESTK �ORPER)allgemeinen Charakter und sind somit unabh�angig von den Konstitutivannahmeneines speziellen Materials.2.2.1 Elementare Kon�gurationenZur makroskopischen Beschreibung des por�osen Festk�orperskeletts wird eine La-grangesche oder materielle Beschreibung gew�ahlt. Dies bedeutet, da� die aktuellePlazierung x eines materiellen Punktes X durch die Bewegungsfunktion � und denOrtsvektor X in einer zeitlich konstanten Referenzkon�guration gegeben ist:x = �(X; t); X = �(X; t0) =) x = �(X; t): (2.1)Prinzipiell ist es auch m�oglich, eine Referenzkon�guration zu w�ahlen, die w�ahrendder Bewegung �uberhaupt nicht vom K�orper B eingenommen wurde. Im folgendenwird jedoch vorausgesetzt, da� die Referenzkon�guration durch die Lage des K�orpersB im Raum zur konstanten Zeit t0 bestimmt wird, vgl. (2.1)2.2.2.2 Verschiebung, VerschiebungsgradientDer Verschiebungsvektor u ist die Di�erenz zwischen den Ortsvektoren x und X:u = x � X: (2.2)Der materielle Verschiebungsgradient H wird durch die Ableitung von u nach Xgebildet, und der r�aumliche Verschiebungsgradient J ist durch die Ableitung von unach x de�niert:H = @ u@X ; J = @ u@ x : (2.3)Die Nomenklatur der Verschiebungsgradienten ist in der Literatur nicht eindeutig.Die Ableitungen einer Gr�o�e ( � ) nach den Ortsvektoren X und x werden im folgen-den als materieller und r�aumlicher Gradient von ( � ) bezeichnet:@ ( � )@X := Grad ( � ); @ ( � )@ x := grad ( � ): (2.4)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 112.2.3 Deformationsgradient, Transport von Linien-elementenBetrachtet man zwei benachbarte Punkte X und Y, die auf der Referenzkon�gura-tion den di�erentiellen Abstand dX haben, so ver�andert sich dieser Di�erenzvektorim Laufe der fortschreitenden Deformation, bis die beiden Punkte auf der aktuellenKon�guration den Abstand dx besitzen (siehe Abbildung 2.1). Der Deformations-gradient F ist dann durch das Verh�altnis der beiden Linienelemente de�niert, wennder Abstand gegen null geht. F beschreibt somit den Transport eines Linienelementsvon der Referenz- auf die aktuelle Kon�guration:F := @ x@X = Gradx = I + H =) dx = F dX: (2.5)Entsprechend transportiert der inverse Deformationsgradient F�1 ein Linienelementvon der aktuellen auf die Referenzkon�guration:F�1 := @X@ x = gradX = I � J =) dX = F�1 dx: (2.6)Im Rahmen der polaren Zerlegung kann der Deformationsgradient eindeutig ineinen eigentlich-orthogonalen Rotationstensor R und einen Linksstrecktensor Vbzw. einen Rechtsstrecktensor U aufgespalten werden:F = VR = RU; V = RURT : (2.7)2.2.4 DichtefunktionenInfolge der Porosit�at des Festk�orpermaterials k�onnen zwei unterschiedliche Dichte-funktionen eingef�uhrt werden. Dies sind die e�ektive oder realistische Dichte �R, diedurch das Verh�altnis der lokalen Festk�orpermasse dm zum mikroskopisch tats�achlicheingenommenen Volumen dvS gegeben ist, und die Partialdichte �, die durch denQuotienten von dm bez�uglich des Gesamtvolumenelements dv de�niert ist (vgl. deBoer & Ehlers [6]):�R = dmdvS ; � = dmdv : (2.8)Mit Hilfe des sogenannten Volumenanteils nS, der als skalare Strukturvariable dielokale Zusammensetzung des por�osen Festk�orpermaterials beschreibt, sieht man di-rekt, da� die folgende Beziehung g�ultig ist:nS = dvdvS =) � = nS �R: (2.9)



12 2.2. KINEMATIK (POR�OSE, NICHT-POLARE FESTK �ORPER)
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Bild 2.1: Kon�gurationen der klassischen KontinuumsmechanikDie aus der Literatur bekannte Porosit�at n des Festk�orpers ergibt sich f�ur den hierbetrachteten Fall von leeren Poren zun = 1 � nS: (2.10)Ausgehend von der Annahme, da� die Kompressibilit�at der por�osen Struktur deut-lich gr�o�er ist als die Kompressibilit�at des reinen Festk�orpermaterials, wird im fol-genden die e�ektive Dichte �R als konstant angenommen (materiell inkompressiblesMaterial):�R = konst: =) � = � (nS ): (2.11)Es ist einsichtig, da� diese Annahme z. B. f�ur locker oder mitteldicht gelagertenSand, bei dem die Kompressibilit�at der Struktur ein Vielfaches der Kompressibilit�atder einzelnen K�orner ist, in einem weiten Bereich G�ultigkeit besitzt. Man beach-te, da� mit der Annahme �R = konst: noch keine Aussage �uber die Partialdichtegemacht wird, denn diese ist durch eventuelle Ver�anderungen von nS variabel.2.2.5 Konvektive KoordinatenF�ur die folgenden theoretischen �Uberlegungen ist es hilfreich, sogenannte konvektiveKoordinaten mittels krummliniger Paramterlinien �i (i = 1; 2; 3) einzuf�uhren (sieheBild 2.2). Die nat�urlichen (kovarianten) Basisvektoren ai der aktuellen Kon�guration



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 13sowie hi der Referenzkon�guration ergeben sich dann durch Tangentenbildung andie Parameterlinien �i:ai = dxd�i ; hi = dXd�i : (2.12)
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kontravarianter Transport:Bild 2.2: Transportverhalten und nat�urliche BasisvektorenMit den Methoden der Vektoralgebra (siehe z. B. de Boer [5]) kann man duale(kontravariante) Basisvektoren ai und hi einf�uhren,ai = d�idx ; hi = d�idX ; (2.13)die den folgenden Eigenschaften gen�ugen:ai � aj = �ij; hi � hj = �ij;ai � aj = aij; hi � hj = hij;ai � aj = aij; hi � hj = hij: (2.14)Hierin sind �ij das Kronecker -Delta, aij und hij die kovarianten Metrikkoe�zientensowie aij und hij die kontravarianten Metrikkoe�zienten. Mit den Beziehungen aus(2.14) erh�alt man die Vorschrift f�ur das "Runter-\ bzw. "Hochziehen\der Indizes:ai = aij aj; ai = aij aj;hi = hij hj; hi = hij hj: (2.15)



14 2.2. KINEMATIK (POR�OSE, NICHT-POLARE FESTK �ORPER)Mit diesen De�nitionen entsprechen die kovarianten Basisvektoren ai und hi, mul-tipliziert mit einem in�nitessimalen Element d�i der Paramterlinie �i, einem Lini-enelement dx bzw. dX entlang der i-ten nat�urlichen Koordinatenrichtung. Mit denMethoden der Tensorrechnung (siehe z. B. de Boer [5] oder Klingbeil [53]) erhaltender Deformationsgradient und sein inverser Tensor die folgenden Formen:F = ai 
 hi = �ij ai 
 hj =) ai = Fhi;F�1 = hi 
 ai = �ij hi 
 aj =) hi = F�1 ai: (2.16)Hierbei wurde von der Einsteinschen Summenkonvention Gebrauch gemacht, diebesagt, da� �uber gegenst�andige Indizes in einem Term summiert wird. Aus (2.16)ist ersichtlich, da� F und F�1 sogenannte Zwei-Feld-Tensoren mit je einem Basis-vektor auf der Referenz- und auf der aktuellen Kon�guration sind und da� F denkovarianten Vorw�artstransport sowie F�1 den kovarianten R�uckw�artstransport vonder Referenz- auf die aktuelle Kon�guration beschreiben. Man kann sich leicht da-von �uberzeugen, da� sich kontravariante Vektoren mit FT�1 bzw. FT transportierenlassen:FT�1 = ai 
 hi =) ai = FT�1 hi;FT = ai 
 hi =) hi = FT ai: (2.17)Die Begri�sbildung "ko-\ und "kontravarianter\ Transportmechanismus bezieht sichdabei auf die Varianz der Basis der zu transportierenden Vektor- bzw. Tensorgr�o�e,(vgl. Ehlers [25, 26]).2.2.6 Deformations- und Verzerrungsma�eDie Deformationsma�e beschreiben das Transportverhalten der Quadrate der Lini-enelemente. Der rechte Greensche Deformationstensor C transportiert ein Quadratvon Linienelementen von der Referenz- auf die aktuelle Kon�guration und der inver-se linke Greensche Deformationstensor B�1 transportiert entsprechend ein Quadratvon Linienelementen von der aktuellen auf die Referenzkon�guration:dx � dx = dX � C dX;dX � dX = dx � B�1 dx: (2.18)Darin sindC = FT F = aij hi 
 hj;B = FFT = hij ai 
 aj: (2.19)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 15Der Greensche Verzerrungstensor E und der Almansische Verzerrungstensor A sinddurch die Darstellung der Di�erenz von Quadraten der Linienelementen motiviert.Dabei stellt E die Di�erenz der Quadrate der Linienelemente mit Bezug auf dieReferenzkon�guration und A mit Bezug auf die aktuelle Kon�guration dar:dx � dx � dX � dX = dX � 2E dX;dx � dx � dX � dX = dx � 2A dx: (2.20)Hieraus ergeben sich die De�nitionenE := 12(C � I) = 12(aij � hij) hi 
 hj;A := 12(I � B�1) = 12(aij � hij) ai 
 aj: (2.21)Die Verzerrungstensoren E und A haben eine kontravariante Basis und lassen sichentsprechend Gleichung (2.17) und Bild 2.2 durch den kontravarianten Transportme-chanismus ineinander abbilden, da sie jeweils �uber das gleiche Koe�zientenschemaverf�ugen (siehe Ehlers [26] oder Haupt & Tsakmakis [50]):A = FT�1EF�1; E = FT AF: (2.22)Die Beziehungen aus (2.22) werden durch das folgende Konzept zusammengefa�t:E FT�1 ( � )F�1 >< FT ( � )F A : (2.23)Die Karni -Reiner -Verzerrungstensoren K und RK (das "R\ steht f�ur Referenzkon-�guration) k�onnen z. B. durch Vorrotation von E bzw. R�uckrotation von A gebildetwerden:K = RERT = 12(B � I) = 12(hij � aij) ai 
 aj;RK = RTAR = 12(I � C�1) = 12(hij � aij)hi 
 hj: (2.24)K und RK haben physikalisch die Bedeutung der Di�erenz der Quadrate der dualenLinienelemente mit Bezug zur aktuellen bzw. Referenzkon�guration. Sie sind somitim Gegensatz zu A und E kovariante Verzerrungstensoren und lassen sich mit Hilfevon (2.17) und Bild 2.2 durch kovariante Transporte ineinander �uberf�uhren:RK F ( � )FT >< F�1 ( � )FT�1 K : (2.25)Die Karni -Reiner -Verzerrungstensoren eignen sich infolge der kovarianten Basis gutzur Formulierung von hypoelastischen Elastizit�atsgesetzen der kovariant de�niertenSpannungstensoren.



16 2.2. KINEMATIK (POR�OSE, NICHT-POLARE FESTK �ORPER)2.2.7 DeformationsgeschwindigkeitDer Deformationsgeschwindigkeitsgradient L beschreibt die zeitliche �Anderung einesLinienelements dx der aktuellen Kon�guration:d _x = L dx; L = _FF�1 = _ai 
 ai: (2.26)Mit (2.26) kann damit unmittelbar die zeitliche Ableitung der Basisvektoren ai be-stimmt werden:_ai = Lai: (2.27)Der symmetrische Anteil von L hei�t symmetrischer Deformationsgeschwindigkeits-tensor D, und der schiefsymmetrische Anteil von L wird Drehgeschwindigkeitstensoroder Wirbeltensor W genannt:L = D + W;D = 12(L + LT );W = 12(L � LT ): (2.28)
Neben der Aufspaltung in den symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil exi-stiert die Aufspaltung des Geschwindigkeitsgradienten L in den schiefsymmetri-schen Kreiseltensor 
 und den verallgemeinerten, unsymmetrischen Deformations-geschwindigkeitstensor �:L = � + 
;� = R _UU�1RT ;
 = _RRT : (2.29)
F�ur die genannten Aufspaltungen k�onnen die folgenden Beziehungen gezeigt werden:D = 12(� + �T );W = 
 + 12(� � �T ): (2.30)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 172.2.8 ZeitableitungenDie materielle Zeitableitung ( � ). einer tensoriellen Gr�o�e ( � ) mit einer Basis auf derMomentankon�guration wird bekanntlich durch die partielle Ableitung bez�uglich des(mitbewegten) Basissystems der aktuellen Kon�guration und der zeitlichen �Ande-rung der Basis selbst gebildet (Relativbewegung). Die materielle Zeitableitung ge-n�ugt f�ur tensorielle Gr�o�en mit Basis auf der Momentankon�guration nicht mehrdem Prinzip der Beobachterinvarianz (vgl. z. B. Altenbach & Altenbach [1]).Beispielhaft werden f�ur die Klasse der objektiven Zeitableitungen die Green-Naghdi -Ableitung ( � )� sowie die untere und obere Oldroyd -Ableitung ( � )5 bzw. ( � )4erw�ahnt, die folgenderma�en de�niert sind:( � )� = ( � ). � 
 ( � ) � ( � )
T ;( � )5 = ( � ). � L ( � ) � ( � )LT ;( � )4 = ( � ). + LT ( � ) + ( � )L: (2.31)Bei der Green-Naghdi -Ableitung (Green & Naghdi [41]) wird der rotatorische An-teil der Ableitung des mitbewegten Basissystems nicht ber�ucksichtigt. Somit wirdmit der Green-Naghdi -Ableitung die zeitliche Ableitung bez�uglich einer mitrotiertenKon�guration beschrieben. Bei der unteren und oberen Oldroyd -Ableitung (Oldroyd[64]) wird die komplette zeitliche �Anderung des mitbewegten kovarianten bzw. kon-travarianten Basissystems nicht ber�ucksichtigt. Mit der unteren und oberen Oldroyd -Ableitung wird demnach die zeitliche Ableitung bez�uglich des komplett mitbewegtenBasissystems beschrieben. Dies bedeutet, da� f�ur eine tensorielle Gr�o�e mit der Basisauf der Momentankon�guration lediglich die Zeitableitung des Koe�zientenschemasgebildet wird.Eine Zusammenstellung von gebr�auchlichen und weniger bekannten objektiven Zeit-ableitungen �ndet man bei Wegener [85].Mit diesen �Uberlegungen und unter Verwendung von (2.29) k�onnen die folgendenTransportbeziehungen gezeigt werden:_U=RT �RU R ( � )RT > �V =�V ;_E= 12 _C FT�1 ( � )F�1 > 4A =D ;R _K=�12 _C�1 F ( � )FT > 5K =D : (2.32)
Aus (2.32) ist zu entnehmen, da� zwischen den dort angegebenen Zeitableitungendie gleiche Transformationsvorschrift gilt, wie zwischen den Ursprungsgr�o�en, vgl.Gleichungen (2.7), (2.23) und (2.25). Die Green-Naghdi -Ableitung kann somit durch



18 2.3. KINEMATIK (MIKROPOLARE MATERIALIEN)den Mechanismus "R�uckrotation { materielle Zeitableitung { Vorw�artsrotation\ be-schrieben werden, f�ur die untere Oldroyd -Ableitung gilt demnach "kovarianter R�uck-w�artstransport { materielle Zeitableitung { kovarianter Vorw�artstransport\, und dieobere Oldroyd -Ableitung hat die Bedeutung: "kontravarianter R�uckw�artstransport{ materielle Zeitableitung { kontravarianter Vorw�artstransport\.Die Verzerrungstensoren A und K haben als Koe�zientenschema jeweils die Di�e-renz der ko- bzw. kontravarianten Metrikkoe�zienten mit jedoch unterschiedlichemVorzeichen, vgl. (2.21) und (2.24). Die Metrik der Referenzkon�guration ist de�ni-tionsgem�a� konstant, so da� durch Ableiten des Koe�zientenschemas die folgendenErgebnisse erzielt werden:5K=�12 _aij ai 
 aj;4A= 12 _aij ai 
 aj: (2.33)Mit den Beziehungen_aij = �aik _akl alj; _aij = �aik _akl alj (2.34)und mit Hilfe von (2.15), (2.26) und (2.28) erkennt man leicht, da� die Ausdr�uckein (2.33) �aquivalent und gleich D sind.2.3 Kinematik (mikropolare Materialien)Im folgenden werden die erweiterten kinematischen Beziehungen f�ur mikropolareMaterialien angegeben. Wie bereits angesprochen, wird die Ber�ucksichtigung derMikropolarit�at durch die Einf�uhrung eines vom Verschiebungszustand unabh�an-gigen Rotationsfelds vorgenommen. Zur vollst�andigen Beschreibung des Bewegungs-zustands eines materiellen Punkts ist somit neben dem Verschiebungsvektor u nochein Drehvektor �' notwendig.2.3.1 Die DirektorenZur kinematischen Ber�ucksichtigung der zus�atzlichen mikropolaren, rotatorischenFreiheitsgrade wird ein zus�atzliches starres Dreibein (Direktoren) an jedem materi-ellen Punkt angeheftet, um die angesprochene Orientierung des Punkts im Raum an-geben zu k�onnen. In Analogie zu den Linienelementen dX und dx bzw. den nat�urli-chen Basisvektoren hi und ai werden Direktoren �i, die eine Referenzorientierungbeschreiben, und Direktoren �i, die die aktuelle Orientierung beschreiben, eingef�uhrt(vgl. Eringen & Kafadar [40]). Die Abbildung zwischen den Direktoren �i und �ierfolgt mit einem eigentlich orthogonalen Tensor �R (Cosserat-Rotationstensor oder



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 19Tensor der Mikrobewegung), der mit Hilfe der Euler -Rodrigues-Formel in Abh�angig-keit der Rotationsachse �e und dem Rotationswinkel �' dargestellt werden kann (vgl.Bild 2.3):�i = �R�i ; �R�RT = �RT �R = I; det �R = 1;�R = �e
 �e+ ( I � �e
 �e) cos �'+ (�e� I ) sin �' ;�' = �'�e: (2.35)Das �au�ere Tensorprodukt zwischen Vektor und Tensor ist folgenderma�en de�niert(siehe de Boer [5]):a � A = �A � a = [ 3E (a 
 A)]2: (2.36)Darin gibt der unterstrichene Index die Stufe des Ergebnisses einer tensoriellen Ver-kn�upfung von Tensoren h�oherer Stufe an, vgl. auch Anhang A.
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Bild 2.3: Direktoren der mikropolaren Theorie2.3.2 Zerlegung der DeformationOhne Beschr�ankung der Allgemeinheit ist es m�oglich, die Direktoren auf zwei ver-schiedene Arten mit den nat�urlichen Basisvektoren zu identi�zieren. Einerseits kannman die Direktoren �i mit den Basisvektoren hi der Referenzkon�guration gleich-setzen. Diese Annahme f�uhrt zu einer sogenannte �V-Kon�guration mit den Basis-vektoren �ai = �i, die infolge der eigentlichen Orthogonalit�at von �R die aktuelle



20 2.3. KINEMATIK (MIKROPOLARE MATERIALIEN)Orientierung aller materiellen Punkte auf der Geometrie der Referenzkon�gurationwiedergibt. Dieses Vorgehen entspricht prinzipiell einer Lagrangeschen Beschreibungder Mikropolarit�at. Andererseits kann man gleichwertig die Direktoren �i mit denBasisvektoren ai der aktuellen Kon�guration identi�zieren. Mit dieser Annahme istdie Existenz einer sogenannte �U-Kon�guration (Basisvektoren �hi = �i) verkn�upft,die f�ur die Direktoren als Referenzkon�guration dient, jedoch mit der Geometrie deraktuellen Kon�guration versehen ist, vgl. Bild 2.4. Dies entspricht einer EulerschenBeschreibung der Direktoren (siehe Diebels & Ehlers [21]). Man beachte, da� wegender zus�atzlichen Rotation die Basisvektoren �ai und �hi nicht mehr Tangenten an dieParameterlinien sind.
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Bild 2.4: Kon�gurationen der mikropolaren KontinuumsmechanikSomit ist es m�oglich, zwei verschiedene Aufspaltungen f�ur den Deformationsgradi-enten F bzw. den Cosserat-Rotationstensor �R in Analogie zur polaren Zerlegung(2.7) anzugeben:F = �R �U = �V �R; �U 6= �UT ; �V 6= �VT ;�R = F �U�1 = �V�1F = ai 
 �hi = �ai 
 hi: (2.37)Im Gegensatz zur polaren Zerlegung sind die Cosserat-Deformationstensoren �U und�V nicht mehr zwingend symmetrisch. Folglich ist Gleichung (2.37) nicht mehr ein-deutig, und �U sowie �V h�angen sowohl von den translatorischen (�uber F) als auch



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 21von den rotatorischen Freiheitsgraden (�uber �R) ab:�U = �RT F = �RT �V �R = �hi 
 hi;�V = F �RT = �R �U �RT = ai 
 �ai: (2.38)An dieser Stelle sei eine Bemerkung zur Nomenklatur gestattet: Es wird versucht,alle mikropolaren Gr�o�en, die ein Analogon in der nicht-polaren Theorie haben, mitdem gleichen Buchstaben und einem Querstrich zu bezeichnen. So ist der Cosserat-Rotationstensor �R vergleichbar mit dem Rotationstensor R der polaren Zerlegung.2.3.3 Mikropolare Deformations- und Verzerrungsma�eIn der mikropolaren Kontinuumsmechanik beschreiben die Deformationstensorennicht mehr den Transport von Quadraten der Linienelemente, sondern den Transportdes Skalarprodukts zwischen Direktor und Linienelement (siehe Diebels & Ehlers[21]): � � dx = �R� � F dX = � � �RT F dX = � � �U dX ;� � dX = �RT � � F�1dx = � � �RF�1dx = � � �V�1 dx : (2.39)Die Verzerrungstensoren �E und �A sind jetzt in Analogie zu (2.20) �uber die Di�erenzder Skalarprodukte zwischen Linienelementen und Direktoren de�niert:� � dx � � � dX = � � �EdX;� � dx � � � dX = � � �Adx: (2.40)Darin sind�E = �U � I = (�ij � �hi � hj) �hi 
 hj;�A = I � �V�1 = (�ai � aj � �ij) �ai 
 aj: (2.41)Ersetzt man in (2.23) den linken Transporttensor FT�1 durch den entsprechendenmikropolaren Transporttensor �RT�1 = �R, dann ergibt sich die Beziehung zwischen�E und �A:�E �R ( � )F�1 >< �RT ( � )F �A : (2.42)



22 2.3. KINEMATIK (MIKROPOLARE MATERIALIEN)Durch Vorrotation von �E bzw. R�uckrotation von �A entstehen die Karni -Reiner -Tensoren der mikropolaren Theorie in Analogie zu (2.24):�K = �R �E �RT = �V � I = (ai � �aj � �ij) ai 
 �aj;R �K = �RT �A �R = I � �U�1 = (�ij � hi � �hj ) hi 
 �hj: (2.43)�K und R �K k�onnen durch die folgende Transformation ineinander abgebildet werden,vgl. Gleichung (2.25):R �K F ( � ) �RT >< F�1 ( � ) �R �K : (2.44)
2.3.4 Mikropolare Kr�ummungsma�eDer Kr�ummungstensor ist ein zus�atzliches Deformationsma� der mikropolaren Theo-rie, das in der klassischen Kontinuumsmechanik nur eine untergeordnete Rolle spielt.Der Kr�ummungstensor wird durch den Cosserat-Rotationstensor �R und seinen Gra-dienten gebildet (vgl. Eringen & Kafadar [40] oder Steinmann [76]). Aufgrund derExistenz von zwei �aquivalenten Darstellungen von �R aus (2.37) und der eigent-lichen Orthogonalit�at von �R gibt es sehr viele Darstellungsm�oglichkeiten f�ur dieKr�ummungsma�e. Zun�achst werden die Beschreibungen des Kr�ummungstensors mitallen Basisvektoren auf einer Kon�guration vorgestellt:R 3�K := (�RT Grad �R)3 = (�
 ijk � � ijk ) hi 
 hj 
 hk;�V 3�K := �(�R grad �V �RT )3 = (�
 ijk � � ijk ) �ai 
 �aj 
 �ak;�U 3�K := (�RT Grad �U �R)3 = (
 ijk � �� ijk ) �hi 
 �hj 
 �hk;3�K := �(�R grad �RT )3 = (
 ijk � �� ijk ) ai 
 aj 
 ak: (2.45)
Die Operatoren "grad�V ( � )\ und "Grad �U ( � )\ sind als r�aumliche Ableitungen von ( � )bez�uglich der Ortsvektoren der �V-Kon�guration bzw. der �U-Kon�guration de�niert.Die unterschiedlichen Gradienten lassen sich mit kontravarianten Transportmecha-nismen ineinander �uberf�uhren. Es gelten z. B. die folgenden Beziehungen:[grad �V ( � )]i = [Grad ( � ) �RT ]i; [Grad ( � )]i = [grad �V ( � ) �R]i;[grad ( � )]i = [Grad �U ( � ) �RT ]i; [Grad �U ( � )]i = [grad ( � ) �R]i;[grad ( � )]i = [Grad ( � ) F�1]i; [Grad ( � )]i = [grad ( � ) F]i: (2.46)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 23In (2.45) wurden verallgemeinerte Christo�el -Symbole verwendet (vgl. de Boer [5]),die das Koe�zientenschema der Ableitung eines Basisvektors in Abh�angigkeit desBasisvektors angeben:@ai@�j = 
 kij ak; @ai@�j = 
ijkak = �
 ikj ak;@hi@�j = � kij hk; @hi@�j = �ijkhk = �� ikj hk;@�ai@�j = �
 kij �ak; @�ai@�j = �
ijk�ak = ��
 ikj �ak;@�hi@�j = �� kij �hk; @�hi@�j = ��ijk�hk = ��� ikj �hk: (2.47)
Die De�nition der Christo�el -Symbole erh�alt man aus (2.47) durch skalare Multi-plikation mit dem jeweiligen dualen Basisvektor. Es ist zu beachten, da� die Chri-sto�el -Symbole 
 kij und � kij symmetrisch bez�uglich der ersten beiden Indizes sind,da ai und hi nach (2.12) als Tangenten an die Paramterlinien de�niert wurden unddie Schwarz sche Vertauschbarkeitsregel Anwendung �ndet.Die Christo�el -Symbole �
 ijk und �� ijk verf�ugen nicht �uber die angesprochene Sym-metrie, da die zugeh�origen Basisvektoren �ai und �hi keine Tangentialeigenschaft be-sitzen:
 kij = 
 kji ; � kij = � kji ;�
 kij 6= �
 kij ; �� kij 6= �� kij : (2.48)In (2.45) wurde f�ur R 3�K und �V 3�K die Darstellung �R = �ai 
 hi und f�ur �U 3�K und 3�Kdie alternative Darstellung �R = ai 
 �hi verwendet. Zudem wurde ausgenutzt, da��RT = �R�1 ist.Im folgenden sei exemplarisch f�ur R 3�K die Ermittlung des Koe�zientenschemas aus(2.45)1 gezeigt:Zun�achst wird der Gradiententerm von R 3�K untersucht:Grad �R = Grad (�ai 
 hi) = (Grad�ai 
 hi)23T + �ai 
Gradhi: (2.49)Die Transposition ( � )ikT bedeutet darin eine Vertauschung des i-ten mit dem k-ten Basisvektor von Tensoren h�oherer Stufe. Die in (2.49) auftretenden Gradientenk�onnen durch die Christo�el -Symbole aus (2.47) ausgedr�uckt werden:Grad�ai = �
 kij �ak 
 hj; Gradhi = �ijkhk 
 hj = �� ikj hk 
 hj: (2.50)



24 2.3. KINEMATIK (MIKROPOLARE MATERIALIEN)Einsetzen von (2.50) in (2.49) und Umbenennung der Indizes ergibtGrad �R = (�
 ijk � � ijk )�ai 
 hj 
 hk: (2.51)Durch die Multiplikation mit �RT wird schlie�lich noch der erste Basisvektor auf dieReferenzkon�guration zur�uckgezogen, und man erh�alt das gesuchte Ergebnis:(�RT Grad �R)3 = (�
 ijk � � ijk )hi 
 hj 
 hk: (2.52)Aus (2.45) ist zu entnehmen, da� �U 3�K und 3�K bzw. R 3�K und �V 3�K jeweils das gleicheKoe�zientenschema bei unterschiedlicher Basis aufweisen, wobei die Basistransfor-mationen zwischen �U 3�K und 3�K sowie zwischen R 3�K und �V 3�K identisch sind, so da�die folgende Transformationsvorschrift gilt:�U 3�K f�R [( � )23T �RT ]3 23T �RTg3> 3�K ;R 3�K f�R [( � )23T �RT ]3 23T �RTg3> �V 3�K : (2.53)Bez�uglich weiterer Transportmechanismen von 3-stu�gen Tensoren, vgl. z. B. Ehlers[25].Da R 3�K und 3�K nach (2.45) �uber ein unterschiedliches Koe�zientenschema verf�ugen,k�onnen sie nicht unmittelbar durch reine Basistransformation (Vorw�arts- bzw. R�uck-w�artstransport) ineinander �uberf�uhrt werden. Um dennoch einen Transportmecha-nismus zwischen diesen beiden Kr�ummungstensoren aufzuzeigen, wird bei der Aus-wertung von 3�K nicht von der Darstellung �R = ai 
 �hi, sondern von �R = �ai 
 hiGebrauch gemacht. Damit ergibt sich3�K := �(�R grad �RT )3 = (�
 ijk � � ijk ) �ai 
 �aj 
 ak; (2.54)so da� im Vergleich mit (2.45)13�K = f�R [(R 3�K)23T �RT ]3 23T F�1g3: (2.55)Analoges Vorgehen liefertR 3�K := (�RT Grad �R)3 = (
 ijk � �� ijk ) �hi 
 �hj 
 hk; (2.56)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 25so da� im Vergleich mit (2.45)4 ebenfalls der Zusammenhang aus (2.55) gilt, derauch in schematischer Form dargestellt werden kann:R 3�K f�R [( � )23T �RT ]3 23T F�1g3> 3�K : (2.57)Alle Kr�ummungstensoren sind schiefsymmetrisch bez�uglich der ersten beiden Indi-zes. Dies sei exemplarisch f�ur 3�K gezeigt:grad I = 30 =) grad (�R �RT ) = 30 : (2.58)Unter Verwendung der Identit�at (de Boer [5])grad(AB) = [(gradA)23T B]3 23T + (A gradB)3 (2.59)ergibt sich anstelle von (2.58):[(grad �R)23T �RT ]3 23T + (�R grad �RT )3 = 30 : (2.60)Man kann sich leicht davon �uberzeugen, da� mit (2.60) und der Identit�at[(grad �R)23T �RT ]3 23T = (�R grad �RT )3 12T (2.61)die Schiefsymmetrie von 3�K folgt:(�R grad �RT )3 = �(�R grad �RT )3 12T =) 3�K = �( 3�K )12T : (2.62)Infolge der Schiefsymmetrie k�onnen die Kr�ummungstensoren ein-eindeutig mit Hilfedes Ricci -Permutationstensors 3E (Fundamentaltensor dritter Stufe) auf zweistu�geaxiale Kr�ummungstensoren reduziert werden (Eringen & Ka�adar [40]):�K = �12( 3E 3�K)2 ; 3�K = �( 3E �K)3 ;R �K = �12( 3E R 3�K)2 ; R 3�K = �( 3E R �K)3 ;�V �K = �12( 3E �V 3�K)2 ; �V 3�K = �( 3E �V �K)3 ;�U �K = �12( 3E �U 3�K)2 ; �U 3�K = �( 3E �U �K)3 : (2.63)



26 2.3. KINEMATIK (MIKROPOLARE MATERIALIEN)Der Permutationstensor 3E kann darin bzgl. einer beliebigen schiefsymmetrischenBasis gi bzw gi dargestellt werden (de Boer [5])3E= 8>><>>:pg eijk gi 
 gj 
 gk1pg eijk gi 
 gj 
 gkmit g = det(gij)und eijk = eijk = 8>>><>>>: 1 : gerade Permutation�1 : ungerade Permutation0 : sonst
(2.64)

Mit (2.63) ergibt sich das Transformationsverhalten der zweistu�genKr�ummungstensoren zu:�U �K �R ( � ) �RT> �K ;R �K �R ( � ) �RT > �V �K ;R �K �R ( � )F�1> �K : (2.65)
2.3.5 Mikropolare DeformationsgeschwindigkeitDa die Basisvektoren �ai w�ahrend der Deformation keine L�angen�anderung erfahren,beschreibt der mikropolare Kreiseltensor �
 die zeitliche Ableitung der Basisvektoren�ai und somit auch die zeitliche Ableitung von �R:�
 = _�R �RT ; _�R = �
 �R; _�ai = �
�ai: (2.66)Analog zu den Kr�ummungstensoren ist es m�oglich zu zeigen, da� der mikropolareKreiseltensor schiefsymmetrisch ist und daher mit Hilfe des Ricci -Permutations-tensors auf den axialen Vektor �! (auch Winkelgeschwindigkeit genannt) ein-eindeu-tig verj�ungt werden kann:�! = 12 3E �
T ; �
T = � 3E �!: (2.67)Der unsymmetrische, mikropolare Deformationsgeschwindigkeitstensor �� ergibt sichals Di�erenz zwischen L und �
:�� := L � �
 ; �� 6= ��T : (2.68)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 27In den Gleichungen (2.37) und (2.68) erkennt man sehr gut die Auswirkung derzus�atzlichen rotatorischen Freiheitsgrade auf die Kinematik. F und L sind sowohlf�ur die nicht-polare als auch die mikropolare Kinematik identisch. Die multiplikativeZerlegung (2.7) von F sowie die additive Zerlegung (2.28)1 von L ist im nicht-polarenFall eindeutig, w�ahrend die entsprechenden mikropolaren Zerlegungen (2.37) und(2.68) durch den Cosserat-Rotationstensor bestimmt sind. Hieraus ist ersichtlich,da� prinzipiell die Abw�artskompatibilit�at von der mikropolaren zur nicht-polarenTheorie gew�ahrleistet ist, indem der Cosserat-Rotationstensor mit dem Rotations-tensor der polaren Zerlegung von F identi�ziert wird. Lediglich die De�nition derVerzerrungsma�e hat dann eine zul�assige, aber modi�zierte Form, da die Symme-trieeigenschaften von U und V f�ur die De�nition der Deformationsma�e nicht aus-genutzt werden.Schlie�lich kann die zeitliche Ableitung der Basisvektoren �hi in Abh�angigkeit von�
, �R und L dargestellt werden:_�hi = �RT �� �R �hi : (2.69)2.3.6 Mikropolare ZeitableitungenDie mikropolare Green-Naghdi -Ableitung sowie die mikropolaren Oldroyd -Ablei-tungen erhalten gegen�uber Gleichungen (2.31) leicht modi�zierte Formen:( � )� = ( � ). � �
 ( � ) � ( � ) �
T ;( � )H = ( � ). � L ( � ) � ( � ) �
T ;( � )N = ( � ). + �
T ( � ) + ( � )L: (2.70)
Die Bedeutung der mikropolaren Zeitableitung ist prinzipiell mit den nicht-polarenZeitableitungen vergleichbar. Bei der Green-Naghdi -Ableitung erkennt man diesenZusammenhang sofort, und somit wird die Zeitableitung bez�uglich einer mitrotier-ten Kon�guration gebildet. Bei den mikropolaren Oldroyd -Ableitungen mu� ber�uck-sichtigt werden, da� die mikropolaren Verzerrungsma�e �A und �K nach Gleichungen(2.41) und (2.43) Zweifeldtensoren sind, die jeweils einen Basisvektor auf der ak-tuellen und einen auf der �V-Kon�guration haben. Demnach beschreibt die unteremikropolare Oldroyd -Ableitung die zeitliche Ableitung bez�uglich mitbewegter Ba-sissysteme f�ur eine tensorielle Gr�o�e mit dem ersten kovarianten Basisvektor aufder aktuellen Kon�guration und dem zweiten kontravarianten Basisvektor auf der�V-Kon�guration. Die obere mikropolare Oldroyd -Ableitung hat die entsprechendeBedeutung einer zeitlichen Ableitung bez�uglich mitbewegter Basissysteme f�ur einetensorielle Gr�o�e mit dem ersten kovarianten Basisvektor auf der �V-Kon�gurationund dem zweiten kontravarianten Basisvektor auf der aktuellen Kon�guration.



28 2.3. KINEMATIK (MIKROPOLARE MATERIALIEN)Die Beziehungen (2.32) sind mit diesen De�nitionen auf die mikropolare Theorie�ubertragbar:_�U = �RT �� �R �U �R ( � )�RT > ��V = �� �V ;_�E = _�U �R ( � )F�1 > N�A = �� ;R _�K = � _�U�1 F ( � )�RT > H�K = �� : (2.71)
2.3.7 Mikropolare Kr�ummungsgeschwindigkeitDie zeitlichen Ableitungen der Kr�ummungstensoren seien an dieser Stelle nur kurzerw�ahnt. Die materielle Zeitableitung von R 3�K aus (2.45) ergibt:(R 3�K). = _�RT Grad �R + �RT Grad _�R: (2.72)Mit (2.66) folgt(R 3�K). = �RT �
T Grad �R + �RT Grad (�
 �R): (2.73)Schlie�lich erh�alt man mit (2.59) und unter Ausnutzung der Schiefsymmetrie von �
das Resultat(R 3�K). = f�RT [( Grad �
 )23T �R]3 23T g3: (2.74)Mit Gleichungen (2.65) bis (2.74) folgen die zeitlichen Ableitungen der zweistu�genKr�ummungstensoren R �K und �V �K:R _�K = �RT Grad �! �R ( � )�RT > V ��K = grad�V �! : (2.75)F�ur die zeitlichen Ableitungen von �U �K und �K gilt prinzipiell der gleiche Zusammen-hang: U _�K �R ( � )�RT > ��K : (2.76)Darin sindU _�K = �RT Grad �U �! � �U �K �RT �� �R;��K = grad �! � �K ��: (2.77)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 29Letztendlich sei noch der Zusammenhang zwischen den zeitlichen Ableitungen derKr�ummungstensoren R �K und �K genannt, der das folgende interessante Ergebnisliefert: R _�K = �RT Grad �! �R ( � )F�1 > N�K = grad �! : (2.78)2.4 Kompatibilit�atsbedingungenIn diesem Kapitel werden Kompatibilit�atsbedingungen (Vertr�aglichkeitsbedingun-gen) entwickelt, die von den Deformationsma�en erf�ullt werden m�ussen, damit �uber-haupt eine Bewegungungsfunktion existiert, aus der die Deformationsma�e hergelei-tet werden k�onnen. In der klassischen Kontinuumsmechanik haben die Kompatibi-lit�atsbedingungen eine eher untergeordnete Rolle, da die Bewegungsfunktion gege-ben ist und die daraus abgeleiteten Deformationsma�e die Kompatibilit�atsbedingun-gen somit auf jeden Fall erf�ullen. Die Bedeutung der Vertr�aglichkeitsbedingungenf�ur die mikropolare Theorie zeigt sich erst im Falle von elastisch-plastischem Ma-terialverhalten, da hier einige Kompatibilit�atsaussagen im Gegensatz zur Theorienicht-polarer Materialien einen entscheidenden Ein
u� auf die Formulierung vonEvolutionsgleichungen haben, vgl. Kapitel 2.6.Mit Hilfe der Schwarz schen Vertauschungsregel f�ur partielle Ableitungen k�onnendie folgenden Symmetrieeigenschaften der Deformationsgradienten zweiten Gradesgezeigt werden:3G = gradF�1 = � grad gradu = (gradF�1)23T ;R 3G = GradF = GradGradu = (GradF)23T : (2.79)Ein allgemeiner Weg zur De�nition von h�oheren Gradienten ist die Einf�uhrung dersogenannten Gruppe linearer Abbildungen zweiten Grades L (vgl. Cross [16] undEhlers [25]). L ist mit Hilfe von gruppentheoretischen �Uberlegungen de�niert undbeinhaltet Paare von TensorenL = f(H; 3C)g mit 3C= 3C 23T ; (2.80)ohne zu fordern, da� H ein De�nitionsgradient oder 3C der Gradient von H ist. Mit(2.80) ist ersichtlich, da� die Paare (F; R 3G ) sowie (F�1; 3G ) mit den De�nitionenR 3G = R 3G 23T := (F�1GradF)3 = (
 ijk � � ijk ) hi 
 hj 
 hk;3G = 3G 23T := �(F gradF�1)3 = (
 ijk � � ijk ) ai 
 aj 
 ak (2.81)



30 2.4. KOMPATIBILIT �ATSBEDINGUNGENElemente von L sind. 3G entsteht aus dem kovarianten Vorw�artstransport des er-sten Basisvektors von 3G auf die aktuelle Kon�guration, und R 3G wird durch denkovarianten R�uckw�artstransport des ersten Basisvektors von R 3G gebildet. Somithaben 3G und R 3G nicht mehr die Eigenschaft eines Zweifeldtensors, da alle Basis-vektoren jeweils der gleichen Kon�guration entstammen. Mit Hilfe der Gleichungen(2.37), (2.43), (2.45) und der Rechenregel (2.59) k�onnen die folgenden Ausdr�uckeaus (2.81) hergeleitet werden:R 3�K � (R 3�K)23T = [F�1 (Grad �V)23T �R]3 � [F�1 (Grad �V)23T �R]3 23T ;3�K � ( 3�K)23T = � [F (grad �U�1)23T �RT ]3 + [F (grad �U�1)23T �RT ]3 23T : (2.82)Die Transporte von (2.82)1 auf die �V-Kon�guration und von (2.82)2 auf die �U-Kon�guration ergeben die folgenden Kompatibilit�atsbedingungen:�V 3�K � ( �V 3�K)23T = [�V�1 (grad�V �V)23T ]3 � [�V�1 (grad �V �V)23T ]3 23T ;�U 3�K � ( �U 3�K)23T = � [�U (Grad �U �U�1)23T ]3 + [�U (Grad �U �U�1)23T ]3 23T : (2.83)Die Gleichungen (2.82) bzw. (2.83) sind Tensorgleichungen dritter Stufe, die im all-gemeinen jeweils aus 27 skalaren Gleichungen bestehen. Wegen der speziellen Formvon (2.82) und (2.83) verschwinden die symmetrischen Anteile bez�uglich des zwei-ten und dritten Basisvektors, so da� nur neun skalare Gleichungen voneinanderunabh�angig sind. Einsetzen von (2.63) z. B. in (2.83) und Au
�osen nach �V �K bzw.�U �K ergibt folgende Kr�ummungs-Verzerrungs-Relationen:�V �K = 12f 3E [ �V 3�V + ( �V 3�V )13T � ( �V 3�V )23T ] g2;�U �K = 12f 3E [ �U 3�U + ( �U 3�U)13T � ( �U 3�U )23T ] g2: (2.84)Der Beweis der G�ultigkeit der Beziehung (2.84) ist im Anhang A.3 gegeben. Weiter-hin repr�asentieren �V 3�V den Verzerrungsgradienten von �K, der auf die �V-Kon�gura-tion transportiert wurde und �U 3�U den Verzerrungsgradienten von R �K nach Transportauf die �U-Kon�guration:�V 3�V := [�V�1 grad �V �V]3 = [�V�1 grad�V �K]3;�U 3�U := �[�U Grad �U �U�1]3 = [�U Grad �U R �K]3: (2.85)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 31Ersetzt man in (2.84) die zweistu�gen Kr�ummungstensoren durch ihre urspr�ung-lichen De�nitionen (2.45) und (2.63), dann erh�alt man die mikropolaren Kompati-bilit�atsbedingungen:[ 3E (�R grad �V �RT )3]2 = 12f 3E [ �V 3�V + ( �V 3�V )13T � ( �V 3�V )23T ] g2;� [ 3E (�RT Grad �U �R)3 ]2 = 12f 3E [ �U 3�U + ( �U 3�U)13T � ( �U 3�U)23T ] g2: (2.86)Die Kompatibilit�atsbedingungen (2.86) fassen die Schiefsymmetrie der dreistu�genKr�ummungstensoren und die Symmetrie der Deformationsgradienten zweiten Gra-des zusammen. F�ur eine weitere mikropolare Kompatibilit�atsbedingung wird dieTatsache ausgenutzt, da� die Kr�ummungstensoren aus dem Gradienten der Cosse-rat-Rotation �R hergeleitet werden und somit gilt:Rot R �K = 0;rot �K = 0: (2.87)Darin sind die Operatoren "Rot ( � )\ und "rot ( � )\ folgenderma�en de�niert:Rot ( � ) = f 3E [ Grad ( � ) ]13T g2;rot ( � ) = f 3E [ grad ( � ) ]13T g2: (2.88)
2.5 Geometrisch lineare DarstellungDie kinematischen Relationen in einer geometrisch linearen Darstellung k�onnen ausden nicht-linearen Gleichungen durch formale Linearisierung gewonnen werden. Diesgeschieht durch eine Taylor -Reihen-Entwicklung mit Abbruch nach dem linearenGlied unter Annahme kleiner Verschiebungsgradienten H (J) sowie kleiner Rota-tionen �' = �'�e und kleiner Rotationsgradienten Grad �' (grad �'). Die Gradientenbez�uglich der aktuellen Kon�guration sind jeweils in Klammern geschrieben, da imRahmen einer geometrisch linearen Darstellung "Grad ( � )\ und "grad ( � )\ zusam-menfallen. Der Unterschied w�urde erst im quadratischen Glied der Taylor -Reihen-Entwicklung auftreten und kann somit vernachl�assigt werden. Im folgenden wirddaher im geometrisch Linearen nur noch "grad ( � )\ f�ur den Gradienten verwendet.Der materielle und der r�aumliche Verschiebungsgradient sind daher ungef�ahr gleich:H � J = gradu: (2.89)



32 2.5. GEOMETRISCH LINEARE DARSTELLUNG2.5.1 Formale LinearisierungZur Linearisierung des Cosserat-Rotationstensors �R ist es hilfreich, von der Euler -Rodrigues-Formel (2.35)1 auszugehen und eine Entwicklung um den Punkt �' = 0vorzunehmen:�Rlin: = �R����'=0 + @ �R@ �' ����'=0�';= I + (�e� I) �' = I + (�'� I ) = I � 3E �' ;�RTlin: = I � (�e� I) �' = I � (�'� I ) = I + 3E �' : (2.90)
Die Linearisierung der Verzerrungsma�e �E, �A, R �K und �K ergibt jeweils das lineare,unsymmetrische Cosserat-Verzerrungsma� �" und sei exemplarisch f�ur �E gezeigt:�Elin: = �E����� �'=0;H=0+ @�E@ �R @ �R@ �' ����� �'=0;H=0�' + @�E@H ����� �'=0;H=0 H= 0 + 3E �' + H =: �" : (2.91)
Die symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteile von �" ergeben:�"sym = 12 (H + HT ) = ";�"skw = 12 (H � HT ) + 3E �' = 3E (�' � ') = 3E �' : (2.92)
Man beachte, da� die in (2.92) verwendete Addition von Winkelvektoren nur inder geometrisch linearen Theorie zul�assig ist. Weiterhin kann �"sym mit dem linearenVerzerrungstensor " der nicht-polaren Theorie identi�ziert werden, w�ahrend �"skw eintensorielles Ma� f�ur den Ein
u� der zus�atzlichen Rotation �' auf das linearisierteVerzerrungsma� darstellt (vgl. Ehlers & Volk [36, 39]). Der verwendete Kontinu-umsrotationsvektor ' entspricht dem axialen Vektor des VerschiebungsgradientenH. Die physikalische Bedeutung der drei verschiedenen Rotationsvektoren kann z. B.mit Hilfe eines Timoschenko-Balkens verdeutlicht werden (vgl. G�unther [43]):
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Bild 2.5: RotationsvektorenDie Verdrehung der Mittelachse des Balkens ist abh�angig von der Verschiebungdes Balkens und entspricht somit der Kontinuumsrotation '. Nun k�onnen sich dieQuerschnitte, in deren Ebene die Direktoren � und � liegen, noch zus�atzlich gegendie Mittelachse mit dem freien Rotationsvektor �' verdrehen, so da� � nicht mehrrechtwinklig zur Balkenmittelachse ist. Im Rahmen der geometrisch linearen Theoriek�onnen die Rotationsvektoren zur Gesamtrotation �' der Querschnitte summiertwerden.Die Linearisierung der dreistu�gen Kr�ummungstensoren ergibt genau wie bei denVerzerrungstensoren jeweils das gleiche Ergebnis.Die Linearisierung wird beispielhaft f�ur R 3�K durchgef�uhrt:R 3�K lin: = R 3�K ����'=0 + �RT @(Grad �R)@ �' ����'=0�' + @ �RT@ �' Grad �R����'=0�'= 30 � grad ( 3E �' ) + 30= � ( 3E grad �')3: (2.93)

Mit dem Ergebnis (2.93) kann direkt das Ergebnis der Linearisierung f�ur die zwei-stu�gen Kr�ummungstensoren R �K, �V �K, �U �K und �K bestimmt werden, z. B.:R �Klin: = 12( 3E 3E)2 grad �' = grad �' =: ��: (2.94)�� ist der aus der Literatur bekannte lineare Cosserat-Kr�ummungstensor.



34 2.5. GEOMETRISCH LINEARE DARSTELLUNG2.5.2 Geometrisch lineare Kompatibilit�atsbedingungenDie geometrisch nicht-linearen Kompatibilit�atsbedingungen erhalten in einer geo-metrisch linearen Darstellung eine deutlich einfachere Form. Es l�a�t sich zeigen, da�der linearisierte Kr�ummungstensor �� als Funktion des linearisierten Verzerrungsgra-dienten grad�" darstellbar ist.Mit den Gleichungen (2.90) - (2.94) erh�alt man als Linearisierung von (2.82) oder(2.83) jeweils den folgenden Ausdruck:grad�"� grad23T �" = ( 3E ��)3 � ( 3E ��)3 23T : (2.95)Diese Gleichung wurde in Indexnotation bereits von Nowacki [63] als Kompatibi-lit�atsbedingung der unsymmetrischen Elastizit�atstheorie ver�o�entlicht. Mit einemVorgehen analog zur geometrisch nicht-linearen Theorie kann (2.95) nach �� auf-gel�ost werden (Ehlers & Volk [39]):�� = 12 3E (grad�"+ grad13T �"� grad23T �" )2 : (2.96)Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, da� in der geometrisch linearen Theorie derKr�ummungstensor �� eine reine Funktion des Verzerrungsgradienten grad�" ist.Die Linearisierung der Kompatibilit�atsbedingung (2.87)1 oder (2.87)2 ergibt:rot �� = 0: (2.97)Mit (2.96) kann man zeigen, da� die Bedingung (2.97) �aquivalent zu den Beltrami -Mitchell -Kompatibilit�atsbedingungen der nicht-polaren linearen Kontinuumsmecha-nik ist:rot rot " = rot rot�"sym = 0: (2.98)Zusammenfassend bedeutet dies, da� f�ur einen beliebigen Verzerrungstensor �" undKr�ummungstensor �� die Kompatibilit�atsbedingungen (2.96) sowie (2.97) erf�ullt seinm�ussen, so da� ein Prim�arvariablensatz (bestehend aus u und �') existiert, aus dem�" und �� gebildet werden k�onnen.



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 352.6 Elasto-Plastizit�at2.6.1 Multiplikative Zerlegungen, Zwischenkon�gurationenDie Beschreibung elastisch-plastischen Materialverhaltens bei gro�en Deformatio-nen beginnt mit der Annahme einer multiplikativen Aufspaltung des Deformations-gradienten F und des Cosserat-Rotationstensors �R in einen elastischen und einenplastischen Anteil (Steinmann [76]):F := Fe Fp;�R := �Re �Rp: (2.99)Die Aufspaltung des Deformationsgradienten wird in einer f�ur nicht-polare Mate-rialien �ublichen Art durchgef�uhrt (siehe z. B. Ehlers [26] oder Haupt [48]), um dieAbw�artskompatibilit�at zum klassischen Zwischenkon�gurationskonzept zu gew�ahr-leisten. Die Motivation der multiplikativen Zerlegung von �R basiert auf der Tatsache,da� �R in Analogie zu F die Abbildung der Direktoren von der Referenzkon�gurationauf die aktuellen Kon�guration beschreibt (siehe Kapitel 2.3).Die multiplikative Zerlegung entspricht allgemein einer Hintereinanderausf�uhrungvon zwei unabh�angigen Abbildungen, so da� eine Zwischenkon�guration eingef�uhrtwerden kann, die f�ur die plastische Abbildung Fp den Status einer aktuellen Kon�gu-ration besitzt und f�ur die elastische Abbildung Fe als Referenzkon�guration dient. InErweiterung der Standardtheorie werden infolge der Zerlegung (2.99)2 zus�atzlich ei-ne �U-Zwischenkon�guration und eine �V-Zwischenkon�guration eingef�uhrt, vgl. Bild2.6.Mit den Standardargumenten der Materialtheorie kann gezeigt werden, da� die Zwi-schenkon�guration spannungsfrei bez�uglich des symmetrischen Anteils des Span-nungstensors T ist. Der Spannungstensor, der die arbeitskonjugierte Gr�o�e zu denelastischen Verzerrungen darstellt, ist f�ur mikropolare Materialien im allgemeinennicht-symmetrisch, denn die mikropolaren Verzerrungstensoren enthalten keinerleiSymmetrieeigenschaften. Die Momentenspannungen M sind die arbeitskonjugierteGr�o�e zu den elastischen Kr�ummungen, und die multiplikative Aufspaltung von �Rf�uhrt zur Aussage, da� die �U-Zwischenkon�guration und �V-Zwischenkon�gurationjeweils momentenspannungsfrei sind.F�ur nicht-polare Materialien ist die multiplikative Aufspaltung des Deformations-gradienten lokal nicht-eindeutig bez�uglich einer Multiplikation mit einem beliebigenorthogonalen Tensor Q (vgl. z. B. Haupt [48] oder das �Ubersichtswerk von Khan &Huang [52]), da die abgeleiteten Spannungsma�e unabh�angig von Q sind:F = FeFp = FeQT| {z }~Fe QFp| {z }~Fp = ~Fe ~Fp: (2.100)



36 2.6. ELASTO-PLASTIZIT �ATMit der Forderung, da� f�ur mikropolare Materialien rein elastische und rein plasti-sche Deformationsma�e existieren,�Up := �RTp Fp = (�Up)ij �hi 
 hj; (�Up)ij = �̂hi � ĥj;�Ue := �RTe Fe = �ij �̂hi 
 ĥj;�Vp := Fp �RTp = �ij ĥi 
 �̂aj;�Ve := Fe �RTe = (�Ve)ij ai 
 �aj; (�Ve)ij = ĥi � �̂aj ; (2.101)
werden f�ur mikropolare Materialien die multiplikativen Aufspaltungen (2.99) lokaleindeutig (eindeutig bis auf eine Starrk�orperbewegung). Dies bedeutet, da� die lo-kale Eindeutigkeit f�ur mikropolare Materialien erst durch die zus�atzliche Forderungder Momentenspannungsfreiheit und der Spannungsfreiheit bez�uglich des schiefsym-metrischen Anteils des Spannungstensors auf der Zwischenkon�guration gegeben ist.Nach einer beliebigen elastisch-plastischen Deformation kann die Spannungs- bzw.Momentenspannungsfreiheit nicht durch einfaches Entlasten erreicht werden (Exi-stenz von Eigenspannungen). Vielmehr ist es notwendig, den K�orper durch beliebigviele Schnitte in lokal entlastete Teilk�orper zu zerschneiden.Es ist bekannt, da� die Zwischenkon�guration inkompatibel bez�uglich des Verschie-bungsfeldes ist, so da� Fe und Fp nicht zu einem elastischen bzw. plastischen Ver-schiebungsvektor integriert werden k�onnen (siehe z. B. Haupt [48]). Anschaulich be-deutet diese Inkompatibilit�at, da� der Entlastungsvorgang der Teilk�orper zu einerVerformung f�uhrt, so da� diese im entlasteten Zustand nicht mehr zusammenpassenund sich unter Umst�anden sogar �uberlappen. Folglich ist es auf der Zwischenkon�gu-ration im allgemeinen nicht m�oglich, die Teilk�orper zu einem Gesamtk�orper zusam-menzusetzen. Etwas anders verh�alt es sich mit der Zerschneidung der �U-Zwischen-kon�guration bzw. der �V-Zwischenkon�guration, da �Re und �Rp genau wie �R ei-gentlich orthogonale Tensoren sind. Somit geschieht die Entlastung lediglich durchDrehung der Direktoren, und die Geometrie der Kon�guration bleibt unver�andert.Es ist jedoch m�oglich, da� das Rotationsfeld nach dem Entlasten unstetig �uber dieSchnitte ist.Der Zerteilungsproze� f�uhrt zu mathematischen Schwierigkeiten bei der Formulie-rung der Di�erentialoperatoren auf den Zwischenkon�gurationen. Nachfolgend wer-den lokale Di�erentialoperatoren am Beispiel der multiplikativen Aufspaltung vonF de�niert:1. Durch den Zerteilungsproze� wird der Gesamtk�orper B in beliebig viele o�eneTeilk�orper Bi zerteilt, die jeweils ein Volumen gr�o�er null haben.2. Die Abschlie�ung eines Bi wird mit Bi bezeichnet.3. Die Teilk�orper Bi sind auf der Referenzkon�guration sowie der aktuellen Kon-�guration disjunkt.
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Bild 2.6: Kon�gurationen der elastisch-plastischen Formulierung4. Die Vereinigung der Bi ist eine �Uberdeckung des Gesamtk�orpers B.5. Die Teilk�orper Bi sind auf der Zwischenkon�guration spannungsfrei.6. Zu jedem materiellen Punkt X 2 Bi existiert eine nicht-leere Umgebung UX ,die in Bi enthalten ist und deren Schnitt mit Bi nicht-leer ist.7. Die Di�erentialoperatoren sind nur auf dem Teilk�orper Bi de�niert, in den Xund UX abgebildet werden.8. Liegt X auf dem Rand von Bi, dann sind halbseitige Di�erentialoperatorenzugelassen.Eine Bemerkung zu Punkt 6: Erst durch die Wahl der Umgebung UX wird die Ab-bildung f�ur Punkte X, die direkt auf einem Schnitt liegen, eindeutig, da diese durchdie Abschlie�ung von Bi zu beiden angrenzenden Teilk�orpern geh�oren. Dies bedeu-tet auch, da� z. B. der Gradient an diesen Punkten unterschiedliche Werte haben



38 2.6. ELASTO-PLASTIZIT �ATkann. Dies ist vergleichbar mit den halbseitigen Gradienten einer Funktion mit ei-nem Knick. Da die �Uberdeckung aus Punkt 4 mit abgeschlossenen Mengen geschieht,mu� die Zwischenkon�guration als Ganzes nicht metrisierbar sein, wohl jedoch dieTeilk�orper Bi. Somit ist auch von mathematischer Sicht einsichtig, da� kein plasti-sches Verschiebungsfeld existiert und die Di�erentialoperatoren ausschlie�lich loka-len Charakter haben, da sie nur auf einem Teilk�orper Bi de�niert werden k�onnen.Es kann sein, da� die gestellten Forderungen hinreichend, aber nicht notwendig f�urdie De�nition der Di�erentialoperatoren sind. Es ist nicht Ziel der vorliegenden Ar-beit, die mathematischen Konsequenzen im Detail zu diskutieren, vielmehr werdendie bereits sehr weitreichenden Konsequenzen der multiplikativen Zerlegungen (2.99)auf die Kinematik diskutiert, und es wird in Kapitel 4 gezeigt, da� die numerischeSimulation mit der Methode der �niten Elemente und die obigen Annahmen sehr gutzusammenpassen. Die Gradienten bez�uglich der Zwischenkon�guration sind somitlokale oder Pseudogradienten und werden im folgenden mit gradZ ( � ) bezeichnet.Aufgrund der Tatsache, da� Fp und F�1e weiterhin die Abbildung eines Linienele-ments auf die Zwischenkon�guration beschreiben, sind die Paare (F�1p ; gradZ F�1p )sowie (Fe; gradZ Fe) Elemente der linearen Gruppe L (vgl. Ehlers [25, 26]).Entsprechende �Uberlegungen f�ur die multiplikative Zerlegung von �R f�uhren zurDe�nition der Pseudogradienten Grad �UZ ( � ) f�ur die �U-Zwischenkon�guration undgrad �V Z ( � ) f�ur die �V-Zwischenkon�guration. Zusammenfassend lassen sich die fol-genden Gleichungen f�ur die genannten Pseudogradienten angeben:[gradZ ( � )]i = [Grad ( � )F�1p ]i = [grad ( � )Fe]i;[grad �V Z ( � )]i = [Grad ( � )�RTp ]i = [grad �V ( � )�Re]i;[Grad �UZ ( � )]i = [Grad �U ( � )�RTp ]i = [grad ( � )�Re]i: (2.102)
2.6.2 Additive Aufspaltung der Verzerrungsma�eDie Abbildungen der Verzerrungsma�e (2.42) und (2.44) k�onnen mit (2.99) als ei-ne Hintereinanderausf�uhrung von einer rein plastischen und einer rein elastischenAbbildung aufgefa�t werden (siehe auch Bild 2.6):�E �Rp ( � )F�1p >< �RTp ( � )Fp �̂� = �Ue � �V�1p �Re ( � )F�1e >< �RTe ( � )Fe �A; (2.103)

R �K Fp ( � ) �RTp >< F�1p ( � ) �Rp �̂K = �Vp � �U�1e Fe ( � ) �RTe >< F�1e ( � ) �Re �K: (2.104)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 39Aus (2.103) und (2.104) ist ersichtlich, da� sich die Verzerrungsma�e �̂� und �̂Kadditiv in einen elastischen und plastischen Anteil aufspalten:�̂� = �̂�e + �̂�p;�̂K = �̂Ke + �̂Kp: (2.105)Darin sind�̂�e = �Ue � I; �̂�p = I � �V�1p ;�̂Ke = I � �U�1e ; �̂Kp = �Vp � I: (2.106)Die Abbildungsvorschriften aus (2.103) und (2.104) liefern bei Anwendung auf �̂�eund �̂�p ebenfalls additive Aufspaltungen f�ur �E und �A:�Ee �Rp ( � )F�1p >< �RTp ( � )Fp �̂�e �Re ( � )F�1e >< �RTe ( � )Fe �Ae; (2.107)
�Ep �Rp ( � )F�1p >< �RTp ( � )Fp �̂�p �Re ( � )F�1e >< �RTe ( � )Fe �Ap; (2.108)Man kann sich mit den Gleichungen (2.107) und (2.108) leicht davon �uberzeugen,da� die folgenden Beziehungen G�ultigkeit haben:�E= �Ee + �Ep; �Ee = �U� �Up; �Ep = �Up � I;�A= �Ae + �Ap; �Ae = I � �V�1e ; �Ap = �V�1e � �V�1: (2.109)Aus (2.107) ist zu entnehmen, da� �Ee aus dem Zur�uckziehen der rein elastischenGr�o�e �̂�e von der Zwischenkon�guration auf die Referenzkon�guration entsteht.Dieser Transport wird hingegen durch rein plastische Gr�o�en gebildet, vgl. Gleichung(2.107), und somit verliert �Ee den Charakter einer rein elastischen Gr�o�e. Ganzentsprechend kann �Ap nicht mehr als rein plastische Gr�o�e bezeichnet werden.Die Anwendung der zugeordneten Transporttheoreme auf die Karni -Reiner -Verzer-rungstensoren liefert analoge Ergebnisse bez�uglich der additiven Aufspaltungen:R �Ke Fp ( � ) �RTp >< F�1p ( � ) �Rp �̂Ke Fe ( � ) �RTe >< F�1e ( � ) �Re �Ke; (2.110)



40 2.6. ELASTO-PLASTIZIT �ATR �Kp Fp ( � ) �RTp >< F�1p ( � ) �Rp �̂Kp Fe ( � ) �RTe >< F�1e ( � ) �Re �Kp: (2.111)Darin sindR �K = R �Ke + R �Kp; R �Ke = �U�1p � �U�1; R �Kp = I � �U�1p ;�K = �Ke + �Kp �Ke = �Ve � I; �Kp = �V � �Ve: (2.112)Dies hat zur Folge, da� R �Ke und �Kp nicht mehr rein elastische bzw. rein plastischeGr�o�en sind.Diese Ergebnisse sind vergleichbar mit den Resultaten der nicht-polaren Elasto-Plastizit�atstheorie (vgl. Ehlers [26] oder Haupt & Tsakmakis [50]).2.6.3 Additive Aufspaltung der Kr�ummungstensorenUm eine Aussage �uber die Aufspaltung der dreistu�gen Kr�ummungstensoren zugewinnen, wird die Transformation aus (2.53) ebenfalls in eine Hintereinander-ausf�uhrung einer rein plastischen und einer rein elastischen Transformation um-geschrieben. Dies f�uhrt zur De�nition von Kr�ummungstensoren �U 3̂�K auf der �U-Zwischenkon�guration und �V 3̂�K auf der �V-Zwischenkon�guration:�U 3̂�K = f�Rp [ ( �U 3�K)23T �RTp ]3 23T �RTp g3 = f�RTe [ ( 3�K)23T �Re]3 23T �Reg3;�V 3̂�K = f�Rp [ (R 3�K)23T �RTp ]3 23T �RTp g3 = f�RTe [ ( �V 3�K)23T �Re]3 23T �Reg3: (2.113)Man kann leicht zeigen, da� mit (2.113) eine additive Aufspaltung in einen reinplastischen und einen rein elastischen Anteil von �U 3̂�K und �V 3̂�K folgt:�U 3̂�K = �U 3̂�K e + �U 3̂�K p;�V 3̂�K = �V 3̂�K e + �V 3̂�K p: (2.114)F�ur die in (2.114) angegebenen Gr�o�en gelten die Beziehungen:�U 3̂�K e = (�RTe Grad �UZ �Re)3; �U 3̂�Kp = �(�Rp Grad �UZ �RTp )3;�V 3̂�K e = (�RTe grad�V Z �Re)3; �V 3̂�Kp = �(�Rp grad �V Z �RTp )3: (2.115)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 41Die Aufspaltung der Transformation aus (2.57) in einen elastischen und plastischenAnteil f�uhrt zu einem Kr�ummungstensor 3̂�K , der entweder zwei Basissysteme der �U-Zwischenkon�guration und eins der klassischen Zwischenkon�guration besitzt, wennf�ur R 3�K die De�nition aus (2.56) und f�ur 3�K die De�nition aus (2.45) verwendet wird,oder der zwei Basissysteme der �V-Zwischenkon�guration und eins der klassischenZwischenkon�guration aufweist, wenn alternativ die Darstellung von R 3�K aus (2.45)und f�ur 3�K die Darstellung aus (2.54) benutzt wird:3̂�K = f�Rp [ (R 3�K)23T �RTp ]3 23T F�1p g3 = f�RTe [ ( 3�K)23T �Re]3 23T Feg3;= 3̂�K e + 3̂�K p: (2.116)
Die rein elastischen und rein plastischen Anteile von 3̂�K ergeben sich zu:3̂�K e = (�RTe gradZ �Re)3; 3̂�K p = �(�Rp gradZ �RTp )3: (2.117)Es ist wiederumm�oglich, eine additive Aufspaltung der �ubrigen Kr�ummungstensorenzu erhalten, indem die elastischen und plastischen Anteile aus (2.115) auf die zu-geh�origen Kon�gurationen transportiert werden, jedoch sind dies in Analogie zu(2.112) keine Aufspaltungen mehr in rein elastische und rein plastische Anteile:R 3�K = R 3�K e + R 3�K p; �V 3�K = �V 3�K e + �V 3�K p;�U 3�K = �U 3�K e + �U 3�K p; 3�K = 3�K e + 3�K p: (2.118)Darin sindR 3�K e = [�RT ( Grad �Re)23T �Rp]23T ; R 3�K p = (�RTp Grad �Rp)3;�V 3�K e = �(�Re grad�V �RTe )3; �V 3�K p = �[�R ( grad�V �RTp )23T �RTe ]23T ;�U 3�K e = [�RT ( Grad �U �Re)23T �Rp]23T ; �U 3�K p = (�RTp Grad �U �Rp)3;3�K e = �(�Re grad �RTe )3; 3�K p = �[�R ( grad �RTp )23T �RTe ]23T : (2.119)
Man erkennt, da� R 3�K e und �U 3�K e nicht mehr rein elastischen Charakter haben undda� �V 3�K p und 3�K p keine rein plastischen Gr�o�en sind.F�ur die zweistu�gen Kr�ummungstensoren k�onnen entsprechende Resultate gewon-nen werden.



42 2.6. ELASTO-PLASTIZIT �AT2.6.4 Elastische und plastische Deformationsgradientenzweiter OrdnungSchlie�lich wird noch das elastisch-plastische Verhalten der Deformationsgradientenzweiter Ordnung untersucht. Nach Ehlers [25, 26] wird von den folgenden De�nitio-nen ausgegangen:R 3G p=GradFp; R 3G e=gradZ Fe;3G p=gradZ F�1p ; 3G e=gradF�1e : (2.120)Hierin sind alle elastischen und plastischen Deformationsgradienten zweiter Ordnungweiterhin Zweifeldtensoren. Unter Verwendung der bekannten Transportmechanis-men k�onnen diese Tensoren in Einfeldtensoren �uberf�uhrt werden. F�ur die transpor-tierten Deformationsgradienten kann gezeigt werden, da� auf der Zwischenkon�gu-ration wiederum eine additive Aufspaltung in einen rein plastischen und einen reinelastischen Anteil m�oglich ist:3̂G = fFp [ (R 3G )23T F�1p ]3 23T F�1p g3 = fF�1e [ ( 3G )23T Fe]3 23T Feg3; (2.121)Darin sind3̂G = 3̂G p+ 3̂G e;3̂G p = Fp 3G p; 3̂G e = F�1e R 3G e: (2.122)Die Aufspaltungen und Transporte der Verzerrungsma�e, Kr�ummungstensoren undDeformationsgradienten sind im Anhang B in schematischer Form zusammengefa�t.2.6.5 Kompatibilit�atsuntersuchungenWie bereits oben angesprochen, sind die Paare (F�1p ; 3̂G p) und (Fe; 3̂G e) Elementevon L, und somit m�ussen 3̂G p als auch 3̂G e �uber die Symmetrie bez�uglich der zweitenund dritten Basissysteme verf�ugen:3̂G = ( 3̂G )23T ; 3̂G p = ( 3̂G p)23T ; 3̂G e = ( 3̂G e)23T : (2.123)Zur�uckziehen der plastischen Gleichung (2.123)2 auf die �V-Zwischenkon�gurationmit der Abbildung f�V�1p [( � )23T �Vp]3 23T �Vpg3 ergibt eine plastische Kr�ummungs-Ver-zerrungs-Relation in Analogie zu (2.83)1:�V 3̂�K p � ( �V 3̂�K p)23T = [�V�1p grad�V Z �Vp ]3 23T � [�V�1p grad�V Z �Vp ]3: (2.124)



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 43Entsprechend kann eine rein elastische Kr�ummungs-Verzerrungs-Relation in Analo-gie zu (2.82)2 durch Vorw�artstransport von (2.123)3 auf die �U-Zwischenkon�gurationmit der Abbildung f�Ue [( � )23T �U�1e ]3 23T �U�1e g3 hergeleitet werden:�U 3̂�K e � ( �U 3̂�K e)23T =� [�UeGrad �UZ �U�1e ]3 + [�UeGrad �UZ �U�1e ]3 23T : (2.125)Wie bereits f�ur Gleichungen (2.83) gezeigt wurde, k�onnen (2.124) und (2.125) bez�ug-lich �V �Kp bzw. �U �Ke aufgel�ost werden:�V �̂Kp = 12f 3E [ �V 3̂�V p+ ( �V 3̂�V p)13T � ( �V 3̂�V p)23T ] g2;�U �̂Ke = 12f 3E [ �U 3̂�U e+ ( �U 3̂�U e)13T � ( �U 3̂�U e)23T ] g2: (2.126)Darin sind�V 3̂�V p := [�V�1p grad �V Z �Vp]3 = [�V�1p grad�V Z �̂Kp]3;�U 3̂�U p := �[�Up Grad �UZ �U�1p ]3 = [�Up Grad �UZ R �̂Kp]3: (2.127)F�ur die Formulierung von Evolutionsgleichungen gibt es mit Hilfe der Kompatibi-lit�atsuntersuchungen zwei unterschiedliche Vorgehensweisen. Einerseits k�onnen f�urFp und �Rp zwei unabh�angige Evolutionsgleichungen angegeben werden. Hierbeimu� sichergestellt sein, da� GradFp �uber die angesprochene Symmetrieeigenschaftbez�uglich der letzten beiden Basisvektoren verf�ugt und �Rp ein eigentlich orthogona-ler Tensor ist.Andererseits kann eine Evolutionsgleichung f�ur �Vp angegeben werden, da sich aus�Vp die entsprechenden plastischen Verzerrungsma�e und mit (2.127)1 auch die zwei-stu�gen plastischen Kr�ummungstensoren bestimmen lassen.In der geometrisch linearen Theorie vereinfachen sich die Ergebnisse erheblich. For-male Linearisierung der Gleichungen (2.103) bis (2.121) ergibt additive Aufspaltun-gen des linearen Verzerrungsma�es �" und des linearen Kr�ummungsma�es ��, vgl.Ehlers & Volk [39]:�" = �"e + �"p;�� = ��e + ��p: (2.128)Die Linearisierung der nicht-linearen Kr�ummungs-Verzerrungs-Relationen (2.119)und (2.121) ergibt die linearen Kompatibilit�atsbedingungen��p = 12 3E (grad�"p + grad13T �"p � grad23T �"p )2 ;��e = 12 3E (grad�"e + grad13T �"e � grad23T �"e )2 : (2.129)



44 2.7. BILANZRELATIONENMit (2.129)1 folgt der Zusammenhang, da� die plastische Kr�ummung eine Funktiondes plastischen Verzerrungsgradienten ist. Dies gilt auch f�ur die Ratenformulierungvon (2.129)1:_��p = 12 3E (grad _�"p + grad13T _�"p � grad23T _�"p )2 : (2.130)Demnach ergibt sich die Evolutionsgleichung f�ur die plastischen Kr�ummungen direktals Funktion der plastischen Verzerrungsrate. Man beachte, da� die Kompatibilit�ats-bedingungen (2.129) sowie die Evolutionsgleichung f�ur die plastische Kr�ummungs-rate (2.130) eine direkte Folge der multiplikativen Aufspaltungen (2.99) sind. Dievorgestellte geometrisch lineare Theorie wird im folgenden f�ur die numerische Simu-lation und die Beispielrechnungen verwendet.2.7 BilanzrelationenDas Aufstellen einer allgemeinen Bilanzrelation ist ein eleganter Weg, um die Aus-sagen der axiomatisch eingef�uhrten Bilanzen f�ur Masse, Impuls, Drall, Energie undEntropie zu �nden (siehe z. B. Ehlers [30] oder Haupt [49]):dd t ZB  dv = ZS � � nda + ZB �dv + ZB  ̂dv;dd t ZB  dv = ZS (�n)da + ZB �dv + ZB  ̂dv: (2.131)In (2.131) ist  bzw.  die skalare oder vektorwertige Dichte der zu bilanzierendenmechanischen Gr�o�e, � �n bzw. �n ist der Aus
u� der mechanischen Gr�o�e infolge�au�erer Nahwirkung mit dem nach au�en gerichteten Ober
�achennormaleneinheits-vektor n, � bzw. � sind die Zufuhrterme infolge �au�erer Fernwirkung und  ̂ bzw.  ̂sind die Produktionsterme der mechanischen Gr�o�e. Mit dem Gau�schen Integral-satz k�onnen die Ober
�achenintegrale RS ebenfalls in Volumenintegrale RB �uberf�uhrtwerden. Unter der Voraussetzung stetiger Integranden k�onnen durch Di�erentiationdie lokalen Bilanzrelationen gewonnen werden:_ +  div _x = div� + � +  ̂ ;_ +  div _x = div� + � +  ̂ : (2.132)In der folgenden Tabelle sind die speziellen Bilanzrelationen mit Hilfe der allgemei-nen Bilanzrelationen (2.131) oder (2.132) zusammengefa�t:In Tabelle 2.1 ist T der Cauchysche Spannungstensor und b die spezi�sche Volu-menkraft. Unter dem Tensor der Mikrotr�agheit �� versteht man den �uber ein REV



KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN 45 ;  �; � �; �  ̂;  ̂Masse � 0 0 0Impuls � _x T �b 0Drall (klassisch) x� (� _x) x�T x� �b 0Drall (mikropolar) x� (� _x) + � ���! x�T + M x� �b + � c 0Tabelle 2.1: Bilanzrelationengemittelten Tr�agheitstensor der Mikropartikel, M ist der Momentenspannungsten-sor und c ist die spezi�sche Volumenmomentendichte. Auf die Bilanzrelationen f�urEnergie und Entropie wird an dieser Stelle im Rahmen einer rein mechanischenTheorie verzichtet. Der interessierte Leser sei auf die Arbeiten von Diebels [19] undEringen & Kafadar [40] verwiesen.2.7.1 MassenbilanzAus Tabelle 2.1 ergibt sich die Massenbilanz zu_� + � div _x = 0: (2.133)2.7.2 ImpulsbilanzMit Einsetzen der Massenbilanz (2.133) folgt f�ur die Impulsbilanz die bekannte Form:� �x = divT + �b: (2.134)2.7.3 Drallbilanz, Bilanz der Mikrotr�agheitMit den "niedrigeren\ Bilanzen (2.133) und (2.134) folgt in der klassischen Konti-nuumsmechanik aus der Drallbilanz lediglich die Symmetrie des Spannungstensors:0 = I �T: (2.135)Das �au�ere Vektorprodukt zweier Tensoren ist folgenderma�en de�niert (vgl. deBoer [5]):A � B = �B � A = 3E (ABT ): (2.136)



46 2.7. BILANZRELATIONENIn der mikropolaren Theorie erh�alt man die erweiterte Form der Drallbilanz� (�� �!). = I � T + divM + � c: (2.137)Aus (2.137) folgt, da� der mikropolare Spannungstensor in der Regel unsymmetrischist.Neben den in Tabelle 2.1 genannten Bilanzen ist f�ur mikropolare Materialien diesogenannte Erhaltung der Mikrotr�agheit von Interesse (Eringen & Kafadar [40]).Die Annahme starrer Mikropartikel f�uhrt zur Aussage, da� die mikropolare Green-Naghdi -Ableitung (Zeitableitung bez�uglich eines mitrotierten Basissystems) des Ten-sors der Mikrotr�agheit �� verschwinden mu�:��� = _�� � �
 �� � �� �
T = 0: (2.138)Hieraus ergibt sich_�� = 2 ( �
 �� )sym: (2.139)Diese Gleichung liefert in Verbindung mit der Massenbilanz (2.133) eine Beziehung,die die Form einer Erhaltungsgleichung f�ur die Mikrotr�agheit besitzt:(� ��). + � �� div _x = 2 � ( �
 �� )sym: (2.140)Die Beziehung (2.140) ist keine Bilanzgleichung im �ublichen Sinn, da sie auf kine-matischen �Uberlegungen beruht und nicht axiomatisch eingef�uhrt wird. Da (2.140)jedoch prinzipiell die Form der lokalen Bilanz (2.132) besitzt, spricht man auchgelegentlich von der Bilanz der Mikrotr�agheit (z. B. Eringen & Kafadar [40]).Mit (2.140) kann die mikropolare Drallbilanz (2.137) in die folgende Form gebrachtwerden:� �� _�! + 2 � ( �
 �� )sym �! = divM + I � T + � c: (2.141)



Kapitel 3Mikropolare Theorie Por�oserMedien
3.1 Einf�uhrung in die Theorie Por�oser MedienIn Kapitel 2 wurden ausschlie�lich leere por�ose Festk�orpermaterialien behandelt, diesich prinzipiell mit den gleichen Methoden wie reine Einphasenmaterialien beschrei-ben lassen. Wenn das Poren
uid einen ma�gebenden Ein
u� auf das Ergebnis einesbestimmten Randwertproblems hat, ist diese Vereinfachung nicht mehr zul�assig. Eintypisches Beispiel hierf�ur ist das allgemein bekannte Konsolidationsproblem (vgl.Bild 3.1).

PSfrag replacements
Grundbruch infolgeKonsolidation

Bild 3.1: Konsolidationsproblem infolge �au�erer LastDurch Aufbringung einer �au�eren Last (z. B. Bau eines Geb�audes) entsteht im teil-weise bzw. vollst�andig ges�attigten Boden ein Poren�uberdruck und somit gegen�uber47



48 3.1. EINF�UHRUNG IN DIE THEORIE POR�OSER MEDIENder unbelasteten Ober
�ache ein hydrostatisches Gef�alle. Es stellt sich ein Str�omungs-proze� ein, der solange anh�alt, bis der Poren�uberdruck abgebaut wurde und die ge-samte Last vom Festk�orperskelett getragen wird. Folglich tritt durch die Existenzeines viskosen Fluids ein zeitlich verz�ogerter Deformationsproze� ein. Je nach Be-scha�enheit des Bodens k�onnen der Konsolidationsproze� und die damit verbunde-nen Setzungen �uber Jahrzehnte andauern (beispielsweise bei sehr dichten Tonb�oden).Es ist o�ensichtlich, da� eine Beschreibung dieser Ph�anomene mittels expliziter Be-trachtung der Mikrostruktur sofort zum Scheitern verurteilt ist, da bei realen B�odendie genaue mikroskopische Bescha�enheit in der Regel unbekannt ist. Erfolgverspre-chender erscheint die Behandlung des Festk�orperskeletts und der Poren
uide alsunvermischbare Konstituierenden eines Mehrphasenmaterials, das mit der TheoriePor�oser Medien (TPM) beschrieben werden kann. Grundlage der TPM als konti-nuumsmechanische Beschreibung von Mehrphasenmaterialien (Phase steht hier f�urjede einzelne Konstituierende) ist die moderne Mischungstheorie, wie sie urspr�ung-lich bei Truesdell & Toupin [84] oder als �Ubersichtsarbeit bei Truesdell [83] zu�nden ist. Die fundamentalen Voraussetzungen der moderne Mischungstheorie hatTruesdell in den "metaphysischen Prinzipen\ zusammengefa�t [83]:1. All properties of the mixture must be mathematical consequences of propertiesof the constituents.2. So as to describe the motion of a constituent, we may in imagination isolateit from the rest of the mixture, provided we allow properly for the actions ofthe other constituents upon it.3. The motion of the mixture is governed by the same equations as is a singlebody.Das erste Prinzip bedeutet, da� die Mischungsgr�o�en aus den entsprechenden Gr�o�ender einzelnen Phasen hergeleitet werden k�onnen. Das zweite Postulat besagt, da�die mechanischen Axiome auch f�ur jede einzelne Phase G�ultigkeit haben, sofern manWechselwirkungsterme zwischen den Phasen ber�ucksichtigt. Im letzten Postulat wer-den Restriktionen an diese Wechselwirkungsterme gestellt, denn in der Summe �uberalle Phasen m�ussen sich wieder die Ergebnisse f�ur einphasige Materialien ergeben.3.1.1 Die VolumenanteileDie Mischungstheorie behandelt die Mehrphasigkeit mittels Konzentrationen undbeinhaltet somit prinzipiell bereits einen lokalen Homogenisierungsproze� wie er inKapitel 1 angesprochen wurde. F�ur die Beschreibung por�oser Materialien, bestehendaus unvermischbaren Konstituierenden, sind die Volumenteile jedoch deutlich bessergeeignet, um die Mehrphasigkeit auch thermodynamisch konsistent ber�ucksichtigenzu k�onnen. Die Volumenanteile sind skalare Strukturvariablen, die die homogenisier-te, lokale Zusammensetzung des mehrphasigen Materials wiedergeben (siehe Bild3.2).



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 49Das Konzept der Volumenteile in Verbindung mit der modernen Mischungstheo-rie �ndet man beispielhaft bei Bowen [12, 13], de Boer & Ehlers [6] und Ehlers[25]. Die Arbeiten von Hassanizadeh & Gray [45, 46], de Boer et al. [7] und Plisch-ka [66] behandeln detailliert den Homogenisierungsproze� �uber ein repr�asentativesElementarvolumen (REV). F�ur das Aufstellen von Konstitutivannahmen ist ausmaterialtheoretischer Sicht die Auswertung des Entropieprinzips notwendig. Zumthermodynamisch konsistenten Entropiepostulat f�ur Mehrphasenmaterialien sei aufdie Arbeiten von Bowen [11], Bowen & Wiese [14], M�uller [61], de Boer & Ehlers[6] und Ehlers [25] verwiesen.
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Bild 3.2: De�nition der VolumenanteileDie Volumenanteile n� (� steht stellvertretend f�ur die Indizes der einzelnen Kon-stituierenden) sind daher in Analogie zu (2.9) zu verstehen und folgenderma�ende�niert:n� = dv�dv : (3.1)Im Gegensatz zum leeren, por�osen Festk�orpermaterial aus Kapitel 2 gilt f�ur eink-phasiges Material die S�attigungsbedingungkX�=1 n� = 1: (3.2)Gleichung (3.2) kann als Verallgemeinerung von (2.10) aufgefa�t werden.



50 3.2. KINEMATIK VON MEHRPHASENMATERIALIEN3.2 Kinematik von MehrphasenmaterialienIn diesem Kapitel werden die Unterschiede in der Beschreibung von Mehrphasenma-terialien zur Kinematik von Einphasenmaterialien herausgearbeitet. Die Annahmesuperponierter Kontinua (siehe Bild 3.2) hat zur Folge, da� auf der aktuellen Kon-�guration jeder Raumpunkt x gleichzeitig von materiellen Punkten X� jeder Phase'� eingenommen wird. Infolge der Unabh�angigkeitsbedingung k�onnen die X� zurReferenzzeit t0 an unterschiedlichen Orten X� gewesen sein (vgl. Bild 3.3), so da�jede Phase '� im allgemeinen eine eigene Bewegungsfunktion �� besitzt:x = �� (X�; t): (3.3)

0
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Bild 3.3: Kinematik von MehrphasenmaterialienSomit hat jede Phase einen eigenen Deformationsgradienten F�:F� = @ x@X� = Grad� x ; F�1� = @X�@ x = gradX�: (3.4)Als Folge von (3.3) kann jeder Phase '� ein eigenes Geschwindigkeits- und Beschleu-nigungsfeld zugewiesen werden:0x� := v� = @ �� (X�; t)@ t = 0x� (x; t );00x� := a� = @2 �� (X�; t)@ t2 = 00x� (x; t ): (3.5)



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 51Die lokale Schwerpunktsgeschwindigkeit (auch baryzentrische Geschwindigkeit) f�urein k-phasiges Material ergibt sich durch Summation �uber alle Konstituierenden:_x = kP�=1 �� 0x�kP�=1 �� : (3.6)Die Di�usionsgeschwindigkeiten d� sind de�niert als Relativgeschwindigkeit derPhase zum Gesamtk�orper:d� = 0x� � _x: (3.7)Man kann leicht zeigen, da� die gewichtete Summe der Di�usionsgeschwindigkeitenverschwindet:kX�=1 �� d� = 0: (3.8)Infolge von (3.3)-(3.6) existieren f�ur eine beliebige Gr�o�e � unterschiedliche Zeita-bleitungen:(�)0� = d� �d t = @ �@ t + grad� � 0x� : (3.9)Aus Gleichung (3.9) folgt der Zusammenhang(�)0� = (�)0� + grad � � ( 0x� � 0x�) (3.10)und insbesondere(�)0� = _� + grad � � d�: (3.11)Mit den Erweiterungen (3.3)-(3.11) k�onnen alle Gleichungen des Kapitels 2, die eineinphasiges por�oses Material beschreiben, auch f�ur mehrphasige Materialien ange-wendet werden. Beispielsweise folgen f�ur die Dichtefunktionen (2.8):��R = dm�dv� ; �� = dm�dv : (3.12)Mit (3.1) und (3.12) ergibt sich f�ur die Beziehung zwischen den Dichtefunktionen(vgl. (2.9)2):�� = n� ��R: (3.13)



52 3.3. BILANZRELATIONEN3.3 BilanzrelationenNach den Truesdellschen Prinzipen lassen sich die Bilanzrelationen der einzelnenPhasen sowie des gesamten Mehrphasenk�orpers aus den Bilanzrelationen f�ur einpha-sige Materialien (2.131)-(2.141) herleiten. Die allgemeinen Bilanzrelationen (2.131)haben f�ur Mehrphasenmaterialien die folgende Struktur (vgl. Ehlers [30]):d�d t ZB  �dv = ZS �� � nda + ZB ��dv + ZB  ̂�dv;d�d t ZB  �dv = ZS (��n)da + ZB ��dv + ZB  ̂�dv: (3.14)Die allgemeine Bilanzrelation in lokaler Form ergibt sich aus (2.132) zu:( �)0� +  � div 0x� = div�� + �� +  ̂� ;( �)0� +  � div 0x� = div�� + �� +  ̂� : (3.15)Nach den Truesdellschen Prinzipen mu� sich die Bilanz des gesamten Mehrphasen-kontinuums aus der Summe der Bilanzgleichungen der einzelnen Phasen ergebenund sich au�erdem als einphasige Bilanzgleichung (2.131) oder (2.132) darstellenlassen. Hieraus erh�alt man den Zusammenhang zwischen den Partial- und den Ge-samtgr�o�en (vgl. Ehlers [30]): = kX�=1  �;  = kX�=1  �;� � n = kX�=1 (�� �  � d�) � n; �n = kX�=1 (�� �  � 
 d�)n;� = kX�=1 ��; � = kX�=1 ��; ̂ = kX�=1  ̂�;  ̂ = kX�=1  ̂�: (3.16)
In der folgenden Tabelle sind die speziellen Bilanzrelationen mit Hilfe der allgemei-nen Bilanzrelationen f�ur Mehrphasenmaterialien (3.14) oder (3.15) zusammengefa�t:Die Produktionsterme ŝ� und ĥ� setzen sich jeweils aus einem direkten Produkitions-anteil und einem Anteil aus den Produktionen der jeweils "niedrigeren\ Bilanzenzusammen:ŝ� = p̂� + �̂� 0x�; ĥ� = m̂� + x � ŝ�: (3.17)



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 53 �;  � ��; �� ��; ��  ̂�;  ̂�Masse �� 0 0 �̂�Impuls �� 0x� T� �� b� ŝ�Drall (klassisch) x� (�� 0x�) x�T� x� �� b� ĥ�Drall (mikropolar) x� (�� 0x�) + �� ����!� x�T� +M� x� �� b� + �� c� ĥ�Tabelle 3.1: Bilanzrelationen f�ur MehrphasenmaterialienF�ur die Massenbilanz ergibt sich aus Tabelle 3.1 in Analogie zu Gleichung (2.133)(��)0� + �� div 0x�= �̂� (3.18)mit den Restriktionen� = kX�=1 �� ; 0 = kX�=1 �̂: (3.19)Die Impulsbilanzen eines Mehrkomponentenkontinuums haben die folgende Formmit Bezug zu (2.134):�� 00x�= divT� + �� b� + p̂�: (3.20)Es gelten die Nebenbedingungen� _x = kP�=1 �� 0x� ; T = kP�=1 (T� � �� d� 
 d�);�b = kP�=1 �� b�; 0 = kP�=1 ŝ�: (3.21)In der klassischen Drallbilanz f�ur Mehrphasenmaterialien erscheint zus�atzlich zumEinphasenmaterial (2.135) der direkte Drallproduktionsterm m̂�,0 = I � T� + m̂�; (3.22)mit 0 = kX�=1 m̂� bzw. 0 = kX�=1 ĥ�: (3.23)



54 3.3. BILANZRELATIONENF�ur mikropolare Mehrphasenmaterialien erh�alt man die erweiterte Form der Drall-bilanz in Analogie zu (2.137)�� (��� �!�)0� = I � T� + divM� + �� c� + m̂�; (3.24)und die Restriktionen� �� �! = kP�=1 �� ����!�; M = kP�=1 M� � �� ����!� 
 d�;� c = kP�=1 ��c� 0 = kP�=1 m̂�: (3.25)Die Erhaltung der Mikrotr�agheit jeder Phase f�uhrt zum Ergebnis(�� ���)0� + �� ��� div 0x�= 2 �� ( �
� ��� )sym + �̂� ���: (3.26)Die Tatsache, da� es sich bei der Erhaltung der Mikrotr�agheit nur um eine Pseudo-bilanz handelt, erkennt man daran, da� die Aufsummation �uber alle Phasen ein von(2.140) abweichendes Resultat liefert (vgl. Diebels & Ehlers [21]):(� ��). + �� �� div _x = div 3Q +� + �̂�: (3.27)Darin sind3Q := kX�=1 �� ��� 
 d�; � := kX�=1 ��(�
� ���)sym ; �̂� = kX�=1 �̂� ���: (3.28)Nur f�ur verschwindende Di�usionsgeschwindigkeiten d� und Dichteproduktionen �̂�sind die Gleichungen (2.140) und (3.27) �aquivalent. Die lokale Drallbilanz jederPhase kann mit (3.26) umgeformt werden:�� ���(�!�)0� = I�T� + divM� + ��c� + m̂��� [2 ��(�
� ���)sym + �̂� ���]�!�: (3.29)Die Drallbilanz des gesamten Mehrphasenkontinuums (2.137) ergibt sich mit (3.27)und (3.28) zu:� �� _�! = I � T + divM + � c � (div 3Q +� + �̂�) �!: (3.30)



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 553.4 Sonderfall des inkompressiblen bin�arenModellsDie Bilanzgleichungen des Kapitels 3.3 gelten f�ur ein Mehrphasenkontinuum, dasaus beliebig vielen kompressiblen oder inkompressiblen Phasen besteht. Im folgen-den �ndet eine Beschr�ankung auf ein quasistatisches, isothermes Zweiphasenmodellohne Massenaustausch statt, das im Schwerefeld der Erde aus einem mikropolaren,inkompressiblen Festk�orperskelett und einem nicht-polaren inkompressiblen Poren-
uid besteht. Durch den fehlenden Massenaustausch und die Inkompressibilit�at derKonstituierenden reduzieren sich die Massenbilanzen (3.18) mit (3.13) zu reinenVolumenbilanzen(n�)0� + n� div 0x�= 0 (3.31)mit i 2 fS; Fg (S f�ur Festk�orper und F f�ur Fluid). Aufsummation der beidenVolumenbilanzen (3.31) und Ausnutzen von (3.10) sowie (3.12) ergibt die Inkom-pressibilit�atsbedingungdiv (nF wF + 0xS) = 0 (3.32)des betrachteten bin�aren Modells mit der sogenannten Sickergeschwindigkeit, die alsRelativgeschwindigkeit des Fluids zum sich deformierenden Festk�orper de�niert ist:wF := 0xF � 0xS : (3.33)Die Annahme der Quasistationarit�at f�uhrt zur Vernachl�assigung der Beschleuni-gungsterme. Die Impulsbilanzen (3.20) reduzieren sich demnach zu0 = divTS + �S g � p̂F ;0 = divTF + �F g + p̂F (3.34)mit der Erdbeschleunigung g. Infolge des nicht-polaren Poren
uids m�ussen die Drall-produktionsterme m̂� verschwinden. Weiterhin wird davon ausgegangen, da� keineVolumenmomente c� vorhanden sind. Die Drallbilanzen (3.22) bzw. (3.29) k�onnenmit diesen Vereinfachungen in die folgende Form gebracht werden:2 �S(�
S ��S)sym �!S = I�TS + divMS;0 = I�TF =) TF = (TF )T : (3.35)F�ur den Fall einer isotropen Ausgangsverteilung der Mikropartikel mu� der Tensorder Mikrotr�agheit ��S ein Kugeltensor sein. Man beachte, da� die Annahme der



56 3.5. KONSTITUTIVANNAHMENisotropen Ausgangsverteilung nicht zwangsl�au�g kugelf�ormige Mikropartikel vor-aussetzt, sondern nur da� die Mittelung der Tr�agheitstensoren der einzelnen Mikro-partikel �uber ein REV zu einem Kugeltensor f�uhrt. In diesem Fall verschwindet dielinke Seite von (3.35)1, da das Produkt eines schiefsymmetrischen Tensors mit einemKugeltensor wiederum schiefsymmetrisch ist:��S = ��S I =) (�
S ��S)sym = 0;=) 0 = I�TS + divMS: (3.36)
3.5 KonstitutivannahmenMit den Beziehungen aus Kapitel 3.4 sind die beschreibenden Gleichungen des Mehr-phasenkontinuums aus kinematischer Sicht bis auf fehlende Konstitutivgleichungenbestimmt. Aus der Materialtheorie folgen durch Auswerten des Entropieprinzips inder N�ahe des thermodynamischen Gleichgewichts Restriktionen an die Zul�assigkeitder Konstitutivannahmen. Der Umfang dieser Auswertung ist enorm, daher sei andieser Stelle auf die Arbeiten von Ehlers [25] f�ur nicht-polare und von Diebels [19]f�ur mikropolare, por�ose Mehrphasenmaterialien verwiesen.F�ur das bin�are Modell aus Kapitel 3.5 m�ussen noch zur Vervollst�andigung des be-schreibenden Gleichungssatzes Konstitutivannahmen f�ur die beiden Spannungsten-soren T�, den Momentenspannungstensor MS des Festk�orpermaterials und die Im-pulsproduktion p̂F angegeben werden.3.5.1 Restriktionen infolge der Inkompressibilit�atInfolge der Inkompressibilit�at der Konstituierenden folgt aus der Auswertung desEntropieprinzips, da� sowohl die Spannungstensoren als auch die Interaktionskraftjeweils aus zwei Termen bestehen:T� = �n� p I + T� ;p̂F = p gradnF + p̂FE: (3.37)Die ersten Terme in Gleichungen (3.37) werden durch den Lagrangeschen Multipli-kator p bestimmt, der als e�ektiver Porenwasserdruck identi�ziert werden kann. Inden zweiten Termen stehen die sogenannten Extragr�o�en mit dem Index ( � )E, diedurch die Festk�orperbewegung und den Flu� des Poren
uids bestimmt sind (sie-he Ehlers [25]). Die Festk�orperextraspannung TSE wird in der Bodenmechanik auchwirksame oder e�ektive Spannung genannt (z. B. Terzaghi & Jelinek [81]).



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 573.5.2 FluidreibspannungDer Zahlenwert der Fluidextraspannung TFE ist in der Regel verschwindend kleingegen�uber dem e�ektiven Porendruck, so da� als �ubliche Annahme der Grundwas-serhydraulik die Fluidextraspannung TFE a priori nicht ber�ucksichtigt wird (vgl.Ehlers et al. [35]):TFE � nF p I ; =) TFE := 0: (3.38)3.5.3 InteraktionskraftDie Impulsproduktion oder Interaktionskraft zwischen Fluid und Festk�orper p̂FE wird�uber den Permeabilit�atstensor SV linear zur Sickergeschwindigkeit wF angesetzt:p̂FE = SV wF : (3.39)Im Fall der Isotropie degeneriert der allgemeine Permeabilit�atstensor SV zu einemKugeltensor:SV = �(nF )2 
FRkF I: (3.40)Darin sind 
FR die reale bzw. e�ektive Wichte des Poren
uids und kF der DarcyscheDurchl�assigkeitskoe�zient, der mit dem physikalischen Durchl�assigkeitsbeiwert KSfolgenderma�en zusammenh�angt (siehe Terzaghi & Jelinek [81]):kF = 
FR�FR KS: (3.41)Darin ist �FR die e�ektive Scherviskosit�at des Fluids. Somit enth�alt der makrosko-pische Materialparameter kF zum einen Information �uber die Struktur des lokalenPorenraums (KS) und zum anderen �uber die Viskosit�at des Poren
uids (�FR).Mit den Gleichungen (3.34)2, (3.37)-(3.41) und den Beziehungen
FR = �FR j g j;grad p = 
FR gradh + �FR g; (3.42)erh�alt man als Sonderfall das bekannte Darcysche Filtergesetz, das bereits Mitte des19. Jahrhunderts aus Versuchen entwickelt wurde (Darcy [18]):nF wF = �kF gradh: (3.43)



58 3.5. KONSTITUTIVANNAHMENDarin beschreiben h die sogenannte Standrohrspiegelh�ohe und nF wF die Filterge-schwindigkeit (vgl. de Boer & Ehlers [6]).Weiterhin ist bekannt, da� kF von der Porosit�at bzw. der Volumendehnung desFestk�orpers abh�angt. Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie wird der folgendelineare Ansatz getro�en (vgl. Ehlers & Volk [39]):kF = kF0 [1 + mF nS0S ("S � I)]: (3.44)Darin sind kF0 und nS0S der Durchl�assigkeitskoe�zient des Fluids bzw. der Volu-menanteil des Festk�orpers in der Referenzkon�guration und mF ein dimensionsloserMaterialparameter.3.5.4 E�ektive Festk�orperspannungDie Festk�orperextraspannung TSE h�angt in einer geometrisch linearen Theorie ledig-lich von den elastischen Verzerrungen �"e aus Gleichung (2.128) ab. Aus material-theoretischer Sicht w�are es prinzipiell m�oglich, da� TSE auch von den elastischenKr�ummungen abh�angt, doch soll dies konstitutiv ausgeschlossen werden. Nebender geometrischen Linearit�at wird im folgenden ebenfalls eine materielle Linearit�atf�ur das Elastizit�atsgesetz angenommen. Somit ergibt sich f�ur isotropes Materialver-halten ein modi�ziertes Hookesches Gesetz mit drei Elastizit�atskonstanten (vgl. deBorst [10], Ehlers & Volk [36] und Steinmann & Willam [79]):TSE = 4Ce �"e = 2�S �"e sym + �S (�"e � I) I + 2�Sc �"e skw;TSE sym = 4Ce �"e sym = 2�S �"e sym + �S (�"e � I) I ;TSE skw = 4Ce �"e skw = 2�Sc �"e skw; (3.45)
Darin ist 4Ce der 4-stu�ge Elastizit�atstensor4Ce= 2�S 4Isym +�S I
 I + 2�Sc 4Iskw;4Isym= 12 [(I
 I)23T + (I
 I)13T ];4Iskw= 12 [(I
 I)23T � (I
 I)13T ]: (3.46)Die Materialparameter �S und �S entsprechen den Lam�eschen Konstanten der nicht-polaren Elastizit�atstheorie, so da� der symmetrische Anteil des mikropolaren Span-nungstensors mit dem nicht-polaren Spannungstensor �aquivalent ist. Der zus�atzlicheMaterialparameter �Sc ist der Proportionalit�atsfaktor zwischen dem schiefsymmetri-schen Anteilen von TSE und �"e. Die 4-stu�gen Fundamentaltensoren 4Isym und 4Iskwbilden bei Anwendung auf einen 2-stu�gen Tensor dessen symmetrischen bzw. schief-symmetrischen Anteil ab.



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 593.5.5 MomentenspannungenIn analoger Weise soll die MomentenspannungMS ausschlie�lich von der elastischenKr�ummung ��e abh�angen. Somit mu� generell f�urMS ein vergleichbarer Ansatz mitdrei Materialparametern gew�ahlt werden (siehe Ehlers & Volk [39]):MS = 4De ��e = 2 ��S ��e sym + ��S (��e � I) I + 2 ��Sc ��e skw: (3.47)Darin ist 4De ein 4-stu�ger Momentenelastizit�atstensor:4De= 2 ��S 4Isym + ��S I
 I + 2 ��Sc 4Iskw : (3.48)Im Falle eines ebenen, rein elastischen Deformationszustands in der x1-x2-Ebene ei-nes kartesischen Koordinatensystems existiert nur der Winkel �'3. Der Kr�ummungs-tensor �� hat demnach die folgende Form:�� = 0BBB@ 0 0 00 0 0�'3;1 �'3;2 01CCCA ei 
 ej: (3.49)Mit der sinnvollen Annahme, da� im ebenen Fall die Momentenspannung ebenfallsnur einen Eintrag ungleich null f�ur die Koe�zienten ��31 und ��32 haben, folgt direktdie Restriktion, da� MS proportional zu ��e ist. De Borst [9] hat aus diesem Grunddie folgende Vereinfachung des allgemeinen Ansatzes (3.47) vorgeschlagen:MS = 2�S (lSc )2 ��e=) ��S = ��Sc = �S l2c ; ��S = 0: (3.50)Im folgenden soll anstelle von (3.50) die modi�zierte FormMS = 2�Sc (lSc )2 ��e=) ��S = ��Sc = �Sc l2c ; ��S = 0 (3.51)verwendet werden. Der einzige Unterschied zwischen (3.50) und (3.51) ist der Aus-tausch von �S gegen �Sc . Der Grund wird in Kapitel 3.6 deutlich. Aus Dimensions-gr�unden erscheint in (3.50)1 ein Materialparameter lSc mit der Einheit "L�ange\. Manbeachte, da� lSc nicht direkt mit materialspezi�schen Gr�o�en wie z. B. der Korngr�o�eidenti�ziert werden kann, sondern durch Anpassung von berechneten, inhomogenenRandwertproblemen an Versuchsergebnisse bestimmt werden mu�. Eine Motivationder angegebenen elastischen Materialgesetze durch mikromechanische �Uberlegungenwird im Kapitel 3.6 pr�asentiert.



60 3.5. KONSTITUTIVANNAHMEN3.5.6 Plastizit�at von ReibungsmaterialienIm Falle plastischen Materialverhaltens wird von einem 
ie�
�achenbehafteten Ma-terialmodell ausgegangen. Die zugrunde liegende Flie�bedingung F wird in der �ubli-chen Art und Weise in den Invarianten des e�ektiven Spannungstensors TSE de�niert.Dabei bezeichnen Flie�werte kleiner null elastisches Materialverhalten, Flie�wertegleich null plastisches Materialverhalten, Flie�werte gr�o�er null sind nicht zul�assig.Reibungsmaterialien zeichnen sich durch eine starke Abh�angigkeit des plastischenMaterialverhaltens vom hydrostatischen Spannungszustand aus. Zudem wird in Ex-perimenten (z. B. Triaxialversuche) ein stark dilatantes bzw. kontraktantes Materi-alverhalten bei plastischen Deformationen festgestellt (vgl. Lade & Duncan [55]. DasKonzept der plastischen Volumenkonstanz kann folglich nicht f�ur Reibungsmateria-lien angewendet werden. Ein weiteres typisches Merkmal f�ur das plastische Materi-alverhalten von Reibungsmaterialien ist die deutlich gr�o�ere Festigkeit bei triaxialenKompressionsversuchen gegen�uber triaxialen Extensionsversuchen. Es bezeichnen s1bis s3 die betragsm�a�ig geordneten deviatorischen Hauptdruckspannungen. Darausergeben sich die folgenden Beziehungen:Kompressionsversuch: s1 > s2 = s3;Extensionsversuch: s1 = s2 > s3: (3.52)Das folgende Ein
�achen
ie�kriterium nach Ehlers [27, 29] erf�ullt die beschriebenenAnforderungen und hat gegen�uber ebenfalls gebr�auchlichen Kappenmodellen (z. B.Schad [68]) den Vorteil der stetigen Di�erenzierbarkeit im gesamten Hauptspan-nungsraum:F = sIID (1 + 
 IIIDII3=2D )m + 12� I2 + �2 I4 + � I + � I2 � � = 0: (3.53)Darin sind I die erste Invariante des nicht-polaren symmetrischen Extraspannungs-tensors TSE und IID bzw. IIID die zweite bzw. dritte Invariante des Deviators TSDE =TSE � 13 (TSE � I) I,I = TSE � I;IID = 12TSDE �TSDE ;IIID = 13TSDE �TSDE TSDE ; (3.54)und P = f�; �; 
; �; �; m; �g (3.55)



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 61ist ein Satz von sieben Materialparametern.Vereinfachend soll im folgenden vom Konzept der idealen Plastizit�at Gebrauch ge-macht werden, so da� P f�ur ein Material im Verlauf eines elastisch-plastischen De-formationsproze� als konstant angenommen wird. In Bild 3.4 ist die Flie�bedingungF im Hauptspannungsraum abgebildet.

s1

s2

s3

- I

IBild 3.4: Ein
�achen
ie�kriterium im HauptspannungsraumDurch Nullsetzen einiger Parameter beinhaltet die Flie�
�ache F aus (3.54) einigeklassische Flie�bedingungen:von Mises (1913 [58]): FM = pIID � � = 0;Drucker & Prager (1952 [24]): FDP = pIID + � I � � = 0Green (1972 [42]): FG = qIID + 12� I2 � � = 0: (3.56)Die von Mises-Flie�bedingung ist f�ur metallische Werksto�e gebr�auchlich, jedochf�ur Reibungsmaterialien ungen�ugend, denn die typische Abh�angigkeit der Festig-keit von der hydrostatischen Spannung kann mit der von Mises-Flie�bedingungnicht beschrieben werden. Die Drucker -Prager -Flie�bedingung ber�ucksichtigt dieseAbh�angigkeit in linearer Weise. Sie ist f�ur Sand eine h�au�g benutzte Flie�bedin-gung, jedoch ist bekannt, da� bei gro�en hydrostatischen Dr�ucken die Festigkeit desMaterials mit der Drucker -Prager -Flie�bedingung in der Regel �ubersch�atzt wird.



62 3.5. KONSTITUTIVANNAHMENZudem bleibt unber�ucksichtigt, da� Reibungsmaterialien bei gro�en hydrostatischenDr�ucken plasti�zieren. Die Greensche Flie�bedingung beinhaltet diesen E�ekt, al-lerdings wird die Festigkeit im Zugbereich durch die symmetrische Form um denUrsprung deutlich �ubersch�atzt.In Bild 3.5 sind die sogenannten deviatorischen Flie�radien r = p2 IID der ange-sprochenen Flie�bedingungen in einem Schnitt entlang der hydrostatischen Achseeinander gegen�ubergestellt.Ehlers Drucker-Prager
von Mises Green

q2 IID

IBild 3.5: Flie�bedingungen im VergleichIn Bild 3.5 ist ersichtlich, da� die Drucker -Prager -Flie�bedingung f�ur I = 0 dieTangente an die Ehlerssche Flie�bedingung ist.Die Ber�ucksichtigung der unterschiedlichen Festigkeiten bei triaxialen Kompressions-und Extionsversuchen zeigt sich bei F nach Ehlers (3.53) gegen�uber den Flie�be-dingungen (3.56) in der nicht kreisrunden Form in der Deviatorebene. Anstelle desKreises erh�alt man ein Dreieck mit abgerundeten Ecken, siehe Bild 3.6.Mit den Reu�schen Variablen I, r und� = 13 arc sin p272 IIIDII3=2D (3.57)kann eine Variablentransformation von F = F (I; IID; IIID) nach F = F (I; r;�)durchgef�uhrt werden:F = q12 r2(1 + 
 2p27 sin 3�)m + 12� I2 + �2I4 + � I + � I2 � � = 0: (3.58)Au
�osen von (3.58) nach r ergibt eine multiplikative Aufspaltung f�ur den deviato-rischen Flie�radius (vgl. Ehlers [27]):r (�; I) = Fh(I)Fd(�);Fh(I) = p2q(�2 � �2)I4 + 2��I3 + (�2 � 12�� 2��)I2 � 2��I + �2;Fd(�) = (1 + 2p27 
 sin 3�)�m=2: (3.59)
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Bild 3.6: Flie�bedingung in der DeviatorebeneAus (3.59) ist direkt ersichtlich, da� die Parameter Ph = f�; �; �; �; �g die Formvon F in der hydrostatischen Ebene und die Parameter Pd = f
;mg die Form vonF in der deviatorischen Ebene bestimmen.F�ur die Entwicklung einer Flie�bedingung f�ur mikropolares Material wird die nicht-polare Flie�bedingung (3.53) als Grundlage genommen. Der nicht-polare Spannungs-tensor ist identisch mit dem symmetrischen Anteil des mikropolaren Spannungsten-sors. Daher werden die Invarianten I, IID und IIID aus (3.54) durch die entsprechen-den Invarianten des symmetrischen Anteils von TSE ersetzt:I =) I = TSE � I;IID =) IID sym = 12TSDE sym �TSDE sym;IIID =) IIID sym = 13TSDE sym �TSDE symTSDE sym: (3.60)Zur Ber�ucksichtigung des schiefsymmetrischen Anteils von TSE und des Momenten-spannungstensors MS werden zwei neue Invarianten eingef�uhrt:IIskw = 12TSE skw � TSE skw;IIM = 12MS � MS: (3.61)Die Invarianten IIM und IIskw werden in Verbindung mit zwei neuen mikropolarenMaterialparametern k1 und k2 in die mikropolare Flie�bedingung �F aufgenommen(vgl. Ehlers & Volk [39]):�F=sIID sym (1 + 
 IIID symII3=2D sym )m + k2IIskw 12�I2 + �2I4++ � I + � I2 � � + k1pIIM+ = 0: (3.62)



64 3.5. KONSTITUTIVANNAHMENDer Materialparameter k2 ist dimensionslos, w�ahrend k1 die Einheit [1/m] hat. Ne-ben der Flie�bedingung ben�otigt man zur vollst�andigen Beschreibung des plasti-schen Materialverhaltens noch eine Flie�regel, die die inkrementelle Entwicklungder plastischen Verzerrung f�ur einen gegebenen Spannungszustand mit plastischemFlie�en angibt. Das "Prinzip der maximalen Dissipation\ (z. B. Hill [51]) f�uhrt zurNormalit�at der Flie�regel auf die Flie�bedingung (assoziiertes Flie�en), der Bela-stungsbedingung und den Kuhn-Tucker -Bedingungen der Plastizit�atstheorie (vgl.z. B. Lemaitre & Chaboche [54] oder Miehe [57]):(�"Sp)0S = _�S @�F@TSE ;@�F@TSE � (TSE)0S > 0;_�S �F =0; _�S � 0; �F � 0: (3.63)
Der Proportinalit�atsfaktor _�S wird plastischer Multiplikator genannt. Im Falle einernormierten Flie�richtung erh�alt man die plastische Wegl�ange_�Sn = _�S (k @�F@TSE k)�1: (3.64)In der Literatur wird Gleichung (3.63)1 auch h�au�g ohne Zeitableitung von �S an-gegeben. Mit (3.63)2�4 wird sichergestellt, da� bei Flie�werten kleiner null keineplastische Deformation statt�ndet.Im Rahmen eines viskoplastischen Ansatzes vom Perzyna-Typ [65] wird anstelleder Kuhn-Tucker -Bedingungen bei Verletzung der Flie�bedingung vom sogenannten�Uberspannungsprinzip Gebrauch gemacht und eine direkte Evolutionsgleichung f�urden plastischen Multiplikator _�S angegeben:_�S = 1� � �FF0� r: (3.65)Dabei entsprechen � einer Relaxationszeit bei Standardkriechversuchen, F0 einemSkalierungswert f�ur die Flie�bedingung und r einem zus�atzlichen Materialparameter(siehe auch Hartmann et al. [47]). Die F�oppl -Klammer h x i ist identisch null f�urx < 0 und gleich x f�ur positive x-Werte.F�ur Reibungsmaterialien ist bekannt, da� das "Prinzip der maximalen Dissipation\keine G�ultigkeit hat und somit eine nicht-assoziierte Flie�regel formuliert werdenmu�. Dies geschieht durch die konstitutive Einf�uhrung eines konvexen plastischen



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 65Potentials �G, aus dem sich das plastische Verzerrungsinkrement durch Ableitungnach dem Spannungstensor ergibt:(�"Sp)0S = _�S @�G@TSE ;@�G@TSE � (TSE)0S > 0;_�S �F =0; _�S � 0 ; �F � 0: (3.66)
Experimentelle Untersuchungen haben gezeigt, da� Reibungsmaterialien in der De-viatorebene eine plastische Flie�richtung in der N�ahe der koaxialen Richtung zumSpannungszustand aufweisen (Kim & Lade [56]). Aus diesem Grund wird angenom-men, da� das plastische Potential nicht vom Lode-Winkel bzw. von IIID sym abh�angt(vgl. Bild 3.7). Es ist bekannt, da� Reibungsmaterialien im Gegensatz zu vielenmetallischen Werksto�en nicht plastisch Inkompressibel sind. Daher unterscheidetman zwischen spr�oden oder dilatantem Materialverhalten bei plastischer Volumen-vergr�o�erung und duktilem Materialverhalten bei plastischer Volumenkontraktanz.Der Dilatanzwinkel �p gibt die Abweichung des plastischen Verzerrungsinkrementsvon der deviatorischen (volumenerhaltenden) Richtung an, d. h.�p = arc tan jj(�"KSp)0Sjjjj(�"DSp)0Sjj (3.67)mit �"KSp = 13(�"Sp � I) I; �"DSp = �"Sp � �"KSp: (3.68)Im spr�oden Bereich w�urde eine assoziierte Flie�richtung die Dilatanz deutlich �uber-sch�atzen, so da� in diesem Bereich die betragsm�a�ige Steigung des plastischen Po-tentials deutlich kleiner sein mu� als der Betrag der Steigung von �F (siehe Bild3.7).Weiterhin ist die Ratenformulierung f�ur die plastische Kr�ummung bereits durch Glei-chung (2.130) als Funktion der plastischen Verzerrungsrate bestimmt. Aus diesemGrund wird angenommen, da� das plastische Potential �G nicht mehr von der Invari-anten IIM des Momentenspannungstensors abh�angt. Es gibt verschiedene M�oglich-keiten, die nicht-assoziierte Flie�regel im Detail zu postulieren. In Ehlers & Volk[36] wurde direkt ein konstitutiver Ansatz f�ur den Dilatanzwinkel �p formuliert. InDiebels et al. [22] wurden die Anforderungen an die nicht-assoziierte Flie�regel imspr�oden Bereich mit Hilfe von bereichsweise de�nierten Splines erf�ullt. In der vorlie-genden Arbeit wird f�ur �G ein zu �F �aquivalenter Ansatz mit modi�zierten Paramterengetro�en:�G = qIID sym + k2IIskw + 12�GI2 + �2GI4 + �G I + �G I2: (3.69)



66 3.5. KONSTITUTIVANNAHMEN
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Bild 3.7: Nicht-assoziierte Flie�richtungEin �G ist nicht erforderlich, da ein konstanter Term bei der Ableitung (3.66)1 ver-schwindet. Folgende Anforderungen soll der Parametersatz PG := f�G; �G; �G; �Ggerf�ullen:� Die Grenze zwischen duktilem und spr�oden Materialverhalten (rein deviato-risches Flie�en) soll mit dem Maximum von �F in der hydrostatischen Ebenezusammenfallen.� Die Flie�richtung im spr�oden Bereich soll zwischen rein deviatorischer undassoziierter Flie�richtung liegen.� F�ur Spannungspunkte auf der hydrostatischen Achse soll die Flie�richtungebenfalls rein hydrostatisch sein.Beispielhaft wurden f�ur die Flie�
�ache eines nicht-polaren Materials die folgendenFlie�
�achenparameter gew�ahlt, die einen bindigen Tonboden beschreiben (siehe Eh-lers [27, 29] und Schad [68]):�=5; 074 � 10�3; � =0; 1195; �=1; 001 � 10�4m2=kN;� =4; 3977 � 10�5m2=kN; � =10; 269 kN=m2;
 =1; 555; m=0; 5935: (3.70)Die Parameter des plastischen Potentials wurden nach folgenden Kriterien angepa�t:� Am �Ubergang von spr�odem zu duktilemMaterialverhalten sei die Flie�richtungrein deviatorisch (�p = 0).� Im spr�oden Bereich liegt die Flie�richtung ungef�ahr in der Mitte zwischenassoziierter und rein deviatorischer Flie�richtung.



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 67� Das plastische Potential mu� weiterhin konvex sein.Der folgende Satz von Materialparametern f�ur das plastische Potential erf�ullt diegestellten Forderungen:�G= 14 �; �G= 12 �;�G =0; 6914 �; �G = 12 �: (3.71)In Bild 3.8 ist der Dilatanzwinkel f�ur die Parameters�atze (3.70) und (3.71) f�ur Span-nungspunkte auf der Flie�
�ache abgebildet.
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Flie�bedingung skaliert(f�ur nicht-polare Materialien)assoziierte Flie�richtungnicht-assoziierte Flie�richtungBild 3.8: Dilatanzwinkel und nicht-assoziierte Flie�richtung3.6 Motivation der MaterialgesetzeIn diesem Unterkapitel werden die verwendeten mikropolaren Elastizit�atsgesetze an-hand einfacher eindimensionaler Betrachtungen auf mikroskopischer Ebene moti-viert. �Ahnliche �Uberlegungen sind der Arbeit von M�uhlhaus & Vardoulakis [60] zuentnehmen.



68 3.6. MOTIVATION DER MATERIALGESETZEAusgangspunkt sind zwei elliptische Scheiben, die durch eine seitliche Kraft f an-einandergedr�uckt werden. Nach einer Verdrehung der Scheiben gegeneinander umden Winkel �' = '2 � '1 wandert der Kontaktpunkt nach unten und es enstehtein R�uckstellmoment mc, da neben der Kontakttangentialkraft auch die Kontakt-normalkraft einen Hebelarm besitzt (vgl. Bild 3.9).
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' rc sI IIBild 3.9: R�uckstellmoment bei elliptischen Scheiben unter SeitendruckDie spezielle Wahl der elliptischen Ausgangsgeometrie soll nur exemplarischen Cha-rakter haben. Daher wird eine Transformation auf eine kreisf�ormige Geometriedurchgef�uhrt, deren Radius rc im vorliegenden Fall der kleineren Hauptachse derelliptischen Scheibe entsprechen soll. Es wird angenommen, da� das R�uckstellmo-ment mc der Kontaktnormalkraft in erster N�aherung proportional zum relativenVerdrehwinkel �' ist, w�ahrend bei einer kreisf�ormigen Geometrie die Kontaktnor-malkraft immer zentrisch wirkt und kein Moment verursacht. Die Transformationauf die kreisf�ormige Ersatzgeometrie macht daraufhin die Einf�uhrung einer Dreh-feder erforderlich, die ein zus�atzliches R�uckstellmoment bewirkt, das proportionalzu �' ist (siehe Bild 3.10). Die Drehfederkonstante �c beschreibt mit dieser Ar-gumentation physikalisch die Zwangskr�afte, die bei einer Drehung durch die nichtkreisf�ormige Ausgangsgeometrie entstehen.Es wird angenommen, da� die tangentialen Kontaktkr�afte, die durch Haftreibunghervorgerufen werden, durch eine Tangentialfeder mit der Stei�gkeit �c beschriebenwerden k�onnen (Cundall & Strack [17]). Man beachte, da� durch die Tangentialfederkeine Dissipation durch Gleiten entsteht und der gesamte Deformationsproze� vollreversibel ist, d. h. es liegt rein elastisches Materialverhalten vor. In Bild (3.11) sinddie Kr�afte und Momente f�ur die ausgelenkte Ersatzstruktur eingezeichnet.Nach der Verdrehung ist die Drehfeder gespannt, w�ahrend die Tangentialfeder nochunbelastet ist. Um das Momentengleichgewicht wiederherzustellen, verdrehen sich
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70 3.6. MOTIVATION DER MATERIALGESETZEMoment infolge der Tangentialkraft das Moment der Drehfeder egalisiert, ist diestatische Ruhelage erreicht. Das Moment mc hat dann den Wertmc = �c (�'2 � �'1) = � �': (3.72)Die Entwicklung des Winkelinkrements � �' �uber dem Linienparameter s liefert:� �' = @ �'@ s�s; �s = 2 rc: (3.73)Einsetzen der Beziehungen (3.73) in (3.72) ergibt f�ur das Moment mcmc = 2 �c rc @ �'@ s : (3.74)Die Tangentialkraft fc gen�ugt der folgenden Beziehung:fc = �c rc �'; �'= �'2= �'2 � '2: (3.75)Es wird nun vorausgesetzt, da� der Momentenspannungsvektor m den mittlerenMomenten mc auf einem Fl�achenelement da mit der Fl�achennormalen n entsprichtund da� sich der Momentenspannungstensor M durch ein Cauchy-Theorem f�ur dieMomente ergibt:m = Mn: (3.76)Im Rahmen einer quasistatischen Betrachtungsweise der Drallbilanz wird die Di-vergenz der Momentenspannungen durch den schiefsymmetrischen Anteil des Span-nungszustands ins Momentengleichgewicht gebracht, vgl. (2.141). Im Beispiel ausBild 3.11 sind die �au�eren R�ander momentenspannungsfrei und das Moment mcentspricht demnach dem Momenten
u� und steht somit in Analogie zum kontinu-umsmechanischen Divergenzterm. Nun wird mc im vorliegenden Beispiel durch dasMoment infolge der Tangentialkraft ins Gleichgewicht gebracht, so da� der Analo-gieschlu� naheliegt, da� die mittlere Tangentialkraft fc pro Fl�achenelement da diegleiche Bedeutung wie der schiesymmetrische Anteil des Spannungstensors Tskw inder kontinuumsmechanischen Beschreibung hat.Ein Vergleich von (3.74) und (3.75) mit den elastischen Gesetzen der Momentenspan-nungen (3.50) bzw. der Spannungen (3.45) zeigt mit den genannten �Uberlegungeninteressante Analogien. Die Verallgemeinerung der Linienableitung des Winkels �'ergibt den Gradienten, der im konstitutiven Ansatz der Momentenspannungen vor-handen ist. Der Proportionalit�atsfaktor 2�c l2c beinhaltet nach dieser Argumentationsowohl Information �uber mittlere Partikelgr�o�e und Partikelform. Die Tangentialfe-derkraft entspricht in diesem Zusammenhang dem schiefsymmetrischen Anteil des



KAPITEL 3. MIKROPOLARE THEORIE POR�OSER MEDIEN 71Spannungstensors und ist proportional zum freien Rotationsfeld, sofern rein ela-stisches Materialverhalten vorausgesetzt wird. Der Proportionalit�atsfaktor �c wirddemnach durch den mittleren Teilchenradius und das lokale mechanische Kontakt-verhalten bestimmt. Durch die Kopplung der drei fundamental unterschiedlichenmikroskopischen Eigenschaften, Partikelgr�o�e, Partikelform und Kontaktgesetz inden Materialparametern �c und lc, ist es prinzipiell unm�oglich, in den etabliertenMaterialgesetzen die genannten Ein
u�gr�o�en zu separieren.Zusammenfassend lassen sich die folgenden Aussagen gewinnen:� Die mittlere Partikelform und Lagerungsdichte bestimmt die Drehfederstei�g-keit �c.� Die mittlere Partikelgr�o�e wird durch rc bestimmt.� Das lokale mikroskopische Kontaktverhalten wird durch die Stei�gkeit �c derTangentialfeder wiedergegeben.� F�ur den mikropolaren Materialparameter �c ergibt sich der Zusammenhang�c � �c rc: (3.77)� Die interne L�ange lc repr�asentiert das Verh�altnis aus Drehfederstei�gkeit undTangentialfederstei�gkeit:lc � r�c�c : (3.78)3.6.1 Gradiententheorie erster OrdnungEin interessanter Fall entsteht, wenn man die Stei�gkeit der Tangentialfeder gegenunendlich gehen l�a�t. Dies bedeutet eine �Ubertragung der klassischen Annahme, da�Haftreibung nicht mit Deformationen verbunden ist, auf den Mikrobereich. Dies hatzur Folge, da� die freie Rotation �' gegen null strebt. In der mikropolaren TPMentspricht dies nach den �Uberlegungen des vorhergehenden Unterkapitels einem un-endlich gro�en �c in Verbindung mit einem verschwindenden freien Rotationsfeld�': �c ! 1 () �'! 0; �c ! 1 () �'! 0: (3.79)Das mikropolare Verzerrungsma� wird mit diesen Annahmen symmetrisch, und dasmikropolare Kr�ummungsma� entspricht der klassischen Kr�ummung:�" ! "; �� = � = grad': (3.80)



72 3.6. MOTIVATION DER MATERIALGESETZEDer schiefsymmetrische Anteil des Spannungstensors Tskw wird vom Verschiebungs-feld unabh�angig und kann trotz eines symmetrischen Verzerrungsfelds ungleich nullsein. Prinzipiell hatTskw dann die Bedeutung eines Lagrange-Multiplikators wie z. B.auch der Porendruck bei der hydrostatischen Belastung eines por�osen Mediums mitinkompressiblem Poren
uid (vgl. auch Steinmann & Stein [78]). Im quasistatischenFall kann Tskw dann aus der Drallbilanz berechnet werden:Tskw = 12 3E divM: (3.81)Die quasistatische Impulsbilanz erh�alt mit Hilfe von (3.81) die Form:divTsym + 12 div ( 3E divM ) + �b = 0: (3.82)Eine allgemeine Flie�bedingung kann dann neben einer Abh�angigkeit vom sym-metrischen Anteil des Spannungstensors auch vom Momentenspannungstensor unddem schiefsymmetrischen Anteil Tskw beein
u�t werden. Durch diese zus�atzlichenAbh�angigkeiten tritt in der Flie�bedingung bzw. Flie�regel neben der Abh�angigkeitvon der Verzerrung auch eine Abh�angigkeit vom Verzerrungsgradienten auf.F�ur eine numerische Simulation mit der Methode der �niten Elemente (vgl. Kapitel4) bieten sich f�ur die vorgestellte Gradiententheorie erster Ordnung drei verschiedeneUmsetzungsm�oglichkeiten an:1. Die zus�atzliche rotatorische Prim�arvarible �' wird durch Tskw ersetzt. An derAnzahl der Frieiheitsgrade �andert sich gegen�uber der mikropolaren Formulie-rung nichts, lediglich die Anzahl der zus�atzlichen Materialparameter reduziertsich, da f�ur Tskw kein konstitutiver Ansatz getro�en werden mu�. Dies ist derphysikalisch korrekteste Weg und d�urfte f�ur die beiden folgenden vereinfachen-den Ans�atze als Referenzl�osung dienen.2. Als Vereinfachung kann versucht werden, Tskw nicht als globalen Freiheits-grad, sondern als elementlokalen Freiheitsgrad einzuf�uhren und mit Hilfe dersogenannten statischen Kondensation wieder zu eliminieren. Sofern vergleich-bare Ergebnisse zu 1. erzielt werden, liegt der Vorteil dieser Variante in einerdeutlich reduzierten Anzahl von globalen Prim�arvariablen.3. Die gr�o�te Vereinfachung ist die prinzipielle Vernachl�assigung von Tskw inder Impulsbilanz. Inwieweit sich dieser systematische Fehler negativ auf dieErgebnisse auswirkt, mu� noch untersucht werden.



Kapitel 4Numerische Umsetzung
Mit den Bilanz- und Konstitutivgleichungen aus den vorhergehenden Kapiteln stehtder beschreibende Satz von Di�erentialgleichungen zur Verf�ugung, die f�ur ein gege-benes Anfangsrandwertproblem (ARWP) nach dem Prim�arvariablensatz u = (uS;wF ; p; �'S)T gel�ost werden sollen. In der Regel ist das ARWP nicht mehr analytischl�osbar, so da� numerische L�osungsmethoden angewendet werden m�ussen. Grundla-gen zur numerischen Simulation eines ARWPs mit der Methode der �niten Elemente(FEM) sind die schwachen Formulierungen der beschreibenden Bilanzgleichungen,die f�ur konservative statische Systeme auch aus einem Variationsfunktional herge-leitet werden k�onnen (vgl. Steinmann [75]).4.1 Schwache Formen der BilanzgleichungenF�ur das bin�are, mikropolare, quasistatische Modell mit inkompressiblen Konstitu-ierenden werden die Inkompressibilit�atsbedingung (3.32), die Impulsbilanz des ge-samten Zweiphasenkontinuums als Summe der partialen Impulsbilanzen (3.34)1 und(3.34)2, die Impulsbilanz des Poren
uids (3.34)2 sowie die Drallbilanz der Festk�orper-phase in der Form (3.36)2 als beschreibende Bilanzgleichung gew�ahlt:0 = div (nF wF + 0xS);0=divTI + (�F + �S) g;0=div (�nF p I) + �F g + p̂F ;0=divMS + I�TS: (4.1)
Darin ist TI als "innerer Anteil\ des Spannungstensors T aus (3.21) die aus TSund TF unter Ber�ucksichtigung von TF = �nFp I gebildete Spannungssumme. DieSickergeschwindigkeit wF kann aus dem Prim�arvariablensatz eliminiert werden, in-dem die Impulsbilanz (4.1)3 des Fluids mit den Konstitutivannahmen (3.37), (3.39)73



74 4.1. SCHWACHE FORMEN DER BILANZGLEICHUNGENund (3.45) nach der Filtergeschwindigkeit nF wF aufgel�ost und das Ergebnis in dieInkompressibilit�atsbedingung (4.1)1 eingesetzt wird:nF wF = � kF
FR (grad p � �FR g);=) 0 = � kF
FR div(grad p � �FR g) + div 0xS : (4.2)Um zur schwachen Formulierung der lokalen Bilanzgleichungen zu gelangen, werdendie Gleichungen (4.1)2, (4.1)4 und (4.2)2 folgender Prozedur unterworfen (vgl.Diebels& Ehlers [20] bzw. Ehlers & Volk [36]):� Multiplikation mit Testfunktionen �u 2 f�uS; �p; ��'Sg.� Umwandlung der lokalen (starken) Bilanzgleichung in die schwache Form durchIntegration �uber das gesamte Volumen.� Mit Hilfe partieller Integration (Auswertung des Divergenztheorems erfolgt ei-ne Umwandlung der Integrale, die einen Divergenzterm enthalten, in ein Ober-
�achenintegral (Gau�scher Integralsatz) und ein Volumenintegral, bei dem die�ortliche Ableitung auf die Testfunktionen � u �ubergegangen ist.Dieses Vorgehen sei exemplarisch f�ur die Impulsbilanz des Zweiphasenkontinuumsdurchgef�uhrt:Multiplikation von (4.1)2 mit der Testfunktion �uS liefert0 = divTI � �uS + (�F + �S) g � �uS: (4.3)Durch Integration �uber das gesamte Volumen ergibt sich die schwache Form0 = ZV divTI � �uS dv + ZV (�F + �S) g � �uS dv: (4.4)Auswertung des Divergenztheorems und des Gau�schen Integralsatzes, d. h. partielleIntegration der FormZV divTI � �uS dv = ZS TI n � �uS da � ZV TI � grad �uS dv (4.5)mit n als dem nach au�en gerichteten Ober
�achennormaleneinheitsvektor f�uhrtschlie�lich zuZV TI � grad �uS dv � ZV (�F + �S) g � �uS dv = ZS TI n � �uS da: (4.6)



KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG 75Ein analoges Vorgehen f�ur die Inkompressibilit�atsbedingung liefert mit der Test-funktion �p das ErgebnisZV kF
FR (grad p � �FR b)�grad � p dv + ZV div 0xS � p dv == ZS kF
FR (grad p � �FR b) � n � p da: (4.7)Schlie�lich erh�alt man f�ur die schwache Form der Drallbilanz mit den Testfunktionen� �'S ZV (I�T) � ��'S dv � ZV MS � grad ��'S dv = ZS MSn � ��'S da: (4.8)Mit den Ober
�achenintegralen in (4.6)-(4.8) k�onnen die Randbedingungen des An-fangrandwertproblems in expliziter Form ber�ucksichtigt werden.4.2 Orts- und Zeitdiskretisierung4.2.1 OrtsdiskretisierungDie schwachen Formulierungen (4.6)-(4.8) sind kontinuierliche Gleichungen, die aufdem gesamten K�orper B de�niert sind. F�ur die Anwedung der Finite-Elemente-Methode ist daher eine Ortsdiskretisierung erforderlich, die folgenderma�en ein-gef�uhrt wird:Zuerst wird der Gesamtk�orper B in eine endliche Anzahl von abgeschlossenen Teil-k�orpern Bi; i = 1; ::N (Elemente) zerteilt. Die Vereinigung aller Bi mu� wieder denGesamtk�orper B ergeben, d. h. jeder materielle Punkt X geh�ort zu genau einem Bi,wenn der Punkt innerhalb eines Teilk�orpers liegt. Er kann zu mehreren Teilk�orperngeh�oren, wenn er auf dem Rand eines Teilk�orpers liegt. Die geometrische Zertei-lung erfolgt durch die Auswahl spezieller Punkte, den sogenannten Knoten, derenVerbindungen miteinander als Kanten bezeichnet werden.In einem n�achsten Schritt wird der Prim�arvariablensatz u mit Hilfe geeigneter An-satzfunktionen N i und Multiplikatoren u i angen�ahert:u = mXi N i u i: (4.9)Setzt man den Ansatz (4.9) in die starken Bilanzgleichungen (4.1) ein, so werdendiese im allgemeinen nicht mehr identisch erf�ullt sein, und es verbleibt ein Residuum.



76 4.2. ORTS- UND ZEITDISKRETISIERUNGWird nun gefordert, da� dieses Residuum, multipliziert mit gewissen Testfunktionen,im Integral �uber ein Element verschwindet, erh�alt man die Methode der gewichtetenResiduen. Dies entspricht dem Einsetzen des Ansatzes (4.9) in die schwachen Formu-lierungen (4.6)-(4.8) und der Aufspaltung des Gesamtintegrals in Teilintegrale �uberdie einzelnen Elemente. Wird zus�atzlich der Satz der Testfunktionen �u mit den glei-chen Ansatzfunktionen N i wie der Prim�arvariablensatz u approximiert, ergibt sichdas Standard-Galerkin-Verfahren, (siehe Bathe [2], Schwarz [73] oder Zienkiewicz& Taylor [86]):�u = mXi=1 N i : (4.10)Werden zudem die Knoten, mit denen die Geometrie gebildet wurde, auch zur De-�nition der Ansatzfunktionen verwendet, spricht man vom isoparametrischen Kon-zept. In diesem Fall k�onnen die Multiplikatoren u i aus (4.9) mit dem Wert derPrim�arvariablen an den Knotenpunkten identi�ziert werden. Dieses Konzept hatgewisse numerische Vorteile (siehe z. B. Schwarz [73]) und soll aus diesem Grund imfolgenden verwendet werden. Sofern die Approximation der Prim�arvariablen �uberElementgrenzen hinweg stetig ist, wird von konformen Elementen gesprochen.Es gibt grunds�atzlich zwei unterschiedliche Arten von Randbedingungen. Die direkteVorgabe der Prim�arvariablen wird als Dirichlet-Randbedingungen bezeichnet. F�urRandst�ucke mit Dirichlet-Randbedingungen werden die Testfunktionen �u zu Nullgesetzt. Die andere M�oglichkeit ist die Vorgabe von verallgemeinerten Kraftrand-bedingungen (Neumann-Randbedingungen). F�ur Randst�ucke mit Kraftrandbedin-gungen m�ussen die Ober
�achenintegrale in (4.6)-(4.8) ausgewertet werden. Es darfjedoch nur eine Art von Randbedingung vorgegeben werden, d. h. die gleichzeiti-ge Vorgabe von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen am selben Randst�uckist verboten. Wird keine Randbedingung spezi�ziert, entspricht dies einer Vorgabeeiner Nullkraftrandbedingung.Die Integration der gewichteten Residuen erfolgt durch numerische Integrationsfor-meln. Dabei wird an q ausgew�ahlten Punkten (den Integrationspunkten) der In-tegrand ausgewertet. Die Multiplikation mit Integrationsgewichten wq ergibt danneine N�aherung des AusgangsintegralsZV f(x)dx � qXi=1 wi f(P i): (4.11)Die Anzahl q der Integrationspunkte P i wird in der Regel so gew�ahlt, da� bei idealerWahl der Position der Integrationspunkte gerade ein Polynom der Ordnung exaktintegriert wird, das durch Einsetzen der Ans�atze (4.9) und (4.10) in die schwachenFormen (4.6)-(4.8) entsteht. Werden weniger Integrationspunkte gew�ahlt, erh�alt maneine Unterintegration, die bei gewissen Anwendungen von Vorteil sein kann.



KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG 77Im Detail werden zur Ortsdiskretisierung 6-Knoten-Dreieckelemente mit drei Inte-grationspunkten verwendet. Dabei wird die Festk�orperverschiebung uS mit Hilfealler sechs Knoten quadratisch und der Porendruck p sowie die Gesamtrotation �'Smit Hilfe der drei Eckknoten jeweils linear angesetzt (siehe auch Bild 4.1):uS = 6Xi=1 Qi uiS;p = 3Xi=1 Li pi;�'S = 3Xi=1 Li �'iS: (4.12)
Darin sind Qi und Li jeweils die vollst�andigen quadratischen bzw. linearen Ansatz-funktionen, die der Literatur (z. B. Schwarz [73]) entnommen werden k�onnen.Der lineare Ansatz der Gesamtrotation �'S f�uhrt nach Gleichung (2.91)2 zu einemlinearen Verzerrungstensor �"S.Im Rahmen plastischen Materialverhaltens m�ussen zus�atzlich noch sogenannte Ge-schichtsvariablen q eingef�uhrt werden, da sich z. B. das plastische Verzerrungsfeldnicht direkt aus dem Verschiebungs- und Rotationsfeld berechnen l�a�t, sonderndurch zeitliche Integration der Flie�regel (3.66) bestimmt werden mu�. Das pla-stische Verzerrungsfeld �"Sp ergibt sich somit�"Sp = Zt _�"Sp d�: (4.13)�Ublicherweise wird f�ur die r�aumliche Approximation des plastischen Verzerrungsfel-des nicht das Standard-Galerkin-Verfahren, sondern die Punkt-Kollokationsmethode(siehe Zienkiewicz & Taylor [86]) verwendet. Bei der Punkt-Kollokationsmethodewird die exakte �Ubereinstimmung der Residuen an ausgew�ahlten Punkten, sinnvol-lerweise den Integrationspunkten, gefordert.
PSfrag replacements Druck p, Rotation �'SVerschiebung uSIntegrationspunkt qi
Bild 4.1: 6-Knoten-Dreieckelement



78 4.2. ORTS- UND ZEITDISKRETISIERUNGDies geschieht prinzipiell durch Identi�kation der Testfunktion in der schwachenForm der Flie�regel mit der Dirac-�-Distribution an den Integrationspunkten. DieDirac-�-Distribution an einer Stelle x0 ist folgenderma�en de�niert:�(x)jx=0 = 1; �(x)jx6=0 = 0; 1Z�1 �(x) dx = 1: (4.14)Der Nachteil der Punkt-Kollokationsmethode ist das Fehlen jeglicher Information�uber den Verlauf des plastischen Verzerrungsfeldes in der Umgebung eines Inte-grationspunkts. Somit ist die Bildung eines Gradienten prinzipiell unm�oglich. F�urdie Berechnung der plastischen Kr�ummungsrate nach Gleichung (2.130) wird je-doch gerade der Gradient der plastischen Verzerrungsrate ben�otigt. Somit ist diePunkt-Kollokationsmethode f�ur mikropolare Materialien in der �ublichen Form nichtanwendbar.Es gibt zwei prinzipiell unterschiedliche L�osungsans�atze, um Informationen �uberden Gradienten von Geschichtsvariablen zu erhalten. Zum einen kann die Flie�regelin eine schwache Form �uberf�uhrt werden und dann mit dem Standard-Galerkin-Verfahren gel�ost werden. Diese M�oglichkeit hat jedoch den Nachteil, da� die nume-rische Behandlung der Ungleichheitsrestriktionen (3.66)3 zu sehr gro�en Schwierig-keiten f�uhrt.Erfolgversprechender erscheint eine verallgemeinerte Punkt-Kollokationsmethode zusein. Bei dieser Methode wird das plastische Verzerrungsfeld in jedem Element mitHilfe von Ansatzfunktionen approximiert. Die diskreten Werte des plastischen Ver-zerrungsfeldes an den Elementknoten m�ussen so gew�ahlt werden, da� an den In-tegrationspunkten eine exakte �Ubereinstimmung mit der kontinuierlichen L�osungvorliegt. Diese Anpassung erfolgt unabh�angig f�ur jedes Element, mit der Folge einesunstetigen Verlaufs des plastischen Verzerrungsfeldes �uber Elementgrenzen hinweg.Diese Tatsache ist jedoch nicht schwerwiegend, denn sowohl das plastische Verzer-rungsfeld als auch dessen Gradient m�ussen nur an den Integrationspunkten, an denendas plastische Verzerrungsfeld per De�nition eine exakte �Ubereinstimmung mit derkontinuierlichen L�osung hat, ausgewertet werden. F�ur das algorithmische Vorgehenhat die erweiterte Punkt-Kollokationsmethode weitreichende Auswirkungen, auf dieim folgenden noch detailliert eingegangen wird.Weiterhin ist bei einem linearen oder bilinearen Ansatz f�ur das plastische Verzer-rungsfeld die Beltrami -Mitchell -Kompatibilit�atsbedingung (2.98) in jedem Fall iden-tisch erf�ullt. Somit kann der in Kapitel 2.6 angesprochene Zerschneidungsproze� mitspannungsfreien Teilk�orpern durch Schnitte entlang der Elementkanten erreicht wer-den. Die Di�erenzierbarkeit innerhalb eines jeden Elements ist somit mit den o. g.Annahmen sichergestellt.F�ur ein diskretisiertes Modell mit Nu Knoten und Nq Integrationspunkten werdendie Prim�arvariablen (Festk�orperverschiebung uS, Porendruck p und Gesamtrotation



KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG 79�'S) an den einzelnen Knoten in einem Vektor u und die Geschichtsvariablen (pla-stische Verzerrung �"Sp und zeitintegrieter plastischer Multiplikator �) der einzelnenIntegrationspunkte in einem Vektor q gesammelt, die zusammen den Vektor derUnbekannten y ergeben (Diebels et al. [22], Ehlers & Ellsiepen [32, 33]):u=(u1S; p1S; �'1S; : : : ;uNuS ; pNuS ; �'NuS )T ;q =(�"1Sp;�1; : : : ;�"NqSp ;�Nq)T ;y =(uT ; qT )T : (4.15)Der zeitintegrierte plastische Multiplikator � ist im strengen Sinne keine Geschichts-variable. Da neben der Flie�regel jedoch noch die Flie�bedingung in Verbindungmit den Kuhn-Tucker -Bedingungen als algebraische Nebenbedingung zu erf�ullenist, wird der zeitintegrierte plastische Multiplikator als zus�atzliche Geschichtsvaria-ble eingef�uhrt, so da� die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen anden Integrationspunkten wieder �ubereinstimmt. Im Falle der Viskoplastizit�at kann �aus dem Satz der Geschichtsvariablen gestrichen werden, da hier die Bestimmungs-gleichung f�ur _� in die Flie�regel eingesetzt werden kann.Das semi-diskrete Di�erentialgleichungssystem (ortsdiskret, zeitkontinuierlich) kanndamit in die folgende Form gebracht werden (Ehlers & Ellsiepen [32, 33]):F (t;y;y0S) = 0@F 1(t;u;u0S; q)F 2(t; q; q0S;u)1A = 0@Mu0S +k(u; q) � f(t)Aq0S � g(q;u) 1A = 0: (4.16)Die Anfangsrandwertbedingung des Problems lautety(t0) = y0: (4.17)Gleichung F 1 stellt die ortsdiskrete Zusammenfassung der schwachen Formen derBilanzgleichungen (4.6)-(4.8) dar (�au�eres oder globales Gleichungssystem). DarinistM die verallgemeinerte Massenmatrix, die als Koe�zientenmatrix der h�ochstenauftretenden Ableitungen des Prim�arvariablenvektors u de�niert ist, k wird als ver-allgemeinerter Stei�gkeitsvektor bezeichnet, und f beinhaltet die verallgemeinerten�au�eren Kr�afte, die nur zeitabh�angig sein sollen. Gleichung F 2 repr�asentiert dieortsdiskreten Evolutionsgleichungen der internen (plastischen) Geschichtsvariablenan den Integrationspunkten (inneres oder lokales Gleichungssystem). Die Matrix Aentspricht f�ur elastisch-plastisches Materialverhalten einer Einheitsmatrix, die f�urjeden Integrationspunkt um eine Nullzeile erweitert wurde. Damit wird dem alge-braischen Nebenbedingscharakter der Flie�bedingung Rechnung getragen. F�ur daselastisch-viskoplastische Materialverhalten ist A identisch mit der Einheitsmatrix.Unter der Voraussetzung quasi-statischen, elastisch-plastischen Materialverhaltensbesitzen M und A nicht den vollen Rang, so da� die Gleichungen (4.16) und



80 4.2. ORTS- UND ZEITDISKRETISIERUNG(4.17) sowohl f�ur die globalen als auch die lokalen Gleichungen ein di�erential-algebraisches System (DAE) ergeben. F�ur das elastisch-viskoplastische Materialver-halten beschr�ankt sich der DAE-Charakter nur auf die globalen Gleichungen von(4.16) und (4.17).4.2.2 ZeitdiskretisierungUnter der Zeitdiskretisierung wird die numerische Integration der zugrunde liegendenpartiellen Di�erentialgleichungen bez�uglich der Zeit verstanden.F�ur einphasige Materialien fehlt die verallgemeinerte MassenmatrixM in der Regelv�ollig, da keine Inkompressibilit�atsbedingung in der Form (4.7) zu ber�ucksichtigenist. In diesem Fall wird die Flie�regel �ublicherweise mit dem unbedingt stabilenimpliziten Euler -Verfahren integriert.F�ur DAEs gelten h�ohere Stabilit�atsanforderungen an den Zeitintegrator als f�urgew�ohnliche Di�erentialgleichungen (ODE). Das implizite Euler -Verfahren bleibtnormalerweise anwendbar, jedoch darf die Zeitschrittweite nicht zu gro� gew�ahltwerden, denn Diebels et al. [22] haben gezeigt, da� aufgrund der Stabilit�at des impli-ziten Euler -Verfahrens bei zu gro�en Schrittweiten eine numerische L�osung gefundenwerden kann, die sehr weit von der echten L�osung entfernt ist.Alternativ wird dort vorgeschlagen, das DAE-System (4.16) und (4.17) mit mehrstu-�gen diagonalimpliziten Runge-Kutta-Vefahren numerisch zu integrieren, da in die-sem Fall ein zeitadaptives Vorgehen basierend auf einen eingebetteten Fehlersch�atzerm�oglich ist (siehe Ehlers & Ellsiepen [32, 33] sowie Diebels et al. [22]).Im folgenden soll jedoch eine Beschr�ankung auf das implizite Euler -Verfahren mitder Forderung hinreichend kleiner Zeitschrittweiten statt�nden. Das zeitdiskreteGleichungssystem f�ur den Zeitpunkt tn+1, ausgehend von einem im Gleichgewichtbe�ndlichen Zustand F (tn;yn; yn � yn�1tn � tn�1 ) = 0, lautet demnach0@r1(�t;�u;�q)r2(�t;�u;�q)1A = 0@ 1�tM�u+k(un +�u; qn +�q)� fn+11�t A�q�g(qn +�q;un +�u) 1A= 0(4.18)mit den Abk�urzungen� t = tn+1 � tn; �u = un+1 � un; � q = qn+1 � qn: (4.19)4.2.3 Algorithmisches VorgehenZur L�osung des nicht-linearen Gleichungssystems (4.18) bietet sich aufgrund derspeziellen Struktur ein sogenannter Operatorsplit an (siehe z. B. Miehe [57] oder



KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG 81Simo & Hughes [74]). Dabei werden das globale und lokale Gleichungssystem al-gorithmisch entkoppelt und mit einem Gau� -Seidel -Newton-Verfahren gel�ost. ImDetail werden folgende Schritte durchgef�uhrt:1. Gleichung (4.18)1 wird f�ur eine gegebene Zeitschrittweite �t mit den Ge-schichtsvariablen des vergangenen Zeitschritts gel�ost (elastischer Pr�adiktor).Der Iterationsz�ahler I des �au�eren Newton-Verfahrens wird auf null gesetzt:r1(�u0; � t) = 1�tM�u0 + k(un + �u0; qn) � fn+1 = 0: (4.20)Im Fall rein elastischen Materialverhaltens ist die L�osung von (4.20) auch dieL�osung von (4.18).2. Sollte die Flie�bedingung (z. B. Gleichung (3.62)) in einem oder mehrerenElementen verletzt sein, wird ausgenutzt, da� die internen Variablen q inkom-patibel �uber Elementgrenzen hinweg sein d�urfen. Dies bedeutet, da� (4.18)2sukzessiv in allen Elementen mit verletzter Flie�bedingung gel�ost werden kann,da keine Koppelterme zwischen den einzelnen Elementen vorhanden sind. Ausdiesem Grund wird auch vom lokalen Gleichungssystem gesprochen. Das be-rechnete Prim�arvariableninkrement �u0 wird w�ahrend des L�osen des lokalenGleichungssystems als konstant angesehen:r2(� q; � t; �uI) = 1�t�q � g(qn + �q;un +�uI) = 0: (4.21)Die L�osung dieses Gleichungssystems erfolgt �ublicherweise mit dem Newton-Verfahren und dem Iterationsz�ahler i des lokalen Newton-Verfahrens:� qi+1 = � qi � ( @ri2@� qi )�1ri2: (4.22)Die Schleife (4.22) wird solange durchlaufen, bis die Gleichung (4.21) mit einerhinreichenden Genauigkeit nach n Schritten erf�ullt ist.3. Als L�osung erh�alt man das Geschichtsvariableninkrement � qI in Abh�angig-keit von �uI und � t:� qI = � qn(�uI ;� t): (4.23)4. Das Einsetzen der L�osung (4.23) in (4.18)1 wird in aller Regel nicht mehr das�au�ere Gleichgewicht erf�ullen. Unter Ber�ucksichtigung des Ergebnisses (4.23)wird ein Newton-Schritt des globalen Gleichungssystems (4.18)1 berechnet:�uI+1 = �uI � (J I)�1rI1: (4.24)



82 4.3. DIE VERALLGEMEINERTE PUNKT-KOLLOKATIONSMETHODEDarin ist J I die algorithmisch-konsistente TangenteJ I = drI1(�uI; � qI(�uI))d�uI = @ rI1@�uI + @ rI1@�qI d�qId�uI : (4.25)Der erste Term in (4.25) entspricht dabei der rein elastischen Tangente, w�ah-rend der zweite Term aus der Linearisierung der diskreten Evolutionsgleichungder Geschichtsvariablen entsteht (vgl. Diebels et al. [22]).5. Zur Bestimmung der Ableitung d�qI = d�uI des globalen Gleichungssystemskann ausgenutzt werden, da� das lokale Gleichungssystem r2 bereits gel�ostwurde. Somit gilt:rn2 � 0 =) drn2d�uI = 0 = @rn2@�uI + @rn2@�qn d�qnd�uI : (4.26)Aus (4.26) folgt direkt das Gleichungssystem zur Bestimmung von d�qI=d�uI(implizite Di�erentiation):@rn2@�qn d�qId�uI = � @rn2@�uI : (4.27)Bei der Auswertung von (4.27) kann die Ableitung des letzten Newton-Schritts@rn2=@� qn aus (4.22) verwendet werden.6. Wenn das Residuum rI+11 (�uI+1; � qn; � t) kleiner als eine vom Benutzergesetzte relative oder absolute Toleranz ist, gilt der Zeitschritt als ausiteriert,ansonsten wird I = I + 1 gesetzt und der Ablaufplan bei Punkt 2 fortgesetzt.In Bild 4.2 ist der beschriebene Algorithmus in Form eines Flu�diagramms zusam-mengefa�t.Man beachte, da� infolge der geschachtelten Struktur des Algorithmus' f�ur jeden glo-balen Newton-Schritt ein komplettes Newton-Verfahren auf Lokalebene durchgef�uhrtwerden mu�. Bei mittleren und gro�en Problemen ist vom Rechenzeitaufwand dieglobale Iteration ma�gebend, denn aufgrund der elementweisen Entkopplung des lo-kalen Gleichungssystems ist hier der Aufwand O(n) mit der Elementzahl n, w�ahrendf�ur die globale Iteration bei direkten oder iterativen L�osern ein Aufwand von O(n2)bis O(n3) entsteht.4.3 Die verallgemeinerte Punkt-Kollokations-methodeIn Kapitel 4.2 wurden bereits die Grundideen der verallgemeinerten Punkt-Kolloka-tionsmethode beschrieben. Als Grundvoraussetzung m�ussen mindestens so viele li-near unabh�angige Ansatzfunktionen benutzt werden wie Integrationspunkte vor-handen sind, da sonst eine eindeutige L�osung nicht m�oglich ist. F�ur den Fall, da�
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84 4.3. DIE VERALLGEMEINERTE PUNKT-KOLLOKATIONSMETHODEdie Anzahl der unabh�angigen Ansatzfunktionen die Zahl der Integrationspunkte�ubersteigt, mu� die L�osung an den Integrationspunkten mit Hilfe der Methoden derAusgleichsrechnung bestimmt werden. Die Forderung der exakten �Ubereinstimmungder Feldgleichungen mit den approximierten Werten an den Integrationspunkten istdeshalb nur m�oglich, wenn die Anzahl der Ansatzfunktionen mit der Anzahl derIntegrationspunkte �ubereinstimmt.In der vorliegenden Arbeit werden ausschlie�lich 6-Knoten-Dreieckselemente mit dreiIntegrationspunkten verwendet. Somit werden f�ur die internen Variablen (hier pla-stische Verzerrung) nur die linearen Ansatzfunktionen ben�otigt, die bekanntlich anden drei Eckpunkten de�niert sind. Als Folge erh�alt man f�ur den Gradienten der pla-stischen Verzerrung und infolge der Kompatibilit�atsbedingung (2.1291) auch f�ur dieplastische Kr�ummung einen konstanten Wert pro Element. Die Gesamtkr�ummungergibt sich durch Di�erentiation der linear approximierten Gesamtrotation �'. Somitpa�t der Ansatz der internen Variablen mit dem Ansatz der Prim�arvariablen zusam-men. Die verallgemeinerten Punkt-Kollokationsmethode ist z. B. auch problemlosf�ur Viereckselemente anwendbar.Bei der Punkt-Kollokationsmethode der nicht-polaren Theorie kann das lokale Glei-chungsystem in jedem Element unabh�angig an jedem Integrationspunkt gel�ost wer-den, denn die Flie�bedingung (z. B. (3.53)) h�angt nur von den plastischen Verzer-rungen an diesem Integrationspunkt ab (lokale Theorie). F�ur die verallgemeinertenPunkt-Kollokationsmethode ist dieses Vorgehen nicht mehr m�oglich, denn durchdie Abh�angigkeit der Flie�bedingung (3.62) an den Integrationspunkten vom pla-stischen Verzerrungsgradienten, der von den Werten der plastischen Verzerrung anallen Integrationspunkten des Elements beein
u�t wird, entsteht eine nicht-lokaleTheorie. Anschaulich bedeutet dies, da� sich die Flie�bedingung am Integrations-punkt 1 durch eine Ver�anderung der plastischen Verzerrung am Integrationspunkt 2oder 3 in der Regel ver�andert. Somit mu� das lokale Gleichungssystem r2 in jedemElement gleichzeitig an allen Integrationspunkten gel�ost werden.Die Nicht-Lokalit�at mu� nat�urlich auch bei der konsistenten Tangente (4.25) ber�uck-sichtigt werden.Die gr�o�ten Schwierigkeiten bei der numerischen Umsetzung der verallgemeinertenPunkt-Kollokationsmethode ist die Behandlung der Ungleichheitsrestriktionen derKuhn-Tucker -Bedingungen (3.66)2 bzw. der F�oppl -Klammer aus Gleichung (3.65).Nach der Berechnung des elastischen Pr�adiktors wird zuerst der aktive Satz der Un-gleichhheitsrestriktionen bestimmt. Im Fall, da� die Flie�bedingung bei elastisch-plastischem Materialverhalten verletzt ist, mu� der elastische Pr�adiktor wieder aufdie Flie�
�ache "zur�uckgezogen\ werden, d. h. �F = 0 ist die aktive Restriktion.Sollte beim elastischen Pr�adiktor die Flie�bedingung nicht verletzt sein, ist das Ma-terialverhalten weiterhin rein elastisch, und �� = 0 ist die aktive Restriktion. Diese�Uberlegungen lassen sich ganz entsprechend auf elastisch-viskoplastisches Material-verhalten mit den Ungleichheitsrestriktionen der F�oppl -Klammer �ubertragen.Im Laufe der L�osung des lokalen Gleichungssystems (4.22) ist es m�oglich, da� sichder aktive Satz der Ungleichhheitsrestriktionen ver�andert. Dieser Wechsel der Re-



KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG 85striktion �ndet statt, wenn die bisher aktive Restriktion erf�ullt ist, w�ahrend dienicht aktive Restriktion verletzt ist. Anschaulich bedeutet dies, da� z. B. an ei-nem Integrationspunkt die Flie�bedingung nach dem elastischen Pr�adiktor verletztwar; durch die plastische Deformation an den anderen Integrationspunkten k�onnensich die elastischen Kr�ummungen und somit die Momentenspannung aber derartver�andert haben, da� der Wert der Flie�bedingung mit �� = 0 kleiner null w�are,also elastisches Materialverhalten vorliegt. Die Erf�ullung der urspr�unglich aktivenRestriktion �F = 0 k�onnte in diesem Fall nur mit einem negativen Inkrement ��erreicht werden.Infolge der M�oglichkeit, da� die aktive Restriktion w�ahrend des L�osen des lokalenGleichungssystems (4.27) wechselt, mu� auf jeden Fall verhindert werden, da� imVerlauf des L�osungsverfahrens ein Vorzeichenwechsel in der Restriktionsgleichungsatt�ndet, denn in diesem Fall kann nicht mehr eindeutig entschieden werden, obein Wechsel der Restriktion notwendig ist. Startet man beispielsweise mit einer ver-letzten Flie�bedingung nach dem elastischen Pr�adiktor, ist �F = 0 die aktive Re-striktion. W�urde jetzt im Laufe der Newton-Iteration ein Flie�wert kleiner Nullvorkommen, w�are �F < 0 und in der Regel �� > 0. In diesem Fall ist es nichtmehr klar, welche die aktive Restriktion ist, da beide erf�ullt sind. Beim Newton-Verfahren ist jedoch ein Vorzeichenwechsel des Residuums durchaus m�oglich. Beieinem eventuellen Vorzeichenwechsel bietet sich die Anwendung eines ged�ampftenNewton-Verfahrens an:� qi+1 = � qi � � ( @ri2@� qi )�1ri2 mit 0 < � < 1: (4.28)Der Faktor � darf maximal so gro� gew�ahlt werden, da� die aktive Restriktion gera-de erf�ullt ist. Es handelt sich somit um ein eindimensionales Problem, das mit Hilfevon Einschachtelungsverfahren gel�ost werden kann. Aufgrund der sehr guten Kon-vergenzeigenschaft wird im folgenden zur L�osung von (4.28) das Illinois-Verfahrenverwendet (siehe T�ornig & Spellucci [82]). Es handelt sich hierbei um eine Modi�-kation der Regula-falsi:1. Gegeben sei f(a0) f(b0) < 0.2. Man setze t0 = a0 und t�1 = b0.3. Beginn der Iteration, i = 1.4. Wenn f(ti�1) f(ti�2) < 0, dann fai; big = fti�1; ti�2g,wenn f(ti�1) f(ti�2) > 0 undf(ti�1) f(ti�3) < 0, dann fai; big = fti�1; ti�3g.5. Man w�ahle ti mit ai < ti < bi.



86 4.4. ELEMENTFORMULIERUNGEN IM DETAIL6. Man setze
ti = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

ti�1 � f(ti�1) ti�1 � ti�2f(ti�1)� f(ti�2) ; falls f(ti�1) f(ti�2) < 0;ti�1 � f(ti�1) ti�1 � ti�3f(ti�1)� f(ti�2)=2 ; falls f(ti�1) f(ti�2) > 0und f(ti�1) f(ti�3) < 0;(ai + bi)=2 sonst: (4.29)
7. Wenn jf(ti)j < � dann ist ti die gesuchte L�osung x?, ansonsten setze manai+1 = 8<: ai falls f(ai) f(ti) < 0;ti sonst;bi+1 = 8<: ti falls f(ai) f(ti) < 0;bi sonst: (4.30)
8. Gehe zu 4.Man kann zeigen, da� die Konvergenzrate des Illinois-Verfahrens �uber drei Schrittehinweg kubisch ist (T�ornig & Spellucci [82]):j ti+3 � x? j � C j ti � x? j3: (4.31)Darin ist C eine geeignete Konstante.4.4 Elementformulierungen im DetailIm folgenden werden zwei physikalisch unterschiedliche Elementformulierungen vor-gestellt. Mit dem T2P1R1-Element wird ein 
uidges�attigter, mikropolarer Festk�or-per beschrieben, mit den Prim�arvariablen Festk�orperverschiebung uS, Porendruck pund Gesamtrotation �'S des Festk�orperskeletts. Wie bereits in Kapitel 4.2 erw�ahnt,wird uS mit quadratischen Ansatzfunktionen mit 6-Knoten-Dreieckselementen ap-proximiert. Der �ublichen Elementnomenklatur folgend, erscheint im Elementnamen"T2\ mit "T\ f�ur Triangle und "2\ f�ur die quadratischen Ansatzfunktionen. Dielinearen Ansatzfunktionen f�ur Druck und Rotation werden durch "P1\ bzw. "R1\repr�asentiert. Das beschreibende Gleichungssystem des T2P1R1-Elements wurde inden Kapiteln 4.1 und 4.2 angegeben.F�ur den Fall eines leeren, mikropolaren Festk�orpermaterials wird das T2R1-Elementmit den Prim�arvariablen Festk�orperverschiebung uS und Gesamtrotation �'S des



KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG 87Festk�orperskeletts verwendet. Aus dem Gleichungssatz des T2P1R1-Elements wirdfolglich die Inkompressibilit�atsbedingung (4.7) gestrichen.Bei der numerischen Behandlung der Plastizit�at stellt man enorme Unterschiedeim Hinblick auf Stabilit�at und Konvergenzverhalten zwischen elastisch-plastischemund elastisch-viskoplastischem Materialverhalten fest. In jeglicher Hinsicht verh�altsich das elastisch-viskoplastische Materialmodell gutm�utiger als das rein elastisch-plastische Modell. Die Ursache liegt im unterschiedlichen Charakter der zugrunde-liegenden Di�erentialgleichungen. W�ahrend die viskoplastischen Bestimmungsglei-chungen ein gew�ohnliches Di�erentialgleichungssystem (ODE) darstellen, handeltes sich bei den rein plastischen Bestimmungsgleichungen um ein Algebrodi�erential-gleichungssystem (DAE). Wie bereits angesprochen, sind die Stabilit�atseigenschaf-ten der numerischen Verfahren bei DAEs deutlich schlechter als bei ODEs.Die viskosen Eigenschaften des viskoplastischen Materialmodells haben bereits einenregularisierenden Ein
u� auf Lokalisierungsprobleme (siehe Ehlers & Ellsiepen [34]).Allerdings h�angt die regularisierende Eigenschaft infolge der enthaltenen Relaxati-onszeit von der Lastaufbringungsgeschwindigkeit ab. Diese Abh�angigkeit wird jedochexperimentell bei quasistatischen Versuchen mit Scherbandbildung nicht festgestellt.Die Kombination von mikropolarem mit viskoplastischem Materialverhalten f�uhrtbei hinreichend kleinen Relaxationszeiten � zu einer von der Lastaufbringungsge-schwindigkeit unabh�angigen Breite der Lokalisierungszone. Der Vorteil der besserenStabilit�ats- sowie Konvergenzeigenschaften der numerischen Verfahren bleibt jedochin der Regel bestehen. Zus�atzlich kann eine kleine Relaxationszeit mit der vorhan-denen Reibung zwischen den Mikropartikeln physikalisch erkl�art werden.
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Kapitel 5Beispiele
Anhand einiger ausgew�ahlter Beispiele mit Scherbandbildung wird im folgendendie G�ultigkeit der in den vorhergehenden Kapiteln vorgestellten theoretischen undnumerischen Ausf�uhrungen gezeigt.Als erstes Beispiel wird mit dem Biaxial-Versuch ein Randwertproblem berechnet,das aus der Experimentaltechnik bekannt ist. Anschlie�end zeigt die Simulationeines B�oschungsbruchs infolge Eigengewicht, da� die vorgestellte mikropolare Be-schreibung auch f�ur Problemstellungen geeignet ist, die in der Bauingenieurpraxisvon Bedeutung sind.5.1 Biaxial-VersuchDer Biaxial-Versuch stellt einen ebenen Verzerrungszustand (EVZ) dar und eignetsich sehr gut f�ur Materialparameterstudien wegen der einfachen Geometrie und denleicht formulierbaren Randbedingungen. Die Berechnungen erfolgen f�ur elastisch-viskoplastisches Materialverhalten mit hinreichend kleiner Relaxationszeit (hier � =0; 5 s, r = 1, F0 = �), so da� die berechneten Scherb�ander unabh�angig von derLastgeschwindigkeit sind, vgl. Kapitel 4.Die verwendeten Materialparameter beschreiben prinzipiell einen bindigen Boden(z. B. Schlu�). Die Parameter des Ein
�achen
ie�kriteriums entstammen einer mo-di�zierten Anpassung an das Modell von Schad [68], vgl. Ehlers [27, 29] (sieheTabelle 5.1).Die mikropolaren Materialparameter sind als Standardsatz zu verstehen, da im fol-genden einige Parameterstudien durchgef�uhrt werden. Die Berechnungen erfolgenquasistatisch f�ur ein leeres, por�oses Festk�orperskelett, so da� keine Materialparame-ter angegeben werden m�ussen, die das Poren
uid betre�en (T2R1-Element).Die Geometrie und Randbedingungen des Biaxial-Versuchs k�onnen Bild 5.1 entnom-men werden. 89



90 5.1. BIAXIAL-VERSUCHParameter Symbol WertLam�e-Konstanten �S 5 583 kN/m2�S 8 375 kN/m2reale Dichten �SR 2 600 kg/m3Volumenanteile nS0S 0; 67Parameter des � 1; 074 � 10�2Ein
�achen- � 0; 119 6
ie�kriteriums, 
 1; 000� 1; 377 � 10�4m2=kN� 4; 330 � 10�6m2=kN� 10; 269 kN/m2m 0,75Cosserat-Parameter lSc 1 � 10�2m�Sc 4 � 103 kN/m2k1 12m�1k2 0Tabelle 5.1: Materialparameter f�ur den Biaxial-Versuch
PSfrag replacements

x1x2x3

u2
pp

20 cm
20 cm

Schw�achung
Bild 5.1: Der Biaxial-VersuchNach Aufbringung eines konstanten Horizontaldrucks p wird der obere Rand miteiner konstanten Geschwindigkeit v2 abgesenkt. Die Verschiebung u2 ergibt sichdurch Multiplikation mit der Zeit t:u2 = v2 t: (5.1)



KAPITEL 5. BEISPIELE 91Als Standardwerte f�ur die Beispielrechnungen werden p = 50 kN/m2 und v2 =0; 2 mm/s gew�ahlt.Um einen nicht-homogenen Verzerrungszustand zu erreichen, werden in einem klei-nen Bereich die Lam�eschen Konstanten � und � um 0,5 % geschw�acht.Ein typisches Last-Verschiebungs-Diagramm f�ur den Biaxial-Versuch hat folgendeForm (vergleiche die experimentellen Ergebnisse von Hammad [44]):
PSfrag replacementsq2

u20 1
2 3 45

Bild 5.2: Schematischer Verlauf einer Last-VerschiebungskurveIm Bereich 0 bis 1 wird die der Seitendruck p aufgebracht, so da� am oberenRand eine Last q2 notwendig ist, um die Vertikalverschiebung u2 = 0 weiterhinsicherzustellen. Zwischen den gekennzeichneten Punkten 1 und 2 ist das Mate-rialverhalten elastisch. Am Punkt 2 stellt sich in der Spannungs-Deviatorebene einLode-Winkel ein, der durch den Seitendruck p und die Querkontraktionszahl � desMaterials bestimmt ist. F�ur den angegebenen Standard-Materialparametersatz liegtder Lode-Winkel bei einsetzendem plastischem Materialverhalten in der N�ahe derKompressionsrichtung (siehe Bild 3.6). Im vorkritischen plastischen Bereich 2 bis3 besitzt das Material trotz idealer Plastizit�at (eigentlich Viskoplastizit�at s. o.) f�urden gegebenen Lastpfad eine Art Eigenverfestigung. Mit zunehmender Vertikalver-schiebung steigt infolge der ansteigenden Last q2 und somit auch gr�o�erer Druck-spannung T22 in der Probe die negative erste Invariante des Spannungstensors T an.Aus Bild 3.5 kann man entnehmen, da� dies im spr�oden Bereich zu einem gr�o�erenFlie�radius f�uhrt.Der kritische Punkt 3 ist durch die horizontale Tangente im Last-Verschiebungs-diagramm (Bild 5.2) gekennzeichnet. F�ur die Berechnung im Rahmen einer quasista-tischen, nicht-polaren Theorie ist bekannt, da� dies zu einem Verlust der strengenElliptizit�at der zugrunde liegenden Di�erentialgleichungen f�uhrt (siehe z. B. Rice



92 5.1. BIAXIAL-VERSUCH[67]). Mit demWechsel des Typs der Di�erentialgleichungen von elliptisch auf hyper-bolisch bzw. parabolisch ver�andert sich grunds�atzlich das Verhalten der L�osung. Beipartiellen Di�erentialgleichungen vom hyperbolischem Typ wird die L�osung durchdie Charakteristiken der Di�erentialgleichung bestimmt. Im Detail stellt man einefundamentale Netzabh�angigkeit der L�osung fest, denn die Breite der auftretendenLokalisierungszone der plastischen Verzerrung verringert sich mit immer feinererOrtsdiskretisierung, bis bei unendlich feinen Netzen eine singul�are Fl�ache entste-hen w�urde. Somit handelt es sich um ein mathematisch schlecht gestelltes Problem.Steinmann &Willam [79] haben den regularisierenden Ein
u� der Cosserat-Theorieauf Lokalisierungsprobleme detailliert untersucht.
PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 4.000E-03

  9.143E-03

  1.429E-02

  1.943E-02

  2.457E-02

  2.971E-02

  3.486E-02

> 4.000E-02

PSfrag replacements

Biaxial-Versuch: Norm plast. Verzerrung

Bild 5.3: Scherbandbildung beim Biaxial-VersuchDie Ursache f�ur den entfestigenden Charakter der Last-Verschiebungskurve im Be-reich 3 bis 4 liegt in der nicht kreisrunden Form der Flie�
�ache in der Deviatore-bene. Mit ansteigendem Lode-Winkel nimmt der deviatorische Flie�radius bis zumExtensionspunkt ab (vgl. Bild 3.6). Allerdings ist das Verzerrungsbild, das einemSpannungszustand mit ansteigenden Lode-Winkel zugeordnet ist, nur mit ansteigen-den Schubverzerrungen erreichbar. Somit bildet sich ausgehend von der eingef�ugtenSchw�achung ein Scherband aus. Der Winkel des Scherbands gegen�uber dem Randist in erster Linie durch die Flie�regel in der hydrostatischen Ebene bestimmt.



KAPITEL 5. BEISPIELE 93F�ur eine kreisrunde Form der Flie�
�ache in der Deviatorebene (z. B. Drucker -Prager -Kriterium) ist eine nicht-assoziierte Flie�regel in der hydrostatischen EbeneVoraussetzung von Lokalisierungsph�anomenen. Neilsen & Schreyer [62] haben ge-zeigt, da� der elasto-plastische Sto�tensor f�ur ein Drucker -Prager -Flie�kriteriummit einer assoziierten Flie�regel im Biaxial-Versuch immer positiv-de�nit ist, undsomit eine horizontale Tangente im Last-Verschiebungsdiagramm und damit auchLokalisierung nicht auftreten kann.F�ur das vorliegende Randwertproblem w�urde die Lokalisierung infolge der nicht-assoziierten Flie�regel in der hydrostatischen Ebene allerdings erst bei viel gr�o�erenVertikalverschiebungen einsetzten, so da� hier dieser E�ekt auf das Lokalisierungs-verhalten vernachl�assigbar ist.Im postkritischen Bereich 4 bis 5 ver�andert sich der Lode-Winkel des Spannungs-zustands im wesentlichen nicht mehr, bis im Bereich des Scherbands Materialversa-gen eintritt. In Bild 5.3 sind das Deformationsmuster (f�un�ach �uberh�oht) und dieNorm der plastischen Verzerrungen im postkritischen Bereich dargestellt. Es ist zuerkennen, da� sich der obere Bereich der Probe in Form eines Keils herunterdr�uckt,und die Spitze des Keils ist genau die Stelle mit den geschw�achten Lam�e-Konstanten.Das Deformationsmuster ist durch die Lage der Schw�achung am unteren Rand ein-deutig. H�atte man f�ur die Imperfektion eine vertikale Lage in der Mitte der Probegew�ahlt, entst�unde das bekannte Schmiedekreuzmuster mit zwei sich ausbildendenScherb�andern. Dies entspricht im postkritischen Bereich einem Bifurkationsproblem,da sich nur eines der beiden entstehenden Scherb�andern durchsetzen wird. Es ist al-lerdings bei einem unregul�aren Netz nicht a priori festzustellen, welches der beidenScherb�ander das dominante sein wird. Dieses Problem wird mit der Schw�achung amunteren Rand umgangen.5.1.1 Netzunabh�angigkeitUm die Netzunabh�angigkeit der Ergebnisse zu verdeutlichen, werden auf einem gro-ben, einem mittleren und einem feinen Netz (siehe Bild 5.4) die Last-Verschiebungs-kurven und Schnitte durch die entstehenden Scherb�ander einander gegen�uberge-stellt.Bei den Last-Verschiebungskurven wird die Gesamtkraft an der Oberseite durchIntegration der Vertikalspannung gewonnen. Die Unabh�angigkeit der Ergebnisse vonder verwendeten Elementierung ist ersichtlich (siehe Bild 5.5). Zudem zeigen dieentstehenden Last-Verschiebungskurven sehr gut die diskutierten Ph�anomene.Die Schnitte durch die entstehenden Scherb�ander werden ungef�ahr in der Mittedes rechten Asts in orthogonaler Richtung gef�uhrt. In Bild 5.6 ist die Norm derplastischen Verzerrung �uber dem Linienparameter des Schnitts aufgetragen.Es ist zu erkennen, da� die Au
�osung der Kurve beim feinen Netz am besten ist,da die gr�o�te Anzahl von St�utzpunkten zur Verf�ugung steht. Die Breite ist dagegenbei allen Netzen ungef�ahr gleich, vgl. Bild 5.6.



94 5.1. BIAXIAL-VERSUCH

PSfrag replacements

Schw �achung
Schw �achung

Schw �achung grobesNetz
(10308d.o.f
.)
mittleresNe
tz(19337d.
o.f.)
feinesNetz(
30832d.o.f.
)

Bild 5.4: Grobes, mittleres und feines Netz
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PSfragreplacements

Vertikallast
[kN/m]

u / h [%]

feinmittelgrob24,824,624,424,224,023,823,623,423,223,00,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

1,05

Bild 5.5: Last-Verschiebungskurven
PSfragreplacements

Normplast.
Verzerrung[
%]

Linienparameter

feinmittelgrob3,02,52,01,51,00,50,00,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0Bild 5.6: Orthogonale Schnitte durch die Scherb�ander



96 5.1. BIAXIAL-VERSUCH5.1.2 Abh�angigkeit der Ergebnisse von der internen L�angeIm folgenden werden zuerst einige Ergebnisse f�ur zwei verschiedene interne L�angenabgebildet. Die Resultate der oberen Abbildungen wurden f�ur die interne L�angelc = 7; 5mm erzielt, w�ahrend die unteren Abbildungen sich auf eine interne L�angelc = 1; 25mm beziehen. Als Ortsdiskretisierung wurde das feine Netz aus Bild 5.4gew�ahlt. In Bild 5.7 ist die Norm der plastischen Verzerrung wiedergegeben. Es istzu erkennen, da� die Breite des Scherbands mit geringerer internen L�ange abnimmt,jedoch liegt kein direkter linearer Zusammenhang zwischen der Scherbandbreite undder internen L�ange vor.Es wurde bereits diskutiert, da� die unterschiedlichen Flie�radien in der Deviator-ebene eine Hauptursache f�ur die Ausbildung von Scherb�andern sind. Der Lode-Winkel des deviatorischen Spannungszustands ist f�ur die beiden unterschiedlicheninternen L�angen in Bild 5.8 wiedergegeben. Es ist zu erkennen, da� im Bereich desScherbands der Lode-Winkel mit 4 bis 5 Grad einen deutlich kleineren deviatori-schen Flie�radius zu Folge hat als der Au�enbereich mit einem Lode-Winkel von biszu �14�. Bei der kleineren internen L�ange ist der �Ubergang zum Au�enbereich deut-lich steiler als beim gro�en lc. Qualitativ und quantitativ sind die beiden Resultatehingegen vergleichbar.Nach der geometrisch linearen plastischen Kompatibilit�atsbedingung (2.129)1 istdie plastische Kr�ummung ��p eine Funktion des plastischen Verzerrungsgradientengrad�"p. Bei den Schnittbildern durch das Scherband (Bild 5.6) ist zu erkennen,da� die Norm der plastischen Verzerrung eine symbolisierte H�utchenform �uber demLinienparameter des Schnitts ergibt. Es ist demnach zu erwarten, da� die Norm derplastischen Kr�ummung in den Randbereichen des Scherbands einen nahezu konstan-ten Wert erreichen wird. Die Ergebnisse aus Bild 5.9 best�atigen diese Aussage.Die Norm der Momentenspannung, die in Bild 5.10 dargestellt ist, zeigt qualitativeinen �ahnlichen Verlauf wie die Norm der plastischen Kr�ummungen. Die Maximal-werte liegen jedoch deutlich weiter in den Randbereichen des Scherbands.Die Gesamtrotation f�ur die beiden angegebenen internen L�angen kann aus Bild 5.11entnommen werden. Der unterschiedliche Drehsinn im rechten und linken Ast desScherbands ist erkennbar.Zur genauen De�nition der Scherbandbreite soll im folgenden die plastische Zoneim postkritischen Bereich benutzt werden. Es werden zur Visualisierung der plasti-schen Zone alle Elemente in drei Unterbereiche mit jeweils einem Integrationspunktunterteilt. Die Teilelemente, an denen die Flie�bedingung des zugeh�origen Integra-tionspunkts verletzt ist, werden dunkel eingef�arbt, und die Teilelemente mit einerFlie�bedingung kleiner null bleiben hell. So ist eine Bestimmung der Breite der pla-stischen Zone durch einfaches Ausmessen m�oglich (siehe Bild 5.12). Allerdings mu�bei dieser Methode ber�ucksichtigt werden, da� ein bei der Bestimmung der Scher-bandbreite aus den berechneten Daten immer auch ein Ablesefehler auftritt.
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PANDAS
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< 3.695E-03

  1.144E-02

  1.918E-02

  2.692E-02

  3.466E-02

  4.241E-02

  5.015E-02

> 5.789E-02
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Norm plast. Verzerrung (lc = 7; 5 mm)
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< 3.850E-03

  1.393E-02

  2.400E-02

  3.408E-02

  4.415E-02

  5.423E-02

  6.430E-02

> 7.438E-02

PSfrag replacementsNorm plast. Verzerrung (lc = 7; 5 mm)

Norm plast. Verzerrung (lc = 1; 25 mm)

Bild 5.7: Norm der plastischen Verzerrung (q�"p � �"p)
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PANDAS
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<-1.411E+01

 -1.145E+01

 -8.792E+00

 -6.132E+00

 -3.472E+00

 -8.123E-01

  1.848E+00

> 4.508E+00
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Lode-Winkel (lc = 7; 5 mm)

PANDAS
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<-1.310E+01

 -1.056E+01

 -8.028E+00

 -5.491E+00

 -2.955E+00

 -4.190E-01

  2.117E+00

> 4.653E+00

PSfrag replacementsLode-Winkel (lc = 7; 5 mm)

Lode-Winkel (lc = 1; 25 mm)

Bild 5.8: Lode-Winkel des Spannungsdeviators
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PANDAS
(C) 1994-1998 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 0.000E+00

  4.500E-01

  9.000E-01

  1.350E+00

  1.800E+00

  2.250E+00

  2.700E+00

> 3.150E+00

PSfrag replacements

Norm plast. Kr�ummung (lc = 7; 5 mm)
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< 0.000E+00

  1.194E+00

  2.389E+00

  3.583E+00

  4.777E+00

  5.971E+00

  7.166E+00

> 8.360E+00

PSfrag replacementsNorm plast. Kr�ummung (lc = 7; 5 mm)

Norm plast. Kr�ummung (lc = 1; 25 mm)

Bild 5.9: Norm der plastischen Kr�ummung (q��p � ��p)
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PANDAS
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< 0.000E+00

  4.714E-05

  9.429E-05

  1.414E-04

  1.886E-04

  2.357E-04

  2.829E-04

> 3.300E-04
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Norm Momentenspannungen (lc = 7; 5 mm)
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< 0.000E+00

  1.429E-04

  2.857E-04

  4.286E-04

  5.714E-04

  7.143E-04

  8.571E-04

> 1.000E-03

PSfrag replacementsNorm Momentenspannungen (lc = 7; 5 mm)

Norm Momentenspannungen (lc = 1; 25 mm)

Bild 5.10: Norm der Momentenspannung (pM �M)
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<-2.033E-02

 -1.454E-02

 -8.748E-03

 -2.955E-03

  2.838E-03

  8.632E-03

  1.442E-02

> 2.022E-02
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Gesamtrotation (lc = 7; 5 mm)
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<-2.737E-02

 -1.959E-02

 -1.181E-02

 -4.023E-03

  3.759E-03

  1.154E-02

  1.932E-02

> 2.711E-02

PSfrag replacementsGesamtrotation (lc = 7; 5 mm)

Gesamtrotation (lc = 1; 25 mm)

Bild 5.11: Gesamtrotation
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PANDAS
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  elastisch

  plastisch

PSfrag replacements

Plastischer Bereich (lc = 7; 5 mm)
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  elastisch

  plastisch

PSfrag replacementsPlastischer Bereich (lc = 7; 5 mm)

Plastischer Bereich (lc = 1; 25 mm)

Bild 5.12: Plastische Zone im postkritischen Bereich



KAPITEL 5. BEISPIELE 1035.1.3 Funktionaler Zusammenhang zwischen Scherband-breite und interner L�angeUm einen funktionalen Zusammenhang zwischen der Scherbandbreite und der inter-nen L�ange zu gewinnen, reichen die Ergebnisse des vergangenen Kapitels bei weitemnicht aus.Ausgehend vom Standardparametersatz wird die interne L�ange in einem Bereichvon 1,25 mm bis 1 cm variiert. In Bild 5.13 sind f�ur einige verschiedene Werte vonlc die Norm der plastischen Verzerrung entlang eines Schnittes durch das Scherbandaufgetragen.
PSfragreplacements

Normplast.
Verzerrung[
%]

Linienparameter

lc = 7; 50 mmlc = 5; 00 mmlc = 2; 50 mmlc = 1; 25 mm4,03,53,02,52,01,51,00,50,00,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0Bild 5.13: Variation der internen L�angeEs ist zu erkennen, da� die Scherbandbreite mit abnehmender interner L�ange im-mer kleiner wird. Der funktionale Zusammenhang wird hingegen nicht deutlich. Eineetwas klarere Aussage erh�alt man durch Auftragung der Ergebnisse in einem Dia-gramm (Bild 5.14). Dabei geben die Fehlerbalken bei den berechneten Daten dieAbleseungenauigkeit bei der Bestimmung der Scherbandbreite aus den berechnetenDaten wieder.Au�allend ist der lineare Zusammenhang zwischen der Scherbandbreite und der in-ternen L�ange f�ur gro�e lc. F�ur den gew�ahlten Parametersatz hat die Steigung derGeraden sogar den Wert eins. F�ur kleine lc weichen die berechneten Scherbandbrei-ten von der Geraden nach unten ab, und vom theoretischen Standpunkt aus m�u�te
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PSfragreplacements

abgelesene Breiten aus FE-Rechnungen:Gl. (5.2) mit c1 = 2 cm; c2 = 0; 6mm; c3 = 1:
interne L�ange [cm]

Scherbandbr
eite[cm]

3,02,52,01,51,00,50,00,0 1,00,2 0,4 0,6 0,8Bild 5.14: Abh�angigkeit der Scherbandbreite von der internen L�angebei einer internen L�ange null schlie�lich auch eine singul�are Fl�ache (Scherband derBreite null) entstehen. Allerdings k�onnte dieses Ergebnis nur mit einem unendlichfeinen Netz erzielt werden, so da� f�ur sehr kleine lc numerische Berechnungen nurmit einem sehr hohen Rechenaufwand gewonnen werden k�onnen.Der abknickende Verlauf der Scherbandbreite f�ur kleine interne L�angen kann sehrgut mit einer abklingenden Exponentialfunktion approximiert werden. Mit diesen�Uberlegungen kann der folgende funktionale Zusammenhang zwischen Scherband-breite b und interner L�ange lc postuliert werden:b = c1 [1 � exp(�lc = c2)] + c3 lc: (5.2)In Bild 5.14 sind die Konstanten c1 � c3 mit den folgenden Werten identi�ziertworden:c1 = 2 cm; c2 = 0; 6mm; c3 = 1: (5.3)Die Abh�angigkeit der Scherbandbreite von der internen L�ange bei variierendem �c(siehe Bild 5.15) liefert interessante Resultate:� Der Parameter c3 (Steigung der Geraden f�ur gro�e interne L�angen) ist in einemweiten Bereich nicht von �c abh�angig.
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PSfragreplacements

abgelesene Breiten aus FEM mit �c = 6MN =m2:abgelesene Breiten aus FEM mit �c = 4MN =m2:abgelesene Breiten aus FEM mit �c = 2MN =m2:Gl. (5.2) mit c1 = 1; 80 cm; c2 = 0; 535mm; c3 = 1:Gl. (5.2) mit c1 = 2; 00 cm; c2 = 0; 600mm; c3 = 1:Gl. (5.2) mit c1 = 2; 25 cm; c2 = 0; 750mm; c3 = 1:interne L�ange [cm]
Scherbandbr
eite[cm]

3,02,52,01,51,00,50,00,0 1,00,2 0,4 0,6 0,8Bild 5.15: Abh�angigkeit der Scherbandbreite von der internen L�ange beiunterschiedlichen Werten von �c� Die Parameter c1 und c2 werden deutlich von �c beein
u�t.Eine experimentelle Best�atigung der numerisch erzielten Resultate aus den Bildern5.14 und 5.15 wird mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden sein. Im Kapitel 3wurde gezeigt, da� die mikroskopischen Eigenschaften Partikelform, Partikelgr�o�eund Kontaktgesetz in den mikropolaren Materialparametern �c und lc nicht ent-koppelt auftreten. Es m�ussen daher erst weiterf�uhrende mikromechanische Unter-suchungen durchgef�uhrt werden, um den Ein
u� der genannten mikroskopischenEigenschaften auf die mikropolaren Materialparameter auch quantitativ erfassen zuk�onnen.Bild 5.16 zeigt die Abh�angigkeit der Scherbandbreite f�ur k1 = 0 und k2 = 12, d. h.unter Ber�ucksichtigung des schiefsymmetrischen Anteils des Spannungszustands undbei Vernachl�assigung der Momentenspannung in der Flie�bedingung.Der qualitative Verlauf des funktionalen Zusammenhangs zwischen b und lc bleibterhalten. Lediglich die Konstanten c1 bis c3 nehmen andere Werte an (vgl. Bild 5.16).Mit diesem Resultat wird deutlich, da� es f�ur die Qualit�at der Ergebnisse nur vonuntergeordneter Bedeutung ist, ob in der Flie�bedingung der Momentenspannungs-tensor M (durch k1 6= 0) oder der schiefsymmetrische Anteil des Spannungstensors
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PSfragreplacements

interne L�ange [cm]
Scherbandbr
eite[cm]

Gl. (5.2) mit c1 = 1,65 cm; c2 = 0,55mm; c3 = 0,66:abgelesene Breiten aus FE-Rechnungen:

3,02,52,01,51,00,50,00,0 1,00,2 0,4 0,6 0,8Bild 5.16: Abh�angigkeit der Scherbandbreite von der internen L�ange beiBer�ucksichtigung von Tskw in der Flie�bedingungTskw (durch k2 6= 0) ber�ucksichtigt wird. Diese Erkenntnis ist auch durch die Kopp-lung von Tskw und M in der Drallbilanz verst�andlich. Es ist folglich zur Reduktionder Anzahl mikropolarer Materialparameter gerechtfertigt, entweder k1 oder k2 ausder Flie�bedingung zu streichen. Vom numerischen Aufwand hat die Vernachl�assi-gung von k1 den Vorteil, da� die Flie�bedingung �F keine direkte Abh�angigkeit mehrvom plastischen Verzerrungsgradienten aufweist. Die Berechnung der plastischenKr�ummung ��p kann vom plastischen Korrektorschritt entkoppelt werden, und esensteht kein zus�atzlicher Aufwand beim L�osen des lokalen Gleichungssystems ge-gen�uber der nicht-polaren Vorgehensweise.5.2 B�oschungsbruchAls zweites Beispiel wird das aus der Geotechnik bekannte Problem des B�oschungs-bruchs infolge eines Aushebungsprozesses gew�ahlt.Bild 5.17 zeigt einen in der Realit�at aufgetretenen Fall eines B�oschungsbruchs.Aus der klassischen Literatur der Bodenmechanik (z. B. Terzaghi & Jelinek [81] istder Versagenszustand einer Gel�andestufe unter Eigengewicht zu entnehmen (siehe
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Bild 5.17: Beispiel eines B�oschungsbruchsBild 5.18). Darin ist � der Winkel der inneren Reibung. Die kritische H�ohe hc derGel�andestufe ist durch das Einsetzen des Versagensprozesses bestimmt und h�angt ne-ben materialspezi�schen Gr�o�en von der Gesamth�ohe und dem Winkel der Gel�ande-stufe ab.Die numerische Simulation des B�oschungsbruchs infolge eines Aushebungsprozesseserfolgt mit dem T2P1R1-Element, d. h. mit Ber�ucksichtigung des Poren
uids. DieBerechnungen f�ur das leere Festk�orperskelett wurden in diesem Beispiel erreicht, indem der Darcy-Parameter auf 10 m/s erh�oht wurde, so da� sich praktisch kein Po-rendruck aufbauen kann. Es wird das elastisch-plastische Materialmodell verwendet.Es wird gezeigt, da� bei diesem Randwertproblem die Ber�ucksichtigung des Poren-
uids einen entscheidenden Ein
u� auf die Ergebnisse hat (Ehlers & Volk [39]).Die verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 5.2 gegeben. Aus dem Material-parameter � des Ein
�achen-Flie�kriteriums l�a�t sich der Winkel der inneren Reibung� durch die Beziehung� = 13 sin � ; � = arc sin ( 3 � ) (5.4)bestimmen. F�ur den vorliegenden Materialparametersatz ergibt sich � zu 21�.Die Geometrie und das Ausgangsnetz der FE-Rechnungen sind in Bild 5.19 gege-ben. Der Aushebungsproze� wird durch zeitlich ver�anderliche Randbedingungen im
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PSfrag replacements Bruchlinie45 � �=2
Aushubx1x2 x3

Bild 5.18: Versagen einer B�oschung unter Eigengewicht(nach Terzaghi & Jelinek [81])B�oschungsbereich simuliert. Dabei entspricht der Zeitpunkt t = 0 dem nicht ausge-hobenen Zustand, der in Bild 5.19 durch den grau unterlegten Bereich angedeutetist. Es ist zus�atzlich darauf zu achten, da� der Porenwasserdruck bei t = 0 gleichdem geod�atischen Wasserduck sein mu�, d. h.p = �FR g x3 (5.5)mit der Erdbeschleunigung g und der geod�atischen H�ohe x3, die von der drainier-ten Ober
�ache der B�oschung ausgehend nach unten positiv genommen wird. Mitfortschreitender Zeit t werden die Randbedingungen derart ver�andert, so da� eineAushebungsgeschwindigkeit von 67 cm pro Tag entsteht. Mit dieser Aushebungsge-schwindigkeit wird die kritische H�ohe des vorliegenden Randwertproblem von 6,70m nach zehn Tagen erreicht.Das Netz wird in den Bereichen mit lokalisierender plastischer Verzerrung verfeinert,bis eine Diskretisierung erreicht ist, die fein genug ist, um das Scherband aufzul�osen.In Bild 5.20 ist der interessante Ausschnitt des Netzes abgebildet, mit dem diefolgenden Rechnungen durchgef�uhrt wurden.Als erste Variante wird ein leeres mikropolares Festk�orperskelett mit einer inter-nen L�ange lc = 1mm angenommen. Ausgehend vom Fu� der B�oschung bildet sichunmittelbar nach Erreichen der kritischen H�ohe ein Scherband mit einer endlichenBreite aus (siehe Bild 5.21).Im Scherband entstehen sehr gro�e plastische Deformationen (bis zu 35 %), so da�eigentlich die Annahme einer geometrisch linearen Theorie keine G�ultigkeit mehr be-



KAPITEL 5. BEISPIELE 109Parameter Symbol WertLam�e-Konstanten �S 5 583 kN/m2�S 8 375 kN/m2reale Dichten �SR 2 600 kg/m3�FR 1 000 kg/m3Volumenanteile nS0S 0; 67nF0S 0; 33reale Fluidwichte 
FR 10 kN/m3Darcy-Parameter kF 1; 2 � 10�7m/sParameter des � 1; 074 � 10�2Ein
�achen- � 0; 119 6
ie�kriteriums, 
 1; 555� 1; 377 � 10�4m2=kN� 4; 33 � 10�6m2=kN� 10; 27 kN/m2m 0,593 5Cosserat-Parameter lSc 1 � 10�3m�Sc 5 � 103 kN/m2k1 0k2 1Tabelle 5.2: Materialparameter f�ur die Simulationen des B�oschungsbruchs
PSfrag replacements 6,7 m

10 m 11 m 16 m
14 m

37 mBild 5.19: Geometrie und Startnetz der FE-Berechnungensitzt. Allerdings ist die entscheidende Aussage, ab welcher kritischen H�ohe der Ver-sagensproze� einsetzt, noch im G�ultigkeitsbereich der geometrisch linearen Theorie
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Bild 5.20: Verfeinerung im Bereich der Lokalisierungszonen
PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 0.000E+00

  5.833E-02

  1.167E-01

  1.750E-01

  2.333E-01

  2.917E-01

> 3.500E-01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Cosserat, leer): Norm plast. Verzerrung

Bild 5.21: Leeres, mikropolares Festk�orperskelett (lc = 1mm) nachErreichen der kritischen H�ohezu tre�en. Das Versagensmuster in Bild 5.21 pa�t auch sehr gut mit den experi-mentell abgesicherten Resultaten aus Bild 5.18 zusammen. Der enorme zus�atzlicheAufwand der geometrisch nicht-linearen Theorie w�are somit nicht gerechtfertigt.Eine Vergr�o�erung der internen L�ange auf lc = 5 cm ergibt ein deutlich breite-res Scherband (vgl. Bild 5.22). Genau wie beim Biaxial-Versuch h�angt die Breiteeindeutig nicht-linear von der internen L�ange ab.
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PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 0.000E+00

  5.833E-02

  1.167E-01

  1.750E-01

  2.333E-01

  2.917E-01

> 3.500E-01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Cosserat, leer): Norm plast. Verzerrung

Bild 5.22: Leeres, mikropolares Festk�orperskelett (lc = 50mm) nachErreichen der kritischen H�oheAls n�achste Variante wird ein ges�attigtes por�oses Festk�orperskelett mit lc = 1mmund kF = 1; 2 � 10�7m/s angenommen. Durch die Viskosit�at des Fluids beginnt zwarder Versagensproze� ebenfalls mit dem Erreichen der kritischen H�ohe, allerdings trittder Lokalisierungse�ekt zeitverz�ogert auf. In Bild 5.23 ist der Versagenszustand 20Tage nach Erreichen der kritischen H�ohe aufgetragen.
PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 0.000E+00

  5.833E-02

  1.167E-01

  1.750E-01

  2.333E-01

  2.917E-01

> 3.500E-01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Cosserat, Fluid): Norm plast. Verzerrung

Bild 5.23: Ges�attigtes, mikropolares Festk�orperskelett 20 Tage nachErreichen der kritischen H�oheDurch den Vergleich der Bilder 5.21 und 5.23 lassen sich f�ur das angegebene Rand-



112 5.2. B �OSCHUNGSBRUCHwertproblem und die verwendeten Materialparameter die folgenden Aussagen tref-fen:� Infolge der Mikropolarit�at des Festk�orpermaterials bildet sich ein Scherbandendlicher Breite aus. Die Breite des Scherbands wird von den mikropolarenMaterialparametern bestimmt.� Durch ein viskoses Poren
uid bleibt die kritische H�ohe nahezu unver�andert,allerdings setzt ein zeitverz�ogerter Versagensproze� ein.� Die Scherbandbreite wird f�ur hinreichend gro�e Materialparameter der mikro-poalren Theorie von der Viskosit�at des Poren
uids nicht beein
u�t.Die Viskosit�at des Poren
uids sorgt bereits ohne Ber�ucksichtigung der Mikropo-larit�at f�ur eine Regularisierung des B�oschungsbruchproblems. In Bild 5.24 ist derVersagenszustand eines ges�attigten nicht-polaren Festk�orperskeletts 20 Tage nachErreichen der kritischen H�ohe aufgetragen.
PANDAS
(C) 1994-1997 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 0.000E+00

  5.833E-02

  1.167E-01

  1.750E-01

  2.333E-01

  2.917E-01

> 3.500E-01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Standard, Fluid): Norm plast. Verzerrung

Bild 5.24: Ges�attigtes, nicht-polares Festk�orperskelett 20 Tage nachErreichen der kritischen H�ohe (kF = 1; 2 � 10�7 m/s)Man erkennt, da� die Scherbandbreite deutlich kleiner ist als f�ur das mikropolareMaterial. Eine Erh�ohung der Viskosit�at des Poren
uids f�uhrt einerseits zu einemdeutlich langsameren Versagensproze� und zum anderen zu einer Verbreiterung desScherbands. In Bild 5.25 wurde kF auf 1; 2 �10�10 m/s verringert. Eine vergleichbaremaximale plastische Verzerrung wird im Scherband mit diesem Darcy-Parameternach ca. zwei Jahren nach Erreichen der kritischen H�ohe erreicht.Der Nachteil der Regularisierung des Problems allein durch die Viskosit�at des Fluidswird hieraus klar ersichtlich, denn die Dauer und die Form des Versagensprozessestreten nicht entkoppelt auf.
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PANDAS
(C) 1994-1997 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 0.000E+00

  5.833E-02

  1.167E-01

  1.750E-01

  2.333E-01

  2.917E-01

> 3.500E-01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Standard, Fluid): Norm plast. Verzerrung

Bild 5.25: Ges�attigtes, nicht-polares Festk�orperskelett 2 Jahre nachErreichen der kritischen H�ohe (kF = 1; 2 � 10�10 m/s)Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� die Ber�ucksichtigung der Mikropolarit�atein deutlich st�arkeres regularisierendes Werkzeug ist als die Ber�ucksichtigung derFluidviskosit�at allein.Im folgenden sind noch einige interessante Ergebnisse abgebildet, die mit dem ges�at-tigten mikropolaren Modell erzielt wurden.Die plastische Dilatanz erkennt man sehr gut daran, da� in Bild 5.26 der Volumen-anteil nF des Fluids im Bereich des Scherbands mit den lokalisierten plastischenVerzerrungen deutlich gr�o�er ist als im Ausgangszustand.Die Kinematik des Versagensprozesses wird deutlich von Bild 5.27 wiedergegeben.Im Bereich des Scherbands treten sehr gro�e Gesamtrotationen auf. Der plastischundeformierte Anteil der B�oschung dreht sich quasi aus dem verbleibenden Grundheraus. Dies erkennt man an den negativen Rotationswerten des undeformiertenAnteils der B�oschung.
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PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

< 3.300E-01

  3.417E-01

  3.533E-01

  3.650E-01

  3.767E-01

  3.883E-01

> 4.000E-01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Cosserat, Fluid) Porosit�at

Bild 5.26: Porosit�at des ges�attigten, mikropolaren Festk�orperskeletts,20 Tage nach Erreichen der kritischen H�ohe
PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

<-5.000E-02

 -8.333E-03

  3.333E-02

  7.500E-02

  1.167E-01

  1.583E-01

> 2.000E-01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Cosserat, Fluid) Gesamtrotation

Bild 5.27: Gesamtrotation des ges�attigten, mikropolaren Festk�orperskeletts,20 Tage nach Erreichen der kritischen H�ohe



KAPITEL 5. BEISPIELE 115Schlie�lich ist in Bild 5.28 der Extraanteil des Porendrucks wiedergegeben, der durchdie plastische Deformation der B�oschung entsteht. Um den geod�atischen Porendruckzu eliminieren, wird vom tats�achlich auftretenden Porendruck derjenige Druck sub-trahiert, der in einem rein elastischen Referenzproblem entsteht.
PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

<-1.900E+03

 -1.575E+03

 -1.250E+03

 -9.250E+02

 -6.000E+02

 -2.750E+02

> 5.000E+01

PSfrag replacements

B�oschungsbruch (Cosserat, Fluid) Porenextradruck

Bild 5.28: Porenextradruck des ges�attigten, mikropolaren Festk�orperskeletts,20 Tage nach Erreichen der kritischen H�oheInfolge der Volumenaufweitung entsteht in der B�oschung bez�uglich des Extraanteilsdes Porendrucks ein Sog. Der gesamte Poren
uiddruck (Extraanteil plus geod�ati-scher Druck) wird demnach im Scherband durch die Dilatanz herabgesetzt.
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Kapitel 6Zusammenfassung und Ausblick
6.1 ZusammenfassungDie kontinuumsmechanische Beschreibung eines leeren oder ges�attigten por�osen Fest-k�orperskeletts kann mit der Theorie Por�oser Medien (TPM) erfolgen. Dabei wirddie TPM durch die klassische Mischungstheorie repr�asentiert, in der zus�atzlich zurBer�ucksichtigung der lokalen Zusammensetzung des Materials skalare Strukturva-riablen (die sogenannten Volumenanteile) eingef�uhrt werden. F�ur die Beschreibungvieler Anwendungsbeispiele ist die genannte TPM ausreichend, sofern die makrosko-pischen Ergebnisse nicht von intrinsischen L�angenskalen abh�angen. Diese Abh�angig-keit kann mit der klassischen TPM nicht ber�ucksichtigt werden, so da� numerischeSimulationen h�au�g ungen�ugende Ergebnisse liefern. Ein Beispiel f�ur diese Pro-blemklasse sind Randwertprobleme mit Scherbandbildung. Aus Experimenten istbekannt, da� die makroskopische Scherbandbreite von Granulaten ein Vielfachesder Partikelgr�o�e darstellt. Die klassische TPM mu� somit erweitert werden, damitmehr Information aus der Mikroebene in eine kontinuumsmechanische Beschreibungauf der Makroebene eingehen kann.In der vorliegenden Arbeit wurden aus diesem Grund unabh�angige rotatorische Frei-heitsgrade im Sinne der Gebr�uder Cosserat eingef�uhrt, die physikalisch die gemittel-ten Rotationen der Mikropartikel �uber ein repr�asentatives Elementarvolumen (REV)darstellen. Die Kinematik dieser mikropolaren Beschreibung wurde detailliert darge-stellt und die in weiten Bereichen vorhandenen Analogien zwischen der mikropola-ren und nicht-polaren Beschreibungsweise aufgezeigt. Im Rahmen einer geometrischnicht-linearen Theorie wurden Kompatibilit�atsuntersuchungen f�ur die Verzerrungs-und Kr�ummungstensoren durchgef�uhrt und neue Beziehungen hergeleitet, die unterbestimmten Annahmen auf eine elastisch-plastische Formulierung �ubertragbar sind.Die Ergebnisse der geometrisch linearen Theorie wurden durch formale Linearisie-rung gewonnen. Die Linearisierung der angesprochenen Kompatibilit�atsbedingungenergab im geometrisch-linearen Bereich einen funktionalen Zusammenhang zwischendem Kr�ummungsma� und dem Verzerrungsgradienten.117



118 6.2. AUSBLICKIm Rahmen der Konstitutivmodellierung wurden f�ur die Spannungsgr�o�en lineareAbh�angigkeiten von den zugeordneten Deformationstensoren angenommen. Damitergibt sich f�ur den Spannungstensor, der in der mikropolaren Theorie im allgemei-nen unsymmetrisch ist, ein erweitertes Hookesches Gesetz mit einem zus�atzlichenmikropolaren Elastizit�atsmodul, der die Proportionalit�atskonstante zwischen demschiefsymmetrischen Anteil des Spannungstensors und des elastischen Verzerrungs-tensors darstellt. F�ur den ebenen Fall liefert die Annahme der materiellen Linea-rit�at f�ur die Momentenspannungen eine proportionale Abh�angigkeit vom elastischenKr�ummungstensor. Die zugeh�orige mikropolare Materialkonstante beinhaltet bereitsaus Dimensionsgr�unden eine intrinsische L�ange.Mit Hilfe einfacher mikroskopischer �Uberlegungen wurde motiviert, da� die mikro-polaren Elastizit�atskonstanten des Spannungs- und Momentenspannungsgesetzes inprinzipieller Abh�angigkeit zur mittleren mikroskopischen Partikelform und Parti-kelgr�o�e sowie des mikroskopischen Kontaktverhaltens zwischen den Mikroteilchenstehen.Das plastische Materialverhalten wurde durch ein Ein
�achen
ie�kriterium in Ver-bindung mit einer nicht-assoziierten Flie�regel ber�ucksichtigt. Die Verwendung desEin
�achen
ie�kriteriums hat gegen�uber gebr�auchlichen Kappenmodellen zur Be-schreibung der plastischen Eigenschaften von Reibungsmaterialien den Vorteil derstetigen Di�erenzierbarkeit im gesamten Spannungsraum. Die Mikropolarit�at desFestk�orpermaterials spiegelt sich in der Flie�bedingung durch Zusatzterme wieder,die von den Invarianten des Momentenspannungstensors und des schiefsymmetri-schen Anteils des Spannungstensors bestimmt werden.F�ur die numerische Simulation von Anfangsrandwertproblemen mit der Methodeder �niten Elemente wurden die beschreibenden Bilanzgleichungen in eine schwacheForm �uberf�uhrt und nach einer durchgef�uhrten Orts- und Zeitdiskretisierung mitHilfe des Standard-Galerkin-Verfahrens numerisch gel�ost. Die numerische Behand-lung der plastischen Materialgleichungen gestaltet sich gegen�uber nicht-polaren Be-schreibungsweisen deutlich aufwendiger, da neben der plastischen Verzerrung auchGradienten der plastischen Verzerrung ber�ucksichtigt werden m�ussen.Anhand des aus der Experimentaltechnik bekannten Biaxialversuchs wurde die Netz-unabh�angigkeit der Ergebnisse f�ur die mikropolare Theorie gezeigt. Zudem liefertenParameterstudien erste Ergebnisse f�ur eine funktionale Abh�angigkeit der Scherband-breite von der internen L�ange. Mit der Simulation des B�oschungsbruchs infolgeEigengewicht wurde weiterhin die Anwendbarkeit der pr�asentierten mikropolarenTheorie auf kompliziertere Randwertpobleme gezeigt, die auch f�ur die Bauingenieur-praxis von gro�em Interesse sind.6.2 AusblickDas gr�o�te Problem aller erweiterten Kontinuumsmethoden ist die quantitative Be-stimmung der zus�atzlichen Materialparameter. In der vorliegenden Arbeit wurden



KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 119im Rahmen der mikroskopischen Motivation der elastischen Materialgesetze ersteAns�atze pr�asentiert, um die mikropolaren Materialparameter nicht nur durch Ge-genrechnung von Randwertproblemen mit inhomogenen Deformationsmustern zubestimmen, sondern auch, um durch explizite Ber�ucksichtigung der Mikrostrukturzus�atzliche Informationen zu gewinnen. Aus diesem Grund ist es w�unschenswert,die pr�asentierten Ideen auch f�ur kompliziertere mikroskopische Strukturen zu �uber-pr�ufen und eventuell quantitative Aussagen �uber die Gr�o�e der mikropolaren Mate-rialparameter f�ur bestimmte Modellmaterialien zu gewinnen.Eine sehr interessante Aufgabe d�urfte die numerische Umsetzung der angesproche-nen mikropolar motivierten Gradientenplastizit�atstheorie erster Ordnung sein (ver-gleiche Kapitel 3). Der erste konkrete Schritt in dieser Richtung ist die Einf�uhrungdes schiefsymmetrischen Anteil des Spannungstensors als neue Prim�arvariable, an-stelle der bisher verwendeten mikropolaren rotatorischen Freiheitsgrade. Die Anzahlder Freiheitsgrade bleibt dann zwar unver�andert, das Verzerrungsma� und der dar-aus abgeleitete symmetrische Anteil des Spannungstensors werden hingegen symme-trisch, so da� algorithmisch Vorteile entstehen sollten.Hierauf aufbauend kann versucht werden, den schiefsymmetrischen Anteil nicht mehrauf dem gesamten Gebiet als Variable einzuf�uhren, sondern zus�atzliche lokale Frei-heitsgrade auf Elementebene zu formulieren und diese mittels der statischen Konden-sation auf der Lokalebene wieder zu eliminieren. Sofern dieser Ansatz funktioniert,w�urde eine enorme Rechenzeitersparnis die Folge sein.Zur Behandlung von Problemen mit gro�en plastischen Deformationen sind im Kapi-tel 2 die kinematischen Grundbeziehungen vorgestellt worden. Allerdings m�ussen zurVervollst�andigung noch Untersuchungen zur Materialmodellierung angestellt undinsbesondere geeignete plastische Evolutionsgleichungen formuliert werden.
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Anhang A
Rechenregeln
A.1 Beispiele der symbolischen TensorrechnungAnhand einiger typischer Verkn�upfungen sollen im folgenden die Grundz�uge der ver-wendeten symbolischen Tensorschreibweise nach de Boer [5] erl�autert werden undeinige hilfreiche Rechenregeln angegeben werden. Der Einfachheit halber wird einenormierte kartesische Basis verwendet, so da� keine Unterscheidung zwischen ko-und kontravarianten Basissystemen notwendig ist. Die Einsteinsche Summenkon-vention besagt f�ur kartesische Basissysteme, da� �uber doppelt auftretende Indizesin Produkttermen jeweils summiert wird. Die nachfolgenden Beziehungen k�onnenjedoch ohne Schwierigkeiten auch auf beliebige Basissysteme �ubertragen werden.Dabei gelten die folgenden De�nitionen:� nA sei ein beliebiger nichtsingul�arer Tensor n-ter Stufe (n2 N ; n > 1):nA=Ai:::i+n�1ei 
 : : :
 ei+n�1;A=Aij ei 
 ej; f�ur n = 2;4A=Aijkl ei 
 ej 
 ek 
 el; z: B: f�ur n = 4: (A.1)

� a = ai ei sei ein beliebiger, nichtsingul�are Vektor, und� � sei ein beliebiger Skalarwert ungleich null.Im Koe�zientenschema Ai:::i+n�1 ist i als Beginn einer geordneten Indexmenge zusehen, w�ahrend n die Bedeutung einer variablen Zahl hat.127



128 A.1. BEISPIELE DER SYMBOLISCHEN TENSORRECHNUNGA.1.1 Produkte zwischen TensorenBei den Produkten zwischen Tensoren werden dyadische, Skalar- und verj�ungendeProdukte unterschieden.Das dyadische Produkt zwischen Tensoren entsteht durch die dyadische Verkn�upfungder in den Tensoren enthaltenen Basisvektoren. Z. B. ergibt die dyadische Ver-kn�upfung eines Tensors zweiter und dritter Stufe einen Tensor f�unfter Stufe:5C= A 
 3B= Aij Bklm ei 
 ej 
 ek 
 el 
 em: (A.2)F�ur ein dyadisches Produkt von zwei beliebigen Tensoren n-ter und m-ter Stufeergibt sich demnach im allgemeinen Falln+mC = nA 
 mB= Ai:::i+n�1Bi+n:::i+n+m�1 ei 
 : : :
 ei+n+m�1: (A.3)Das Skalarprodukt kann nur zwischen zwei Tensoren gleicher Stufe gebildet werdenund ist durch die skalare Verkn�upfung der in den Tensoren enthaltenen Basisvektorende�niert. Z. B. liefert das Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren dritter Stufe dasErgebnis� = 3A � 3B= AijkBijk (A.4)bzw. f�ur Tensoren n-ter Stufe� = nA � nB= Ai:::i+n�1Bi:::i+n�1: (A.5)Das verj�ungende Produkt ist eine Kombination aus dyadischen und Skalarproduktender in den Tensoren enthaltenen Basisvektoren. Dabei werden die innenstehendenBasisvektoren skalar multipliziert. Die Anzahl der auftretenden Skalarprodukte istbei Tensoren h�oherer Stufe nicht eindeutig, so da� die Stufe des Ergebnisses desverj�ungende Produkts mit einem unterstrichenen Index angegeben wird. Beispiels-weise hat das verj�ungende Produkt eines Tensors vierter mit einem Tensor dritterStufe und einem Ergebnis dritter Stufe die folgende Bildungsvorschrift, vgl. TafelA.1: 3C= ( 4A 3B)3 = AijklBklm ei 
 ej 
 em: (A.6)F�ur ein allgemeines verj�ungendes Produkt ergibt sich mit der Anzahl q der auftre-tenden Skalarprodukten und s = n + m � 2q:sC= ( nA mB)s = Ai:::i+n�1Bi+n�q:::i+n�q+m�1ei 
 : : :
 ei+n�q�1 
 ei+n 
 : : :
 ei+m+n�q�1: (A.7)



KAPITEL A. RECHENREGELN 129Die Anzzahl q der Skalarprodukte mu� dabei der Restriktionq 2 f1; : : : ;mg f�ur n > m; q 2 f1; : : : ; ng f�ur m > n (A.8)gen�ugen. Im Falle q = m; f�ur n > m; und q = n f�ur m > n werden alle Ba-sisvektoren des Tensors mit niedrigeren Stufe einem skalaren Produkt unterzogen.In diesem Fall spricht man von einer linearen Abbildung f�ur den Tensor mit derniedrigeren Stufe und es wird vereinbarungsgem�a� nicht die Stufe des Ergebnissesangegeben. Der h�au�g auftretende Fall einer linearen Abbildung eines Tensors zwei-ter Stufe durch einen Tensor vierter Stufe ergibt:C = 4A B = AijklBkl ei 
 ej: (A.9)F�ur eine beliebige lineare Abbildung erh�alt manm > n :m�nC = mA nB=Ai:::i+m�1Bi+m�n:::i+m�1 ei 
 : : :
 ei+m�n�1;m < n :n�mC = mA nB=Ai:::i+m�1Bi:::i+n�1 ei+m 
 : : :
 ei+n�1: (A.10)Es wird zus�atzlich vereinbart, da� bei einem tensoriellen Produkt zwischen zweiTensoren gleicher Stufe, die stufenerhaltenden Abbildung ohne den unterstriche-nen Stufenindex steht, da in diesem Fall die lineare Abbildung dem Skalarproduktentspr�ache. Dies ist nur m�oglich f�ur Tensoren mit geradzahliger Stufenzahl undentspricht einer verj�ungenden Abbildung aus Gleichung (A.7) mit q = n=2 Skalar-produkten:nC= nA nB= Ai:::i+n�1Bi+n=2:::i+(3=2) n�1ei 
 : : :
 ei+n=2�1 
 ei+n 
 : : :
 ei+(3=2) n�1: (A.11)F�ur Tensoren h�oherer Stufe sind unterschiedliche Transpositionen m�oglich. Um ein-deutig die Basisvektoren angeben zu k�onnen, die miteinander vertauscht werden,wird die Position der zu vertauschenden Basisvektoren �uber dem Transpositions-zeichen angegeben. Man kann sich beispielsweise leicht davon �uberzeugen, da� dievierstu�ge Identit�at durch Vertauschung des zweiten mit dem dritten Basisvektorgebildet wird:4I = (I
 I)23T = �ij �kl ei 
 ek 
 ej 
 el: (A.12)
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Tafel A.1: Beispiele f�ur verschiedene Produkte von TensorenA.2 De�nitionenA.2.1 InvariantenDie Invarianten eines Tensors A zweiter Stufe ergeben sich als Koe�zienten descharakteristischen Polynoms bei der Eigenwertberechnung und sind folgenderma�en



KAPITEL A. RECHENREGELN 131de�niert:IA = A � I (Spur);IIA = 12(I2 � A �AT );IIIA = det A (Determinante): (A.13)
A.2.2 Deviator und KugeltensorJeder beliebige Tensor zweiter Stufe kann eindeutig in einen Deviator und einenKugeltensor aufgespalten werden:A = AK + Adev; AK := 13(A � I) I; Adev := A � AK: (A.14)Der Deviator ist de�nitionsgem�a� spurfrei.A.2.3 FundamentaltensorenUnter Fundamentaltensoren versteht man Tensoren, deren Koe�zientenschemataausschlie�lich durch Kombinationen der Basisvektoren gebildet werden und un-abh�angig von jeglichen Variablenfeldern sind.F�ur Tensoren zweiter Stufe existiert mit der identischen Abbildung zwischen Vek-toren ein Fundamentaltensor:a = I a: (A.15)Darin istI = (ei � ej) ei 
 ej = �ij ei 
 ej: (A.16)Der Ricci -Permutationstensor 3E ist der Fundamentaltensor dritter Stufe, der z. B.bei der Bildung des axialen Vektors ben�otigt wird:Aa= �12 3E A: (A.17)Hierin ist3E = ei � (ej � ek) ei 
 ej 
 ek = eijk ei 
 ej 
 ek ;eijk = 8>>><>>>: 1; wenn ijk 2 f123; 231; 312g;�1; wenn ijk 2 f132; 213; 321g;0; sonst : (A.18)



132 A.2. DEFINITIONENF�ur Tensoren vierter Stufe existieren mit der identischen, der transponierenden undder spurbildenden Abbildung zwischen Tensoren zweiter Stufe drei unabh�angigeFundamentaltensorenA = 4I A;(A � I)I = 4�I A;AT = 4��I A: (A.19)
Darin sind4I = (I 
 I)23T = �ik�jl ei 
 ej 
 ek 
 el;4�I = (I 
 I) = �ij�kl ei 
 ej 
 ek 
 el;4��I = (I 
 I)13T = �kj�il ei 
 ej 
 ek 
 el: (A.20)
Aus den in (A.20) angegebenen Fundamentaltensoren lassen sich weitere hilfreicheFundamentaltensoren ableiten, die z. B. bei Anwendung auf einen Tensor zweiterStufe dessen Deviator oder symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Anteil ergebenAdev = A � 13(A � I)I = 4Idev A;Asym = 12(A + AT ) = 4Isym A;Askw = 12(A � AT ) = 4Iskw A; (A.21)
Hierin sind4Idev = 4I � 13 4�I;4Isym = 12 ( 4I + 4��I )4Iskw = 12 ( 4I � 4��I ) (A.22)
A.2.4 Gradient und Divergenz von Produktausdr�uckenZur De�nition der in der Tensoranalysis gebr�auchlichen Operatoren zur Bildung desGradienten und der Divergenz sei auf de Boer [5] verwiesen. Im folgenden sind einigeRechenregeln angegeben:



KAPITEL A. RECHENREGELN 133� Gradientenbildung:grad (��) = � grad� + � grad�;grad (� a) = a 
 grad� + � grad a;grad (�A) = A 
 grad� + � gradA;grad (Aa) = (gradA)23T a + A grad a;grad (AB) = [(gradA)23T B]3 23T + A gradB: (A.23)
� Divergenzbildung:diva = grad a � I;divA = gradAI;div (� a) = a � grad� + � diva;div (�A) = A grad� + � divA;div (Aa) = (divAT ) � a + AT � grada;div (AB) = (gradA)B + A divB: (A.24)

A.2.5 Ableitungen nach Tensoren 2. StufeIm folgenden werden einige hilfreiche Regeln f�ur Ableitungen nach Tensoren zweiterStufe angegeben (vgl. de Boer [5] und Ehlers [25]).� Einfache Beziehungen:@A@A = 4I;@ (A � I) I@A = 4�I;@AT@A = 4��I : (A.25)



134 A.3. RECHENREGEL F�UR KOMPATIBILIT �ATSBEDINGUNGEN� Produktausdr�ucke:@ (�� )@C = � @ �@C + � @ �@C ;@ (� a )@C = a 
 @ �@C + � @ a@C ;@ (�A )@C = A 
 @ �@C + � @A@C ;@ (A � B )@C = �@A@C�T B + �@B@C�T A;@ (AB )@C = "�@A@C�T B#4T + �A �@B@C��4 :
(A.26)

� Invarianten:@ IA@A = I;@ IIA@A = IA I � A;@ IIIA@A = IIIAAT �1: (A.27)
A.3 Rechenregel f�ur Kompatibilit�atsbedingungenGegeben sei folgende Tensorgleichung dritter Stufe,3B � 3B 23T = ( 3E A)3 � ( 3E A)3 23T ; (A.28)mit beliebigen Tensoren 3B und A dritter bzw. zweiter Stufe. Es soll gezeigt werden,da� (A.28) nach A aufgel�ost werden kann und das folgende Ergebnis liefert:A = 12 [ 3E ( 3B + 3B 13T � 3B 23T )]2: (A.29)Zum Beweis geht man folgenderma�en vor:Zuerst wird Gleichung (A.29) als Ansatz verstanden und in die rechte Seite von(A.28) eingesetzt:3E A � ( 3E A)3 23T = 12f 3E [ 3E ( 3B + 3B 13T � 3B 23T )]2g3�� 12f 3E [ 3E ( 3B + 3B 13T � 3B 23T )]2g3 23T : (A.30)



KAPITEL A. RECHENREGELN 135Es gilt( 3E 3E)4 = 2 4Iskw= (I 
 I)23T � (I 
 I)13T (A.31)mit der Eigenschaft4Iskw A = Askw 4Iskw 3B= 12( 3B � 3B 12T ): (A.32)Damit ergibt sich f�ur (A.30)3E A � ( 3E A)3 23T = [4Iskw ( 3B + 3B 13T � 3B 23T )]3�� [4Iskw ( 3B + 3B 13T � 3B 23T )]3 23T : (A.33)Auswerten der Tensorprodukte liefert in einem n�achsten Schritt3E A � ( 3E A)3 23T = 12f 3B � 3B 12T + 3B 13T � ( 3B 13T )12T � 3B 23T + ( 3B 23T )12T �� 3B 23T + ( 3B 12T )23T � ( 3B 13T )23T + [( 3B 13T )12T ]23T + ( 3B 23T )23T � [( 3B 23T )12T ]23T g: (A.34)Im letzten Schritt wird ausgenutzt, da� folgende Transpositionen �aquivalent sind:3B 12T = [( 3B 13T )12T ]23T ; 3B 13T = [( 3B 23T )12T ]23T ;( 3B 13T )12T = ( 3B 12T )23T ; ( 3B 23T )12T = ( 3B 13T )23T : (A.35)Einsetzen der �Aquivalenzbeziehungen (A.35) ergibt schlie�lich das gesuchte Ergebnis( 3E A)3 � ( 3E A)3 23T = 3B � 3B 23T (A.36)f�ur den Ansatz (A.29) q. e. d.
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Anhang B
Elastisch-plastische Aufspaltungen
Im folgenden werden die elastisch-plastischen Aufspaltungen der Verzerrungs- undKr�ummungsma�e sowie der Deformationsgradienten zweiter Ordnung in schemati-scher Form wiedergegeben. In den einzelnen Diagrammen ist in der ersten Zeile derK�astchen die Gesamtgr�o�e und in der zweiten und dritten Zeile der elastische bzw.plastische Anteil der jeweiligen Gr�o�e zu �nden. Das Transportverhalten von einerzur n�achsten Kon�guration steht auf den Pfeilen.Es sei nochmal darauf hingewiesen (vgl. Kapitel 2.6), da� lediglich auf den Zwi-schenkon�gurationen die Aufspaltungen in rein elastische und rein plastische Antei-le m�oglich ist. Die entstehenden Aufspaltungen durch Anwendung der Transport-theoreme liefert zwar ebenfalls additive Aufspaltungen, doch es wird entweder einerein plastischer Transport auf eine elastische Gr�o�e oder ein rein elastischer Trans-port auf eine plastische Gr�o�e angewendet. Es ist somit auf der aktuellen bzw. aufder Referenzkon�guration im strengem Sinn nicht mehr m�oglich, die transportier-ten Gr�o�en in einen rein elastischen bzw. rein plastischen Anteil aufzuspalten. Dietrotzdem verwendeten Indizes (�)e und (�)p geben dann nur noch den Charakter derentsprechenden Gr�o�e auf der Zwischenkon�guration wieder.
B.1 Nicht-polare und mikropolare Verzerrungs-ma�eIn den kommenden Diagrammen sind sowohl f�ur die nicht-polaren als auch die mi-kropolaren Verzerrungsma�e die Aufspaltungen in elastische und plastische Anteileabgebildet. Dabei entstammen die Diagramme der nicht-polaren Verzerrungsma�eaus der Arbeit von Ehlers [26]. 137



138 B.1. NICHT-POLARE UND MIKROPOLARE VERZERRUNGSMASSEB.1.1 Beziehungen zwischen den Verzerrungstensoren vomGreen- bzw. Almansi -Typ
PSfrag replacements E = 12(C � I)Ep = 12 (Cp � I)Ee = 12(C � Cp)E = Ee +Ep �̂ = 12(Ce � B�1p )�̂p = 12(I � B�1p )�̂e = 12(Ce � I)�̂ = �̂p + �̂e

A = 12(I � B�1)Ap = 12(B�1e � B�1)Ae = 12(I � B�1e )A = Ae + Ap
FT�1p ( � )F�1p FT�1e ( � )F�1e

FT�1 ( � )F�1

PSfrag replacements �E = �U � I�Ep = �Up � I�Ee = �U � �Up�E = �Ep + �Ee �̂� = �Ue � �V�1p�̂�p = I � �V�1p�̂�e = �Ue � I�̂� = �̂�p + �̂�e

�A = I � �V�1�Ap = �V�1e � �V�1�Ae = I � �V�1e�A = �Ap + �Ae
�Rp ( � )F�1p �Re ( � )F�1e

�R ( � )F�1



KAPITEL B. ELASTISCH-PLASTISCHE AUFSPALTUNGEN 139B.1.2 Beziehungen zwischen den Verzerrungstensoren vomKarni -Reiner-Typ
PSfrag replacements RK = 12(I � C�1)RKp = 12(I � C�1p )RKe = 12(C�1p � C�1)RK = RKp + RKe K̂ = Bp � C�1e )K̂p = 12(Bp � I)K̂e = 12(I � C�1e )K̂ = K̂p + K̂e

K = 12(B � I)Kp = 12(B � Be)Ke = 12 (Be � I)K = Kp + Ke
Fp ( � )FTp Fe ( � )FTe

F ( � )FT

PSfrag replacements R �K = I � �U�1R �Kp = I � �U�1pR �Ke = �U�1p � �U�1R �K = R �Kp + R �Ke �̂K = �Vp � �U�1e�̂Kp = �Vp � I�̂Ke = I � �U�1e�̂K = �̂Kp + �̂Ke

�K = �V � I�Kp = �V � �Ve�Ke = �Ve � I�K = �Kp + �Ke
Fp ( � )�RTp Fe ( � )�RTe

F ( � )�RT



140 B.2. MIKROPOLARE KR�UMMUNGSTENSORENB.2 Mikropolare Kr�ummungstensorenPSfrag replacements
�U 3�K = (�RT GradU �R)3�U 3�Kp = (�RTp GradU �Rp)3�U 3�K e = [�RT (GradU �Re)23T �Rp]23T�U 3�K = �U 3�Kp + �U 3�K e �U 3̂�K = (�RTe Grad �UZ �Re)3 � (�RpGrad �UZ �RTp )3�U 3̂�K p = �(�RpGrad �UZ �RTp )3�U 3̂�K e = (�RTe Grad �UZ �Re)3�U 3̂�K = �U 3̂�Kp + �U 3̂�K e

3�K = �(�Rgrad�RT )33�K e = �(�Regrad�RTe )33�Kp = �[�R(grad�RTp )23T �RTe ]23T3�K = 3�Kp+ 3�K ef�R [( � )23T �RT ]3 23T �RT g3

f�Rp[( � )23T �RTp ]323T �RTp g3 f�Re[( � )23T �RTe ]323T �RTe g3PSfrag replacements
R 3�K = (�RT Grad �R)3R 3�Kp = (�RTp Grad �Rp)3R 3�K e = [�RT (Grad �Re)23T �Rp]23TR 3�K = R 3�K p + R 3�K e �V 3̂�K = (�RTe grad�V Z �Re)3 � (�Rpgrad �V Z �RTp )3�V 3̂�Kp = �(�Rp grad�V Z �RTp )3�V 3̂�K e = (�RTe grad �V Z �Re)3�V 3̂�K = �V 3̂�Kp + �V 3̂�K e

�V 3�K = �(�RgradV �RT )3�V 3�K e = �(�RegradV �RTe )3�V 3�Kp = �[�R(gradV �RTp )23T �RTe ]23T�V 3�K = �V 3�Kp + �V 3�K ef�R[( � )23T �RT ]323T �RT g3

f�Rp[( � )23T �RTp ]323T �RTp g3 f�Re[( � )23T �RTe ]323T �RTe g3
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PSfrag replacements

R 3�K = (�RT Grad �R)3R 3�Kp = (�RTp Grad �Rp)3R 3�K e = [�RT (Grad �Re)23T �Rp]23TR 3�K = R 3�K p + R 3�K e 3̂�K = (�RTe gradZ �Re)3 � (�RpgradZ �RTp )33̂�Kp = �(�RpgradZ �RTp )33̂�K e = (�RTe gradZ �Re)33̂�K = 3̂�Kp+ 3̂�K e

3�K = �(�Rgrad�RT )33�K e = �(�Regrad�RTe )33�Kp = �[�R(grad�RTp )23T �RTe ]23T3�K = 3�Kp+ 3�K ef�R [( � )23T �RT ]3 23T F�1g3

f�Rp[( � )23T �RTp ]323TF�1p g3 f�Re[( � )23T �RTe ]323TF�1e g3
B.3 Deformationsgradienten 2. OrdnungPSfrag replacements
R 3G = (F�1GradF)3R 3G p = (F�1p GradFp)3R 3G e = [F�1 (GradFe)23T Fp]23TR 3G = R 3G p + R 3G e 3̂G = (F�1e gradZFe)3 � (Fp gradZF�1p )33̂G p = �(Fp gradZF�1p )33̂G e = (F�1e gradZFe)33̂G = 3̂G p+ 3̂G e

3G = �(F gradF�1)33G e = �(Fe gradF�1e )33G p = �[F (gradF�1p )23T F�1e ]23T3G = 3G p+ 3G efF [( � )23T F�1]3 23T F�1g3

fFp [( � )23T F�1p ]3 23T F�1p g3 fFe [( � )23T F�1e ]3 23T F�1e g3


