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Einleitung und Ubersicht

Motivation

In den letzten Jahren hat das Interesse an der Modellierung und numerischen Simula-
tion poroser Materialien und Werkstoffe stark zugenommen. So werden etwa pordse Me-
tallschdume in technischen Anwendungen als Energieabsorber oder Leichtbauwerkstoffe
eingesetzt. Desweiteren spielen hochelastische Kunststoffschdume in der Automobilindu-
strie als Insassenaufprallschutz oder zu Dampfungszwecken eine wichtige Rolle. In der
Medizin treten porose Materialien beispielsweise in Form von blutdurchstromtem Mus-
kelgewebe oder Knorpel- bzw. Knochenmaterialien auf, deren numerische Simulation im
Hinblick auf die immer haufiger eingesetzten Prothesen und Implantate zunehmend Be-
deutung erlangt. Im Bauwesen findet man porose Materialien in Form von nichtbindigen
Boden (Sande) bzw. bindigen Boden (Schluffe, Tone) vor, die vor allem bei der Griindung
von Bauwerken eine grofle Bedeutung haben. So erhalten etwa theoretische Erkenntnisse
aus dem Bereich der Baugrund-Tragwerk-Interaktion in letzter Zeit verstiarkt Einzug in
die Planungs- und Bauausfiihrungsphase gréfferer Bauwerke.

Die numerische Simulation derartiger Anwendungsprobleme gewinnt insbesondere durch
die enorme Leistungssteigerung moderner Computer zunehmend an Bedeutung. Aller-
dings steigen gleichzeitig mit der Computerleistung auch die Anforderungen an die Kom-
plexitéat der behandelten Probleme, so dafi die Entwicklung effizienter numerischer Me-
thoden auf der Basis moderner adaptiver Strategien einen hohen Stellenwert einnimmt.
Die vom Computer-Pionier Moore vor etwa zwanzig Jahren empirisch aufgestellte These
der Verdopplung der Prozessorleistung alle eineinhalb Jahre hat bis heute ihre Giiltig-
keit. Dariiber hinaus bietet die Optimierung numerischer Methoden jedoch ein Vielfaches
an Potential zur Leistungssteigerung. Halbiert man etwa durch Anwendung ortsadap-
tiver Strategien die Zahl der Freiheitsgrade, so fithrt dies bei heutigen Gleichungslésern
grob zu einer Viertelung des Losungsaufwands. Diese Effizienzsteigerung kann sich durch
den gleichzeitigen Einsatz zeitadaptiver Strategien noch drastischer auswirken, da bei
nichtlinearen Problemen je gerechnetem Zeitschritt mehrere lineare Gleichungssysteme
gelost werden miissen. Insbesondere bei Problemen mit starken Inhomogenititen sowie
Instabilititen — wie z. B. bei zeitlich verénderlichen plastischen Zonen bzw. beim Scher-
bandproblem in Boden — gilt daher das Interesse einer méglichst 6konomischen Wahl der
Zeitschrittweite und der Netzdichte zur Erreichung einer vorgegebenen Genauigkeit.

Problematik, Zielsetzung und Vorgehensweise

Aus Sicht der Kontinuumsmechanik ist es moglich, die o.g. pordsen Materialien mit ei-
ner einheitlichen Theorie zu beschreiben, der Theorie Pordser Medien (TPM). Diese Art
der Modellbildung fiithrt zu volumengekoppelten Mehrfeldproblemen, die keiner der bei-



2 Einleitung und Ubersicht

den klassischen Disziplinen der Festkorper- oder Fluidmechanik direkt zugeordnet werden
konnen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die numerische Simulation von Anfangs-Randwertpro-
blemen auf Basis der TPM, wobei Phdnomenen der Bodenmechanik besonderes Augen-
merk gilt. Eine spezielle Problematik in diesem Bereich stellt die Scherbandbildung in
Boden dar, bei deren numerischer Simulation der Auswahl der verwendeten Methoden ent-
scheidende Bedeutung zukommt, da starke Inhomogenititen in der Losung auftreten. So
fiihrt im Zeitbereich etwa das Einsetzen der Plastizitdt zu Unstetigkeiten in der Ableitung
der zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichung. Im Ortsbereich treten insbesonde-
re an den Réndern von Scherbéndern grofie Losungsgradienten oder gar Unstetigkeiten
auf. Zur praxisnahen numerischen Simulation werden daher effiziente Losungsverfahren
benotigt, die diese Phdnomene mit einer vorgegebenen Genauigkeit erfassen konnen.

Im Rahmen dieser Arbeit wird unter Verwendung moderner adaptiver Strategien in Zeit
und Ort ein effizientes Gesamtverfahren auf Basis der Methode der finiten Elemente
(FEM) entwickelt, das die numerische Simulation von Mehrphasenproblemen poréser Me-
dien ermoglicht. Beispielhaft wird dabei ein inkompressibles Zweiphasenmodell, bestehend
aus einem viskoplastischen Festkorperskelett und einer viskosen Fluidphase, in einer geo-
metrisch linearen Formulierung zugrundegelegt.

Die Gesamtstruktur der entwickelten Algorithmen erlaubt dariiber hinaus auch die An-
wendung auf andere kontinuumsmechanische Modelle. So konnen aufgrund der Abwérts-
kompatibilitit der TPM beim Ubergang zu einphasigen Materialien auch klassische Mo-
delle der Kontinuumsmechanik mit zugehorigen Plastizitdtsformulierungen einbezogen
werden. In Erweiterung des betrachteten inkompressiblen Zweiphasenmodells sind aber
auch komplexere Mehrphasenmodelle denkbar. In dieser Hinsicht sind etwa Plastizitatsfor-
mulierungen mit Verfestigung sowie geometrisch nichtlineare Formulierungen zu nennen;
auflerdem konnen Dreiphasenmodelle — bestehend aus Festkorper, Fliissigkeit und Gas —
zur Beschreibung von teilgesittigten Bodenzonen sowie Theorien mit Rotationsfreiheits-
graden (Cosserat) zur Beschreibung granularer Materialien einbezogen werden.

Die vorliegende Arbeit und die damit verbundene Entwicklung des Finite-Elemente-Pro-
grammsystems PANDAS! kann somit als Basis fiir Weiterentwicklungen auf dem Gebiet
der numerischen Simulation von Modellen der Elastizitéits- und Plastizitdtstheorie sowie
von Mehrphasenproblemen pordser Medien dienen.

Gliederung und Umfang der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel, wobei zu Beginn jedes Kapitels ein Literaturiiber-
blick iiber den Stand der Forschung des darin behandelten Fachgebiets gegeben wird.

In Kapitel 1 werden die notwendigen kontinuumsmechanischen Grundlagen sowie die ver-
wendete Notation bereitgestellt. Darauf aufbauend wird ein inkompressibles Zweiphasen-
modell in einer geometrisch linearen Formulierung abgeleitet, das der weiteren Arbeit
zugrundeliegt.

Porous media Adaptive Nonlinear finite element solver based on Differential Algebraic Systems [50]
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Kapitel 2 befafit sich zunéchst mit der starken Formulierung der Anfangs-Randwertpro-
bleme im quasi-statischen und im dynamischen Fall sowie den zugehorigen Anfangs- und
Randbedingungen. Eine konsequente mathematische Notation bei der schwachen For-
mulierung und der Ortsdiskretisierung mit finiten Elementen ermoglicht die einheitliche
Darstellung verschiedenster Modelltypen als System differential-algebraischer Gleichun-
gen (DAE) und erdffnet den Weg zur Anwendung moderner Zeitintegrationsverfahren.

Den Schwerpunkt in Kapitel 3 bildet die adaptive Zeitintegration von DAE-Systemen.
Nach einer Begriffsklirung und der Index-Bestimmung der ortsdiskreten Systeme aus
Kapitel 2 wird die Problematik der steifen Differentialgleichungen im Zusammenhang
mit einigen Stabilitdtsbegriffen beleuchtet und deren Bedeutung fiir die behandelte Pro-
blemklasse diskutiert. Die Aufstellung einer Liste von Kriterien erlaubt anschlielend die
systematische Auswahl einer Verfahrensklasse, den diagonalimpliziten Runge-Kutta-Ver-
fahren (DIRK). Insbesondere kénnen bekannte Techniken zur Losung der nichtlinearen
Gleichungssysteme, die bei Anwendung des impliziten Euler-Verfahrens auf Plastizitéts-
probleme auftreten (algorithmisch konsistente Linearisierung), systematisch auf die Klas-
se der DIRK-Verfahren verallgemeinert werden. Fiir die adaptive Zeitintegration wird im
weiteren eine verldflliche Schétzung des lokalen Zeitfehlers bendtigt. Hierfiir bieten sich
entweder die Verwendung einer lokalen Richardson-Extrapolation oder die Konstruktion
eingebetteter Verfahren an, wobei letztere den Vorteil haben, dafl die Fehlerschitzung
nahezu ohne zusétzlichen Aufwand berechnet werden kann. Darauf aufbauend erhélt man
mit Hilfe {iblicher Techniken der Schrittweitensteuerung aus dem Bereich der numeri-
schen Mathematik sehr effiziente zeitadaptive Verfahren. Neben der Zusammenstellung
bekannter Methoden wird zum Abschlufl des Kapitels ein neues eingebettetes Verfahren
konstruiert, das insbesondere auf Probleme mit geringer Losungsregularitét im Zeitbereich
zugeschnitten ist, wie etwa den Grenzfall der idealen Prandtl- Reuf3-Plastizitét.

In Kapitel 4 werden zunéchst géngige Techniken zur Schitzung des Ortsfehlers im Rahmen
ortsadaptiver FE-Strategien diskutiert und vergleichend gegeniibergestellt. Dies bildet die
Grundlage zur Konstruktion eines neuen Fehlerindikators, der alle treibenden Groflen des
behandelten Mehrphasenproblems beriicksichtigt. Darauf aufbauend werden verschiedene
Techniken zur Steuerung der Netzdichte vorgestellt und die Problematik der Datenhaltung
und Netzgenerierung diskutiert. Vor allem in programmtechnischer Hinsicht stellt letzte-
res den wesentlichen Aufwand bei der Implementierung ortsadaptiver Strategien dar. Den
Abschlufl des Kapitels bildet die Kopplung der ortsadaptiven mit den zeitadaptiven Ver-
fahren aus Kapitel 3. Bei Netzdnderungen spielt in diesem Zusammenhang insbesondere
der konsistente Transfer der diskreten Zustandsgréfien an den FE-Knoten und Integrati-
onspunkten eine wichtige Rolle.

In Kapitel 5 werden zunéchst die verschiedenen Aspekte der zeit- und ortsadaptiven Ver-
fahren anhand von Verifikationsbeispielen numerisch iiberpriift und bewertet. Es zeigt
sich eine hervorragende Ubereinstimmung zwischen den in Kapitel 3 und 4 dargestellten
theoretischen Aussagen und den in den numerischen Rechnungen gewonnenen Ergebnis-
sen. Zum Abschlufl der Arbeit wird durch die Anwendung der entwickelten Verfahren auf
typische Probleme der Bodenmechanik demonstriert, dal das eingangs gestellte Ziel der
Simulation komplexer, praxisnaher Probleme auf Basis der TPM erreicht werden konnte.






Kapitel 1: Theorie Portser Medien

Geomaterialien wie Boden, Sandsteine, Felsen oder Steinsalze, aber auch technische Ma-
terialien wie Elastomer- oder Metallschdume bestehen aus einem porosen Festkorperske-
lett, dessen Poren mit einem oder mehreren Fluiden geséttigt sind. Das Verhalten des
Gesamtkorpers aus Festkorperskelett und Fluiden wird durch die Eigenschaften seiner
Bestandteile bestimmt. Da die genaue Porenstruktur meist nicht bekannt ist, gelangt
man erst nach einem gedachten oder real ausgefiihrten statistischen Mittelungsprozefl
(Homogenisierung) zu einem kontinuumsmechanischen Modell. Eine Moglichkeit der Mo-
dellbildung im Rahmen einer makroskopischen Theorie ist die Theorie Pordser Medien
(TPM), die auf der klassischen Mischungstheorie mit superponierten Kontinua basiert.
Durch Einfithrung der Volumenanteile als Strukturvariablen (Konzept der Volumenan-
teile) kann die mikroskopische Zusammensetzung der Mischung erfafit werden.

Erste Ansétze zur Entwicklung einer Theorie poréser Medien unter Berticksichtigung von
Volumenanteilen gehen in die dreifiiger Jahre zuriick (Fillunger [55]). Diese Ideen wurden
Ende der funfziger Jahre von Heinrich & Desoyer [68, 69, 70] weiterentwickelt. Als Be-
griinder der modernen TPM in ihrer heutigen Formulierung kann Bowen [23, 24] betrach-
tet werden, der erstmals ein Zweiphasenmodell mit inkompressiblen bzw. mit kompressi-
blen Konstituierenden angegeben hat. In den letzten Jahren wurde die Theorie von de Bo-
er & Ehlers [21] und Ehlers [44, 45, 47] systematisch aufgearbeitet und weiterentwickelt.
Die darin verwendete moderne, basisfreie Notation der Mehrphasen-Kontinuumsmechanik
wird in der vorliegenden Arbeit zugrundegelegt und in diesem Kapitel knapp dargestellt.
Am Ende des Kapitels wird ein Zweiphasenmodell in einer geometrisch linearen Formu-
lierung abgeleitet, das als Grundlage fiir die weitere Arbeit dient.

1.1 Kinematik

Bevor auf die Kinematik von Mischungen eingegangen wird, sollen zunéchst einige Begriffe
aus der klassischen Kontinuumsmechanik eingefiihrt werden. Zentrale Bedeutung kommt
dabei dem Begriff des Korpers zu, dessen Bewegung Gegenstand der Betrachtung in der
Kontinuumsmechanik ist.

1.1.1 Kinematik eines Korpers

Def. 1.1: Ein materieller Korper B = {X} ist eine zusammenhéngende Menge von
Elementen X € B, die als materielle Punkte bezeichnet werden. [

Ausgehend von dieser Definition eines materiellen Korpers gibt es verschiedene Moglich-
keiten, die Bewegung eines Korpers zu beschreiben. Bei Haupt [67] werden den materiellen
Punkten X des Korpers mit Hilfe einer Referenzplazierung zunédchst Namen X zugeord-
net. Als Spezialfall kann dann angenommen werden, dafl zu einem festen Zeitpunkt %
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jeder materielle Punkt eine ausgezeichnete Position X, im Euklidschen Vektorraum [E?
einnimmt'. Bei Marsden & Hughes [83] wird ein Korper als eine zwei- oder dreidimensio-
nale Mannigfaltigkeit aufgefafit, die nur in Sonderféllen mit einer offenen Teilmenge des
Vektorraums R3 identifizierbar ist. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird vereinfachend
angenommen, daf} die Lage des Korpers B als eine offene Teilmenge im dreidimensionalen
Raum [E? zu einem festen Zeitpunkt t, bekannt ist. Zuniichst wird definiert:

Abbildung 1.1: Kinematik eines Korpers

Def. 1.2: Eine Plazierung (Konfiguration) des Korpers B ist eine bijektive Abbildung?
¢:B— QCE?, (1.1)

die jedem materiellen Punkt X € B einen Ortsvektor x = ¢(X) € E? zuordnet. Die
Menge aller Konfigurationen des Korpers B wird mit C bzw. C(B) bezeichnet.

'Mit dem FEuklidschen Vektorraum E? ist im folgenden der dreidimensionale Anschauungsraum ge-
meint, dessen Elemente Ortsvektoren in einer basisfreien Notation sind. Je nach Sinnzusammenhang
werden Ortsvektoren im Vektorraum E? auch als Punkte bzw. Raumpunkte bezeichnet, was aufgrund
der eineindeutigen Zuordnung kein Problem darstellt. Aulerdem kann nach Festlegung einer Basis jedem
Ortsvektor x € E3 eineindeutig ein Zahlentripel (x1,x2,%3) € R zugeordnet werden, so dafl E* und R3
isomorphe Vektorriume sind. Die Bezeichnungen E3 und R3® werden daher in vielen Arbeiten synonym
verwendet.

2Streng genommen ist hier wie im folgenden ein Homdomorphismus gemeint, also eine umkehrbar
eindeutige (bijektive) stetige Abbildung mit stetiger Inverser.
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Die Referenzkonfiguration
¢ : B — Qy C E? (1.2)

ist eine fest gewihlte Konfiguration des Korpers B, die jedem materiellen Punkt X € B
einen Ortsvektor X = ¢, (X) € y zuordnet. Gleichbedeutend wird auch die offene Menge
2y als Referenzkonfiguration bezeichnet. [

Def. 1.3: Eine Bewegung ist eine Kurve in der Menge C aller Konfigurationen, d. h. eine
Abbildung R 3 t — ¢, € C, die jedem Zeitpunkt ¢ aus einem reellen Zeitintervall eine
Konfiguration ¢, zuordnet. Anders ausgedriickt ist die Bewegung eine mit ¢ parametri-
sierte Schar von Konfigurationen

¢, B— Q, CE3, (1.3)

die jedem materiellen Punkt X zu jedem Zeitpunkt ¢ > ¢y einen Ortsvektor x = ¢(X,t) €
)y zuordnet. Die Menge €y = ¢,(B) heiit Momentankonfiguration (aktuelle Konfigura-
tion) des Korpers B. Es wird angenommen, daf§ die Plazierung zum Zeitpunkt ¢y mit der
Referenzkonfiguration zusammenfallt:

Qo = @o(B) = ¢4,(B) =, - (1.4)

Ein tiefgestellter Index an der Funktion ¢ bezeichnet das Festhalten einer der Variablen
X oder t:

e ¢,(X): Konfiguration zu einem festen Zeitpunkt ¢,

e ¢.(t): Bahnkurve des materiellen Punktes X,

o (X, t): allgemeine (punkt- und zeitabhingige) Bewegung.
Aufgrund der eineindeutigen Zuordnung zwischen materiellen Punkten & und Ortsvekto-
ren X der Referenzkonfiguration kann die Bewegung auch auf die Referenzkonfiguration

bezogen werden. Man erhélt dann die Bewegung X; = ¢, 0 ¢y : Qy — €, (Abbil-
dung 1.1):

Xi(X) = (g (X)) baw.  X(X.t) = (¢ (X),1). (1.5)
Analog zu ¢,(X), ¢, (t) und ¢(X,t) sind auch die Bezeichnungen X;(X), Xx(t) und
X (X, t) zu verstehen. |

1.1.2 Kinematik von Mischungen

Die Mischungstheorie ist eine Erweiterung der klassischen Kontinuumsmechanik. Es wer-
den Mischungen betrachtet, die aus mehreren Konstituierenden (Festkorpern oder Flui-
den) bestehen, vgl. dazu Truesdell & Toupin [118, §158, 159], Bowen [22], de Boer &
Ehlers [21], Ehlers [44].

Eine genaue Unterscheidung zwischen einer Phase als physikalischem Aggregatzustand
(fest, fliissig oder gasférmig) und einer Komponente als physikalischem Stoff, der auch in
mehreren Phasen vorkommen kann (z.B. die Komponente Wasser als Eis, Wasser oder
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Dampf) wird im Rahmen dieser Arbeit nicht vorgenommen. Vielmehr werden alle vorkom-
menden Bestandteile einer Mischung (ob Phase oder Komponente) als Konstituierende
bezeichnet.

Def. 1.4: Eine Mischung ¢ (auch Mehrphasenkontinuum) ist aus mehreren Bestandteilen
zusammengesetzt, die als Konstituierende ¢® bezeichnet werden (v = 1,...,n). Synonym
wird auch der Begriff der Phase ¢® verwendet. Es wird im weiteren angenommen, dafl die
einzelnen Phasen in der Mischung immer identifizierbar bleiben, d. h. dafl keine chemischen
Reaktionen zwischen den Phasen stattfinden. [

In der Mischungstheorie geht man davon aus, dafl die in einem représentativen Elemen-
tarvolumen (REV) enthaltenen Konstituierenden durch einen gedachten oder real aus-
gefiihrten statistischen Mittelungsproze8 (Homogenisierung) iiber das gesamte Elemen-
tarvolumen ,,verschmiert® sind. Daher iiberlagert man in der kontinuumsmechanischen
Betrachtung die Kontinua der einzelnen Konstituierenden, so daf3 sich in der Momentan-
konfiguration an einem Raumpunkt gleichzeitig materielle Punkte aller Konstituierenden
befinden. Jede Konstituierende folgt dabei ihrer eigenen Bewegung, so dafl die zum Zeit-
punkt ¢ am gleichen Ort befindlichen materiellen Punkte von verschiedenen Orten der
jeweiligen Referenzkonfiguration stammen konnen.

Eine analoge Erweiterung der im vorherigen Abschnitt eingefiihrten Grundbegriffe der
Kontinuumsmechanik auf Mischungen fithrt zu den folgenden Definitionen:

Def. 1.5: Ein Mischungskorper ist eine Uberlagerung von Teilkdrpern B®. Man spricht
daher in der Mischungstheorie von superponierten Kontinua. [

Def. 1.6: Eine Plazierung (Konfiguration) des Teilkorpers B* ist eine bijektive Abbil-
dung

b: B — QCE?, (1.6)
die jedem materiellen Punkt X“ € B* einen Ortsvektor x = $(X @) € E? zuordnet. Die
Menge aller Konfigurationen des Korpers B* wird mit C* bzw. C*(B%) bezeichnet.

Die Referenzkonfiguration
by B —> Qo C E? (1.7)
des Teilkorpers B® ist eine fest gewéihlte Konfiguration, die jedem materiellen Punkt

X% € B* einen Ortsvektor X, = ggo()c' “) € Qpq zuordnet. Gleichbedeutend wird auch die
offene Menge ), als Referenzkonfiguration bezeichnet. [

Def. 1.7: Eine Bewegung ist eine Kurve in der Menge C® aller Konfigurationen, d. h.
eine Abbildung R > t — ¢, € C%, die jedem Zeitpunkt ¢ aus einem reellen Zeitinter-

vall eine Konfiguration ¢, zuordnet. Anders ausgedriickt ist die Bewegung eine mit ¢
parametrisierte Schar von Konfigurationen

b, B* — Q, C E?, (1.8)

die jedem materiellen Punkt X% zu jedem Zeitpunkt ¢ > t; einen Ortsvektor x =

(X, t) € Q zuordnet. Die Menge Q; = q(;t(BO‘) heiit Momentankonfiguration (aktuelle
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Abbildung 1.2: Kinematik eines Zweiphasenkontinuums

Konfiguration) der Mischung. Es wird angenommen, dafl die Plazierung zum Zeitpunkt
to mit der jeweiligen Referenzkonfiguration zusammenfallt:

Qo = bo(B%) = ¢y, (BY) =y = Q. (1.9)

Aufgrund der eineindeutigen Zuordnung zwischen materiellen Punkten X“ und Ortsvekto-
ren X, der Referenzkonfiguration kann die Bewegung auch auf die Referenzkonfiguration

bezogen werden. Man erhélt dann die Bewegungen %t = $t o $5 L Qy — Q mit

Xt(Xa) = ¢t(¢al(Xa)) bZW' X(Xomt) = ¢(¢51(Xo¢)at) . (110)
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 1.2 graphisch veranschaulicht. [

Bemerkung: Die Annahme einer gemeinsamen Referenzkonfiguration aller Phasen zum
Zeitpunkt ¢y bedeutet, daf§ die Mischung von Anfang an besteht. Die materiellen Punkte
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X der einzelnen Phasen bewegen sich aber auf jeweils eigenen Bahnlinien dc; xal(l). O

1.1.3 Konzept der Volumenanteile

Die Mischungstheorie erlaubt keine Beschreibung von inneren Strukturen des betrach-
teten Mischungskorpers. In der Theorie Pordser Medien werden deshalb als statistisch
gemittelte Strukturvariablen die Volumenanteile eingefiihrt, vgl. Ehlers [44]. Damit kann
z.B. die Porenraumverteilung eines mit einem Fluid angefiillten Festkorpers dargestellt
werden (Abbildung 1.3).

REV in Realitat REV im Modell
$ -
é
dv®
\ _ »
Fluid (™)
Festkorper () dv

Abbildung 1.3: Homogenisierung und Konzept der Volumenanteile, schematische Darstellung
anhand eines représentativen Elementarvolumens (REV)

Def. 1.8: Der Volumenanteil ist ein Skalarfeld n® : €, — R, das jedem Raumpunkt
x € () der Momentankonfiguration den lokalen Anteil des Volumens der Phase ¢ am
Gesamtvolumen der Mischung zuordnet. Das Partialvolumen V' der Phase ¢ ist damit:

Ve = /na(x) dv. (1.11)

Q¢

Das Volumen V der Mischung ist die Summe der Partialvolumina V¢:

V:/dv :;V“:;/nadv :/;nadv ::/;dvo‘. (1.12)

Qt Qt Qt

Das Partialvolumenelement dv® der Phase ¢® ist das mit dem Volumenanteil gewichtete
Volumenelement der Mischung;:
dv* =n*dv. (1.13)
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Aus Gleichung (1.12) ergibt sich sofort, daf die betrachtete Mischung gesdttigt? ist:
> =1, (1.14)

Analog zu den Volumenelementen wird das partiale Oberflichenelement
da® =n“da (1.15)
eingefiihrt. m

Mit dem Konzept der Volumenanteile ergeben sich zwei verschiedene Dichtefunktionen,
die das Massenelement einer Phase entweder auf das Gesamtvolumen oder auf das Par-
tialvolumen beziehen.

Def. 1.9: Die Partialdichte p* : 0y — R ist das lokale Verhéltnis der Masse der Phase
©® zum Gesamtvolumen:

dm®
¢ = . 1.1
"= (1.16)

Die realistische Dichte oder effektive Dichte p*F : Q, — R ist das lokale Verhiltnis der
Masse der Phase ¢® zum Partialvolumen:

dm*®
= T (1.17)
Die Mischungsdichte p : ; — R ist die Summe der Partialdichten:
p:za:pa: a dg:ja:i—? (1.18)
Darin ist dm = ) _ dm® das Massenelement der Mischung. ]
Eine direkte Folgerung aus (1.13), (1.16) und (1.17) ist der Zusammenhang:
p* = n®p*H, (1.19)

Hieraus ist ersichtlich, daf3 Anglerungen der Partialdichte sowohl durch Anderung des
Volumenanteils als auch durch Anderung der realistischen Dichte stattfinden konnen.

1.2 Kinematische Grofien

Nach der Einfithrung der Bewegungsfunktionen ist es nun moglich, kinematische und
physikalische Eigenschaften der materiellen Punkte des Mischungskorpers zu untersuchen,
etwa Geschwindigkeiten oder Verzerrungen. Diese Eigenschaften konnen entweder auf die
Referenz- oder die Momentankonfiguration des Mischungskorpers bezogen werden. Die
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Grofle Notation Beispiel
Skalare Klein- und Groflbuchstaben 6, f, T, G
Vektoren fette, gerade Kleinbuchstaben V,W
Ortsvektor Referenzkonfiguration fettes, gerades X X
Ortsvektor Momentankonfiguration fettes, gerades x X
Tensoren 2. Stufe fette, gerade Grof3buchstaben S, T
Tensoren n. Stufe (n > 2) fette, gerade Grofibuchstaben A
Zweipunkttensoren fette, romische Grolbuchstaben F,R
Operation Ergebnis Beispiel
Skalarprodukt von Vektoren Skalar VW
Dyadisches Produkt von Vektoren Tensor 2. Stufe VRW
Skalarprodukt von Tensoren 2. Stufe Skalar S-T
Produkt von Tensor 2. Stufe und Vektor | Vektor Tv
Produkt von Tensoren 2. Stufe Tensor 2. Stufe ST
Produkt von Tensor 4. und 2. Stufe Tensor 2. Stufe (4] E

Tabelle 1.1: Konventionen der Vektor- und Tensornotation

GroBen werden hier in einer basisfreien Tensornotation dargestellt, vgl. de Boer [20],
Ehlers [44]. In Tabelle 1.1 sind einige Konventionen der Notation zusammengefaft.

Wird eine Grofie in Koordinaten der Referenzkonfiguration parametrisiert (materielle
Darstellung), so spricht man auch von einer Lagrangeschen Beschreibung, bei Parame-
trisierung in Koordinaten der Momentankonfiguration (rdumliche Darstellung) von einer
FEulerschen Beschreibung.

Bemerkung: In Anhang A wird die hier verwendete Notation einer differentialgeome-
trischen Formulierung gegeniibergestellt. Dabei spielt der Begriff des Tangentialraums
eine tragende Rolle, und Tensoren werden als multilineare Abbildungen aufgefafit. Aufler-
dem wird dort auf die Basisdarstellung vektorieller und tensorieller Gréflen in beliebigen,
krummlinigen Koordinatensystemen eingegangen. O

1.2.1 Geschwindigkeiten und Beschleunigungen

Da jede Phase eines Mehrphasenkontinuums ihrer eigenen Bewegung folgt, besitzt jede
Phase auch eine eigene Geschwindigkeit und Beschleunigung. Zusétzlich wird noch die
Geschwindigkeit der Mischung eingefiihrt.

3In der Literatur werden z. T. auch ,ungesittigte* porése Medien behandelt. In diesem Fall sind die
Porenrdume teilweise materiefrei: ) n® < 1.
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Def. 1.10: Die materielle Geschwindigkeit vo, der Phase ¢® ist die Zeitableitung® der
Bewegung von ¢*:

Xy (1) dX(Xo,t)  OX(Xot
Voa(Xa, t) = ?g = (dt ) _ (815 ). (1.20)

Die Verkettung mit der inversen Bewegung fithrt auf v, = wvg, © %t_ ! die Eulersche
Darstellung der Geschwindigkeit (rdumliche Geschwindigkeit):

o d.x

Vo (%, 1) = Voo (X, (%), 1) =: H(x, t). (1.21)
Hierin kennzeichnet die Symbolik ,, dad(i")“ die Zeitableitung, die der Bewegung der Phase
©* folgt. Als Abkiirzung fiir diese Zeitableitung dient auflerdem das Symbol ,(...). ¢, so
dafl man fiir die Geschwindigkeit auch kurz schreibt:
dax ,
L=t K 1.22
Vo= =, (1.22)

Die Mischungsgeschwindigkeit (auch Massenmittelpunktsgeschwindigkeit bzw. baryzentri-
sche Geschwindigkeit) ist das dichtegewichtete Mittel der Geschwindigkeiten der einzelnen
Phasen:

o1 ,
v=Xx=-) p'%,. 1.23
Die Diffusionsgeschwindigkeit
d, =x,, — x, (1.24)
ist die Relativgeschwindigkeit der Phase ¢p* gegeniiber der Mischung . [

Das Verschwinden der Summe der Diffusionsmassenstrome,
> pida =0, (1.25)

ist eine direkte Folgerung aus (1.18), (1.23) und (1.24).

Bemerkung: Die oben eingefiihrte symbolische Schreibweise (...)!, = d“(i;“) fiir die Zeit-
ableitung, die der Bewegung der Phase ¢ folgt, ist in allen Féllen die totale Ableitung
nach der Zeit t. Im Spezialfall der Zeitableitung von Groflen in materieller Darstellung —
wie etwa der Bewegung selbst — fallen totale und partielle Ableitung zusammen, da die

Referenzlage X, nicht von der Zeit ¢ abhéngt. O

Def. 1.11: Die materielle Beschleunigung ag, der Phase ¢ ist die zweite Zeitableitung
der Bewegung von ¢“:

2y 2% 2
d*xx (1)  d&*x(Xa,t)  0°X(Xq, 1)
dt? de? ot?

4Da es sich bei der Bewegung um eine mit der Zeit ¢ parametrisierte Schar von Konfigurationen handelt,
ist die Zeitableitung definiert als Ableitung der Schar nach dem Scharparameter ¢. Die Schreibweise

d%xa (t)/dt bedeutet, dafl die Bahnlinie eines festen Punktes X,, der Referenzkonfiguration nach der Zeit
abgeleitet wird; man erhélt also die (Momentan-)Geschwindigkeit als Tangente an die Bahnlinie von X,,.

aga(Xa,t) = (1.26)
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Die Verkettung mit der inversen Bewegung fiihrt auf a, = ag, © fét_ ! die Eulersche
Darstellung der Beschleunigung (rdumliche Beschleunigung):

o d2x
a,(x,t) = ap(X; " (x),t) = @(x, t). (1.27)
Man schreibt auch kurz fiir die Beschleunigung;:
d?x

Mit Hilfe der Kettenregel kann man die rdumliche Beschleunigung a, ganz ohne Kenntnis
der Referenzkonfiguration aus der raumlichen Geschwindigkeit v,, berechnen®:
dCl{ [e% 7t a o

a.(x,t) = "d(tx ) _ (;; + (grad va) Vo . (1.29)
Darin wird der erste Ausdruck als lokaler Anteil und der zweite als konvektiver Anteil
der Beschleunigung bezeichnet, der Operator ,,grad“ ist die partielle Ableitung nach x.
Analoge Ausdriicke erhélt man fiir beliebige Skalar- und Vektorfelder, die in Koordinaten
der Momentankonfiguration parametrisiert sind, und es wird definiert:

Def. 1.12: Fiir ein Skalarfeld I'(x,¢) und ein Vektorfeld I'(x, t) heilen die Ausdriicke

r or
I = 5 +grad- x/,, T = 5 + (gradT") x, (1.30)
materielle Zeitableitung bzgl. der Bewegung der Phase ¢“. [

Der in (1.29) auftretende Gradient der raumlichen Geschwindigkeit wird bei der Formu-
lierung der Bilanzgleichungen ebenfalls benttigt. Es wird definiert:

Def. 1.13: Der riumliche Geschwindigkeitsgradient L, ist das Tensorfeld
L, = gradx], = grad v, (1.31)

der Momentankonfiguration. Seine symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteile,

1 1
D, = (Lo + L) und W = 5(La - Ly, (1.32)
heilen Deformationsgeschwindigkeitstensor und Drehgeschwindigkeitstensor (auch Wir-

beltensor bzw. Spintensor). |

Der symmetrische Anteil D, ist eine wichtige Grofie bei der Formulierung von Material-
gesetzen fiir viskose Materialien, insbesondere fiir Fluide. Auflerdem spielt er — allerdings
auf der plastischen Zwischenkonfiguration — eine wichtige Rolle bei der Formulierung von
finiten Plastizitéitsgesetzen.

5Dies ist u.a. wichtig zur Modellierung von Fluiden, da letztere keine ausgezeichnete Referenzkonfi-
guration besitzen und daher i.a. mit der rdumlichen Geschwindigkeit beschrieben werden.
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1.2.2 Deformationsgradient

Das wichtigste Deformationsmafl in der Kontinuumsmechanik ist der Deformationsgra-
dient. Er ist das Differential an die Bewegungsfunktion und damit in natiirlicher Weise
ein Zweipunkttensorfeld. Zunéchst wird fiir eine beliebige Bewegung X der Begriff des
Differentials eingefiihrt. Alle Betrachtungen beziehen sich auf einen festen Zeitpunkt ¢,
der Index t entfillt jedoch im folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit.

Def. 1.14: Das Differential DX einer Bewegung X : (g — €); ist ein Zweipunktten-

sorfeld DX, das Vektoren der Referenzkonfiguration auf Vektoren der Momentankonfi-

guration abbildet. Fiir das Differential an einem festen Punkt X € €y schreibt man

gleichwertig:

dx(X)
dX

Die Anwendung des Differentials an einem Punkt X ordnet einem Vektor w( der Refe-
renzkonfiguration mittels

DX(X) =dxX =

(1.33)

dx(X)
dX

Wy — W (= DX(X)(W()) = dXX(WO) = Wo (134)

den Vektor w der Momentankonfiguration zu, was gerade der Richtungsableitung der
Bewegung X in Richtung des Vektors wy entspricht. Man nennt dies auch die Vorwdrts-
transformation (engl.: push-forward) des Vektors wy. Umgekehrt bezeichnet man die Ab-
bildung

w — wo = DX (%) (w)

als die Rickwdrtstransformation (engl: pull-back) des Vektors w. |

Bemerkung: Das Differential dxX in (1.33) wird auch als Frechet-Differential im Punkt
X bezeichnet, die Richtungsableitung dxX(wy) in (1.34) als Gateauz-Ableitung. O

Da jede Phase eines Mehrphasenkontinuums ihrer eigenen Bewegung )a( folgt, besitzt jede
Phase auch ein eigenes Differential. Man definiert:

Def. 1.15: Der Deformationsgradient der Phase ¢ ist das Differential der zugehorigen
Bewegung, also das Zweipunkttensorfeld F, = DX; mit:

X, (Xa) _ OX(Xa 1)

Fa(Xom t) = anXt = ax oX

. (1.35)

Als Abkiirzung fiir die partielle Ableitung nach der Referenzlage X, wird das Symbol

,Grad,“ eingefiihrt. Man schreibt daher mit x = %t(Xa) auch kurz fiir den Deforma-
tionsgradienten in einem Punkt X, € Qy:

_aXe) A (1.36)

Fa dX, dX,
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Bemerkung: Der Deformationsgradient ,,transportiert” Vektoren dX,, (Linienelemente)
der Referenzkonfiguration auf Vektoren dx der Momentankonfiguration:

dx =F,dX,,.

Man spricht daher auch vom kovarianten Vorwdrtstransport von Linienelementen. O

Def. 1.16: Die Determinante des Deformationsgradienten wird mit

Jo = det F, (1.37)
bezeichnet. Die Determinante ist strikt positiv,
Jo >0,
da J,(Xq,to) = 1 ist und die Bewegung %t als eineindeutig angenommen wurde. [

1.2.3 Transport von Volumenelementen

Im Gegensatz zu Linienelementen werden Volumenelemente nicht direkt mit dem Defor-
mationsgradienten, sondern mit seiner Determinante transportiert. Zur Herleitung dieses
Zusammenhangs wird eine Transformationsregel fiir Integrale von Funktionen mehrerer
Verénderlicher benotigt. Alle Groflen werden dazu im festen, aber moglicherweise nicht
orthogonalen und nicht normierten Koordinatensystem {0, g1, g2, g3} dargestellt.

Def. 1.17: Fiir eine reellwertige Funktion f : R3 — R und eine regulire Transformation
R® >z =737 7g — x =73 x'g = h(z) € R® gilt mit einer Menge U C R® die
Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale:

/f jao= [

h(U)

det —‘ dx,

worin dz = dz'dz*dz*® und dx = dx'dx?dx® gesetzt wurden und det §2 = g(()f—lig—iy die
Funktionaldeterminante der inversen Transformation h~! bezeichnet. ]

Diese Regel kann direkt zur Herleitung des Transformationsverhaltens von Volumenele-
menten verwendet werden. Der Wert der Funktion f wird dann als das (konstante) Volu-
men des von der Basis aufgespannten Quaders gewihlt (Spatprodukt),

f(Xa) = (g1 X 82)- 83,

die Transformation h ist die Bewegung ;ét, und die Vektoren z und x werden mit X, und
x identifiziert. Man erhélt fiir eine beliebige zusammenhéngende Teilmenge U, C €2y der
Referenzkonfiguration:

[rxaax. = [ 6o |a 5
Uo —_—

Xt(UO
= J_l
«a

o dx = / TG (X)) dx. (1.38)

(;Ct(UO)
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Aufgrund der Identitéten

dVa = (anl X ang) . ang = (dXégl X dXigg) . dXigg = f(Xa) an,
dv = (dx; x dxy) - dxs = (dxlg; x dxlgy) - dxPg; = f(XGL(x)) dx

erhélt man aus (1.38) durch Grenziibergang lokal den Zusammenhang
AV, =J'dv = dv=J,dV,, (1.39)

der den Transport von Volumenelementen beschreibt.

1.2.4 Deformations- und Verzerrungsmafle

Nach der Einfiithrung des Deformationsgradienten konnen nun Deformations- und Verzer-
rungsmafle definiert werden. Anschaulich gibt ein Deformationsmafl Auskunft dariiber,
wie sich der Kérper wihrend der Bewegung lokal deformiert, d.h. das Deformationsmafl
im Ausgangszustand ist die Identitdt. Ein Verzerrungsmafl vergleicht den deformierten
Zustand mit dem Ausgangszustand, d. h. sein Wert im Ausgangszustand ist der Nullten-
sor.

Zum Versténdnis der Deformation erweist sich die polare Zerlegung als ein niitzliches
Hilfsmittel. Bekanntlich kann man einen beliebigen invertierbaren Tensor eindeutig mul-
tiplikativ in einen orthogonalen und einen symmetrisch positiv definiten Tensor zerlegen.

Def. 1.18: Die polare Zerlegung des Deformationsgradienten F, ist gegeben durch

F. = R,U, = V.R,. (1.40)

Darin ist R, ein orthogonaler Zweipunkttensor (Drehung des Korpers aus der Referenz- in
die Momentankonfiguration), U, ist der symmetrisch positiv definite Rechtsstrecktensor
der Referenzkonfiguration und V, der symmetrisch positiv definite Linksstrecktensor der
Momentankonfiguration. [

Die Betrachtung der Langenénderung von Linienelementen wahrend der Deformation des
Korpers,

|dx|? = dx-dx = (F,dX,)- (F,dX,) = dX,-(FLF,)dX,, (1.41)

fithrt auf eine quadratische Form mit einem symmetrisch positiv definiten Tensor F. F,,.
Umgekehrt fiihrt die Betrachtung aus dem Blickwinkel der Momentankonfiguration®,

[dX,|* = dX,-dX, = (F;'dx)- (F;'dx) = dx- (FZ7'F 1) dx, (1.42)

zu einer analogen quadratischen Form mit einem Tensor FL=1 F_1 = (F_FI)~!. Dies fiihrt
zur folgenden Definition:

Die inverse Transponierte eines Tensors A wird hier iibereinstimmend mit Ehlers [44] als AT—!
bezeichnet. In der mathematischen Literatur (z. B. Ciarlet [32]) findet man dafiir auch héufig die Schreib-
weise A=T = (AT)=1 = (A~H)T.
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Def. 1.19: Der rechte Cauchy-Green-Deformationstensor

C, = FLF, (1.43)
ist ein Deformationsmafl der Referenzkonfiguration.

Der linke Cauchy-Green-Deformationstensor (auch Finger-Tensor)

B, = F, F! (1.44)
ist ein Deformationsmafl der Momentankonfiguration. [
Zwischen den Deformationsmafien bestehen die Zusammenhénge

Ca = Ui ) U, = \% Coc ’
(1.45)
B, = Vi ’ V. = vBg,

wobei die Wurzel iiber die spektrale Zerlegung positiv definiter Tensoren erklért ist.

Verzerrungsmafle vergleichen den deformierten mit dem undeformierten Zustand des Kor-
pers. Die Herleitung der beiden wichtigsten Verzerrungsmafle erfolgt durch Betrachtung
der Differenz der Quadrate der Linienelemente auf der Referenz- und Momentankonfigu-
ration. Mit (1.41) und (1.42) ergibt sich

ldx|2 = [dXa |2 = dX,-CodX, —dX, dX, = dX,-(Cp—T)dX.,
|dx||? — [|[dX,|]* = dx -dx —dx - B ldx = dx-(I-B;!)dx,

so daf} die folgende Definition naheliegt:

Def. 1.20: Der Greensche Verzerrungstensor
E, = =(C,-1), (1.46)

ist ein Verzerrungsmafl der Referenzkonfiguration, wobei der Vorfaktor 1/2 historische
Griinde in der Interpretation der Koeffizienten des Tensors hat (Ingenieur-Verzerrungen).

Der Almansische Verzerrungstensor

A, = %(I -B.Y (1.47)

ist ein Verzerrungsmafl der Momentankonfiguration. Es besteht der Zusammenhang
E,=F.A_F,, (1.48)

d.h. man erhélt den Greenschen Verzerrungstensor durch Riickwértstransformation (pull-
back) des Almansischen Verzerrungstensors. |

Bemerkung: Im Sinne der in Anhang A vorgestellten differentialgeometrischen Notati-
on kann der Greensche Verzerrungstensor auch als Vergleich des pull-backs C,, = FL IF,
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des Metriktensors der Momentankonfiguration mit dem Metriktensor der Referenzkonfi-
guration verstanden werden. Entsprechend vergleicht der Almansische Verzerrungstensor
den push-forward B! = FL-1TF_! des Metriktensors der Referenzkonfiguration mit dem
Metriktensor der Momentankonfiguration. O

Neben dem Greenschen und dem Almansischen Verzerrungstensor werden in der Mate-
rialtheorie haufig weitere Verzerrungstensoren verwendet — etwa die Karni-Reinerschen
Verzerrungstensoren. Diese konnen der Literatur entnommen werden, z. B. Ehlers [44].

1.2.5 Geometrisch lineare Theorie

In den Anwendungen hat man es hdufig mit Problemen zu tun, bei denen von kleinen Ver-
zerrungen ausgegangen werden kann. In diesem Fall kann man die kinematischen Grofien
linearisieren und erhélt eine geometrisch lineare Theorie. Dies hat den Vorteil, dafl so-
wohl die Formulierung der Modellgleichungen als auch die numerische Implementierung
vereinfacht werden.

Mittels Taylor-Entwicklung in mehreren Raumdimensionen kann man eine beliebige Feld-
funktion f : €, — R bei festgehaltener Zeit ¢t wie folgt linearisieren:

f(x) = f(x)+Dva(5c)~A>§ + O(]Ax]?).
=: lin(f)

Darin bezeichnet x den Entwicklungspunkt und Ax = x — x die Richtung, in der die
Funktion f linearisiert wird. Aulerdem ist D f(X) = %()’c) das Differential von f bzgl. der
Ortsvariablen x (Frechet-Differential, vgl. (1.33)) und Df(x) - Ax = & {f(x + e Ax}|._,
die Richtungsableitung in Richtung Ax (Gateaux-Differential, vgl. (1.34)), sieche Marsden
& Hughes [83, S.183 ff.].

Es werden zunéchst einige kinematische Groflen in Richtung eines Deformationsinkre-
ments Au, = u, — U, linearisiert (Eipper [53]):

DF, - Au, = Grad, Au,,
DJ, - Au, = J,divAu,,

1
DE, - Au, = §(F§ Grad, Au,, + Gradg Au, F,).

Linearisiert man um den natiirlichen, verzerrungsfreien Zustand mit Grad, u, =0 und
Grad,, Au, = Grad, u,, so erhilt man die Ausdriicke der geometrisch linearen Theorie:

lin(F,) = I 4+ Grad,u,,
lin(J,) = 1 + Divyu,,

1
lin(E,) = i(Grada u, + Grad! u,).
Auflerdem gestattet die Voraussetzung kleiner Verzerrungen die Annahme

Gradgu, ~ 0 — F, =1 —= J,~1,



20 Kapitel 1: Theorie Poréser Medien

so dafl keine Unterscheidung mehr zwischen Referenz- und Momentankonfiguration erfor-
derlich ist. Fiir Integrale und Differentialoperatoren kann dann jeweils die Schreibweise
der Momentankonfiguration verwendet werden:

/(...) v, ~ /(...) dv. Grady(...) ~ grad(...), Diva(..) ~ div(..). (1.49)

Qo Qt

Der Verzerrungstensor wird in der geometrisch linearen Theorie mit
1 T
€0 = §(Grada u, + Grad, u,) (1.50)

bezeichnet.

1.3 Mechanische Bilanzgleichungen

In der Kontinuumsmechanik werden axiomatisch verschiedene Erhaltungsgleichungen ein-
gefiihrt, die sich auf die Erfahrung stiitzen, dal gewisse Gréflen in einem abgeschlossenen
physikalischen System weder produziert werden noch verloren gehen. Beriicksichtigt man
zuséatzlich Einfliisse der Umgebung auf das betrachtete System, so spricht man von Bilanz-
gleichungen, wobei die Interaktion mit der Umgebung mittels FluB- und Zufuhrtermen
einbezogen wird (dulere Nah- und Fernwirkung). Im einzelnen wird die Erhaltung der
mechanischen Groflen Masse, Impuls (Bewegungsgrofie) und Drall (Drehimpuls) axioma-
tisch eingefiihrt. Weiter benennt der erste Hauptsatz der Thermodynamik die Energie
als ErhaltungsgroBe (Energieerhaltungssatz). Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
(Entropieungleichung) besagt, daf§ die Entropieproduktion nie negativ sein kann, d. h. daf§
die Entropie in einem abgeschlossenen physikalischen System niemals abnehmen, sondern
héchstens zunehmen kann.

In diesem Abschnitt werden zunéchst die allgemeinen Formen der Bilanzgleichungen vor-
gestellt und anschliefend fiir die mechanischen Groflen Masse, Impuls und Drall formu-
liert. Die Bilanzgleichungen fiir die thermodynamischen Gréflen Energie und Entropie
werden im darauffolgenden Abschnitt diskutiert.

1.3.1 Allgemeine Struktur der Bilanzgleichungen

Die Beschreibung von Mehrphasenkontinua basiert auf den von Truesdell [116, 117] for-
mulierten metaphysischen Prinzipien:

e Alle Eigenschaften der Mischung miissen als mathematische Folgerungen aus den
Eigenschaften der einzelnen Konstituierenden ableitbar sein.

e Zur Beschreibung der Bewegung einer Konstituierenden kann man diese in Gedan-
ken vom Rest der Mischung trennen, sofern die Einwirkungen anderer Konstituie-
render auf die betrachtete korrekt beriicksichtigt werden.
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e Die Bewegung der Mischung als Ganzes wird mit denselben Gleichungen beschrieben
wie die Bewegung eines einfachen Korpers.

Man stellt also die Bilanzgleichungen sowohl fiir jede Konstituierende ¢“ als auch fiir die
Mischung ¢ auf. In den Bilanzgleichungen der Phasen ¢“ sind dabei jeweils Produktions-
terme enthalten, die die Interaktion zwischen den Phasen beschreiben.

Es erweist sich bei der Aufstellung von Bilanzrelationen als niitzlich, zunéchst die allge-
meine Struktur der Gleichungen fiir eine beliebige zu bilanzierende physikalische Grofie
zu formulieren, und in einem zweiten Schritt die einzelnen Terme der allgemeinen Bilanz-
relation fiir spezielle Bilanzrelationen zu identifizieren. Die vorliegende Darstellung folgt
dabei in weiten Teilen der Formulierung, wie sie von Ehlers [44, 47] angegeben wurde.

Gemaéf den obigen Prinzipien kann die Struktur der Bilanzgleichungen der Mischung aus
der klassischen Kontinuumsmechanik des einfachen Korpers iibernommen werden. Dazu
sei ¥ (bzw. W) die volumensperzifische skalarwertige (bzw. vektorwertige) Dichte der zu
bilanzierenden physikalischen Gréfle (d.h. Massendichte, Impulsdichte, Dralldichte, spe-
zifische innere Energie oder spezifische Entropie). Man erhilt fiir eine beliebige zusam-
menhéngende Teilmenge U; C €2; der Momentankonfiguration die integrale (auch globale)
Form der allgemeinen Bilanzgleichung der Mischung:

% Udy = /¢~nda + /adv + /\ifdv,

Uy U, Uy Us
| (1.51)
a/‘l’dv = /‘I>nda + /O'dv + /\ildv.

Uy U, Uy Uy

Darin ist n der nach auflen orientierte Normaleneinheitsvektor auf der Oberflache 0U; des
Gebietes, ¢-n (bzw. ® n) ist der Ausfluf iiber die Oberfléche infolge duflerer Nahwirkung
(z.B. die Spannung in der Impulsbilanz), und ¢ (bzw. o) ist die Zufuhr infolge duflerer
Fernwirkung (z.B. die Schwerkraft in der Impulsbilanz). Die Produktion ¥ (bzw. ¥)
entfillt bei allen Bilanzgleichungen aufler im Fall der Entropiebilanz.

Durch Differentiation des zeitabhéngigen Integrals auf der linken Seite (Reynoldssches
Transporttheorem) und Anwendung des GauBschen Integralsatzes zur Transformation
des Oberflichenintegrals auf der rechten Seite in ein Volumenintegral erhédlt man Glei-
chungen, die nur noch Volumenintegrale iiber dasselbe Gebiet U; C (); enthalten. Die
Voraussetzung stetig differenzierbarer Integranden fithrt auf die lokale Form der allge-
meinen Bilanzgleichung der Mischung:

U + Udivk = divg + o + U,
(1.52)

A

U + Tdivk = divd + o + WU,

Die Struktur der Bilanzgleichungen fiir die einzelnen Phasen ¢* der Mischung ergibt sich
geméafl den Truesdellschen Prinzipien auf analoge Weise. Alle Groflien werden iiber den
hochgestellten Index (...)* als zur Phase ¢* gehorig gekennzeichnet. Die Produktionsterme
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Jo (bzw. \ilo‘) beinhalten jetzt die Kopplung zwischen den einzelnen Konstituierenden,
konnen also zur Beschreibung von Austauschvorgingen zwischen den Phasen verwendet
werden (Massen-, Impuls-, Drall- oder Energieaustausch). Man erhilt die integrale Form
der allgemeinen Bilanzgleichung der Phase ©“:

do [gag, — /¢)°‘-nda + /ao‘dv + /\if”‘dv,

dt

U oU, Ui Uy
. (1.53)
d—‘;‘/\Il“dv - /(I)O‘nda + /aadv + /\iladv.

Ut 8Ut Ut Ut

Wie oben gelangt man zur lokalen Form der allgemeinen Bilanzgleichung der Phase ¢“:
(T, + Uedivx, = dive® + o + e,
R (1.54)
(T, + ¥*divx], = div®e* + o* + v~
Da sich nach Truesdell die Bilanzgleichung der Mischung als Summe der Bilanzgleichun-
gen der einzelnen Phasen ergeben muf}, sind die auftretenden Gréflen nicht unabhéngig,
sondern miissen gewissen Zwangsbedingungen geniigen. Man erhélt diese durch Vergleich
der Summe der Partialbilanzen mit der Mischungsbilanz. Fiir den Fall einer skalarwertigen
physikalischen Grofle lauten die Zwangsbedingungen:

Physikalische GroBe: ¥ = ) ¥,

FluB: ¢ = ) (¢"—0"d,),

° (1.55)
Zufuhr: o = Zao‘,
Produktion: U = Z\if‘x

Darin ist d, = x/, — x die in Gleichung (1.24) eingefiihrte Diffusionsgeschwindigkeit. Im
Fall einer vektorwertigen physikalischen Grofle erhédlt man analoge Zwangsbedingungen.

1.3.2 Massenbilanzen

Fiir die Mischung als Ganzes lautet das Axiom der Massenerhaltung

m = /dm = konst. bzw. 4 dm = 0, (1.56)

Qt Qt

d. h. die Gesamtmasse des Mischungskorpers bleibt fiir alle Zeiten konstant. Unter Beriick-
sichtigung von dm = pdv liefert der Vergleich mit (1.51); die Massendichte p als physi-
kalische Grofle, wobei Flufl, Zufuhr und Produktion entfallen:
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Damit lautet die Massenbilanz der Mischung in lokaler Form:

o+ pdivk =0]. (1.57)

Fiir die einzelnen Konstituierenden wird keine Erhaltungsgleichung gefordert, sondern es
werden Produktionsterme p® eingefiihrt, mit denen Massenaustauschprozesse beschrieben
werden konnen (z. B. der Ubergang von fliissigem Wasser in Eis oder Wasserdampf):

% dm® = /ﬁadv. (1.58)
Qt Qt

Durch Vergleich mit (1.53); konnen physikalische Groe, Flufl, Zufuhr und Produktion
wie folgt identifiziert werden:

ve = p*, " = 0, o = 0, ve = p%.

Damit lautet die Massenbilanz der Phase ¢ in lokaler Form:

(p™)., + p*divx], = p*|. (1.59)

Die Auswertung der Zwangsbedingungen (1.55) liefert neben der bekannten Gleichung
(1.18) fur die Mischungsdichte und dem Verschwinden der Diffusionsmassenstrome (1.25)
die naheliegende Forderung, dafl die Summe aller Massenaustauschterme verschwindet:

> pr=0. (1.60)

«

1.3.3 Impulsbilanzen

Die Impulsbilanz ist auch als der Satz von der Erhaltung der Bewegungsgrofie bekannt.
Es wird die zeitliche Anderung des Impulses mit inneren und dufleren Kriften bilanziert:

dt
of o) of

4 pxdv = /Tnda + /pbdv. (1.61)

Darin sind T der Cauchysche Spannungstensor und pb die Volumenkraftdichte, die hdufig
im Sinne einer A-priori-Konstitutivgleichung mit der Schwerkraft identifiziert wird; sie
kann aber auch eine anderweitig verursachte Volumenkraft darstellen, etwa die durch ein
Magnetfeld in einem ferromagnetischen Korper induzierte Magnetkraft.

Der Vergleich mit (1.51), liefert als physikalische Groe die Impulsdichte, als Fluitensor
den Cauchyschen Spannungstensor und als Zufuhrvektor die Volumenkraftdichte:

~

U = px, ® =T, o = pb, v = 0.

Der Produktionsvektor entfillt, da es sich um eine Erhaltungsgleichung handelt. Nach
Einarbeitung der Massenbilanz erhélt man die Impulsbilanz der Mischung in lokaler Form:

pX =divT + pb]|. (1.62)
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Wieder wird fiir die einzelnen Konstituierenden ein Produktionsterm §* eingefiihrt, der
sich als innere Interaktionskraft mit den anderen Konstituierenden interpretieren 14aft:

% px, dv = /To‘nda + /po‘bo‘dv + /éo‘dv. (1.63)

Qt 89,5 Qt Qt

Der Cauchysche Spannungstensor T ist in diesem Fall ein partialer Spannungstensor,
da er nur die Spannung einer Phase ¢* darstellt. Durch Vergleich mit (1.53), identifi-
ziert man wie oben die physikalische Grofle, den Fluitensor, den Zufuhrvektor und den
Produktionsvektor:

U = pox e = To, o = pob~, P = g

Die gesamte Impulsproduktion §* = p*x/ + p“ teilt sich auf in einen Anteil p*x/,, der
durch den Produktionsterm einer ,niedrigeren* Bilanz, hier der Massenbilanz, hervorge-
rufen wird, und einen direkten Anteil p®. Durch Einarbeitung der ,,niedrigeren* Massen-
bilanz erhélt man aus der allgemeinen Bilanzgleichung mit den obigen Definitionen die
Impulsbilanz der Phase ¢* in lokaler Form:

poxl = div T + p°b® + p°|. (1.64)

Die vektoriellen Zwangsbedingungen lauten:
px = Y X,
T = ) (T°-p*d, ®d,),
pb = > p"b*,

0 = Zéa.
o

(1.65)

1.3.4 Drallbilanzen

Die Drallbilanz ist auch als der Drehimpulserhaltungssatz bekannt. Es wird die zeitliche
Anderung des Dralls mit den von inneren und &ufleren Kréften verursachten Momenten
bilanziert”:

(xxpx)dv = [ (xxT)nda + [(x X pb)dv. (1.66)
Qe aﬂft f{

dt

"Hier wird das Vektorprodukt zwischen einem Vektor v und einem Tensor T sowie das Vektorprodukt
zwischen zwei Tensoren S und T benutzt (vgl. de Boer [20, §4.9.2 ff.]). Ersteres liefert einen Tensor zweiter
Stufe und ist iiber die drei Gleichungen (v x T)w =v x (Tw), (Txv)w=(Tw)xv, T-(Sxv)=
—S (T x v) definiert. Letzteres liefert einen Vektor und wird iiber die Gleichung v-(Sx T) = —S-(vx T)
eingefiihrt. Insbesondere liefert £ (Ix T) = ax] T den axialen Vektor eines Tensors, der sich auf den schief-
symmetrischen Anteil bezieht, also fiir symmetrische Tensoren verschwindet: T = T7 <= axlT = 0.
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Der Vergleich mit (1.51), liefert als physikalische Groe die Dralldichte, als FluBtensor
den Momentenflufl und als Zufuhrvektor das Volumenkraftmoment:

U = xxpx, & = xxT, o = xxpb, U = 0.

Nach Einarbeitung ,niedrigerer® Bilanzen (Massenbilanz und Impulsbilanz) lautet die
Drallbilanz der Mischung in lokaler Form:

0=IxT — T =17 (1.67)

Wie in der Theorie der Einphasenkontinua ist das Ergebnis lediglich die Symmetrie des
Cauchyschen Spannungstensors. Man beachte, dafl dies unabhéngig von der Symmetrie
bzw. Unsymmetrie der Partialspannungstensoren T* der Fall ist.

Fiir die einzelnen Konstituierenden wird ein Produktionsterm h® eingefiihrt, mit dem ein
Drallaustausch zwischen den Konstituierenden modelliert werden kann:

% (x x p*x)dv = /(x x T*)nda + /(x x p*bY)dv + /flo‘dv. (1.68)
Qt 8Qt Qt Qt

Der Vergleich mit (1.53), liefert hier:

~

T = xxpx,, ¥ = xxT* o = xxp°b*, ¥* = h*.

Die gesamte Drallproduktion h® = x x (p*x, +p®)+1m® setzt sich wieder aus einem durch
,hiedrigere” Bilanzen hervorgerufenen Term x x (p“x!, + p®) und der direkten Drallpro-
duktion m® zusammen. Durch Einarbeitung der ,niedrigeren“ Bilanzen (Massenbilanz
und Impulsbilanz) erhélt man aus der allgemeinen Bilanzgleichung mit den obigen Defi-
nitionen die Drallbilanz der Phase p* in lokaler Form:

0=TxT"+m"| (1.69)

Bei verschwindender direkter Drallproduktion, m® = 0, erhélt man also symmetrische
Partialspannungstensoren, T® = (T%)”, ansonsten kénnen diese auch unsymmetrisch
sein. Die Summe der Drallbilanzen der einzelnen Phasen liefert die Zwangsbedingung

> m® =o. (1.70)

Bemerkung: Im Rahmen dieser Arbeit wird die Drallbilanz nicht weiter beriicksichtigt,
da die Partialspannungstensoren bei dem spéter betrachteten Materialmodell stets als
symmetrisch angenommen werden kénnen (vgl. Abschnitt 1.5). a

1.4 Thermodynamische Bilanzgleichungen

Die Energie- und die Entropiebilanz sind auch als der erste und zweite Hauptsatz der Ther-
modynamik bekannt. In bezug auf die richtige Formulierung der Entropieungleichung fiir
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Mischungen gab es in den sechziger Jahren lange Zeit kontroverse Diskussionen unter
den beteiligten Wissenschaftlern (vgl. die historische Zusammenstellung bei Ehlers [44]).
Hier wird die inzwischen allgemein anerkannte Form der Entropiebilanz fiir Mischungen
dargestellt. Die Auswertung der Entropieungleichung zur thermodynamisch konsistenten
Formulierung von Materialgesetzen bei Mischungen ist aufgrund der Vielzahl der auftre-
tenden Terme sehr aufwendig, weshalb hier nicht darauf eingegangen werden kann. Eine
ausfiihrliche Darstellung der Thematik kann ebenfalls bei Ehlers [44] nachgelesen werden.
In jiingerer Zeit wurden von Diebels [39] Ergebnisse bei der thermodynamischen Betrach-
tung einer Mischung, bestehend aus einem mikropolaren Festkorper (Cosserat-Theorie)
und einem viskosen Porenfluid, erzielt.

1.4.1 Energiebilanzen

Beim Energieerhaltungssatz wird die zeitliche Anderung der inneren und kinetischen Ener-
gie mit der Leistung der dufleren Nah- und Fernwirkungskrifte sowie dem Wérmezuflul
und der Warmezufuhr bilanziert:

d

I ple+3%-%x)dv = /(TT)'c—q)-nda + /p(b-)’(—i—r)dv. (1.71)
of 0% o8

Darin sind ¢ die spezifische innere Energie, q der Warmezufluf iiber die Oberfléche infolge

duBerer Nahwirkung und r die Warmezufuhr im Volumen infolge &uflerer Fernwirkung
(z.B. die im Inneren durch Mikrowellen zugefiihrte Warme).

Der Vergleich mit (1.51); liefert:
Vo= petixe®), ¢ = Ti—q,

A

o = pb-x+7r), UV = 0.

Nach Einarbeitung ,niedrigerer” Bilanzen erhédlt man die Energiebilanz der Mischung in
lokaler Form:

|p¢ =T -L—divq+pr|. (1.72)

Darin ist L = grad x der rdumliche Geschwindigkeitsgradient des Mischungskorpers.

Fiir die einzelnen Konstituierenden wird ein Produktionsterm é® eingefiihrt, mit dem
Energieaustauschvorginge zwischen den Konstituierenden modelliert werden kénnen. Ein
analoges Vorgehen wie oben und der Vergleich mit (1.53); fiihrt auf die physikalische
Grofle, den FluB, die Zufuhr und die Produktion:

U = p*e*+3x, %)), " = TTx, —q°,
o = p*b*-x,+1r%), ve = o,

Die gesamte Energieproduktion é* = p®-x/, + p%(e® + 3 X, - X, ) + £* setzt sich wieder aus
Anteilen mit Produktionstermen , niedrigerer* Bilanzen sowie dem direkten Anteil £* zu-
sammen. Mit dem in Gleichung (1.31) eingefiihrten raumlichen Geschwindigkeitsgradien-
ten L, = grad x/, erhdlt man nach Einarbeitung ,niedrigerer” Bilanzen die Energiebilanz
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der Phase ¢ in lokaler Form:

p¥(e®), = T L, — divg® + p°r® +&%|. (1.73)

Auf die Auswertung der bei der Energiebilanz auftretenden Zwangsbedingungen wird an
dieser Stelle verzichtet.

1.4.2 Entropieungleichung

Der Ansatz von A-priori-Konstitutivannahmen (Ehlers [47]) fiir den Entropiefluff und die
Entropiezufuhr mit der absoluten Kelvinschen Temperatur ©“ der Phase ¢ fiihrt auf die
folgende Identifikation von physikalischer Grofle, Flufl, Zufuhr und Produktion:

(0% ]' «
e = pne, P" = e
1 o
(0% — o, \I[Oc — AO!.
o 9P T 1

Die Entropieproduktion 148t sich in einen indirekten und einen direkten Anteil aufteilen:
N = p*n® + (. Unter Beriicksichtigung der Massenbilanzen der Phasen ¢® lautet damit

die Entropiebilanz der Phase p* in lokaler Form:

PO, = div(— ) + s+ C° (1.74)

Das Ergebnis der oben erwiahnten Diskussion war, daff die Annahme einer Entropieun-
gleichung fiir jede einzelne Phase (also eine Ungleichung der Form 7* > 0) eine zu starke
Einschrénkung an die méglichen thermodynamischen Prozesse bedeutet. Lediglich fiir die
Mischung als Ganzes ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik zu fordern (7 > 0).
Die Entropieungleichung der Mischung kann demnach wie folgt formuliert werden:

s g 1 1
pn > le(—@q) + o (1.75)

Die Zwangsbedingungen (1.55) lauten im Falle der Entropiebilanz:
moo= ",

1 1
- _ T ned,,
54 Za:@aq +

1 1 (1.76)
e = 2"
nooo= o0
Mit (1.76), kann die Entropieungleichunz der Mischung auch in der Form
= 0" =) lpa(ﬁa); + 07" + diV(&q‘“) - &par‘“ >0 (1.75%)

dargestellt werden.
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1.5 Ein inkompressibles Zweiphasenmodell

Die Theorie Pordser Medien soll nun zur Beschreibung von bindigen Béden herangezo-
gen werden. In der Bodenmechanik unterscheidet man in Tiefenrichtung des Bodens im
wesentlichen drei Bereiche:

e Die ungesdttigte Zone: In den oberen Erdschichten ist der Porenraum des Bodens
mit Luft gefiillt.

e Die teilgesdttigte Zone: In darunter liegenden Erdschichten sind die Poren zum Teil
mit Luft, zum Teil mit Wasser gefiillt.

e Die gesdttigte Zone: Unterhalb des Grundwasserspiegels sind alle Poren des Bodens
mit Wasser gefiillt.

Der Begriff der Sattigung ist in der Bodenmechanik also immer auf das Porenwasser
bezogen. Im Gegensatz dazu werden im Rahmen der Theorie Poréser Medien alle drei
Bereiche als geséttigt bezeichnet (vgl. Gleichung (1.14)); es findet lediglich ein Wechsel
des Porenfluids bzw. der Porenfluide statt.

Bei der Modellierung bodenmechanischer Fragestellungen sind also je nach der betrach-
teten Zone zwei oder drei Phasen einzubeziehen. Fiir die ungeséttigte Zone sind dies
das Festkorperskelett des Bodens und ein Gas (Zweiphasenmodell mit inkompressiblem
Festkorper und kompressiblem Fluid), fiir die teilgesittigte Zone kommt als dritte Pha-
se Wasser hinzu (Dreiphasenmodell), und in der geséttigten Zone wird der Boden durch
ein wassergefiilltes Festkorperskelett dargestellt (Zweiphasenmodell mit inkompressiblem
Festkorper und inkompressiblem Fluid).

Im folgenden wird ein Zweiphasenmodell fiir die geséttigte Zone vorgestellt. Das Bo-
denmaterial ist aus dem Blickwinkel der Theorie Pordser Medien ein wassergeséttigter
pordser Festkorper, wobei das Festkorperskelett ¢° mit dem Index o = S (engl.: solid)
und das Porenfluid " mit dem Index o = F' (engl.: fluid) bezeichnet wird. Das inkom-
pressible Zweiphasenmodell basiert auf den folgenden konstitutiven Annahmen, die in den
néchsten Abschnitten detailliert diskutiert werden:

e Gemeinsame, konstante Temperatur beider Phasen,

e gemeinsame, konstante Volumenkraft beider Phasen (Schwerkraft),
e materielle Inkompressibilitdt beider Phasen,

e kein Massenaustausch zwischen den Phasen,

e symmetrische Partialspannungen,

e clastisch-viskoplastisches Festkorperskelett,

e viskoses Porenfluid,

e geometrisch lineare Theorie (kleine Verzerrungen).
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Die Annahme einer gemeinsamen, konstanten Temperatur beider Phasen fiihrt auf ein
rein mechanisches Modell ohne explizite Beriicksichtigung der Energiebilanz. Desweiteren
stellt die Schwerkraft in der Bodenmechanik die einzige Volumenkraft dar. Die materielle
Inkompressibilitét ist sowohl fiir das Festkorpermaterial des bindigen Bodens (z. B. Ton)
als auch fiir das Porenfluid (Wasser) eine realistische Annahme; bei einer Mischung aus
Ton und Wasser gibt es zudem keinen Massenaustauch und es kann von symmetrischen
Partialspannungen ausgegangen werden. Die Plastizitdtsformulierung fiir den Festkorper
mufl die speziellen Eigenschaften von Reibungsmaterialien beriicksichtigen, da ansonsten
nicht mit realistischen Ergebnissen zu rechnen ist. Ein Reibungsmaterial (engl.: frictio-
nal material) kann auch unter hydrostatischen Spannungszustéinden bleibende Deforma-
tionen erleiden. Schliellich liegt der Anwendungsbereich des Modells in der Berechnung
des Bodenverhaltens bei Bauingenieur-Fragestellungen, weshalb grundsétzlich von kleinen
Deformationen ausgegangen wird. Die Voraussetzung einer geometrisch linearen Theorie
fiihrt zu den in Abschnitt 1.2.5 hergeleiteten Vereinfachungen. Die in den beiden folgenden
Abschnitten beschriebenen Umformungen und Gleichungen gelten jedoch grundsétzlich in
der allgemeinen, nichtlinearen Formulierung; linearisierte Formen sind jeweils gesondert
vermerkt.

1.5.1 Volumenbilanzen

Da beide Phasen als materiell inkompressibel angenommen werden, ist die realistische
Dichte p® : Q; — R (siehe (1.17)) zeitlich konstant. Mit Hilfe der realistischen Dichte
PR 1 Qg — R der Referenzkonfiguration wird definiert:

PP (x, 1) = p3(XH (%)) = pgT(Xa) -

Bemerkung: In der Referenzkonfiguration kann die Dichteverteilung durchaus inho-
mogen sein (Grad, p§® # 0), jedoch ,haftet* die in der Referenzkonfiguration gegebene
Dichte am jeweiligen materiellen Punkt, veréndert sich also zeitlich nicht. Die Partial-
dichte p® = n® p*f ist jedoch aufgrund moglicher Anderungen der Volumenanteile trotz
materieller Inkompressibilitat nicht konstant. O

Da die materielle Zeitableitung der realistischen Dichte verschwindet,

da da

(0 = S [ 0] = 52 [ (X)) =0,

reduziert sich die Massenbilanz (1.59) aufgrund

(") = (1 Y = (1Yo 0T 4 1 (071
=0
unter der Voraussetzung positiver Dichte (p®® > 0) und unter Vernachlissigung des Mas-
senaustauschs (p® = 0) zur Volumenbilanz der Phase ¢®:

(n®)!, +n*divx, = 0]|. (1.77)
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Die Volumenbilanz des Festkorpers kann man analytisch integrieren und erhélt mit dem
Anfangswert n5s (Volumenanteil des Festkérpers in der Referenzkonfiguration von ¢):

1
n® =nhs det Fg! = T nas . (1.78)

Mit der formalen Linearisierung der inversen Jacobi-Determinante um den natiirlichen
Zustand (Referenzkonfiguration) erhélt man die linearisierte Volumenbilanz:

n® = njs (1 — Divgug). (1.79)

Die Sickergeschwindigkeit wird definiert als die Differenzgeschwindigkeit des Fluids relativ
zum sich deformierenden Festkorper (modifizierte Eulersche Beschreibung des Fluids):

Wp = Xp — Xg . (1.80)

Mit der Sickergeschwindigkeit und (1.30) kann man alle auftretenden Zeitableitungen bzgl.
der Festkorperbewegung darstellen,

Iy =T+ gradl - wp, I =T+ (gradT) wp, (1.81)

und erhélt aus der Summe der Volumenbilanzen (1.77) des Festkorpers und des Fluids
mit Hilfe der Sattigungsbedingung (1.14):

(n%)s +ndivxy + (nf)s + gradn® - wp + nf div(xy + wrp) = 0
— (n® +nf)g+ (n® 4+ n") divxy + gradn? - wp + nFdivwy = 0.
=0 -1

Die Anwendung der Produktregel div(nfwyr) = grad n” - wp +n’ div wy fiihrt schlieSlich
mit vg = x5 auf die Volumenbilanz der Mischung:

div(vg +nf'wp) =0]. (1.82)

1.5.2 Konstitutivgleichungen

Die Sattigungsbedingung (1.14) fiithrt zu einer additiven Aufteilung der Konstitutivglei-
chungen in zwei Anteile (Ehlers [44]). Ein Summand ist bestimmt durch den Lagran-
ge-Parameter p, der als effektiver Porenfluiddruck identifiziert werden kann. Ein zweiter
Summand ist der sogenannte Extraanteil, im folgenden durch (...)g gekennzeichnet, der
durch konstitutive Annahmen im Rahmen der Materialtheorie bestimmt wird. Demnach
haben die Partialspannungstensoren und der Impulsaustauschterm die folgende Form:

T = —npIl+ Tj, p® =p gradn® + p% . (1.83)

Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie wird der linearisierte Verzerrungstensor des
Festkorpers additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil aufgespalten:

eg = = (Grads us + Grads ug) = eg, + Egp - (1.84)

1
2
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Der Cauchysche Extraspannungstensor héngt nach dem Hookeschen Gesetz
T, = o3 = 2u°eg, + N7 treg, I (1.85)

mit den Laméschen Konstanten ;° und A\ nur von der elastischen Verzerrung eg, ab.
Man beachte, dafl die Laméschen Konstanten bei der Behandlung von porésen Materialien
als Strukturparameter zu verstehen sind, so dafl trotz materieller Inkompressibilitit des
Festkorpers eine Volumendeformation méglich ist. Im hier nicht betrachteten Bereich
grofler Deformationen erfordert dies die Beriicksichtigung des Kompressionspunkts im
elastischen Gesetz (Ehlers & Eipper [48]), der erreicht wird, wenn alle Poren geschlossen
sind.

In Abschnitt 1.5.4 wird auf die Entwicklungsgleichung fiir die plastische Verzerrung eg,
eingegangen, die ebenfalls konstitutiv vorzugeben ist. Wie in der Grundwasserhydraulik
iiblich, wird die Extraspannung des Fluids (Reibungsspannung) T = 2uf" Dp ~ 0 a prio-
ri vernachlassigt, da die Fluidviskositat implizit in den Darcyschen Permeabilititsbeiwert
k' des Extraanteils pf, der Impulsproduktion eingeht:

(nF)24FR

L P2 +PE=0. (1.86)

Py =Svwr, Sy=-
Darin ist yF'% = pf'® g die reale Wichte des Fluids mit dem Betrag g der Gravitationsbe-

schleunigung. Der Permeabilititstensor Sy wird hier als isotrop und unabhéngig von der
Deformation angenommen.

1.5.3 Impulsbilanzen

Ausgehend von der Impulsbilanz des Fluids sowie den im letzten Abschnitt beschriebenen
Konstitutivgleichungen,

(1.64): pFxlh = divTF + pf'b + pF,

(1.81): xXp = (Vs +wp)s+grad(vs + wp) wp,

(1.83), TE =0: divTF = div(—nfpl) = —nf gradp — p gradn’,
) nF)2 ~FR

(1.83), (1.86): pr = pgradn’ — % Wr,

erhélt man die Impulsbilanz des Fluids im Zweiphasenmodell:

(nF)2 ,VFR

e we | (187)

Pt ([(vs +wp)s + grad(vs + wp) wp] — b) = —n' gradp —

In einer quasi-statischen Formulierung (Vernachlissigung des Trigheitsterms pfx’.) kann
man (1.87) nach der Filtergeschwindigkeit n*wy auflésen und erhélt das bekannte Dar-
cysche Gesetz der Durchstromung eines porésen Mediums:

]{JF
nfwp = o FR (gradp — p""b) . (1.88)
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Addiert man die Impulsbilanzen beider Phasen, Fluid und Festkorper, so erhélt man mit

(1.64), (1.83), (1.86)3:  p %+ pf'x} = div(T+TF) + (p° + p") b,
(1.81): Xy = (ve+wp)s+grad(vs + wp) wg,
1.83), TE = 0: div(T® + TF) = div(Tg —pl

E E

die Impulsbilanz der Mischung im Zweiphasenmodell:

P (xg - b) + pF([(VS +wr)s + grad(vs + wi) Wi — b) — div(TS — pI)|. (1.89)

Die obigen Gleichungen gelten auch im Rahmen einer geometrisch nichtlinearen Formulie-
rung, wobei insbesondere der Cauchysche Extraspannungstensor T mittels eines nicht-
linearen Elastizitdtsgesetzes bestimmt werden kénnte. Zur Kennzeichnung des linearen
Spannungstensors wird in den folgenden Abschnitten o3, statt Ty verwendet.

1.5.4 Viskoplastizitét

Im Gegensatz zur Metallplastizitdt mufl ein FlieSkriterium fiir Geomaterialien eine ge-
schlossene Form im Hauptspannungsraum besitzen, da plastisches Flieen auch unter rein
hydrostatischen Spannungszustéanden stattfinden kann, vgl. Ehlers [46]. Das dort ange-
gebene Einflichen-FlieBkriterium kann in Abhéngigkeit der ersten Invarianten I sowie
der zweiten und dritten deviatorischen Invarianten I, und Il des Spannungstensors 0'%

ausgedriickt werden®:

™o
F(og) = \/]ID (1 + vllID/H%/z) + 5ol + 020+ Bl el — k. (1.90)

Dieses FlieBkriterium enthélt 7 Materialparameter «, 3,7, 9, €,k und m, die Versuchser-
gebnissen angepafit werden miissen. Neben der geschlossenen FlieBfliche benétigt man im
Kontext von Geomaterialien eine nicht-assoziierte Fliefiregel, d. h. das plastische Potential
G ist verschieden vom FlieSkriterium F'. Hier wird

Gog) = \/]ID + %aP + 0214 + Bl + eI’ + g(I) (1.91)

aus Diebels, Ellsiepen & Ehlers [40] verwendet, bei dem mit Hilfe der Funktion ¢(I)
die Abweichung der gemessenen Fliefirichtung von der assoziierten Richtung angepaflt
werden kann (Modellierung des Dilatanzwinkels). Damit ergibt sich die Fliefiregel fiir den
plastischen Anteil des linearisierten Verzerrungstensors (vgl. (1.84)) zu

oG
(€sp)s = A—%% : (1.92)

8Der Deviator eines Tensors T ist definiert als: dev T := TP := T — (% tr T) I. Bei Deformations- und
Verzerrungstensoren beschreibt der Deviator den ,gestaltindernden“ Anteil des Tensors T, wihrend der
Kugeltensor (% tr T) I die Volumenénderung beschreibt.
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wobei der Prgportionalitéitsfaktor A im Fall des hier betrachteten viskoplastischen Modells
nach einem Uberspannungsansatz vom Perzyna-Typ [95]

A=l <@>T (1.93)

n 0o

mit der Relaxationszeit 1 und einem Exponenten r angenommen wird, vgl. Hartmann,
Liihrs & Haupt [66]. Das Foppl-Symbol (Macauley-Klammer) ist darin definiert durch
(x) = (x + |x])/2, so daBl im elastischen Bereich mit F(o%) < 0 kein plastisches FlieBen
stattfindet. Dies entspricht einem Knick in der rechten Seite der gewthnlichen Differen-
tialgleichung fiir die plastische Verzerrung (1.92), was bei der numerischen Behandlung
beriicksichtigt werden muf. Im Fall ratenunabhéngiger Plastizitét (Elastoplastizitéit) wird
der Proportionalitdtsfaktor A anstatt iiber (1.93) aus den Kuhn-Tucker-Bedingungen

F<0, A>0, AF=0 (1.94)

bestimmt. Die ersten beiden Bedingungen werden dabei iiblicherweise durch die algo-
rithmische Vorgehensweise (elastischer Pradiktorschritt) automatisch erfiillt, so dafi im
plastischen Bereich (im Pradiktorschritt ist F' > 0) der Proportionalitéitsfaktor A {iber
die Nebenbedingung F' = 0 bestimmt wird. Im viskoplastischen Ansatz entspricht dies
einem Grenziibergang 7 — 0 (Relaxation in beliebig kurzer Zeit). Fiir kleine n hat man
also eine singulér gestorte Differentialgleichung (1.92), (1.93), die im Grenzfall n — 0 in
das differential-algebraische System aus (1.92) und F' = 0 tibergeht.

1.6 Zusammenstellung der Modellgleichungen

In diesem Abschnitt werden zunéchst die Variablen, Gleichungen und Parameter des in-
kompressiblen Zweiphasenmodells zusammengestellt, die in den vorherigen Abschnitten
hergeleitet wurden. AnschlieBend werden Formulierungen fiir geeignete Primérvariablen

Variablen des inkompressiblen Zweiphasenmodells
1. Volumenanteil (F): nt
2. Volumenanteil (S): n®
3. Porenfluiddruck (F): P
4. Sickergeschwindigkeit (F): Wp = Xp — Xg
5. Verschiebung (S): us =x— Xg (1.95)
6. Geschwindigkeit (S): vs = (ug)y
7. Gesamtverzerrungen (S): Eg
8. Extraspannungen (S): oy
9. Plastische Verzerrungen (S): &g,
10. Proportionalitatsfaktor (S): A

angegeben, die eine numerische Umsetzung des Modells im Rahmen der Methode der
finiten Elemente (FEM) gestatten.
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Die Variablen des inkompressiblen Zweiphasenmodells sind in Kasten (1.95) zusammenge-
stellt. In Klammern ist jeweils vermerkt, ob sich die Variable auf den Festkorper (S) oder
das Fluid (F) bezieht. Die Gleichungen des inkompressiblen Zweiphasenmodells sind in

Gleichungen des inkompressiblen Zweiphasenmodells

1. Sattigung (M): 1=n%+nt
2. Volumenbilanz (S): n® = nds(1 — divug)
3. Volumenbilanz (M): 0 =div(vs + nf'wp)
4. Impulsbilanz (F):
ntpf'f(vs + wp)s + grad(vs + wr) Wi
F (n7)? 4" F FR
= —n'" gradp — TWFjLn p b
F
quasi-statisch: nfwp = — % (gradp — pl'R b)
g

5. Impulsbilanz (M):
nSp* (vs)s 0 P [(vs + Wi + grad(vs + wr) wil (1.96)
=div(ay — pI) + (n°p°F 4+ nfpff)b

quasi-statisch: 0 =div(oz — pI) + (n°p° + nfpl'E) b
6. Geschwindigkeit (S): vs = (ug)s
7. Verzerrungen (S): £ = % (gradug + grad” ug) = eg, + €5,
Elastizitét (S): oy =2u"eg, + N treg, I
9. FlieBregel (S): (s,)s = A%
10a. Viskoplastizitat (S): A= % <F(ao-0%) >T

10b. Elastoplastizitit (S):  AF =0, F<0, A>0

Kasten (1.96) zusammengefafit, wobei alle in diesem Abschnitt angegebenen Annahmen
und Konstitutivgleichungen eingearbeitet sind. Insbesondere sind alle 6rtlichen Ableitun-
gen aufgrund der geometrischen Linearitéit auf die Referenzkonfiguration bezogen, jedoch
mit den in der linearen Theorie gebrdauchlichen Schreibweisen grad(...) und div(...) statt
Gradg(...) und Divg(...) bezeichnet. Alle zeitlichen Ableitungen sind auf die Festkorper-
bewegung bezogen, so dafl nur noch eine Zeitableitung (...)s vorkommt. Bei langsam
veranderlichen Prozessen gelangt man durch Vernachlassigung der Beschleunigungsterme
in den Impulsbilanzen zu einer quasi-statischen Formulierung, die in Kasten (1.96) ge-
sondert angegeben ist. In Klammern ist jeweils vermerkt, ob die Gleichung sich auf den
Festkorper (S), das Fluid (F) oder die Mischung (M) bezieht.



1.6 Zusammenstellung der Modellgleichungen 35

Die Formulierung der Plastizitéit erlaubt die Auswahl zwischen einem viskoplastischen
Modell (Verwendung der Gleichung 10a zur Bestimmung des Proportionalitéatsfaktors A)
und einem elastoplastischen Modell (Verwendung der Kuhn-Tucker-Bedingungen 10b zur
Bestimmung des Proportionalitéatsfaktors A). In beiden Féllen hat das Modell gleich viele
Variablen wie Gleichungen, ist also in sich geschlossen.

Parameter des inkompressiblen Zweiphasenmodells
Anfangs-Volumenanteil (S):  njg
Darcy-Permeabilitiit (F): kE
Reale Wichte (F): AR
Reale Dichte (F): pf't
Volumenkraft (S+F): b (1.97)
Reale Dichte (S): p°F
Lamé-Konstanten (S): s, NS
FlieSbedingung (S): F(o%)

Plastisches Potential (S): G(o%)
Viskoplastizitit (S): 7,00, T

Die nun noch unbestimmten Groflen sind die Materialparameter bzw. Materialfunktionen,
die in Kasten (1.97) zusammengestellt sind. Die Parameter zur Beschreibung der Plasti-
zitét werden hier nicht mehr im einzelnen aufgefiihrt, vielmehr wird auf die Definition der
Funktionen F und G in Abschnitt 1.5.4 verwiesen.

Das Zweiphasenmodell wird abschlieBend noch in zwei speziellen Formulierungen ange-
geben, die als Grundlage fiir die weitere Arbeit dienen. Die dynamische Formulierung
beinhaltet alle dargestellten Gleichungen und Variablen und stellt damit die allgemeinste
Version des Modells dar. Treten in einer Anwendung jedoch nur kleine Beschleunigungen
auf, so konnen diese a priori vernachlassigt werden, und man gelangt zu einer quasi-
statischen Formulierung des Modells. Insbesondere im Hinblick auf die Behandlung mit
numerischen Diskretisierungsmethoden stellt diese Vereinfachung eine erhebliche Erspar-
nis im Gesamtrechenaufwand dar, wie sich im néchsten Kapitel zeigen wird; so reduziert
sich beispielsweise in zwei Raumdimensionen die Anzahl der Primérvariablen in der Finite-
Elemente-Formulierung von sieben auf drei.

1.6.1 Dynamische Formulierung

Das dynamische Zweiphasenmodell (1.98) in den Primérvariablen (ug, wg, p) ist ein Sy-
stem quasi-linearer partieller Differentialgleichungen von zweiter Ordnung in Ort und Zeit.
Die Gleichungen 1-6 aus Kasten (1.96) wurden so umgestellt, dafl alle Zeitableitungen auf
der linken Seite stehen. Der Ubersichtlichkeit halber sind die Gleichungen 1 und 2 zur Be-
rechnung der Volumenanteile nicht {iberall eingesetzt, obwohl die Volumenanteile selbst
nicht zu den Primérvariablen zidhlen. Auler den Materialparametern ist in (1.98) nur noch
die Extraspannung o7 des Festkorpers unbestimmt. Als sekundire Variable kann diese
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Dynamische Formulierung in den Variablen ug, wg, p

n®p ¥ (us)§ + np M [(us)s + (Wr)s + grad((us)s + wr) wr]

= div(eh — pI) + (n®p + nfpf) b

(1.98)
nfp[(us)§ + (Wr)s + grad((us)s + wr) wr]
F\2 o FR
P eradp - %WFMFPF%
div(ug)y = div(—n'wp)

zusammen mit den internen Variablen® eg, und A aus den Gleichungen 7-10 von Kasten
(1.96) bestimmt werden, wenn der Verschiebungszustand ug bekannt ist. Diese Entkopp-
lung der Gleichungen wird spéter bei der numerischen Umsetzung mit finiten Elementen
zur effizienten Losung der entstehenden nichtlinearen Gleichungssysteme ausgenutzt.

1.6.2 Quasi-statische Formulierung

Bei langsam verédnderlichen Prozessen konnen die Beschleunigungsterme in den Impuls-
bilanzen vernachlissigt werden. Die quasi-statische Impulsbilanz des Fluids (1.96), kann

Quasi-statische Verschiebungs-Druck-Formulierung

0 = div(ey —pI)+ (n°p°F+n"p" )b (1.99)

F
div(ug)y = div[ﬁ (gradp — p™™" b)}

man in diesem Fall nach der Filtergeschwindigkeit n’ w auflésen und in Gleichung (1.96)3
einsetzen, weshalb die Sickergeschwindigkeit wx nicht mehr als Primérvariable benttigt
wird. Damit gelangt man zur quasi-statischen Verschiebungs-Druck-Formulierung des
Zweiphasenmodells (1.99) in den freien Variablen ug und p. Im Gegensatz zur dyna-
mischen Formulierung ist dies ein System von erster Ordnung in der Zeit.

9Interne Variablen im Sinne der Thermodynamik sind Bestandteil einer Konstitutivgleichung, jedoch
nicht primére Variablen des thermodynamischen Prozesses.



Kapitel 2:
Ortsdiskretisierung und Finite Elemente

2.1 Grundlagen

2.1.1 Rechenregeln aus der Vektoranalysis

Fiir die Herleitung von schwachen Formulierungen werden einige Rechenregeln aus der
Vektoranalysis gebraucht. Dabei werden jeweils die bendtigten Stetigkeitsanforderungen
der Funktionen sowie Regularitéitseigenschaften des betrachteten Gebiets vorausgesetzt.
Fiir ein Skalarfeld a(x,t), ein Vektorfeld v(x,t) und ein Tensorfeld T(x,t) gelten die
folgenden Produktregeln fiir den Divergenz-Operator:

div(av) = grada-v + « divv,

(2.1)
div(TTv) = gradv-T + v-divT.

Der Integralsatz von Gauf$ erlaubt die Transformation eines Volumenintegrals iiber das
Gebiet ) auf die Oberfliche I' = 92 mit dem Normalenvektor n:

/divv dv:/v~nda. (2.2)

Q T

In bezug auf die schwache Formulierung sind Kombinationen aus den obigen Produkt-
regeln und dem Gaufischen Integralsatz von Bedeutung (partielle Integration):

/a divvdv = /av-nda — /grada~vdv,

Q@ r @ (2.3)
/V-diVTdv = /V~Tnda — /gradv~Tdv.

Q r Q

Im Oberflichenintegral der zweiten Gleichung wurde (TTv) - n = v - Tn ausgenutzt.
Dies erlaubt spéter die Identifikation von T n auf dem Rand mit dem Spannungsvektor t
(Cauchy-Theorem,).

2.1.2 Sobolev-Riaume

Bei der schwachen Formulierung wird auflerdem noch der Begriff des Sobolev-Raums
benotigt, der eng mit dem Begriff der schwachen Ableitung verkniipft ist. Fiir weitere
Details sei an dieser Stelle auf die Literatur zur mathematischen Theorie finiter Elemente

37
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verwiesen (Strang & Fix [109], Oden & Reddy [90], Ciarlet [31], Brezzi & Fortin [28],
Brenner & Scott [27], Braess [25]). Zunéichst wird definiert:

Def. 2.1: Eine Funktion f :  — R auf einer Menge 2 C R? heiit quadratintegrierbar,
wenn das (Lebesgue-)Integral des Quadrats der Funktion beschrankt ist:

/f2 dv < o00. (2.4)
Q

Der Raum aller quadratintegrierbaren Funktionen iiber 2 wird mit L?(Q2) bezeichnet. Mit
dem Skalarprodukt zweier Funktionen f,g € L*(Q2),

(f,9) =/fg dv, (2.5)

und der dadurch induzierten Norm
1/2
1o =11, = VT ) = / £ dv (2.6)
Q

ist der Vektorraum L?((2) ein vollstéindiger normierter Raum mit Skalarprodukt, also ein
Hilbert-Raum. ]

In bezug auf die Mechanik spielen die quadratintegrierbaren Funktionen eine heraus-
ragende Rolle. Tritt ndmlich das Integral in obiger Definition im Rahmen eines Energie-
funktionals auf, so beschreiben die L2-Funktionen gerade diejenigen Losungen, deren Ener-
gie beschréankt bleibt, was eine fiir physikalisch sinnvolle Losungen wichtige Forderung ist.

Def. 2.2: Fiir ganzzahliges m > 0 wird die Menge aller Funktionen f € L?*(Q), deren
Ableitungen bis zur Ordnung m quadratintegrierbar sind, mit H™(2) bezeichnet. Die
schwache Ableitung zu einem ganzzahligen Multiindex « der Lange |o| < m wird mit 0% f
bezeichnet. Zusammen mit dem Skalarprodukt

(f,9)m =Y (0°f,0%9) (2.7)
jo<m

und der dadurch induzierten Norm (Sobolev-Norm)

1/2
1l = 11 e = Vs Do = | D2 1011, (2.8)
jal<rm
ist der Sobolev-Raum H™(S2) ein Hilbert-Raum. Der Unterraum
H'(Q)={feH™Q) : f=0aufoQ2} Cc H™(Q), (2.9)

dessen Funktionen auf dem Rand des Gebietes (2 verschwinden, liegt dicht in H™(£2), d. h.
jede Funktion aus H™(2) kann beliebig genau durch Funktionen aus H{*(Q2) approximiert
werden. ]

Man erkennt durch Vergleich der beiden Definitionen, dafi H°(Q) = L?(Q) ist. Im Zusam-
menhang mit finiten Elementen spielen vor allem der Sobolev-Raum H'(£2) und dessen
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Unterrdume eine Rolle. Die Funktionen in H'(€2) sind némlich genau diejenigen stetigen
Funktionen, deren erste Ableitungen noch im schwachen Sinne existieren. Bei finiten Ele-
menten werden iiblicherweise stetige, stiickweise polynomiale Funktionen betrachtet, die
an Elementkanten unstetige, aber noch quadratintegrierbare Ableitungen besitzen. Die
mit diesen Funktionen gebildeten Finite-Elemente-Riume sind Unterrdume von H'(Q).

2.1.3 Notation

Zur Unterscheidung der in Kapitel 1 verwendeten Notation der Vektor- und Tensorrech-
nung und der in diesem und folgenden Kapiteln benotigten Matrizenrechnung werden die
folgenden Konventionen getroffen.

Geméf Tabelle 1.1 auf Seite 12 werden Symbole der Vektor- und Tensorrechnung mit
fetten, geraden Buchstaben bezeichnet (z. B. u,x, T).

Bei der allgemeingiiltigen Darstellung der Ortsdiskretisierung mit finiten Elementen in
Abschnitt 2.4 und der dabei eingefiihrten abstrakten Formulierung der behandelten An-
fangs-Randwertprobleme werden Vektoren und Matrizen mit fetten, serifenlosen Buchsta-
ben bezeichnet (z.B. u, q, A). Dabei handelt es sich um , kleine“ Vektoren und Matrizen,
deren Dimension durch die Anzahl der Freiheitsgrade bzw. die Anzahl der internen Va-
riablen des kontinuierlichen Problems bestimmt ist.

Durch Zusammenfassung aller Koeffizienten der Ortsdiskretisierung entstehen in Ab-
schnitt 2.5 ,grofle“ Vektoren und Matrizen, deren Dimension durch die Anzahl der Frei-
heitsgrade an allen FE-Knoten bzw. die Anzahl der internen Variablen an allen Inte-
grationspunkten des semidiskreten Gesamtproblems bestimmt ist. Diese Vektoren und
Matrizen werden mit fetten, schriggestellten Buchstaben bezeichnet (z.B. u, g, A).



40 Kapitel 2: Ortsdiskretisierung und Finite Elemente

2.2 Das quasi-statische Anfangs-Randwertproblem

Das in Abschnitt 1.6.2 angegebene quasi-statische Modell in der kontinuumsmechani-
schen Formulierung wird jetzt als mathematisches Anfangs-Randwertproblem mit allen
Abhéngigkeiten, Anfangs- und Randbedingungen formuliert, zunéchst in starker und dann
in schwacher Form. Dabei wird im folgenden nur noch das viskoplastische Modell be-

Das quasi-statische Anfangs-Randwertproblem

Primére Variablen: x€eQ, tel0,T]

uS(X7 t)v p(X, t)

Sekundéare Variablen:

nd(x,t) = nis(l —divugs(x,t))
nf(x,t) = 1-n%(x,t)
(07 +p")(x,t) = n¥(x,t) p™(x) + nf(x,t) p"(x)
es(x,t) = 1 (gradus(x,t)+ grad” us(x,t))
Es.(x,t) = eg(x,t) — ES;D<X7 t) 4
o7(x,1) 21%eg, (X, 1) + A7 treg(x,t) I = Ceg,
Bilanzgleichungen:
0 = div(ef —pID)+(p®+p")b

div(ug)y = div [fTFR (gradp — p™* b)}

Plastische Entwicklungsgleichungen:

, 0G
(ESp>S = A@

-3y

(2.10)

Anfangsbedingungen: x €
ug(x,0) = ugo(x)
p(x,0) = po(x)
€,(x,0) = 0
A(x,0) = 0
Randbedingungen:
ug(x,1) us(x,t) xel,, tel0,T]
p(x,t) = p(x,t) xel, tel0,T]
(on)(x,t) = t(x,t) t(x,t) xely, te|0,T]
(nfwp-n)(x,t) = v(x,t) = v(x,t) xel,, tel0,T]
N=I =T,uly=IT,Ul,
0 = Tunly =T,NnT,
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trachtet; ein Ubergang zum elastoplastischen Modell ist stets durch Austausch der Glei-
chung 10a durch Gleichung 10b in Kasten (1.96) moglich. Wegen der geometrischen Li-
nearitit (keine Unterscheidung von Referenz- und Momentankonfiguration) werden alle
Ortskoordinaten mit x und das d-dimensionale Rechengebiet mit ) C R? bezeichnet.

2.2.1 Starke Formulierung

Die starke Formulierung des quasi-statischen Anfangs-Randwertproblems ist in Kasten
(2.10) zusammengefaBt. In den Gleichungen wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit
auf die explizite Notierung der Orts- und Zeitabhingigkeiten verzichtet. Bei den Rand-
bedingungen bezeichnen ug und p die Dirichlet- oder essentiellen Randbedingungen von
Verschiebung und Druck, t den Cauchyschen Spannungsvektor, der auf die Oberfliche
der gesamten Mischung wirkt (0 = —pI + a¥, ist der Cauchysche Spannungstensor der
Mischung), und © den Volumenstrom des Fluids iiber die Oberfliche (Neumann- oder
natirliche Randbedingungen).

2.2.2 Schwache Formulierung

Zunachst werden fiir die Verschiebung ug und den Druck p die beiden verschobenen
Sobolev-Raume (auch: affine Sobolev-Raume)

S.(t) = {use HY(Q)? : ug(x)
Sy(t) = { peH'(Q) : px)

ug(x,t) auf Iy} < HY(Q)4,
p(x,t) auf T, } < HY(Q)

(2.11)

eingefiihrt, deren Ansatzfunktionen jeweils die Dirichlet-Randbedingungen des Problems
(2.10) erfiillen. Die zugehérigen Testfunktionen® erfiillen homogene Dirichlet-Randbedin-
gungen und liegen daher in den in S,(t) bzw. S,(¢) dicht liegenden Sobolev-Réumen

T, = {duse H'(Q)? : dus(x)=0 auf ', },

(2.12)
7, = { dpeH' Q) : dp(x)=0aufT,}.

Zur Herleitung der schwachen Formulierung werden zunéchst die Bilanzgleichungen in
(2.10) skalar mit den Testfunktionen dug € 7, und dp € 7, multipliziert und {iber das
Gebiet (2 integriert:

0 = /5u5~(div(a%—p1)+(ps+pp)b) dv,

@ (2.13)
. , k" FR
dp div(ug)gdv = op le[ﬁ (gradp —p b)} dv.
g
Q Q

Tn der Literatur werden die Testfunktionen auch als virtuelle Verriickungen (virtuelle Verschiebungen)
und die schwache Formulierung als das Prinzip der virtuellen Verrickungen bezeichnet.
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Anwendung der Formeln (2.3) auf die Divergenz-Terme der rechten Seite und Berticksich-
tigung der homogenen Dirichlet-Randbedingungen der Testfunktionen liefert die schwache
Formulierung des quasi-statischen Anfangs-Randwertproblems.

Def. 2.3: Eine Funktionenschar (ug(t), p(t)), 0 < ¢t < T mit ug(t) € S,(t) und p(t) €
S,(t) heilt schwache Lisung von (2.10), wenn fiir alle Zeiten ¢ € [0,7] die beiden Glei-
chungen

/gradéus (o3 —pD)dv =
Q

F

k
/5p div(ug)’ dv+/grad5p- ~FR gradpdv =
Q

sowie fiir ¢t = 0 die Anfangsbedingungen

/ Sus - (us(0) — uso) dv = 0, / 5p (p(0) —po)dv = 0 (2.15)

Q Q

jeweils fiir beliebige Testfunktionen dug € 7, und dp € 7, erfiillt sind und gleichzeitig die
plastischen Entwicklungsgleichungen aus Kasten (2.10) sowie deren Anfangsbedingungen
in starker Form gelten. [

4
Bemerkung: Im rein elastischen Fall mit 03 = Ceg = 2u°eg + \¥ tregI und dem
symmetrischen Gradienten-Operator L = %(grad + grad”) kann man das Problem durch
Einfiihrung der symmetrischen Bilinearformen

1
a(v,w) = /LV-CLWdU fiir v,w € H(Q)?,
“ (2.16)
b(p,q) = /gradp = gradq dv fiir p,q € H(Q)
Q

auch wie folgt formulieren: Gesucht ist eine Funktionenschar (ug(t), p(t)), 0 <t < T mit
ug(t) € Su(t) und p(t) € Sy(t), so daBl die Gleichungen

ofbus, us) ~ (divdus, p) = (Gus. (°+p")b) + [ Gus-tda,
L7 T (2.17)
(op, div(us)y)+ Wop ) = (graddp. g "B = [ opoda

Ty
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sowie die Anfangsbedingungen

(dus, us(0)) = (dus, uso), (6p, p(0)) = (dp, po) (2.18)

fiir beliebige Testfunktionen dug € 7, und dp € 7, erfiillt sind. Darin ist (-,-) das L*-
Skalarprodukt bzw. dessen natiirliche Erweiterung auf vektorwertige Funktionen. O

2.3 Das dynamische Anfangs-Randwertproblem

Wie zuvor beim quasi-statischen Modell wird hier das in Abschnitt 1.6.1 formulierte dyna-
mische Zweiphasenmodell als mathematisches Anfangs-Randwertproblem in starker und
in schwacher Form angegeben. Aufgrund der geometrischen Linearitét (keine Unterschei-
dung von Referenz- und Momentankonfiguration) werden wieder alle Ortskoordinaten mit
x und das d-dimensionale Rechengebiet mit 2 C R? bezeichnet.

2.3.1 Starke Formulierung

Fiir das dynamische Modell sind die priméren Variablen die Verschiebung ug, die Sickerge-
schwindigkeit wx und der Druck p (vgl. Kasten (1.98) auf Seite 36). Die starke Formulie-
rung des dynamischen Anfangs-Randwertproblems ist in Kasten (2.19) zusammengefaft.
In den Gleichungen wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die explizite Notierung
der Orts- und Zeitabhéngigkeiten verzichtet. Bei den Randbedingungen bezeichnen g,
wr und p die Dirichlet-Randbedingungen von Verschiebung, Sickergeschwindigkeit und
Druck (Dirichlet-Rénder Ty, T, T,), t den Cauchyschen Spannungsvektor, der auf die
Oberfliche der gesamten Mischung wirkt (Neumann-Rand TI';), t¥" den Cauchyschen Span-
nungsvektor, der nur auf das Fluid wirkt (Neumann-Rand I'yr), und © den Volumenstrom
des Fluids tiber die Oberfliche (Neumann-Rand I',). Wie zuvor beim quasi-statischen
Modell ist dabei & = —pI+ 0% der Cauchysche Spannungstensor der Mischung.

Bemerkung: Die Randbedingungen sind i.a. nicht unabhéngig voneinander wihlbar.
So muB auf iiberlappenden Randbereichen I'y, NT',, die Vorgabe der Sickergeschwindigkeit
(Dirichlet-Randbedingung Impulsbilanz Fluid) zur Vorgabe des Volumenstroms (Neu-
mann-Randbedingung Volumenbilanz) kompatibel sein, d.h. ¥ = nfwp - n. Auflerdem
muf} auf I'), N I'yr die Vorgabe des Drucks (Dirichlet-Randbedingung Volumenbilanz) zur
Vorgabe der Fluidspannung (Neumann-Randbedingung Impulsbilanz Fluid) kompatibel
sein: t" = (=nf'pI)n = —nfpn. Die Losungsabhiingigkeit der Porositit n (ug) auf dem
Rand wird hier wegen der Betrachtung geometrisch linearer Probleme (kleine Deforma-
tionen) vernachlissigt; bei groBen Deformationen erhilt man an dieser Stelle nichtlineare
Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen. O



44 Kapitel 2: Ortsdiskretisierung und Finite Elemente
Das dynamische Anfangs-Randwertproblem
Primére Variablen: xeQ, tel0,T]
uS(X7 t)? WF(X7 t)7 p(X7 t)

Sekundéare Variablen:

VS(Xv t) = (uS(Xv t))i?
nd(x,t) = nis(1—divug(x,t))
nf(x,t) = 1-n%(x,t)
(0 +p")(x,t) = n¥(x,t) p°T(x) +n"(x,t) p"(x)
es(x,t) = 3 (gradus(x,t) + grad” ug(x,t))
858(X, t) = &g (Xv t) - €Sp(X> t)
on(x,t) = 2ueq(x,t) + N5 treg.(x,t) 1
c(x,t) = grad(vs(x,t) + wp(x,t)) wer(x,t)
Bilanzgleichungen:
P (us)é +p" [((us)s + wr)s +¢] = div(ex —pI) +(p°+p")b
! ! F (nF)Z fVFR F
P [((us)s +wr)s+c] = —n"gradp— B WETEP b
div(ug)y = div (—n"wp)
Plastische Entwicklungsgleichungen:
(5 )’ — a_G
Sp/ S 00’%
n - L(Eeby
n 00
Anfangsbedingungen: x € ()
us(x,0) = ugo(x)
vs(x,0) = vgo(x)
wr(x,0) = wpgo(x)
px,0) = polx)
€g,(x,0) = 0
A(x,0) = 0
Randbedingungen:
us(x,t) = ug(x,t) xely,, te€][0,T]
wr(x,t) = wp(x,t) xely, tel0,T]
p(x,t) = p(x,t) xel, te]l0,T]
(on)(x,t) = t(x,t) = t(x,1) xely, te€][0,T]
(eF'n)(x,t) = tF'(x,t) = tF(x,t) x€lr, t€][0,T]
(nfwr-n)(x,t) = v(x,t) = 0(x,t) xel,, te€][0,T]
=TI =T, Uy =Iyulir =T1,UT,
)0 =TIynly =Tynlr =T,NT,

(2.19)
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2.3.2 Schwache Formulierung

Analog zum quasi-statischen Anfangs-Randwertproblem werden fiir die Verschiebung ug,
die Sickergeschwindigkeit wz und den Druck p die verschobenen Sobolev-Réaume

S.(t) = {useHY(Q)? : ug(x)=1ug(x,t) auf Iy} < HY(Q)?,
Sy(t) = {wpeHY Q) : wp(x)=wp(x,t) auf Iy, } C HY(Q)?, (2.20)
Sp(t) = { peHY Q) : px)=px1t) aufT,} C HY(Q)

eingefiihrt, deren Funktionen jeweils die Dirichlet-Randbedingungen in Kasten (2.19) er-
filllen. Die zugehorigen Testfunktionen erfiillen wieder homogene Dirichlet-Randbedin-
gungen und liegen daher in den in S, (t), Sy (t) bzw. S,(t) dicht liegenden Sobolev-Réumen

T, = { duse H}(Q)? : dug(x)=0 auf ', },
T, = {owrpeH' Q) : dwp(x)=0 auf [y }, (2.21)
7, = { dpeH () : Ip(x)=0 auf T, }.

Die Bilanzgleichungen in (2.19) werden erneut skalar mit Testfunktionen dug € 7o,
owp € 7T, und dp € 7, multipliziert und iiber das Gebiet (2 integriert. AnschlieSend
liefert die Anwendung der Formeln (2.3) auf die Divergenzterme — nach Einsetzen der
Identitit gradp = div(pI) in die Impulsbilanz des Fluids — die schwache Formulierung
des dynamischen Anfangs-Randwertproblems.

Def. 2.4: Eine Funktionenschar (ug(t), wg(t), p(t)), 0 < t
wr(t) € Sy(t) und p(t) € S,(t) heifit schwache Lésung von (2
t € [0,7] die Gleichungen

< T mit ug(t) € Su(t),
19), wenn fiir alle Zeiten

0 = [ sus- (o ()~ bl + o [((us)i + wes + grad((us)s + vwr) wr — b do
Q
+ /gradéug (op —pI)dv — /5u5 -t da,
Q T'¢
F\2 . FR
0 = SwWp - <pF [((ug)s + wr)s + grad((ug)s + wp) wp — b] + (n ]){;FV WF) dv

(divowp) nfpdv — /5WF~1_;F da,

I'r

0 = /5pd1vus dv —/gradép-ande—l—/épvda
Q Q Ty
(2.22)



46 Kapitel 2: Ortsdiskretisierung und Finite Elemente

sowie fiir ¢ = 0 die Anfangsbedingungen

/ Sug - (us(0) — ug) dv = 0, / Swi - (wp(0) — wio) dv = 0,

s 0 (2.23)
/ Sug - ((ug)s(0) — veo) dv = 0, / 5p (p(0) — po) dv = 0
Q Q

jeweils fiir beliebige Testfunktionen dug € 7, dwp € 7, und dp € 7, erfiillt sind und
gleichzeitig die plastischen Entwicklungsgleichungen aus Kasten (2.19) sowie deren An-
fangsbedingungen in starker Form gelten. [

2.4 Finite Elemente

Die Ortsdiskretisierung mit der Methode der finiten Elemente (FEM) wird in diesem
Abschnitt anhand einer allgemeingiiltigen Operatordarstellung einer beliebigen schwachen
Formulierung vorgestellt. Dabei wird die Zeitableitung mit einem Punkt bezeichnet?. Die
Beschreibung der Methode der finiten Elemente selbst wird hier sehr knapp gehalten. Fiir
Details sei auf die Standardliteratur verwiesen, z. B. Oden [88], Strang & Fix [109], Oden
& Reddy [89], Ciarlet [31], Bathe [18], Hughes [73|, Brezzi & Fortin [28|, Zienkiewicz &
Taylor [126, 127], Schwarz [104], Brenner & Scott [27], Braess [25].

2.4.1 Operatordarstellung einer allgemeinen
schwachen Formulierung

Es wird nun ein Anfangs-Randwertproblem mit D Freiheitsgraden (Dimension der vek-
torwertigen gesuchten Losungsfunktion bzw. Anzahl der Primérvariablen) und Q internen
Variablen sowie beliebigen Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen betrachtet. Je Frei-
heitsgrad und Randbereich diirfen entweder Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen?®
vorgegeben werden, der gesamte Rand 02 wird also je Freiheitsgrad d in einen Dirichlet-
Randbereich I'y, und einen Neumann-Randbereich I'¢, aufgeteilt:

9 =T=T,,Uly,, =T, NTy,, d=1,....D. (2.24)

Die Dirichlet-Vorgaben fiir die d-te Komponente ug der gesuchten Losung u(x,t) werden
durch Uberstreichung gekennzeichnet:

ug(x,t) = Ug(x,t) auf T, d=1,...,D. (2.25)

2Eine Verwechslung mit der in Gleichung (1.23) eingefiihrten Zeitableitung fiir die Schwerpunktsge-
schwindigkeit ist ausgeschlossen, da diese im jetzigen und folgenden Kapiteln nicht mehr auftaucht. In
bezug auf die behandelten Zweiphasenmodelle bezeichnet der Punkt im folgenden also immer die einzig
vorkommende Zeitableitung (-)%, die der Festkorperbewegung folgt.

3Die Neumann-Randbedingungen werden in dieser allgemeinen Darstellung nicht explizit angegeben,
da sie stark von der Art des betrachteten Anfangs-Randwertproblems abhéngen und bei der Herleitung
der schwachen Form (s.0.) entsprechend beriicksichtigt werden miissen. Hier soll nur die Vorgehensweise
der Ortsdiskretisierung — ausgehend von einer gegebenen schwachen Formulierung — dargestellt werden.
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AuBlerdem werden wieder Ansatz- und Testriaume fiir die schwache Formulierung benétigt:

Sit) = {ueH' (P : uy(x)
T = {(neH©QP  mx

ug(x,t) auf I'y,, d=1,....D},
0 auf I'y,, d=1,...,D}.

(2.26)

Der verschobene Sobolev-Raum S(t) mit den Ansatzfunktionen u(t) = (u(t),...,up(t))?
erfiillt die Dirichlet-Randbedingungen der D Freiheitsgrade auf den Randbereichen I',,.
Der Sobolev-Raum 7 mit den Testfunktionen m = (ny,...,np)? erfiillt entsprechende
homogene Dirichlet-Randbedingungen, d. h. die schwache Formulierung ist auf Dirichlet-
Réndern automatisch erfiillt, da die Testfunktionen dort verschwinden.

Die internen Variablen werden zu einem Vektor q(t) = (qi(t),...,qq(t))T zusammen-
gefafit. Da die internen Variablen iiber punktweise im Gebiet () gegebene gewohnliche
Differentialgleichungen in der Zeit bestimmt werden, konnen sie als Funktionen des Ortes
nur in einem Vektorraum L>(2) erwartet werden. Damit kann die allgemeine schwache
Formulierung in Operatordarstellung formuliert werden.

Def. 2.5: Gesucht ist eine Funktionenschar (u(t), q(t)), 0 < ¢ < T mit u(t) € S(¢t) und
q(t) € (L>(2))?, die fiir alle t € [0,T] und alle n € 7 die Operatorgleichung

Gn,u; q] = /(/\/l(n,u,ﬁ)+D(n,u,f1)+l€(n,u,q)) dv—/}"(n, u)da = 0 (2.27)
0 T

sowie fiir alle ¢ € [0, T die Entwicklungsgleichungen
Ag—r(qu)=0 (2.28)

und auBerdem fiir £ = 0 und alle n € 7 die Anfangsbedingungen

/nm®—wm:m /nm®—mm:m a0)=q0  (229)

Q Q

erfiillt. Darin sind M, D, K und F nichtlineare reellwertige Operatoren der jeweiligen
Funktionen. Bei den in dieser Arbeit behandelten Problemen sind M und D linear in
den Zeitableitungen ii und 0 der Freiheitsgrade. Ist die Matrix A € RQ x R® reguliir, so
handelt es sich bei den Entwicklungsgleichungen um ein System gewohnlicher Differenti-
algleichungen, andernfalls um ein System differential-algebraischer Gleichungen. [

2.4.2 Petrov-Galerkin-Verfahren

Da die Ansatz- und Testraume als Funktionenraume unendliche Dimension besitzen, ist
man fiir die Berechnung von numerischen Ndherungen darauf angewiesen, Losungen in
gewissen endlichdimensionalen Teilrdumen zu suchen. Man approximiert also die Ansatz-
und Testriume S(¢) und 7 durch N-dimensionale Teilriume S"(¢) und 7", wobei die
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Funktion u" € S(t) niherungsweise die Dirichlet-Randbedingungen (2.25) erfiillt*:

S't) = {uweH Q) . ZW a"(x, 1)},
(2.30)
" = {nteH'(Q"" nh(X)=ZW(X)m }.

Der hochgestellte Index h symbohslert einen Diskretisierungsparameter. Die matrixwer-
tigen® Funktionen ¢/ = diag(#], ..., ¢}) und ' = diag(¢¥?, ..., ¥}) sind jeweils linear
unabhéngig und erfiillen homogene D1r1chlet Randbedmgungen:

¢}, =0 auf T"

ug?

V=0 auf T" i,j=1,...,N, d=1,....,D. (2.31)

uq?

Def. 2.6: Eine Petrov-Galerkin-Approximation ist eine Funktionenschar (u”(t), q"(t)),
0 <t < T mit u"(t) € S"(t) und q"(t) € (L>°(Q"))9, die

Gl ) = [ (MO ) + Dl i) + K" ' ) do -
(2.32)
— /f(nh,uh) da = 0
und
Aq"—r(q" u") =0 (2.33)

fiir beliebige ¢ € [0,7] und n" € T" sowie

[ o -0, [t @O V=0 @0 —a) (230
Qn Qr
fiir beliebige n € T" erfiillt. Dabei symbolisiert der Ersatz des Operators G[-,- ;] aus
(2.27) durch den Operator G"[-, ;-] die Approximation des Gebiets Q durch das Ge-
biet Q" mit entsprechender Veranderung der auftretenden Integrale. Die approximierten
Anfangsbedingungen sind analog mit ul, v? und g bezeichnet. [

Eine Methode zur Bestimmung einer Petrov-Galerkin-Approximation (das Petrov-Ga-
lerkin-Verfahren oder die Methode der gewichteten Residuen) ist nun naheliegend. Da
Gleichung (2.32) fiir beliebige Testfunktionen " € 7" erfiillt sein mufl und die Funk-
tionen 1" eine Basis des Raumes 7" bilden, erhilt man fiir jede Basisfunktion (jedes
Freiheitsgrades) eine Gleichung. Mit der Bezeichung 4, := (0,...,0,%%,0,...,0)7 fiir die

4In der Praxis wird meist auch das Rechengebiet © durch ein Gebiet Q" approximiert, zusammen mit
einer entsprechenden Approximation der Anfangs- und Randbedingungen.

5Es wird hier die bei finiten Elementen iibliche Matrix- Vektor-Notation verwendet, bei der die Ansatz-
bzw. Testfunktionen Diagonalmatrlzen mlt Ansatz- bzw. Testfunktionen fiir die jeweiligen Freiheitsgrade
sind. Das Produkt ¢’ u; = (¢ ul Uf, ..., PhHUz uP)T liefert also eine D-dimensionale Vektorfunktion.
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i-te Testfunktion am d-ten Freiheitsgrad erhélt man die Petrov-Galerkin-Approximation
durch Losen des Systems aus N - D gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Gy, u"; q" = 0, i=1,...,N, d=1,...,D (2.35)
mit den 2 - N - D Anfangsbedingungen

[ @ -uav=o, [ @0 v dv=0 (2.36)

Qh Qh

unter Beibehaltung der Entwicklungsgleichungen und Anfangsbedingungen
Aq" —r(q" u") =0, q"(0) = ag (2.37)

fiir die Nitherung q"(¢) der internen Variablen. Da das urspriingliche Problem nur bzgl.
der Ortsvariablen x diskretisiert wurde, aber noch kontinuierlich in der Zeitvariablen ¢
ist, spricht man von einer Semidiskretisierung.

2.4.3 Galerkin-Verfahren

Ein Spezialfall des allgemeinen Petrov-Galerkin-Verfahrens ist das Galerkin-Verfahren
(auch Bubnov-Galerkin-Verfahren). In diesem Fall wihlt man fiir die endlichdimensiona-
len Ansatz- und Testriume S"(¢) und 7" dieselben Basisfunktionen: ¢' = 1p’. Der An-
satzraum ist also gerade der um die Dirichlet-Randbedingungen verschobene Testraum:
S"(t) = u"(t) + T". Eine schione Eigenschaft des Galerkin-Verfahrens ist (z.B. im Fall
eines linear elastischen Problems), daf8 der Fehler u — u” senkrecht auf dem Ansatzraum
steht, d.h. daB das Energie-Skalarprodukt B(u — u", n"*) zwischen dem Fehler und einer
beliebigen Funktion " € T" verschwindet. Das Galerkin-Verfahren liefert also die Best-
approzimation bzgl. des gewéhlten Ansatzraumes (vgl. z. B. Strang & Fix [109, §1.6]).

Bemerkung: In dieser Arbeit wird im folgenden nur das Galerkin-Verfahren betrach-
tet. Die oben dargestellte allgemeine Formulierung eines Petrov-Galerkin-Verfahrens und
die damit verbundene Implementierung erlauben es jedoch, stabilisierte Verfahren mit
l6sungsabhéngigen Testfunktionen einzubeziehen, wie etwa die Galerkin-Least-Squares-
Methoden (GLS) oder das Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin-Verfahren (SUPG). So
wurde im Rahmen eines DFG-Forschungsvorhabens [51] vom Verfasser eine stabilisierte
FE-Formulierung entwickelt, die bei dem in dieser Arbeit vorgestellten inkompressiblen
Zweiphasenmodell die Verwendung von linearen Anséitzen sowohl fiir die Verschiebung
als auch fiir den Druck gestattet. Dabei werden die bei unstabilisierten Elementen auf-
tretenden unphysikalischen Oszillationen im Druckfeld vermieden, wobei gleichzeitig die
Konsistenz des Verfahrens sichergestellt ist. Dies bedeutet insbesondere, dafl die Stabili-
sierungsterme im Grenzfall beliebig feiner Netze (h — 0) verschwinden. O

2.4.4 'Wahl der Ansatz- und Testfunktionen — Finite Elemente

Bisher wurde noch nichts iiber die Wahl der Ansatz- und Testfunktionen ausgesagt. Das
(Petrov-)Galerkin-Verfahren kann prinzipiell mit beliebigen Ansatz- und Testfunktionen
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durchgefiithrt werden. In der Praxis gilt das Interesse jedoch den folgenden Eigenschaften
der Basis:

1. einfache Struktur der linearen Gleichungssysteme (diinnbesetzte Matrizen),

2. einfache Auswertbarkeit der auftretenden Integrale,

3. direkt interpretierbare Koeffizienten u; der Néherungslosung.

X
1
s Ty,

Abbildung 2.1: Quadratische Ansatzfunktionen auf Dreiecken

Diese Forderungen fiihrten zur Entwicklung der Methode der finiten Elemente (FEM), die
sich in den letzten Jahren insbesondere fiir Anwendungen mit komplizierter Geometrie
durchgesetzt hat. Die erste Forderung wird dadurch erfiillt, dafl man Basisfunktionen mit
kompaktem Trager wahlt, wodurch die (rdumliche) Kopplung der Koeffizienten minimiert
wird. Dadurch erhélt man nach Zeitdiskretisierung und Linearisierung Gleichungssysteme
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mit diinnbesetzten Matrizen. Zur Erfiillung der zweiten Forderung approximiert man das
Rechengebiet €2 durch ein Netz aus E Elementen €2,:

Q~ Q"= J0.. (2.38)

Die Elemente werden dabei konform mit N Knoten x; verbunden, d.h. zwei Elemente
schneiden sich entweder gar nicht, in einem Knoten, in einer Kante oder — in drei Dimen-
sionen — in einer Fliche. Jedem Knoten wird genau eine Basisfunktion ¢’ zugeordnet,
deren Trager der Patch aller an den Knoten angrenzenden Elemente ist,

¢ (x)=0, falls x¢ | JQ, j=1,...,N, (2.39)

EEEj

wobei die Indexmenge E; alle Elemente beinhaltet, die an den Knoten x; grenzen. Diese
Wahl der Basisfunktionen erlaubt die Auswertung der auftretenden Integrale auf Element-
basis und damit eine weitgehende Vereinfachung bei der programmtechnischen Umset-
zung. Die dritte Forderung lafit sich durch eine Normierung der Basisfunktionen erfiillen:

oh(x;) =65, i,j=1,...,N, d=1,...,D. (2.40)

Dadurch ist sichergestellt, dafl der Koeffizient u; am Knoten j genau dem Funktionswert
der Ndherungslosung an diesem Knoten entspricht (ausgenommen Dirichlet-Randknoten):

N

u'(x) = Y @'(x)u = u;. (2.41)

i=1

An einem Dirichlet-Rand Ff}d verschwinden alle Ansatzfunktionen qﬁﬁl, so dafl man dort
den Wert der vorgegebenen Randbedingung erhélt: u(x;) = /i(x;). Eine weitere wichtige
Eigenschaft der Finite-Elemente-Ansatzfunktionen ist die Teilung der Eins, d. h. in jedem
Punkt ist die Summe der Ansatzfunktionen gleich Eins. Dies bedeutet, dafy die Approxima-
tion iiber das ganze Gebiet gleichméflig ist. Alle Eigenschaften der FEM-Basisfunktionen
sind in Kasten (2.42) zusammengefafit. Die auf ein Element bezogenen Funktionen sind
mit dem Index (e) iiberschrieben, x! bezeichnet den Knoten m des Elementes e, und N,
ist die Anzahl der Knoten von Element e. Der Operator A symbolisiert die Assemblie-
rung, d. h. er leistet die Umindizierung von elementbezogenen zu globalen Knotennum-
mern (dem Elementknoten n wird der globale Knoten j zugeordnet). Im Fall verschiedener
Ansatz- und Testfunktionen (Petrov-Galerkin-Verfahren) miissen die Testfunktionen '
dieselben Bedingungen erfiillen wie die Ansatzfunktionen ¢’.

Als Beispiel sind in Abbildung 2.1 quadratische Ansatzfunktionen auf Dreiecken (6-Kno-
ten-Dreieckselement) dargestellt, im oberen Bild fiir einen Eckknoten, im unteren Bild fiir
einen Mittelknoten.

Bemerkung: In einem Finite-Elemente-Programm kann eine Dirichlet-Randbedingung
explizit erfiillt werden, indem die aus der schwachen Formulierung resultierende Gleichung
fiir den entsprechenden Freiheitsgrad durch die Randbedingung ersetzt wird. Dies kann
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Eigenschaften der FEM-Basisfunktionen
© ©) ©)
Lokale Ansatzfunktionen ¢" = diag(¢7, ..., ¢p) je Element e:
©)
(2) ¢i(x) = 0 x & Q
©
(i) da(xy) = o, m,n=12,... N,
Ne (o)
(i) Y dh(x) = 1 x € Q.
n=1 (2.42)
Clobale Ansatzfunktionen ¢’ = diag(¢], ..., ¢%) je Knoten j:
. B Je @
(2) Px) = D > Ag'x) xe
e=1 n=1
(i) dy(x;) = o, i,7=1,2,...,N
N
(i) Y dh(x) = 1 x € QP
j=1

innerhalb der Programm-Funktion geschehen, die die Anteile des Integrals aus den ein-
zelnen finiten Elementen zusammensetzt (Assemblierung). Daher miissen die Randbedin-
gungen bei der Programmierung einer Auswertungsfunktion fiir ein finites Element nicht
beriicksichtigt werden. Die Assemblierungsfunktion ersetzt einfach vor der Auswertung
der Element-Funktion die durch Dirichlet-Randbedingungen festgelegten Freiheitsgrade;
innerhalb der Element-Funktion kann damit immer ein Ansatz ohne Beriicksichtigung der
Randbedingungen verwendet werden. O

2.4.5 Geometrie-Transformation und numerische Integration

Im letzten Abschnitt war eine wichtige Forderung die einfache Berechnung der Integra-
le. Aufgrund der speziellen Wahl des Trigers der Finite-Elemente-Ansatzfunktionen ist
es moglich, die Integrale Element fiir Element — jeweils mit allen Ansatzfunktionen der
Knoten des betrachteten Elementes — zu berechnen und danach zu einem Gesamtsy-
stem zusammenzusetzen (Assemblierung). AuBerdem ist man fiir eine allgemeingiiltige
Formulierung innerhalb eines FEM-Programmes daran interessiert, die Ansatzfunktionen
moglichst einfach zu implementieren. Daher werden die Ansatzfunktionen iiblicherweise
auf ein Referenzelement ). bezogen, in Abbildung 2.2 ist dies fiir den quadratischen An-
satz im Dreieck dargestellt. Wird die Element-Geometrie mit denselben Ansatzfunktionen
transformiert wie die Naherungslosung, so spricht man von einem isoparametrischen An-
satz, bei Ansétzen hoherer Ordnung fiir die Geometrie von einem superparametrischen
Ansatz. Bei Problemen mit mehreren Freiheitsgraden kénnen auch Mischformen auftre-
ten, wenn z. B. die Geometrie und die Verschiebungen quadratisch und der Druck linear
angesetzt werden (Verschiebungen isoparametrisch, Druck superparametrisch).
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3 T2

E—

Abbildung 2.2: Geometrie-Transformation (Dreieck, quadratischer Ansatz)

Bei der Berechnung der auftretenden Integrale ist man i. a. auf numerische Integrations-
verfahren (Quadratur bzw. Kubatur) angewiesen. Spezielle Formeln fiir die verschiedenen
Elementtypen kénnen der Literatur entnommen werden, z. B. Schwarz [104], Zienkiewicz
& Taylor [126]. Das zu berechnende Integral iiber einem Element wird zunéchst mit
der Substitutionsregel auf das Referenzelement bezogen, und man erhélt mit der Jacobi-

Determinante 5
X .
det ’ 2.43
(553' ) ‘ (2.43)

/ £(x) dx = / F(h°(8)) J.(¢) de. (2.44)

dh*
dg

der Geometrie-Transformation £ — x = h¢(&):

J. = |det

Die numerische Integrationsformel besteht aus K Integrationspunkten &, innerhalb des Re-
ferenzelements (bei GauB-Quadraturen heiflen die Integrationspunkte auch Gaufs-Punkte)
mit zugehorigen Gewichten wy. Damit erhélt man als Ndherung fiir das Integral {iber ei-
nem Element:

/ 0 dx S F0(E,) (&) wy (2.45)

Fiir die Berechnung des Integrals iiber das gesamte Rechengebiet €2, das durch das FE-
Netz Q" approximiert wird, nutzt man die Aufteilung in finite Elemente aus und erhlt:

/ f(x) dx ~ / ) dx =3 / P dx e 3OS FRG(E)) JE) we. (2.46)

Bei allgemeinen, krummlinig berandeten Elementen miissen auch fiir die Randintegrale
numerische Integrationsformeln verwendet werden.
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2.4.6 Diskretisierung der plastischen Entwicklungsgleichungen

Die Werte der internen Variablen werden innerhalb der schwachen Formulierung nur im
Integral mit dem Operator K(n", u”, ") benétigt. Es ist daher bei Verwendung einer nu-
merischen Integrationsformel zur Berechnung dieses Integrals naheliegend, die Giiltigkeit
der Entwicklungsgleichungen genau an den Integrationspunkten x¢ := h¢(&,) zu fordern
(Kollokation). Man erhélt dadurch neben den N - D Gleichungen aus der Ortsdiskre-
tisierung der schwachen Formulierung weitere E - K - Q (Anzahl Elemente mal Anzahl
Integrationspunkte je Element mal Anzahl interne Variablen®) Gleichungen aus der Orts-
diskretisierung der Entwicklungsgleichungen fiir die internen Variablen:

Aq"(x5) —r(q"(x5),u"(x5)) =0, e=1,...,E, k=1,... K, (2.47)
mit den zugehorigen Anfangsbedingungen

q"(x¢)|,_, = a5 (x}) e=1,....E, k=1,...,K. (2.48)

2.5 Struktur der ortsdiskreten Systeme

Die allgemeine Form der Ortsdiskretisierung wird nun sowohl fiir das quasi-statische als
auch fiir das dynamische Zweiphasenmodell spezialisiert, und es werden geeignete Ansatz-
funktionen fiir die verschiedenen zu approximierenden Felder angegeben.

Es wird im folgenden der rdumlich zweidimensionale Fall mit einem kartesischen Koor-
dinatensystem unter Voraussetzung des ebenen Verzerrungszustandes betrachtet. Eine
Formulierung fiir rotationssymmetrische Probleme (Zylinderkoordinaten) erfordert nur
wenige Anderungen bei den auftretenden Gradienten-Operatoren, wird aber im Rahmen
dieser Arbeit nicht behandelt. Auch der dreidimensionale Fall wird nicht behandelt; die
Formulierung stellt kein Problem dar, jedoch steigt der Rechenaufwand insbesondere beim
Lésen der linearen Gleichungssysteme immens an, und adaptive Verfahren sind — insbe-
sondere in Hinblick auf die Erzeugung und Anpassung der Netze — ungleich schwieriger
zu implementieren als in zwei Dimensionen.

In bezug auf die plastischen Entwicklungsgleichungen beschréankt sich die folgende Dar-
stellung auf das viskoplastische Modell. Der Fall der Elastoplastizitiat ist als Grenzfall
enthalten, wird aber nicht mehr mit angegeben.

2.5.1 Quasi-statische Formulierung

Der Vektor u besteht aus D = 3 Freiheitsgraden, némlich den Verschiebungen ug in den
beiden Raumrichtungen und dem Porenfluiddruck p. Entsprechend enthélt der Vektor n

6Bei einem Netz aus verschiedenartigen Elementen (z.B. Dreiecken und Vierecken) miissen an die-
ser Stelle statt der Multiplikation entsprechende Summen gebildet werden (unterschiedliche Zahl von
Integrationspunkten in den Elementen).
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die Testfunktionen dug und op:
u = (ug, ug, p)’, n = (dug, 6ug, op)". (2.49)

Durch Vergleich der schwachen Formulierung in Definition 2.3 mit der Operatordarstellung
in Definition 2.5 erhélt man die Operatoren M, D, K und F:

<
S
=
E
Il

0,
D(n,u,u) = 6p div(ug)y,

K(n,u.q) = graddus- (o3 —pI) — dus-(p° +p")b
kF K op (2.50)
+ graddp - WTR gradp — graddp- WTRP b,

F(n,u) = dug-t
— 0pu.

Dabei wurden die beiden skalaren Gleichungen der schwachen Formulierung des quasi-
statischen Modells addiert. Die Summe ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der Test-
funktionen dug und dp dquivalent zu den beiden einzelnen Gleichungen.

Bemerkung: Streng genommen mufl man an dieser Stelle die schwachen Formulierungen
vor der Addition entdimensionieren bzw. auf die gleiche physikalische Dimension (Einheit)
bringen. Dies stellt jedoch in der Praxis kein Problem dar, da man jede Gleichung ent-
sprechend skalieren kann. Beim quasi-statischen Modell hat die schwache Formulierung
der Impulsbilanz der Mischung die Einheit 1 Nm = 1J (Energie) und die schwache For-
mulierung der Volumenbilanz die Einheit 1 Nm/s = 1J/s (Leistung). Man multipliziert
also die schwache Formulierung der Impulsbilanz der Mischung mit dem Faktor 1/Nm
und die schwache Form der Volumenbilanz mit 1s/Nm. Danach sind beide Gleichungen
dimensionslos und koénnen addiert werden wie in Gleichung (2.50). Man beachte, daf die
Operatoren M, D und K dann die gemeinsame Einheit 1/m? haben und der Operator F
die Einheit 1/m?. Erst das Ergebnis der Integration gemif} (2.27) ist also dimensionslos
([dv] = 1m3, [da] = 1m?). 0

® Verschiebung
@ Verschiebung und Druck

X Interne Variablen

Abbildung 2.3: FEM-Ansatz im Dreieck und im Viereck

Der Vektor q der internen Variablen besteht aus vier Komponenten des Tensors &g, der
plastischen Verzerrungen und dem Proportionalitdtsfaktor A. Entsprechend ist auch die
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Entwicklungsgleichung eine Vektorfunktion mit fiinf Komponenten, da der Spannungs-
tensor im ebenen Verzerrungszustand die gleichen vier nicht-verschwindenden Eintrége
besitzt:

Es
25 , dG
b i (€sp)'s 1o,
a=| e5, |- Ag—r(q,u) = - 7%
12 r
é‘js\*p 0 Anag—(F(op))

=0. (2.51)

Bemerkung: Im hier betrachteten viskoplastischen Fall konnte man die Variable A di-
rekt eliminieren, indem man die zweite Gleichung nach A auflést und in die erste einsetzt.
Der Vorteil der o.a. Darstellung der Bestimmungsgleichung fiir den plastischen Multi-
plikator A, die man durch Multiplikation von (1.93) mit no{ erhilt, ist jedoch darin zu
sehen, daf§ eine einheitliche Formulierung sowohl fiir den viskoplastischen Fall (n > 0)
als auch fiir den elasto-plastischen Grenzfall (n = 0, r = 1) vorliegt. Die weiteren Kuhn-
Tucker-Bedingungen des elasto-plastischen Modells werden dabei durch einen geeigneten
Algorithmus auf Element-Ebene (elastischer Trial-State) automatisch eingehalten. O

Im folgenden werden quadratische Ansétze fiir die Verschiebung und lineare Ansétze fiir
den Druck verwendet (siche Abbildung 2.3). Diese Wahl kann wie folgt motiviert werden:

e In der schwachen Formulierung der Impulsbilanz der Mischung wird ein Verschie-
bungsgradient (Spannungen) zum Druck addiert. Der diskrete Spannungstensor ist
also mit dem gewéhlten Ansatz genau wie der diskrete Druck eine lineare Funktion
der Ortsvariablen x.

e Bei gemischten Methoden ist die inf-sup-Bedingung (Babuska-Brezzi-Bedingung)
ein entscheidendes Kriterium fiir die Stabilitét der numerischen Losung (Brezzi &
Fortin [28]). Die gewihlte Kombination der Ansétze erfiillt diese Bedingung und ist
bei Dreiecken unter dem Namen Taylor-Hood-Element bekannt (Braess [25]).

Durch Nullsetzen der linearen Ansatzfunktionen an den Mittelknoten kann die Summe
formal bei allen Ansiitzen von 1 bis N laufen”. Damit ergibt sich fiir die Approximation
von Verschiebung und Druck®:

o) =30 (A9 ) o= ant. @

Setzt man die Ansitze (2.52) in die Operatoren (2.50) ein (Petrov-Galerkin-Verfahren),
so erhdlt man je Knoten i die drei Gleichungen in Kasten (2.53). Darin bezeichnen
(...)x = O(...)/Ox, die partiellen Ableitungen nach den Koordinaten und oy; die von der

"Im Programm wird natiirlich aus Effizienzgriinden fiir die linearen Ansiitze nur iiber die M < N
Eckknoten summiert.

8Wie in der Bemerkung auf Seite 51 erliutert, kénnen die Dirichlet-Randbedingungen bei den folgen-
den Betrachtungen ignoriert werden.



2.5 Struktur der ortsdiskreten Systeme 57

Knoten-Gleichungen des ortsdiskreten quasi-statischen Modells
0 0 0 u}gj
N
/ Z{ o 0 0 i2 |+
an I=1 o y
Vsd1y Vsdnp 0 Pj
~- - ——
Ui (o1 — Cbgpj) + b} g1 — P} (p° + pt)bt fl
T U 1091 + Wb 5 (02 — Bhpy) — Vi (p% + p7)b? dvo=| 2
KE , . ,
Vﬁ[w&l(%vlpj —p" ) + ¢3,2(¢§,2pj — ")) f3
~ ~ 7 \ ,

Verschiebung und den internen Variablen abhéngigen Koeffizienten des Spannungstensors
o Die Eintréige f2 auf der rechten Seite stammen aus der Berechnung der Randintegrale
mit dem Operator F (Neumann-Randbedingungen). Das Volumenintegral wird geméif}
(2.46) tiber eine numerische Integrationsformel berechnet, und die Summe in (2.52) und
(2.53) erstreckt sich iiber alle N Knoten des FE-Netzes (globale Sicht).

Bemerkung: Die hier dargestellte globale Sicht ist hilfreich zum Verstdndnis der Struk-
tur des Gesamtsystems, das durch die FEM-Ortsdiskretisierung entsteht. In einem Finite-
Elemente-Programm geschieht die Auswertung der Integrale jedoch nicht knoten-orien-
tiert, sondern element-orientiert. Dies fiihrt zu den iiblichen Begriffen von Element-Mas-
senmatriz, Element-Steifigkeitsvektor und Element-Steifigkeitsmatriz. Nach der element-
weisen Auswertung werden dann die einzelnen Anteile der Integrale mit dem in Kasten
(2.42) angegebenen Zusammenhang zwischen lokalen und globalen Basisfunktionen as-
sembliert. Der Umkehroperator des Assemblierungsoperators A dient dabei zur Auswahl
der elementweisen Unbekannten aus dem globalen Vektor der Unbekannten, die zur Aus-
wertung des nichtlinearen Element-Steifigkeitsvektors bendtigt werden. O

Es werden nun die 3N Unbekannten? an den Knoten (FEM-Freiheitsgrade) im Vektor

u; u}gj
u = : mit uj=| ug |, sj=1,...,N (2.54)
uyn Dj

9Die Druck-Freiheitsgrade treten aufgrund des linearen Ansatzes nur an den M Eckknoten auf, so daB
im Programm auch nur 2N + M Variablen behandelt werden. Zur Vereinfachung der Darstellung wird
dies hier jedoch nicht beriicksichtigt.
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und die 5 E - K Unbekannten an den Integrationspunkten (interne Variablen) im Vektor

€5
q; 5%%,
q:= : mit Q.= | ¥ ||, e=1...,E, k=1,....K (2.55)
12
ai j\SP

—€
X—Xk

zusammengefafit (vgl. Gleichungen (2.47) und (2.51)). Die verallgemeinerte Massenmatriz
M ist eine Blockmatrix

M=| | (2.56)

wobei jeder Block M;; geméfl Gleichung (2.53) die Kopplungsterme zwischen Knoten 4
und Knoten j enthilt, die aus der Ortsdiskretisierung der Volumenbilanz stammen.

Damit erhilt man insgesamt mit y := (ul, g7)? fiir das ortsdiskrete quasi-statische Mo-
dell das folgende Anfangswertproblem in der Zeit:

F@,y,mz[@;g’,g;;’gﬂz{ﬂjgfigg;g;-f Lo, yO) =y,  (257)

Die Vektorfunktion g stellt die 3N globalen FEM-Bestimmungsgleichungen (2.53) dar,
wéhrend I die 5 E - K lokalen plastischen Entwicklungsgleichungen (2.47) an den Integra-
tionspunkten représentiert. In Anlehnung an die klassischen Bezeichnungen der FEM fiir
linear elastische Probleme wird M die verallgemeinerte Massenmatriz (Systemmatriz),
k der verallgemeinerte Steifigkeitsvektor und f der verallgemeinerte Kraftvektor genannt.
Die verallgemeinerte Steifigkeitsmatriz K erhélt man aufgrund der Nichtlinearitdten im
Vektor k erst nach der Linearisierung, die wiederum erst nach der Zeitdiskretisierung
stattfindet. Die Matrix K hat dann dieselbe Struktur wie die Matrix M in Gleichung
(2.56), jedoch mit den 3 x 3-Blocken K;; = 0k;/0u;.

Da die Matrix M nicht den vollen Rang besitzt, handelt es sich bei (2.57) nicht um ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen (ODE), sondern um ein System differential-
algebraischer Gleichungen (DAE). Hierfiir konnen zwei Griinde genannt werden:
1. In der quasi-statischen Formulierung werden die Beschleunigungsterme p®x! ver-
nachléssigt, so dal die Matrix M;; in (2.53) im 2 x 2-Block links oben keine Eintrige
enthélt.

2. Die Inkompressibilitit beider Phasen fithrt dazu, daf fiir den Druck p keine Ent-
wicklungsgleichung vorliegt, so dafl der Eintrag rechts unten in M;; verschwindet.

Der zweite Punkt legt nahe, warum auch in der dynamischen Formulierung ein DAE-
System vorliegt. Dies ist Thema des folgenden Abschnitts.
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2.5.2 Dynamische Formulierung

Der Vektor u besteht im Fall der dynamischen Formulierung aus fiinf Freiheitsgraden,
némlich der Verschiebung ug und der Sickergeschwindigkeit wg, jeweils in beiden Raum-
richtungen, sowie dem Porenfluiddruck p. Entsprechend enthélt der Vektor n die Test-
funktionen dug, dwp und op:

u= (U‘Ll% ui‘a W}TH W%H p)T7 n-= (511}97 511%‘7 5W}77 5W%7 5p)T : (258>

Wieder erhilt man durch Vergleich der schwachen Formulierung in Definition 2.4 mit der
Operatordarstellung in Definition 2.5 die Operatoren M, D, K und F:

M(n,u i) = dus - (p° +p") (us)§

+ owp - pl(ug)§,
D(n,u,0) = dug - p"[(wWr)s + (grad(us)s) wr]
owp - p7[(wp)s + (grad(us)s) Wl

+
+ dp div(ug)’ ,

K(n,u,q) = (p"[(gradwr) wp — b] — p¥b) + graddug - (o3 —pI)  (2.59)
+ Swp - (pF[(gradwr) we —b] + B w ) — (divowg) nfp

— graddp-nf'wp,
F(n,u) = dug -t
+ owp-tf
— Opu.
Die Entwicklungsgleichungen kénnen aus Gleichung (2.51) der quasi-statischen Formulie-
rung unverdndert ibernommen werden. Die Verschiebungen werden wie in (2.52) wieder

durch quadratische, die Sickergeschwindigkeit und der Durck durch lineare Ansatzfunk-
tionen approximiert:

oo =2 (G050 ), P = A n. 260

Die Anwendung des Petrov-Galerkin-Verfahrens fiihrt auf einen &hnlichen Gleichungssatz
wie in (2.53), jedoch mit fiinf Gleichungen je Knoten ¢ und — nach Zusammenfassung aller
Unbekannten in Vektoren w und q — zu einem System

ravd = | et = [T ORI D e e

von zweiter Ordnung in der Zeit mit den Anfangsbedingungen

y(0) =y, 9(0) =9y - (2.62)
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Die verallgemeinerte Massenmatrix steht nun vor den Gréflen mit zweiter Zeitableitung,
zuséatzlich tritt noch die in Analogie zur klassischen FEM mit C' bezeichnete verallgemei-
nerte Dampfungsmatriz'® auf.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur Zeitintegrationsverfahren fiir Systeme erster Ord-
nung behandelt. Daher werden je Knoten j zusétzlich zu den Verschiebungen ude die
Festkorpergeschwindigkeiten als Variablen V‘Slj eingefiihrt. Diese sind allerdings keine Frei-
heitsgrade im Sinne einer schwachen Formulierung, sondern dienen lediglich der Transfor-
mation des Systems (2.61) auf ein System erster Ordnung in der Zeit. Damit erhdlt man
die 2 N zusétzlichen Bestimmungsgleichungen fiir die Festkorpergeschwindigkeiten an den
Knoten:

il —vi =0, j=1,....N, d=1,2. (2.63)
Setzt man nun fiir den Vektor der Variablen an jedem Knoten
i = (W, UG, Ve Ve Wiy Wiy B) (2.64)

so erhiilt man ein System von der gleichen Struktur wie (2.57), allerdings mit einer von
der Losung abhiingigen!! verallgemeinerten Massenmatrix M (@). Mit der Abkiirzung

N
(C;) _ (( 11Vs] +¢31WF3)¢3 Wy, 1 (0] 12ng +¢32WF3)¢4 WFk) (2.65)
@i . (d2.,1 ng + dha WF;) OF Wiy, + + (#9. ng + ¢ho WF;) O Wy,

fiir den Anteil des Knotens j am Konvektionsterm ¢ = grad(vg + wg) wr sowie der
Mischungsdichte p = p¥ + pf' (vgl. (1.18)) erhilt man je Knoten i die sieben Gleichungen
in Kasten (2.66).

Die analog zu (2.56) aufgebaute Blockmatrix M ist ebenfalls singuléir, so daff man es auch
im Fall des dynamischen Modells mit einem System differential-algebraischer Gleichungen
zu tun hat. Da die letzte Gleichung von (2.66) nicht von den Druck-Variablen p; abhéngt,
fithrt diese Formulierung allerdings bei der Zeitintegration zu Schwierigkeiten (DAE von
hoherem Index, vgl. Kapitel 3). Analog zum quasi-statischen Fall liefert die Auflosung
der starken Form der Impulsbilanz des Fluids nach der Filtergeschwindigkeit nfwp das
Darcysche Gesetz, hier jedoch mit Beriicksichtigung der Trégheitsterme (vgl. Gleichung
(1.88) auf Seite 31):

]{ZF
nfwp = ~ R (gradp — b — ((vs + wp)s + grad(vs + wr) WF)} ) (2.67)

Setzt man (2.67) in die dritte Gleichung von (2.22) ein, so erhilt man mit der Beziehung

0Die Dampfungsmatrix erhilt man hier wegen der Anwesenheit eines viskosen Porenfluids auf natiirli-
che Weise. Im Gegensatz dazu wird bei der FEM-Berechnung von dynamischen einphasigen Modellen bei
rein mechanischer Betrachtung die in der Realitét auftretende und im Modell wegen fehlender Energiebi-
lanz nicht vorhandene Démpfung meist durch die sog. Rayleigh-Diampfung simuliert (Linearkombination
C = aM + K aus Massen- und Steifigkeitsmatrix mit heuristischen Faktoren v und g3).

HDies ist nur eine schwache Nichtlinearitit aufgrund der Abhingigkeit der Dichten von der Festkorper-
verschiebung, siehe Gleichung (2.66).
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Knoten-Gleichungen des ortsdiskreten dynamischen Modells
&7 g,
5] g

Ui p R0 chb% Vs,
N B T e e e e e e
/> [ ¥ip 6} Ul ,
Qn JELEL - F L
vy P by p ¢§,§ W
Vi " ¢ Vip"o) Wi

Dj

My;(@) | (2.66)
— ) véj 0
— ! qu] 0
1 (PF[C}[ - bl] Sbl) + Q/11,1(011 P5p;) + U1 2012 fil
5 (PF[Ci — b ) + Q/’;,1021 + g0 (022 — ¢lp;)) dv = | f
. nF 2 FR
3 (PF[CJI —b'] + ( LFV SWF]> (%1 + 4 2) 5D; 7
. nF 2 R
Z(PF[Ci -]+ ( LF 4WF]> (i1 + ¥ho) n" ol f}
Ui (¢ 1,1 S] +¢) 2ng) (¢5 1 F¢3WFJ + ¢5 2 M ¢4WFJ) f;
Y —
ki(u,q) f;
VR = g pF'E eine verdnderte schwache Formulierung der Volumenbilanz:

op divvg dv

F ]CF

opvda.

+
T P B

k
grad dp - <7TR gradp + r (vs + wp)s + grad(ve + wp) wp — b]

) a
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Fiir die letzte Gleichung von (2.66) ergibt sich damit:

5 |
N S S S S I
/Z{ S.0 S.0 8.0 S.0
on J=1 ZkF]ZkF]ZkF]ZkFJ 7777777777777
} ¢5,1 3 o4 } ¢5,2 3 o) } Q/’5,1 3 P3 } 1/’5,2 3 oy } pj
s. 0.
ol dv = |
o : z . .
(08 (¢j1,1VL19j + ¢%,2V%‘j) + 5 (ﬁw—R G505 + % [le — ') f?
i EF g EF
+ Y59 (VF—R G590 + r [03 — b))
~ g d ~
R2</&’7 q) fz

(2.68)

In Kapitel 3 werden die ortsdiskreten Systeme genauer untersucht (Index der DAE). Es
wird sich zeigen, dafl das System (2.68) wegen seiner numerisch angenehmeren Eigen-
schaften der urspriinglichen Formulierung (2.66) vorzuziehen ist.
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Die Ortsdiskretisierung des inkompressiblen Zweiphasenmodells (Kapitel 2) liefert sowohl
im quasi-statischen wie im dynamischen Fall ein System von differential-algebraischen
Gleichungen in der Zeit. In diesem Kapitel werden nun geeignete Zeitintegrationsverfahren
fiir derartige Systeme vorgestellt, die zudem bei nur geringem zusétzlichem Aufwand eine
Schrittweitensteuerung mit Fehlerkontrolle erlauben (adaptive Zeitintegration).

Die numerische Integration von gewdéhnlichen Differentialgleichungen (engl. ordinary diffe-
rential equations, kurz ODE) und differential-algebraischen Gleichungen (Algebrodifferen-
tialgleichungen, engl. differential-algebraic equations, kurz DAE) ist seit geraumer Zeit
intensives Forschungsthema innerhalb der numerischen Mathematik, so dafl man auf um-
fangreiche Literatur zuriickgreifen kann. Zu nennen ist etwa das zweibéndige Standard-
werk von Hairer et al. (Hairer, Norsett & Wanner [63|, Hairer & Wanner [64]), in dem
sowohl nicht-steife als auch steife Differentialgleichungen und DAE behandelt werden. Hai-
rer, Lubich & Roche [62] beschiftigen sich vor allem mit Konvergenz- und Stabilitatsfragen
bei der Anwendung von Runge-Kutta-Verfahren auf DAE mit hoherem Index, Brenan,
Campbell & Petzold [26] legen den Schwerpunkt diesbeziiglich auf Mehrschrittverfahren
(speziell BDF), verbunden mit dem Programmpaket DASSL. Aus der deutschsprachigen
Literatur sind beispielsweise die Biicher von T6rnig & Spellucci [115] sowie von Strehmel
& Weiner [110] zu nennen, die beide einen umfassenden Uberblick iiber das Thema geben.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur Einschrittverfahren betrachtet, also Zeitintegra-
tionsverfahren, bei denen die numerische Losung zur Zeit t,.1 lediglich von der Losung
des vorhergehenden Zeitpunkts t,, abhéngt. Diese Wahl ist insbesondere im Hinblick auf
die adaptive Ortsdiskretisierung (Netzverfeinerung und -vergroberung) von entscheiden-
der Bedeutung, da der Transfer der numerischen Losung auf diese Weise lediglich zwei
Netze einbezieht. Im Fall von Mehrschrittverfahren benotigt man bei der Berechnung
des Zeitschritts von t, nach t,,; die numerische Losung an zuriickliegenden Zeitschrit-
ten t,_p, deren Daten alle auf das aktuelle Netz bezogen werden miissen. Dies erfordert
die gleichzeitige Vorhaltung mehrerer Netze und die Verwendung mehrerer zugeordne-
ter Transferoperatoren, was einerseits den Speicheraufwand stark erhoht und andererseits
bei schnell verdnderlicher Ortsdiskretisierung wegen der auftretenden Interpolationsfehler
nicht unproblematisch ist.

Die Behandlung von Problemen aus der Plastizitéitstheorie mit Mehrschrittverfahren ist
jedoch prinzipiell méglich. So werden etwa von Kirchner & Simeon [75] Probleme aus
dem Bereich der Viskoplastizitiat auf Basis vereinheitlichter Werkstoffmodelle mit linearen
Mehrschrittverfahren und fester Ortsdiskretisierung behandelt.

3.1 Differential-algebraische Gleichungen (DAE)

Treten in einem System sowohl gewohnliche Differentialgleichungen als auch lineare oder
nichtlineare algebraische Gleichungen auf, so spricht man von einem System differential-

63
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algebraischer Gleichungen (DAE) oder von einem Algebrodifferentialgleichungssystem. Der
einfachste Fall kann in der allgemeinen Form (Index-1-System, vgl. Definition 3.1)

y = f(t,y,2)

, to) =Yy, 2(to) = 20, t>1 3.1
0 = gty z2) y(to) = yo (o) 0 0 (3.1)

charakterisiert werden. Darin sind die differentiellen Variablen im Vektor y und die alge-
braischen Variablen im Vektor z zusammengefafit. Nach dem Satz iiber implizite Funktio-
nen kann die zweite Gleichung lokal eindeutig nach z aufgelost werden, wenn die Matrix
0g/0z eine beschriankte Inverse besitzt. Auflerdem muf fiir die Anfangswerte gefordert
werden, dafl sie die Gleichung 0 = g(to, y,, o) erfiillen. Allgemeiner wird definiert:

Def. 3.1: Ein implizites Anfangswertproblem

F(t7 vy, y) = 07 y(tO) = Yo, t Z tO (32)

wird als System differential-algebraischer Gleichungen (DAE) bezeichnet, wenn die Matrix
OF /0y singulir ist. Der differentielle Indez' einer DAE ist die kleinste natiirliche Zahl
k, fir die die Gleichungen

. d . i .

F(t,y,y) =0, —F(tyy =0, ... —F(tyy =0 (3.3)
dt dt

mit algebraischen Operationen in ein System y = f(t,y) gewohnlicher Differentialglei-

chungen iiberfithrt werden kénnen (zugrundeliegendes Differentialgleichungssystem). m

Der Index ist eine wichtige Kenngrofie zur Charakterisierung von DAE. Als Faustregel gilt:
Je hoher der Index der DAE, desto schwieriger ist die numerische Losung des Anfangswert-
problems (3.2). Fiir die Existenz von Losungen bei DAE sind konsistente Anfangswerte
eine unverzichtbare Voraussetzung.

Def. 3.2: Die Anfangswerte des DAE-Anfangswertproblems (3.2) mit dem differentiellen
Index k sind konsistent, wenn das System
k

) d ) )
F(to,y,,9) = 0, EF(to,yo,y) =0, ... @F(to,yo/y) =0 (3.4)

eine Losung ¢(to, y,) = Y, hat. |

3.1.1 Differentieller Index der ortsdiskreten Systeme

Fiir die Auswahl geeigneter numerischer Verfahren spielt der Index des behandelten DAE-
Systems eine entscheidende Rolle. In diesem Abschnitt wird daher der Index des ortsdis-
kreten Zweiphasenmodells aus Kapitel 2 im elastischen Fall bei Verwendung des Galer-
kin-Verfahrens bestimmt.

Won Hairer, Lubich & Roche [62] wurde neben dem differentiellen Index di der Stérungsindex pi
eingefiihrt, der die Anfélligkeit des diskretisierten Systems gegeniiber Rundungsfehlern beriicksichtigt.
Im allgemeinen sind Ungleichungsaussagen iiber den Zusammenhang zwischen di¢ und p¢ schwierig. Von
Campbell & Gear [29] wurden dazu detaillierte Untersuchungen durchgefiihrt.



3.1 Differential-algebraische Gleichungen (DAE) 65

Quasi-statisches Modell

Es wird zunéchst Gleichung (2.53) fiir ¢ = 0 (rein elastisches Problem) untersucht, also
das System der FEM-Freiheitsgrade ohne Beriicksichtigung der internen Variablen. Im
folgenden wird gezeigt, dal dieses DAE-System den differentiellen Index 1 besitzt.

Dazu werden die ersten beiden Gleichungen (ortsdiskrete Impulsbilanz der Mischung)
nach der Zeit ¢ abgeleitet und die dritte Gleichung (ortsdiskrete Volumenbilanz) mit —1
multipliziert. Beriicksichtigt man dann noch 1" = @' (Galerkin-Verfahren), so erhélt man
das zugrundeliegende Differentialgleichungssystem (i = 1,...,N):

N Kzljl R3]2 _( Zi,l? ¢§,) u}S’] rzl (U)
>0 S S CEEON I IR el IACN B
Jj=1 .
— (¢ 1,1 ¢3) — (¢ 2,29 ¢]) 0 Pj rf(u)
~~ 7 N—— ——
M;; u; ri(u)

wobei in r(u) alle verbleibenden Terme aus dem Vektor k(u) sowie der rechten Seite f
zusammengefaflt sind. Es muf} also gezeigt werden, dafi die Matrix M regulér ist.

Fiir die Integrale wurde zur Abkiirzung das L2-Skalarprodukt (-,-) aus Gleichung (2.5)
verwendet. Die 2 x 2-Blockmatrix Rij links oben entsteht durch Ableitung der Spannungs-
terme nach den Verschiebungen, entspricht also im hier betrachteten elastischen Fall genau
dem Anteil einer klassischen Steifigkeitsmatrix, der die Knoten ¢ und j koppelt. Es gilt

mit dem Operator L = 1(grad + grad”) sowie ¢' := diag(¢!, ¢5) und &; == (uk;, u%,)":

: L& e T o Sr T
Kij = au Z ¢, CL$" i) | =(Lé', CLP).
I k=
Numeriert man die Unbekannten w = (u};, u%q, ..., usx, UsN, P1,---,pPN)° entsprechend

der Blockstruktur von (3.5), so erhélt man fiir die Gesamtmatrix

~ K P
M_(PTO).

Die Matrix K ist die Gesamtsteifigkeitsmatrix eines linear elastischen Problems und somit
bei geeigneten Materialparametern und Randbedingungen positiv definit. Die Matrix P
ist eine 2 N x M-Matrix mit Skalarprodukten (¢ ., ¢%) aus Verschiebungs-Testfunktionen
(N Verschiebungs-Knoten) und Druck-Ansatzfunktionen (M Druck-Knoten).

Es soll nun mit Hilfe einer Schurkomplement-Darstellung gezeigt werden, daf die Matrix
M regulir ist. Das Schurkomplement einer Blockmatrix kann als blockweises Anwenden
des GaufB-Algorithmus interpretiert werden und ist wie folgt definiert:

A B I B : I . A-1 . -1
<C D) — <0 s) mit B:—A'B, S—D-CA'B.
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Die Blockmatrix auf der linken Seite ist genau dann reguldr, wenn die Matrix S (das
Schurkomplement) regular ist. Im vorliegenden Fall gilt:

S=-P'K'P.

Statt der Regularitit von S wird die positive Definitheit von —S gezeigt. Dazu muf
gelten:

T pT fe—1 ,

P K "Px >0 fiir x # 0.

—— =

y’ Yy

Da die Matrix K ! als Inverse einer positiv definiten Matrix positiv definit ist, gilt obige
Aussage fiir alle y # 0. Es bleibt also zu zeigen, dafl die Matrix P von Null verschiedene
Vektoren @ nicht auf den Nullvektor abbildet. Anders ausgedriickt mufl P den Zeilenrang
M (Anzahl der Druckfreiheitsgrade) besitzen. Dies folgt aber gerade aus der linearen Un-
abhéngigkeit der Ansatz- und Testfunktionen des FEM-Ansatzes. Betrachtet man namlich
die Zeilen der Matrix P in einer Raumrichtung d € {1, 2}, so lautet eine beliebige Line-
arkombination mit einer Indexmenge I der Groe |I| = M < N dieser Zeilen:

Zai ((gbihd, cbg))j:le = ((Z i Gy g, Cbg))j:l "

el iel T

Dies kann wegen der linearen Unabhéngigkeit der ¢!, bzw. gﬁé (der Tréger liegt jeweils iiber
unterschiedlichen Elementen) nur dann der Nullvektor sein, wenn alle «; verschwinden.

Die plastischen Entwicklungsgleichungen (Viskoplastizitéit) sind gewohnliche Differenti-
algleichungen, stellen also fiir die Betrachtung des , Index kein Problem dar?. Allerdings
muf} vorausgesetzt werden, dafl der Materialtensor C auch im viskoplastischen Fall positiv
definit bleibt. Dies ist aber ohnehin eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des Pro-
blems. Damit ist gezeigt, dal das ortsdiskrete quasi-statische Modell in der Formulierung
(2.53) den differentiellen Index 1 besitzt.

Dynamisches Modell

Fafit man im ortsdiskreten dynamischen Modell (2.66) alle Variablen auer dem Druck im
Vektor y und die Druck-Variablen im Vektor z zusammen, so ist (2.66) nach geeigneter
Umsortierung der Variablen und Gleichungen (jeweils alle gleichartigen Knoten-Variablen
und -Gleichungen hintereinander, also zuerst alle Verschiebungen, dann alle Geschwindig-
keiten usw.) ein System der Struktur

M:g = f(t,y,Z),
0 = g(ty) (36)

2Beim elastoplastischen Modell erhilt man formal ein System vom differentiellen Index 2, da der Mul-
tiplikator A in der Flielbedingung (algebraische Gleichung) nicht vorkommt. Nach Wissen des Verfassers
gibt es bisher in der Literatur keine mathematischen Untersuchungen, die den fiir die Numerik wichtigen
Storungsindex von Systemen der Elastoplastizitit bestimmen. Diese Problematik wird hier jedoch nicht
weiter betrachtet, da im Rahmen dieser Arbeit stets das viskoplastische Modell eingesetzt wird.
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mit einer reguldren Matrix M. Nach Hairer & Wanner [64] besitzt ein solches System den
differentiellen Index 2, wenn die Matrix (dg/0y) M~ (0f /0z) regulir ist. Ohne weitere
Untersuchungen 148t sich also feststellen, daff das dynamische Modell in der Formulierung
(2.66) mindestens den Index 2 besitzt.

Im folgenden soll nun der Weg zur Index-Bestimmung der alternativen Formulierung
(2.68) aufgezeigt werden. Dazu wird zunéchst die siebte Gleichung (ortsdiskrete Volumen-
bilanz, im folgenden abgekiirzt mit F*) mit Hilfe der Gleichungen 5 und 6 (ortsdiskrete
Impulsbilanz des Fluids, abgekiirzt mit F} und F}) so umgeformt, dafi der Beschleuni-
gungsterm vg+wg+c—b herausfillt. Dies erreicht man durch die algebraische Operation
k" [wé 1

i i ¢52 7
F7 = F7 W wl F w4 F (37)

so daf die transformierte ortsdiskrete Volumenbilanz nach einigen Umformungen lautet:

/Z {1#5 11VS_]+¢22 s;)

an J=1
i k" Vi1 + Vs (3.8)
+ 5 4 (@( §1py+m %]%) - n ¢3WF])
i k 12 5 o
+¢5,2 <7ﬁ ( 2p] + T 5pj> - n ¢4WF]):| dv = f5 .

Darin ist f; die entsprechend (3.7) transformierte rechte Seite. Mit der gleichen Wahl fiir
y und z wie oben hat das resultierende System die Struktur

My = f(t.y =),
0 = g(t,y,2). (3.9)

DAE-Systeme dieser Struktur besitzen den Index 1, wenn die Matrizen M und dg/0z
reguldr sind. In der Praxis zeigte sich, dafi die Formulierung (2.68) mit den spéter vor-
gestellten diagonal-impliziten Verfahren problemlos behandelt werden konnte, wahrend
die urspriingliche Formulierung (2.66) zum Abbruch des Verfahrens fiihrte. Daher liegt
die Vermutung nahe, dafl der Index der DAE durch die o.g. Transformation tatsichlich
reduziert wird. Auf detaillierte Untersuchungen wird an dieser Stelle jedoch verzichtet.

Fazit

Bei der Integration von DAE mit hoherem Index (di > 2) kommt es bei vielen Verfahren
zur Ordnungsreduktion in den algebraischen Variablen. Dieses Phdnomen wurde in bezug
auf Runge-Kutta-Verfahren insbesondere von Hairer, Lubich & Roche [62] untersucht
und fiihrte zur Entwicklung spezieller Verfahren fiir solche DAE (insbesondere implizite
Runge-Kutta-Verfahren vom Gauf-Typ).

Im Fall des vorliegenden quasi-statischen Modells konnte oben der Index 1 nachgewiesen
werden. Beim dynamischen Modell wird stets die Formulierung (2.68) verwendet, deren
Index 1 (ohne Nachweis, s.0.) im folgenden angenommen wird. Bei der spéteren Auswahl
geeigneter Verfahren kann daher eine grofie Klasse impliziter Runge-Kutta-Verfahren in
die Uberlegungen einbezogen werden.
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3.2 Steife Differentialgleichungen

Bevor auf die numerische Behandlung von Index-1-Systemen mit impliziten Runge-Kutta-
Verfahren eingegangen wird, soll zunéchst noch das wichtige Thema der steifen Diffe-
rentialgleichungen angesprochen werden, das insbesondere bei Ortsdiskretisierungen im
Rahmen der Linienmethode eine wichtige Rolle spielt und bei der Auswahl geeigneter
Verfahren (Stabilitét) berticksichtigt werden mu$.

Kurz gesagt sind steife Differentialgleichungen solche, bei denen explizite Verfahren ,,ver-
sagen“. Versucht man etwa, die sehr einfache Differentialgleichung 4(t) = —50(y(t) —cost)
ausgehend von y(0) = 0 mit dem expliziten Euler-Verfahren zu integrieren, so erhélt man
erst fiir sehr kleine Zeitschrittweiten stabile Losungen. Das Beispiel in Abbildung 3.1
ist Hairer & Wanner [64] entnommen und zeigt links das Feld der Trajektorien mit der
Néherung durch das implizite Fuler-Verfahren mit verhéltnisméfig grofler Schrittweite
und rechts zwei Losungen des expliziten Euler-Verfahrens mit kleinen Schrittweiten. Man
erkennt bereits, dal die numerische Losung mit der kleineren Schrittweite weniger stark
schwingt. Wie sich noch zeigen wird, ist das explizite Euler-Verfahren bei diesem Problem
fiir Schrittweiten h > 2/50 instabil.

ﬁ ‘/,h=1.974/50
h=1.875/50

qy [{,}% f\f&ﬁ%y L
L

0 i1l implicit Euler, h=0.5
N : ;
0 1 0 1

Abbildung 3.1: FEingeschrénkte Stabilitédt des expliziten Euler-Verfahrens
(Beispiel aus Hairer & Wanner [64])

Steife Differentialgleichungen treten in vielen Anwendungsbereichen auf. Die ersten Bei-
spiele entstammten der numerischen Simulation chemischer Reaktionen. Charakteristisch
ist bei Systemen von Differentialgleichungen in jedem Fall, dafl es sowohl schnell verénder-
liche (transiente) als auch trage Losungskomponenten gibt, was meist durch stark unter-
schiedliche Betrige der Eigenwerte gekennzeichnet ist.

Bei der Methode der finiten Elemente fiihrt die Anwendung der Linienmethode (engl.
method of lines, kurz MOL), also die schrittweise Zeitintegration einer festen Ortsdiskre-
tisierung, ebenfalls zu steifen Differentialgleichungen. Die Steifheit (,,Bosartigkeit®) wird
z.B. im Fall der Ortsdiskretisierung einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung in
zwei Raumdimensionen mafgeblich durch den Faktor 1/h? bestimmt, wobei h ein Maf
fiir die Feinheit der Ortsdiskretisierung darstellt. Mit feiner werdenden Netzen nimmt al-
so die Steifheit zu, so dafl man insbesondere bei adaptiver Netzverfeinerung auf robuste
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Verfahren zur Zeitintegration der ortsdiskreten Gleichungen angewiesen ist.

3.2.1 A-, L- und S-Stabilitét

Zur Stabilitdtsuntersuchung von Zeitintegrationsverfahren bei steifen Differentialgleichun-
gen wurde von Dahlquist das lineare Modellproblem

y(t) =Ay(t),  y(0)=1, t>0 (3.10)

mit A € C eingefiihrt. Die Anwendung eines Einschrittverfahrens vom Runge-Kutta-Typ
auf dieses Problem fiihrt zu einer Rekursionsgleichung

Yni1 = R(2)yn, yo=1, n=0,1,2,..., (3.11)

mit z = h A. Die rationale Funktion R(z) heifit Stabilitdtsfunktion und charakterisiert das
Verfahren in bezug auf seine Stabilitdtseigenschaften.

Def. 3.3: Ein Einschrittverfahren heifit A-stabil, wenn der Stabilitditsbereich
S:={zeC : |R(»)|<1} (3.12)
die komplexe linke Halbebene umfaft:
SOC :={ze€C : R(z)<0}. (3.13)
Darin bezeichnet R(z) den Realteil einer komplexen Zahl z. |

Die exakte Losung y(t) = e* des Modellproblems (3.10) klingt fiir komplexe A mit nega-
tivem Realteil im Laufe der Zeit ab. Die A-Stabilitdt beschreibt nun die wiinschenswerte
Eigenschaft, dafl die numerische Losung ebenfalls abklingt bzw. wenigstens beschrankt
bleibt. Dies wird gerade dadurch ausgedriickt, daf3 der Betrag der Stabilitdtsfunktion in
der Rekursionsgleichung (3.11) kleiner oder gleich Eins ist.

Bemerkung: Das, Versagen“ der expliziten Verfahren bei steifen Differentialgleichungen
liegt daran, daf} sie nicht A-stabil sind. So ist z. B. die Stabilitdtsfunktion des expliziten
Euler-Verfahrens wegen y,+1 = yn + hAy, = (1 + hA) y,, die rationale Funktion R(z) =
1 + z. Der Stabilitétsbereich S = {z € C : |1 + 2| < 1} ist der Kreis mit Radius 1
um den Punkt —1. Man erhélt stabile Losungen fiir hA € S, also fiir A mit negativem
Realteil unter der Bedingung 0 < h < 2/|A|. Im Beispiel in Abbildung 3.1 ist A = —50,
so dafl man stabile Losungen fiir h < 2/50 erhélt. Solche Schrittweiteneinschrinkungen
als Bedingung fiir stabile Losungen sind typisch fiir alle expliziten Verfahren (Hairer &
Wanner [64, IV.2]), bei denen der Grad des Z#hlerpolynoms der rationalen Funktion R(z)
immer gréfer als der Grad des Nennerpolynoms ist. O

Bei Problemen mit betragsméBig grofien Eigenwerten (sehr steife Probleme) ist aufflerdem
eine gewisse numerische Dampfung zur Stabilisierung erwiinscht. So fiihrt beispielsweise
die Anwendung der (A-stabilen) Trapezregel auf solche Probleme dazu, daf§ die steifen
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Komponenten der Losung nur sehr langsam abklingen. Das Resultat ist, da die numeri-
sche Losung in der transienten Phase grofie Schwingungen um die exakte Losung herum
aufweist. Dies fiithrte zur Einfiihrung eines weiteren Stabilitdtsbegriffs.

Def. 3.4: Ein Einschrittverfahren heifit L-stabil (auch stark A-stabil, steif A-stabil),
wenn es A-stabil ist und die Bedingung

lim R(z)=0 3.14
pim R(2) (3.14)

erfillt. ]

Das eben beschriebene Verhalten der Trapezregel bei Anwendung auf sehr steife Probleme
liegt darin begriindet, dafl die Trapezregel nicht L-stabil ist. Mit der Stabilitdtsfunktion

R(z) = % erhdlt man namlich R )im R(z) = -1

Neben diesen beiden fiir steife Differentialgleichungen unverzichtbaren Stabilitdtseigen-
schaften wurden in den letzten Jahren weitere Stabilitéitsbegriffe entwickelt. Insbesondere
bei nichtlinearen Problemen ist das lineare Modellproblem (3.10) zu einfach, um die erfor-
derlichen Eigenschaften numerischer Verfahren charakterisieren zu kénnen. Fiir dissipative
Probleme wurde daher das Konzept der A-Stabilitéit zu einem nichtlinearen Stabilitéitsbe-
griff, der B-Stabilitat, verallgemeinert. Im Zusammenhang mit groflen nichtlinearen steifen
Systemen spielen noch die Begriffe der S-Stabilitdt und der B-Konvergenz eine wichtige
Rolle. Diese und weitere Stabilitdatsbegriffe konnen der Literatur entnommen werden, z. B.
Hairer & Wanner [64]. Hier wird wegen seiner Bedeutung fiir grole nichtlineare Systeme
nur noch der von Prothero & Robinson [96] eingefiihrte Begriff der S-Stabilitat behandelt.

Def. 3.5: Betrachtet wird das gegeniiber (3.10) um eine Funktion g € C'([0,T]) erwei-
terte Modellproblem

y(t) = g(t) + Ay(t) —g(®),  y(0) = o, R(A) <0. (3.15)

Ein Einschrittverfahren heifit S-stabil, wenn es fiir jedes g und jede Konstante \g < 0

eine Konstante hy > 0 gibt, so daf fiir die numerische Losung {y,} von (3.15) auf dem

Intervall [0, 77 fir alle 0 < h < hg mit [t,,,t, + h] C [0,7] und alle A € C mit R(A) < Ag

gilt:

Ynt1 — 9(tns1)
Yn — 4 (tn)

Das Verfahren heifit stark S-stabil (steif S-stabil), wenn zusétzlich gilt:

<1, falls v, # g(t,) . (3.16)

RN)——00 Y — g(tn)

Die exakte Losung von (3.15) ist y(t) = g(t) + (yo — g(0)) e, der Ausdruck y(t) — g(t)
klingt also fiir ®(A) < 0 ab. Wie bei der A-Stabilitdt ist nun die Aussage der S-Stabilitiit,
dafl auch die numerische Losung dieses Abklingverhalten aufweist. Die Eigenschaft der
S-Stabilitét ist also eine Erweiterung der A-Stabilitét (man setze g = 0):

S-Stabilitit = A-Stabilitét.
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3.3 Runge-Kutta-Verfahren

Die wichtigste Klasse der Einschrittverfahren fiir Differentialgleichungen erster Ordnung
bilden die Runge-Kutta-Verfahren. Zunéchst werden die Begriffe fiir Systeme gewhnlicher
Differentialgleichungen eingefithrt und anschlieBend auf DAE-Systeme verallgemeinert,
bei denen insbesondere steif genaue Verfahren eine wichtige Rolle spielen.

3.3.1 Formulierung fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Am Beispiel eines Anfangswertproblems gewohnlicher Differentialgleichungen,

y(t) = f(t> y(t)) ) y(O) = Yo yeR™, te [Oa T] ) (318)

soll kurz das Konstruktionsprinzip fiir diese Verfahren erlautert werden. Ausgehend von
einem gedachten Punkt (¢,,y(t,)) auf der exakten Losung und einer Schrittweite hy, > 0
wird das Integral im Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf das Intervall
[0, 1] transformiert und ¢ durch die rechte Seite f ersetzt:

tn+hn

Yltn + ha) = ylt) + / G(1) dt = y(t)+ hn / Flto + h, ylt + 7ha)) dr . (3.19)

tn

Die Ndherung des Integrals durch eine Quadraturformel mit Stiitzstellen ¢; und Gewichten
b; fithrt dann zu neuen unbekannten Groen y(t, + ¢;h,). Man kénnte nun in (3.19) A,
durch c;h,, ersetzen und die neuen Integrale wieder durch Quadraturformeln ndhern, was
aber erneut zu unbekannten Groflen fithren wiirde. Deshalb wahlt man fiir die Ndherung
der ,inneren“ Integrale Quadraturformeln mit den gleichen Stiitzstellen ¢;, aber neuen
Gewichten a;;.

Def. 3.6: Das Intervall [0, T] wird mit Schrittweiten h,, = t,1 —t, > 0 in Teilintervalle
[tnytni1] zerlegt: 0 = to < t; < -+ < ty_1 < ty = T. Ein s-stufiges Runge-Kutta-
Verfahren berechnet fiir n = 0,1,2,..., N —1 ausgehend von der Naherungslésung y,, zur
Zeit t,, die Naherungslosung y,,,, zur Zeit ¢, = t,, + h,, wie folgt:

1. Lose das (nichtlineare) Gleichungssystem der Dimension s - m in den GréBen Y,:

Ym’ = f(tn —+ Cihna yn + hn Z ainm—) s 7 = 1, Lo, S (320)

Jj=1

2. Berechne die neue Nédherungslosung:

Yoi1 = Y+ D0V (3.21)

1=1
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Die Grofien Ym sind Naherungen fiir g(t, + ¢;h,) und werden als Stufenableitungen be-
zeichnet (in der Literatur findet man diese auch als Steigungswerte k.;). [

Bemerkung: Alternativ konnen auf den Stufen statt der Stufenableitungen auch die
Stufenlosungen Y,; berechnet werden. Das Verfahren lautet dann:

1. Lose das (nichtlineare) Gleichungssystem der Dimension s - m in den Groflen Y,;:

Yoi =y + o Y i f(ta+ ciha, Yay), i=1...s. (3.22)

=1

2. Berechne die neue Nédherungslosung:

Y1 = Y+ hn Y bif (tn + Citn, Vo). (3.23)

=1

Sind die inneren Gewichte der letzten Stufe verschieden von den #ufleren Gewichten,
as; # b;, so erfordert dieses Vorgehen gegeniiber der obigen Berechnung der Stufenablei-
tungen s zusétzliche Funktionsauswertungen. Dies kann man nur mit zusétzlichem Spei-
cheraufwand vermeiden, indem wihrend der Losung des Gleichungssystems die Grofien
Ynj = f(t, + cjh,, Y,;) abgespeichert werden. O

Def. 3.7: Die Koeflizienten eines Runge-Kutta-Verfahrens werden iiblicherweise im But-
cher-Schema zusammengefafit:

Ci A -+ Qis
A
oder kurz c T (3.24)
b
Cs | Qg1 Agg
by --- b

Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit ...
.. explizit (ERK), wenn A strikte untere Dreiecksmatrix ist: a;; = 0 fiir j > 4,
.. tmplizit (IRK), wenn mindestens ein a;; # 0 fiir j > 1.

Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren heifit ...

... diagonal-implizit (DIRK), wenn A untere Dreiecksmatrix ist: a;; = 0 fiir j > 1,
.. einfach diagonal-implizit (SDIRK), wenn zusétzlich alle a;; gleich sind,

.. einfach implizit (SIRK), wenn alle Eigenwerte von A gleich sind.
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In Klammern sind jeweils gebriuchliche Abkiirzungen der englischen Bezeichnungen an-
gegeben (SDIRK steht z. B. fiir Singly Diagonally Implicit Runge Kutta). [

Die expliziten Verfahren haben den Vorteil, daf alle Stufen nacheinander direkt berech-
net werden konnen, was allerdings mit dem Nachteil einer bedingten Stabilitéat erkauft
wird (vgl. Abschnitt 3.2). Bei impliziten Verfahren sind grundsétzlich Gleichungssysteme
zu losen, wobei im diagonal-impliziten Fall die Stufengrofien entkoppelt berechnet wer-
den konnen (s Gleichungssysteme der Dimension m statt eines Gleichungssystems der
Dimension s - m). Dies ist gerade im Hinblick auf grofie Systeme (z.B. finite Elemen-
te) ein entscheidender Vorteil gegeniiber voll-impliziten Verfahren. Die SDIRK-Verfahren
erlauben zudem bei (schwach) nichtlinearen Systemen die Anwendung des vereinfachten
Newton-Verfahrens, also die Verwendung einer einmal faktorisierten Matrix zum Loésen
aller Stufen-Systeme eines Zeitschritts.

Bei der Wahl der Koeffizienten im Butcher-Schema hat man viele Freiheiten. Zunéchst
wird man versuchen, mittels Taylorentwicklungen eine méglichst hohe Ordnung des Ver-
fahrens zu erreichen, wobei man bei impliziten Verfahren auflerdem an geeigneten Sta-
bilitdtseigenschaften interessiert ist.  Weitere Kriterien sind ein moglichst kleiner Vor-

Name Butcher-Schema Typ s p Stabilitiat
Euler explizit 010 ERK 1 1 -
1
Modif. Euler 00 ERK 2 2 -
171 0
R
2 2
Runge-Kutta 010 ERK 4 4 -
L1l
2 | 2
1 1
210 2 0
110 0 1 0
r 2 2 1
6 6 6 6
Euler implizit 111 IRK 1 1 AL
1
Implizite % % DIRK 1 2 A
Mittelpunktregel 1
Trapezregel 00 IRK 2 2 A
(Crank-Nicholson) i1 (nur 1 implizite Stufe!)
o111
2 2

Tabelle 3.1: Einige gebréduchliche Runge-Kutta-Verfahren (Stufenzahl s, Ordnung p)

faktor vor dem Restglied in der Taylorentwicklung bzw. die Reduktion des numerischen
Aufwands bei der Berechnung der Stufengrofien. Auf die Konstruktion spezieller Verfah-
ren wird hier jedoch nicht weiter eingegangen. In Tabelle 3.1 sind eine Reihe bekannter
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Verfahren jeweils mit Angabe der Stufenzahl s und der Ordnung p sowie der Stabilitétsei-
genschaften angegeben. Die Trapezregel ist dabei vom Rechenaufwand her ein einstufiges
Verfahren, die erste Stufe dient nur der Notation im Butcher-Schema.

Bemerkung: In der Literatur findet man Runge-Kutta-Verfahren hiaufig auch unter
anderem Namen. Beispiele hierfiir sind die ,,0-Methode* sowie die ,,a-Methode* (auch
,verallgemeinerte a-Methode“). Das Butcher-Schema und die Verfahrensvorschrift der
f-Methode lauten

AN

Fiir # = 0 erhélt man das explizite Euler-Verfahren (Ordnung 1), fir 6 = 1 das implizite
Euler-Verfahren (Ordnung 1) und fiir § = 1/2 die implizite Mittelpunktregel (Ordnung
2), vgl. Tabelle 3.1. Aus der Stabilitatsfunktion R(z) = (14 (1 —0)z)/(1 — 0z) liest man
ab, daf§ das Verfahren A-stabil ist fiir § > 1/2 und L-stabil nur fiir 6 = 1.

Die a-Methode ist gegeben durch

0 0

Ill-a « yn+1:yn+hn ((1_a)f(tn7yn)+af(tn+17yn+l)) .
l—a «

Fiir @« = 0 erhélt man wieder das explizite Fuler-Verfahren, fiir a« = 1 das implizite
Euler-Verfahren und fiir « = 1/2 die Trapezregel (Ordnung 2). Die Stabilitatsfunktion
R(z) = 1+ (1 —a)z)/(1 — az) stimmt mit derjenigen der §-Methode iiberein, so daf}
beide Verfahren dieselben Stabilitéitseigenschaften besitzen. O

Die in Abschnitt 3.2.1 angegebenen Stabilitidtseigenschaften kann man bei impliziten

Runge-Kutta-Verfahren direkt an den Koeffizienten des Butcher-Schemas ablesen. Mit

dem Vektor 1 := (1,...,1)T ist die Stabilititsfunktion eines IRK (Hairer & Wanner [64,

IV.3])

det(I — zA + 21b")
det(I — zA) ’

und es gilt R(co) =1 —b" A™' 1. Ein IRK mit nichtsingulirer Koeffizientenmatrix A ist
L-stabil, wenn es A-stabil ist und eine der beiden Bedingungen

R(z) = 1+2b" (I —2A)'1 =

(3.25)

(Z) Cl,sj = bj, jzl,...,s,

3.26
(Z’l) a;; = bl, z'zl,...,s ( )

erfiillt. Bei DIRK-Verfahren mit a;; > 0 ist zudem die S-Stabilitéit dquivalent zur Bedin-
gung |1 —b" A7 1| < 1 (Alexander [5, Theorem 4]).
3.3.2 Formulierung fiir implizite DAE

Bei der Zeitintegration von DAE miissen algebraische Nebenbedingungen erfiillt werden,
so daf sich i.a. nur implizite Verfahren anwenden lassen. Ist allerdings der differentielle
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Anteil der DAE nicht-steif, so besteht die Moglichkeit, die differentiellen Variablen mit
einem expliziten Verfahren zu integrieren und die algebraischen Nebenbedingungen durch
Losen eines Gleichungssystems der Dimension der algebraischen Variablen zu erfiillen
(halb-explizite Runge-Kutta-Verfahren, vgl. Hairer, Lubich & Roche [62, S. 20]). Die im
Rahmen dieser Arbeit behandelten DAE stammen aus FEM-Ortsdiskretisierungen parti-
eller Differentialgleichungen und haben daher stets steife differentielle Anteile, so dafi im
folgenden nur implizite Verfahren betrachtet werden.

Die Verallgemeinerung von Runge-Kutta-Verfahren fiir DAE der Form (3.2) mit konsi-
stenten Anfangswerten gemé#f Definition 3.2 ist nun naheliegend. Statt (3.20) wird mit
den Abkiirzungen

j=1

fiir die Stufenzeiten und Stufenlésungen das nichtlineare Gleichungssystem
F(Tyi, Yo, Vi) =0, i=1,...,s (3.28)

der Dimension s - m nach den Stufenableitungen Y, gelost. Die Berechnung der neuen
Néherungslosung geméB (3.21) sichert dann allerdings nicht unbedingt die Einhaltung der
algebraischen Nebenbedingungen. Bei den projizierten Runge-Kutta-Verfahren (Hairer &
Wanner [64]) wird dies durch Losen eines zusétzlichen nichtlinearen Systems erzwungen.
Man ist jedoch daran interessiert, den Zusatzaufwand zu vermeiden, und beriicksichtigt
diese Forderung daher schon bei der Konstruktion. Von Prothero & Robinson [96] wurde
der folgende Begriff in bezug auf steife Differentialgleichungen eingefiihrt.

Def. 3.8: Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit steif genau, wenn
asi:bi, izl,...,S (329)

fiir die Koeffizienten im Butcher-Schema gilt. [

Im Zusammenhang mit DAE bedeutet dies, dafl die neue Naherungslosung zum Zeitpunkt
tnt1 gleich der Stufenldsung auf der letzten Stufe ist, y, ., = Y, so dafl stets die alge-
braischen Nebenbedingungen eingehalten werden. Ein steif genaues A-stabiles IRK mit
nicht-singulirer Koeffizientenmatrix A ist wegen (3.26) auch L-stabil. Aulerdem gewéhr-
leisten steif genaue Verfahren bei Index-1-Systemen, dafi die bei gewohnlichen Differen-
tialgleichungen erzielte Verfahrensordnung sowohl fiir die differentiellen als auch fiir die
algebraischen Variablen erhalten bleibt?,

3.3.3 Kriterien zur Auswahl der Verfahrensklasse

Die Auswahl von geeigneten Zeitintegrationsverfahren fiir die in der vorliegenden Arbeit
auftretenden DAE-Systeme kann damit zusammenfassend wie folgt motiviert werden:

3Das Phénomen der Ordnungsreduktion bei steifen Differentialgleichungen wurde erstmals von Prothe-
ro & Robinson [96] beschrieben und fiihrte zur Entwicklung der S-Stabilitéit sowie steif genauer Verfahren.
Die Verfahrensordnung von IRK bei Anwendung auf DAE mit htherem Index wurde ausfiihrlich von Hai-
rer, Lubich & Roche [62] untersucht.
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Ortsadaptivitat, Plastizitdt ~ Einschrittverfahren

Flexibilitat, effiziente Schrittweitensteuerung (s.u.) ~ Runge-Kutta-Verfahren

Behandlung von DAE ~» steif genaue Verfahren

Grofle DAE-Systeme mit Index 1 ~» DIRK
e Steifheit aus FEM und DAE ~» A-, L- und evtl. S-stabile Verfahren
e Vereinfachtes Newton-Verfahren ~» SDIRK

Es werden daher im folgenden nur noch diagonal-implizite Verfahren (DIRK und SDIRK)
behandelt.

3.3.4 Diagonal-implizite Runge-Kutta-Verfahren (DIRK)

Zur Reduktion der Rundungsfehler bei der Losung der nichtlinearen Systeme werden als
Unbekannte statt der Stufenlosungen die Stufeninkremente AY,; := Y,; —y,, verwendet
(Hairer & Wanner [64, T1V.8]). Bei den im folgenden betrachteten diagonal-impliziten
Verfahren lauft die Summe in (3.27) jeweils nur bis zur aktuellen Stufe 7, so daf man die
Stufenableitung Y,,; als Funktion des Stufeninkrements AY,,; darstellen kann:

i1

Y. = y,+h, Z ainnj - Ym = han {Ym —Yp—hn Z ainnj} . (3.30)
— n Wiz i1
J ———— ;/_/

AY,, Y.

Die akkumulierte Stufenableitung Y,; ist dabei nur von schon berechneten Gréflen auf
vorhergehenden Stufen abhéngig und stellt fiir die aktuelle Stufe i eine konstante Grofie
dar. Damit lautet das nichtlineare Gleichungssystem zur Bestimmung des Inkrements
AY,; auf der Stufe i mit der in (3.27) eingefiihrten Stufenzeit T,; = t,, + ¢;hy:

1 _
R, (AY,,;) = F(Tn Yo+ AV ——[AY - Ym-]> —0. (3.31)

Insgesamt fithrt dies auf den in Kasten (3.33) angegebenen Algorithmus zur Berechnung
eines Zeitschritts. Bei Verwendung des Newton-Verfahrens zur Losung von Schritt 1b in
Kasten (3.33) benotigt man die Ableitung der nichtlinearen Vektorfunktion R,,; nach den
Stufeninkrementen AY,,; (Jacobi-Matrix). Diese hat die Form
dR,;  OF 1 OF
dAYm N 0y hn Q4 0@ > ’

wobei z = (T, Yo, Ym) die aktuellen Argumente von F' in (3.31) bezeichnet.

Jui =

(3.32)

z

Bemerkung: Bei einem rein elastischen Problem mit FEM-Ortsdiskretisierung ent-
spricht die partielle Ableitung nach ¢ der Massen- oder Systemmatrix und die partielle
Ableitung nach y der Steifigkeitsmatrix. O
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Zeitschritt-Algorithmus eines steif genauen DIRK fiir DAE

Gegeben: Koeffizienten ¢;, a,5, b; eines steif genauen DIRK,
Néaherungslosung y,, zum Zeitpunkt t,,, Schrittweite h,,.

Gesucht:  Niaherungslésung y,,,; zum Zeitpunkt ¢,,.

Schritt 1: Fire=1,...,s
i—1

(a) setze Tnii=ty+chy und Y= hy Y ayY,;, (3.33)
j=1
(b) lése R,;(AY,;) =0 nach AY,; mit R,; gemaf (3.31),
. 1 _
(c) setze W an'[ ]

Schritt 2:  Setze wy,,., =Y, und ¢, =T,.

3.3.5 Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme

Der Rechenaufwand des in Kasten (3.33) angegebenen Algorithmus besteht im wesentli-
chen in der Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme in Schritt 1b. In diesem Abschnitt
wird daher ein effizientes Losungsverfahren angegeben, das die Struktur der DAE-Systeme
ausnutzt, die bei der FE-Ortsdiskretisierung von Plastizitdtsproblemen entstehen. Grund-
lage der folgenden Uberlegungen ist das DAE-Anfangswertproblem

oo | gltiususg) | _
Flopd) = | G000 | =00 w0 = w1200 @)

bei dem g die globalen Gleichungen aus der FE-Ortsdiskretisierung der schwachen Formu-
lierung der Bilanzgleichungen und [ die lokalen plastischen Entwicklungsgleichungen an
den Integrationspunkten représentiert. Im Fall des ortsdiskreten quasi-statischen Modells
erhilt man direkt ein System dieser Struktur (vgl. Gleichung (2.57)). Zur Behandlung des
dynamischen Modells (2.61) mit DIRK-Verfahren erfolgt zunéchst eine Transformation
auf ein System erster Ordnung in der Zeit, indem gemé$ (2.63) die Geschwindigkeiten an
den Knoten als neue Variablen eingefiihrt werden.

Das nichtlineare Gleichungssystem (3.31) lautet im Fall des DAE-Systems (3.34):

G(U; Q) 9T vt U 0ulU =T q,4Q) | [0 ]

L(Q; U) l(Tm, g, +Q, anlQ—Q,l; u,+ U) 0

wobei die Abkiirzungen U := AU,;, Q := AQ,, und «,; = 1/(h,a;;) eingefiihrt und die
Indizes n und ¢ bei G und L zur Vereinfachung der Notation fortgelassen wurden. Die
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Jacobi-Matrix von (3.35) ergibt sich zu’:

oG oG] | 99 ., 99 g 1
U | 9Q ou " “Mou | 9q
Joi = | - R, = | R RRREEEEEELEEES . (3.36)
oL . oL o . a o
U | 9Q D ag "o

Die linke obere Blockmatrix ist eine schwach besetzte FE-Matrix, bestehend aus der ver-
allgemeinerten Steifigkeitsmatrix K = dg/0u und der verallgemeinerten Massenmatrix
M = 0g/0u. Sie ist das Ergebnis der Linearisierung der zeitdiskreten FE-Knotenglei-
chungen (vgl. (2.53), (2.66)). Die rechte untere Blockmatrix besteht aus kleinen Diago-
nalblocken, wobei jeder Block die plastischen Entwicklungsgleichungen eines Integrations-
punkts représentiert (vgl. (2.51), (2.55)).

Diese Uberlegungen zeigen, dafl eine direkte Losung des linearen Systems mit der Matrix
(3.36) aus numerischer Sicht nicht vertretbar ist, da die schwach besetzte Struktur kom-
plett zerstort wiirde. Es wird also ein geeignetes Block-Losungsverfahren bendétigt, bei
dem einerseits die schwach besetzte Strutur der FE-Matrix erhalten bleibt, und das an-
dererseits die entkoppelte Losung der Gleichungen an den einzelnen Integrationspunkten
erlaubt.

Beim Newton-Block- GauB-Seidel-Verfahren (NBGS) wird eine Block-GauB-Seidel-Itera-
tion fiir das lineare System mit der Matrix (3.36) und der rechten Seite (3.35) in eine
tibergeordnete Newton-Iteration zur Losung von (3.35) eingebettet, siche Wittekind [124],
Fritzen [57]. Umgekehrt wird beim ebenfalls dort diskutierten Block-GauB-Seidel-Newton-
Verfahren (BGSN) zunéchst eine nichtlineare Block-Gaufi-Seidel-Iteration auf das System
(3.35) angewandt, wobei die nichtlinearen Block-Gleichungssysteme G(U; Q) bei festem
Q und L(Q;U) bei festem U mit dem Newton-Verfahren gelost werden. In der Linea-
risierung werden also nur die Diagonalblocke von (3.36) benutzt. Beide Verfahren kon-
vergieren, wenn die Schrittweite h,, ,geniigend klein“ gew#hlt wird (Fritzen [57]). Diese
Schrittweitenbeschrankung kann jedoch in der Praxis in Bereichen mit starken Nichtlinea-
ritdten, z. B. bei plastischen Lokalisierungsproblemen, den Vorteil der A-stabilen diagonal-
impliziten Verfahren vollstéandig zunichte machen, bei denen die Moglichkeit der Verwen-
dung ,,grofler* Zeitschritte ein wesentlicher Effizienzaspekt ist.

Eine andere Moglichkeit besteht in der Verallgemeinerung des BGSN-Verfahrens, bei der
man bei der Linearisierung der globalen G-Gleichungen die Abhéngigkeit von den lokalen
L-Gleichungen beriicksichtigt (Ehlers & Ellsiepen [49], Diebels, Ellsiepen & Ehlers [42]).
Im Fall des impliziten Euler-Verfahrens bei Problemen der Elastoplastizitdt ist dieser
Ansatz als algorithmisch konsistente Linearisierung bekannt (Simo & Taylor [107]). Die
Methode kann auch als zwei-stufiges Newton-Verfahren interpretiert werden (Hartmann
[65]). Ein Schritt der Iteration besteht aus den folgenden Teilschritten, wobei aus Griinden
der Ubersichtlichkeit kein Iterationsindex notiert wird:

4Im Gegensatz zur sonst verwendeten Notation L(Q;U), die ausdriickt, daf die Primiirvariablen U
fiir die lokalen Gleichungen im Rahmen des zweistufigen Newton-Verfahrens als Parameter zu verstehen
sind, wurden zur Darstellung der Jacobi-Matrix die Variablen der Funktion L vertauscht, so dafl die erste
Spalte die Ableitungen nach U und die zweite Spalte die Ableitungen nach @ enthélt.
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1. Lose die lokalen Integrationspunkt-Gleichungen L(Q; U) nach Q bei festgehaltenen
globalen Variablen U,

2. berechne die Jacobi-Matrix des globalen Systems G(U; Q(U)),
3. lose das globale schwach besetzte FE-Gleichungssystem nach AU und

4. aktualisiere die globalen Variablen U.

Im ersten Teilschritt der Iteration werden die lokalen Gleichungen an den Integrations-
punkten bei gegebenem, festem U aus dem letzten Iterationsschritt mit dem Newton-
Verfahren nach @ gelost:

LQU)=0 — Q=Q(U). (3.37)

Aufgrund der Block-Diagonalstruktur von I und damit von L kann dies entkoppelt je Inte-
grationspunkt geschehen. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist Q lokal eine Funk-
tion von U, sofern (3.37) exakt gelést wird®. Dann ist das Differential von L(Q(U);U)
nach U ebenfalls Null, und man erhélt als Ergebnis das Differential der impliziten Funk-
tion Q(U):

—1
dL 0L dQ L Q@ _ _[aL} OL (3.38)

= too =0 T @ 20| U

dU ~ 0QdU " oU
Dies kann ebenfalls lokal je Integrationspunkt durch Losung kleiner linearer System von
der Grofie der Anzahl interner Variablen berechnet werden (im Fall des viskoplastischen
Zweiphasenmodells sind dies 5 x 5-Systeme, vgl. (2.51)).

Der zweite Teilschritt besteht in der Berechnung des totalen Differentials der globalen
Gleichung G(U; Q(U)) nach U, d.h. der algorithmisch konsistenten Linearisierung:

-1
dG 0G 0GdQ B oG 0G [8L] OL (3.39)

Je=Gm = aw " 90~ 9q 90| U

dU  oU 0QdU  oU 0Q
Dabei représentiert der erste Term im wesentlichen die Steifigkeitsmatrix aus der Lineari-
sierung des elastischen Materialgesetzes. Bei den hier betrachteten Mehrphasenmodellen
enthélt dieser Term zusétzlich die Linearisierung der anderen diskreten Bilanzgleichun-
gen, etwa der Volumenbilanz beim quasi-statischen Zweiphasenmodell. Der zweite Term
ist nur im plastischen Bereich ,,aktiv¢ und beriicksichtigt die Nichtlinearitét, die aus dem
plastischen Modell nach Zeit- und Ortsdiskretisierung resultiert.

Im dritten Teilschritt der Iteration wird das schwach besetzte lineare System

Je AU = G(U; Q(U)) (3.40)

5Im Rahmen eines numerischen Verfahrens ist dies natiirlich nicht méglich. Es wird hier jedoch davon
ausgegangen, dafl die lokalen Gleichungen mit ausreichender Genauigkeit gelost werden, so dafl diese
Annahme gerechtfertigt ist. Fiir eine Fehlerbetrachtung bei zwei-stufigen Newton-Prozessen sei z. B. auf
Rabbat et al. [97] verwiesen.
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nach dem globalen Newton-Inkrement AU gelst. Schliellich wird der globale Losungs-
vektor aktualisiert:

U—U-AU. (3.41)

Diese Losungsstrategie erlaubt auch in Bereichen mit starken Nichtlinearitdten die Ver-
wendung relativ grofler Schrittweiten und hat sich in der Praxis gut bewéhrt. Anschaulich
ist dies darauf zuriickzufiihren, dal durch die Beriicksichtigung der lokalen Systeme bei
der Linearisierung des globalen Systems die im Modell enthaltenen Nichtlinearitdten auf-
grund plastischer Deformationen besser erfafit werden als dies beim NBGS- oder BGSN-
Verfahren der Fall ist.

Fiir ein besseres Verstéindnis des Verfahrens und Hinweise zur geeigneten Wahl von ent-
haltenen relativen und absoluten Toleranzen wére eine detaillierte mathematische Un-
tersuchung solcher mehrstufiger Newton-Verfahren unter Beriicksichtigung der speziellen
Struktur der hier betrachteten Plastizitdtsprobleme sehr hilfreich. Da das Verfahren je-
doch im Rahmen dieser Arbeit nur einen von vielen Teilaspekten zur Losung des Gesamt-
problems der numerischen Simulation von Mehrphasenproblemen darstellt, mufl an dieser
Stelle auf die Beantwortung derartiger Fragestellungen verzichtet werden.

3.4 Fehlerschitzung und Schrittweitensteuerung

Zur effizienten Steuerung der Schrittweite wird eine Schétzung des lokalen Fehlers beno-
tigt. Zunédchst werden dazu einige Begriffe eingefiihrt, vgl. etwa Hairer, Norsett & Wan-
ner [63], Strehmel & Weiner [110], Térnig & Spellucci [115]. Fiir alle Funktionen wird
geniigende Glattheit (Differenzierbarkeit) vorausgesetzt.

Def. 3.9: Gegeben sei ein Anfangswertproblem (3.18) gewohnlicher Differentialgleichun-
gen. Das Differentialgleichungssystem heifit dissipativ bzgl. einer Norm || - ||, wenn fiir je
zwei Losungen y(t) und z(t) zu verschiedenen Anfangswerten y, und zq gilt:

ly(t2) — z(2)]| < ly(t1) — z(t) |l fiir tg <ty <1y <o00. (3.42)

Diese Eigenschaft wird auch als Kontraktivitit bezeichnet und bedeutet, dafl sich Lésun-
gen zu verschiedenen Anfangswerten mit der Zeit annéhern. [

Bemerkung: Bei den hier betrachteten Problemen aus der Plastizitatstheorie poroser
Medien kann davon ausgegangen werden, dafl die zugehorigen semidiskreten Anfangswert-
probleme dissipativ sind. Dies kann damit begriindet werden, dafl zum einen das Vorhan-
densein eines Porenfluids zu einem diffusiven Charakter der beschreibenden Gleichungen
fithrt, und dal zum anderen mit den plastischen Deformationen eine interne Dissipation
verbunden ist (plastische Leistung). O

Def. 3.10: Jedes FEinschrittverfahren (ESV) zur Losung von (3.18) kann in der Form

Y1 =Y T @0, Yns b)), hpn=thn—t,, n=0,...,N, to=0, txn =T (3.43)
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geschrieben werden. Darin bezeichnet ® die Verfahrensfunktion (Inkrementfunktion). Die
Schreibweise ist nur formal explizit, im Falle impliziter Verfahren beinhaltet die Verfah-
rensfunktion die Losung der auftretenden (nichtlinearen) Gleichungssysteme.

Ausgehend von einem Punkt (¢,y(t)) auf der exakten Losung werde mit (3.43) zur Zeit
t + h eine Naherungslésung vy, berechnet:

Yn =y(t) +h@(t, y(t); h). (3.44)
Die Grofle
S(t+h)=y(t+h) —y, (3.45)

wird als lokaler Diskretisierungsfehler bezeichnet. Da & sowohl von der exakten Losung y
als auch von der Schrittweite h abhéngt, schreibt man auch §(t + h, y; h).

Das ESV (3.43) heifit konsistent mit dem Anfangswertproblem (3.18), wenn gilt:
lim max || £(ty(t)) — ®(t, y(t); h)| = 0. (3.46)

h—0t€[0,T]

Dies ist gleichwertig mit ®(¢,y(¢);0) = f(¢,y(t)) fur alle t € [0, T].
Das ESV besitzt die Konsistenzordnung p, wenn gilt:

max 16(t + Rh)|| < CRPT fiir alle h € (0, Ay , (3.47)
tel0,
mit einer von h unabhéngigen Konstante C'. [

Die Konsistenzordnung p eines Verfahrens ist also ein Mafl dafiir, wie gut die Verfahrens-
funktion @ lokal die Differentialgleichung y(t) = f(¢,y(t)) approximiert. Gemafl (3.45)

gilt ndmlich

t+h)—y(t 1
Bt y(t): ) = YT f)L ylt) S8+ ). (3.48)
Fiir h — 0 strebt der Differenzenquotient in (3.48) gegen die Ableitung ¢(t) (rechte Seite

f(t,y(t))), und fir den lokalen Abschneidefehler

(t) = %5@ LR baw. T(hyih) = %é(t +hyh) (3.49)

gilt wegen (3.47): ||7(t,y; h)|| = O(hP).

Natiirlich muf jedes sinnvolle numerische Verfahren konvergent sein. Dies besagt, dafl der
globale Diskretisierungsfehler en(t) := y(t) —yy(t) zu einem (festen) Zeitpunkt ¢ nach N
gerechneten Schritten fiir N — oo (und damit gleichzeitig hp.x — 0) verschwinden muf.
Man kann zeigen, dafl bereits jedes konsistente und stabile ESV auch konvergent ist und
dal die Konvergenzordnung dann mit der Konsistenzordnung iibereinstimmt.

Betrachtet man nur dissipative Probleme, bei denen zuriickliegende Fehler mit der Zeit
geddmpft werden, so geniigt es zudem, den lokalen Fehler zu kontrollieren, um den globa-
len Fehler beschriankt zu halten. Fiir viele ESV, insbesondere fiir Runge-Kutta-Verfahren,
kann man aufgrund der Konsistenz fiir den lokalen Diskretisierungsfehler d eine Darstel-
lung der Form

O(t+ h,y;h) = p(t,y(t)) WP + O(hP+?) (3.50)
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herleiten, wobei 1 (¢, y(t)) eine Linearkombination der elementaren Differentiale (p+1)-ter
Ordnung im Punkt (¢,y(¢)) ist, also insbesondere nicht von der Schrittweite h abhingt.
Der Fehler teilt sich also auf in den Hauptteil v(t, y(t)) k™ und in Terme hherer Ord-
nung O(hPT2). Das Ziel ist es nun, den Hauptteil des lokalen Fehlers verlifilich zu schiitzen
und aufgrund dieser Schiatzung die Schrittweite entsprechend zu steuern. In den folgenden
beiden Abschnitten werden dazu zwei géngige Methoden vorgestellt.

1. Bei der Richardson-Extrapolation werden mit ein und demselben Verfahren zwei
Losungen mit verschiedenen Schrittweiten berechnet.

2. Bei eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren werden die Koeffizienten so gewéahlt, dafl
man nahezu ohne Zusatzaufwand zwei Losungen verschiedener Ordnung erhélt.

3.4.1 Richardson-Extrapolation
Ausgehend von der Darstellung (3.50) fiir den lokalen Fehler geht man wie folgt vor:

1. Man berechnet zwei (kleine) Schritte mit der Schrittweite h/2 und bezeichnet die
Losungen mit y;, o und Yoy, /-

2. Man berechnet einen (groBen) Schritt mit der Schrittweite h und bezeichnet die
Losung mit y,,.

Der Fehler d,y;,/2 nach dem zweiten der beiden kleinen Schritte setzt sich additiv aus dem
mit dem Faktor (1 4+ O(h)) ,transportierten* Fehler 5/, des ersten Schritts sowie dem
Fehler des zweiten Schritts zusammen:

p+1
Oosns2 = (1+O(h)) Sz + P (t+ h/2,yy0) (5) +O(RM?).

Mit Hilfe der Beziehung (¢ +h/2,y),5) = (1+ O(h)) 9 (t,y(t)) erhilt man nach einigen
Umformungen fiir den Fehler nach zwei Schritten mit der Schrittweite h/2:

1
Ooxnyz = Yt +h) — Yoy o = > P(t,y(t)) T+ O(hP?). (3.51)

Andererseits gilt geméf (3.50) fiir den Fehler nach einem Schritt mit der Schrittweite h:
Sn=y(t+h) =y =Pt y(t) W+ O(R"™). (3.52)

Aus (3.51) und (3.52) kann man die Fehlerfunktion (¢, y(t)) durch Multiplikation von
(3.51) mit 27 und Subtraktion von (3.52) eliminieren:

Yoxns2 — Yn

p+2
S O(?).

Yt +h) = Yoo =

Man erhilt also mittels
Yoxn/2 — Yn

3.53
o 1 (3.53)

Yn = Yoxn2 +
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eine verbesserte Ndherungslosung der Konsistenzordnung p + 1. Dieser Vorgang wird als
Richardson-FEztrapolation bezeichnet. Andererseits kann man auch durch Subtraktion von
(3.52) und (3.51) nach Weglassen der Terme O(hP*?) hoherer Ordnung in erster Niherung
den Hauptteil des lokalen Fehlers schétzen:

op
2r —1

Y(t,y(t)) W ~ (Yoxnso = Yn) = Un — Yn - (3.54)

Bemerkung: Man beachte, dafl dies eine lokale Fehlerschitzung fiir den Fehler in der
numerischen Losung y,, bei Rechnung mit der Schrittweite h ist, so daf§i man streng ge-
nommen mit y, als neuer Naherungslosung weiter rechnen muf. In der Praxis verwendet
man jedoch iiblicherweise die ,,genauere* Losung® ¢, als neue Niherungslsung, obwohl
(3.54) dafiir keine Fehlerschitzung darstellt.

Die obige Herleitung geht wegen der Ubersichtlichkeit der Darstellung jeweils von einem
Punkt (t,y(t)) auf der exakten Losung aus. Wiahrend der numerischen Rechnung steht
dieser natiirlich nicht zur Verfiigung, so daff man statt dessen ausgehend von einem Punkt
(tn,y,,) auf der numerischen Losung das Anfangswertproblem

betrachtet, bei dem die numerische Losung des letzten Zeitschritts als Anfangswert zum
Zeitpunkt t, vorgegeben wird. In den obigen Formeln mufl man also die exakte Losung
y durch die Losung y;,; von (3.55) ausgehend von (t,,y,,) und die Niherungen y;, ¥y, 2,
Yoxny2 und Y, durch die Néherungen y,,. 1, Y, 1172, Ynioxie und g, ersetzen. O

3.4.2 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Zunachst wird das Prinzip der Fehlerschitzung anhand von zwei beliebigen Verfahren
verschiedener Ordnung erliutert. Es seien also ® und @ die Inkrementfunktionen (vgl.
Definition 3.10) von zwei Runge-Kutta-Verfahren der Ordnungen p und p # p (normaler-
weise ist p = p — 1 oder p = p + 1) sowie y, und g, die zugehorigen Niherungslosungen
ausgehend von einem Punkt (¢, y(t)) auf der exakten Losung:

Y, = y(t)+h®{y(t)h),
Y = yt)+he(t,y(t)h).

Geméf (3.45) und (3.50) gilt fiir die zugehorigen Fehler
6(t+h) = ylt+h) -y, = Wt y(t) + O,

~

S(t+h) = ylt+h) =g, = Wt y(t) + OW*?),

so dafl man als Differenz dieser beiden Gleichungen erhélt:

§(t+h) =8t +h) =g, —yp =" P(ty(t) + O(W*?) - [hzm P(t, y(t) + O(h"*?)] .

6Wenn das betrachtete Anfangswertproblem nicht geniigend glatt ist (etwa bei Knicken in der rechten
Seite wie im Fall von Plastizitiit), kann ¢, durchaus eine schlechtere Niherung sein als y,.
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Gilt nun o.B.d. A. p > p (ansonsten vertausche man die Rollen von p und p), dann ist
der Term in eckigen Klammern von der Ordnung h?*2, so daB insgesamt gilt:

W ap(t,y(t) = gy, — v, + O(WFF?). (3.56)

Die Differenz der beiden Losungen verschiedener Ordnung ist also in erster Nédherung
(Weglassen der Terme hoherer Ordnung) eine Schéitzung des Hauptteils des lokalen Dis-
kretisierungsfehlers fiir das Verfahren niedrigerer Ordnung.

Bemerkung: Wieder wurde der Ubersichtlichkeit halber von einem Punkt (¢,y(t)) auf
der exakten Losung ausgegangen. Wie bereits in der Bemerkung am Ende des letzten
Abschnitts erwihnt, sind eigentlich alle Formeln beziiglich des veréinderten Anfangswert-
problems (3.55) mit Anfangswert auf der numerischen Losung zu betrachten. O

Bisher wurde davon ausgegangen, dafl zwei Verfahren verschiedener Ordnung zur Verfii-
gung stehen. In der Praxis ist man nun daran interessiert, die fiir die Fehlerschétzung
benotigten Losungen verschiedener Ordnung mit moglichst geringem Aufwand zu bestim-
men. Dieser Ansatz fithrte zur Konstruktion von eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren,
bei denen neben der Ndherungslosung vy, ; der Ordnung p mittels zusétzlicher duflerer
Gewichte b; eine N dherungslosung ¥, ., der Ordnung p berechnet wird. Die ersten ein-
gebetteten (expliziten) Verfahren wurden Ende der fiinfziger und Anfang der sechziger
Jahre entwickelt, wobei p > p gewéhlt wurde, da die Fehlerschiatzung gemif (3.56) das
Ziel war.

Von Dormand & Prince [43] stammt die Idee, umgekehrt vorzugehen, d.h. ein Verfahren
niedrigerer Ordnung p < p einzubetten. Da die Formel (3.56) eine Schétzung fiir den
Fehler des Verfahrens niedrigerer Ordnung ist, verliert man bei diesem Vorgehen zwar
den Vorteil einer echten Fehlerabschétzung fiir das Verfahren der Ordnung p, kann aber
durch geeignete Wahl der Koeffizienten eine wesentlich hohere Effizienz erreichen. Hairer,
Norsett & Wanner [63, I1.4] haben numerisch verschiedene eingebettete explizite Verfahren
verglichen, was die hervorragende Effizienz der Formeln von Dormand und Prince zeigt.

Def. 3.11: Das Butcher-Schema eines eingebetteten diagonal-impliziten Runge-Kutta-
Verfahrens, abgekiirzt durch ,DIRK p(p)“, lautet:

€1 | a1l
cl A
Col Gep -+ G oder kurz b’ . (3.57)
AT
by bs
by b,
Nach Losung der s nichtlinearen Systeme in den Y, stehen zwei Néherungslosungen
i=1 =1

der Ordnungen p und p # p zur Verfiigung. Gleichzeitig erhélt man mittels

Opi1 ~ Y1 — Ynt1 = I Z(i)z - bZ)Ym (3.59)
=1
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eine Fehlerschitzung fiir das Verfahren niedrigerer Ordnung. [

In Tabelle 3.2 sind einige eingebettete diagonal-implizite Runge-Kutta-Verfahren auf-
gefiihrt. Da sowohl die implizite Mittelpunktregel als auch die Trapezregel einstufige
Verfahren mit optimaler Ordnung p = 2 sind, gelingt es nicht, ohne Zusatzaufwand ein
Verfahren zur Fehlerschiatzung einzubetten. In beiden Féllen kann man aber formal ein
eingebettetes Verfahren erhalten, indem man das implizite Euler-Verfahren (Ordnung
p = 1) zur Fehlerschétzung verwendet.

Von Cash [30] wurde ein eingebettetes SDIRK 3(2) angegeben, das auf dem 3-stufigen
SDIRK-Verfahren optimaler Ordnung p = 3 von Alexander [5] beruht. Darauf aufbauend
hat Fritzen [57] ein SDIRK 3(2) Verfahren mit 4 impliziten Stufen konstruiert, bei dem
auch das eingebettete Verfahren steif genau ist.

Name Butcher-Schema s p p Stabilitat
Implizite Mittelpunktregel 1 1 2 21 A
(Implizites Euler-Verfahren) : 0 :
T
1 0
Trapezregel 0 0 2 21 A
(Implizites Euler-Verfahren) 1 0 1
Lls 0 5
: 0 3
0 1 0
Cash [30], Alexander [5] v | v 3 3 2 ALS
S o e e
8= 1(692 — 207 +5) 1 |a 8 4
a=1-0-v a p oy
v = 0,4358... ist Nullstelle von 62° — 1822 + 92 — 1 = 0 im Intervall [}, 5]
Fritzen [57] 0 0 4 3 2 ALS
vy [ 0 gl
a, 3,7 wie oben HTV 0 1;7 v
8= =1 1 a B 0 ~
a=1-0—7vy 1 0 a B 0 v
0 a S 0 v
a B 0 40

Tabelle 3.2: Einige eingebettete Runge-Kutta-Verfahren (Stufenzahl s, Ordnungen p und p)
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3.4.3 Fehlerschitzung bei DAE-Systemen

Die obigen Fehlerschitzungen gehen jeweils von einem System gewdhnlicher Differential-
gleichungen aus. Bei der Behandlung von differential-algebraischen Systemen ist es daher
fraglich, ob die Ordnungs- und Fehleraussagen ihre Giiltigkeit behalten.

Es stellt sich heraus, daf} fiir DAE-Systeme vom Index 1 die meisten Ergebnisse un-
verdndert iibernommen werden kénnen (Hairer & Wanner [64, VI.1]). Fiir DAE-Systeme
mit hoherem Index ist dies nicht der Fall; dazu wurden in bezug auf Runge-Kutta-Ver-
fahren von Hairer, Lubich & Roche [62] umfangreiche theoretische Untersuchungen ange-
stellt. Die Hauptschwierigkeit ist, wie bereits erwiahnt, die Reduktion der Ordnung in den
algebraischen Variablen.

Fiir die in der vorliegenden Arbeit behandelten DAE-Systeme vom Index 1 kann man
zusammenfassen:

e Die Konsistenzordnung p bleibt fiir die differentiellen Komponenten der Losung
erhalten.

e Die Verwendung von steif genauen Verfahren sichert die Konsistenzordnung p auch
fiir die algebraischen Komponenten der Losung.

e Bei L-stabilen Verfahren (R(co) = 0) ist die Ordnung r in den algebraischen Varia-
blen r = min(p, ¢ + 1), wobei ¢ die grofite natiirliche Zahl ist, so daff mit

k
G

C(q) : Zaijcf_lzg, i=1,...,8, k=1,...,q
j=1

die Bedingungen C/(q) erfiillt sind (Stufenordnung q).

Will man also auch fiir die eingebettete Fehlerschiatzung die Ordnung p erhalten, so sollte
auch das eingebettete Verfahren steif genau oder zumindest L-stabil sein und zusétz-
lich die Bedingung C'(p — 1) erfiillen. Ansonsten kann sich die Ordnung des Verfahrens
entsprechend reduzieren, was die Qualitéit der Fehlerschidtzung beeintrichtigen bzw. die
Fehlerschatzung unbrauchbar machen kann.

3.4.4 Schrittweitensteuerung

Ausgehend von einer Schatzung des Hauptteils des lokalen Diskretisierungsfehlers mittels
Richardson-Extrapolation (Gleichung (3.54) in Abschnitt 3.4.1) bzw. eingebetteter Ver-
fahren (Gleichung (3.59) in Abschnitt 3.4.2) soll die Schrittweite nun so gesteuert werden,
dal der lokale Fehler eine vorzugebende Toleranz nicht iiberschreitet. Dieses Vorgehen
hélt auch den globalen Fehler beschrénkt, wenn das Problem geméf (3.42) dissipativ ist.

Da die Fehlerschéitzungen (3.54) und (3.59) vektorielle Grofien sind, mufl man zunéchst
eine geeignete Norm einfiihren, die ein skalares Mafl fiir den Fehler liefert. Ubliche Vor-
gehensweisen sind die komponentenweise Betrachtung von absoluten oder/und relativen
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Schrittweitensteuerung

Gegeben: Koeffizienten eines IRK, Toleranzen €, und €,,
Néherungslosung y,, zum Zeitpunkt %,
Vorschlagsschrittweite Apey,
erlaubter Schrittweitenbereich [Amin, Pmax)s
erlaubter Anderungsbereich [fac,;, < 1, fac
Sicherheitsfaktor fac < 1.

min max > 1]7

safety

Gesucht:  Schrittweite h,, und Néherungslosung y,,,; zum Zeitpunkt
tni1 =ty + hy, so daf die gegebenen Toleranzen erfiillt sind.

Schritt 1:  Setze die Schrittweite: h,, := min {hpax, max {Amin, Anew}} -

Schritt 2: Berechne mit der Schrittweite h,, zwei Losungen y,,,, und 4, .,
der Ordnungen p und p < p (Richardson-Extrapolation oder
eingebettetes Verfahren, vgl. Kasten (3.33)).

Schritt 3:  Berechne ein gewichtetes Fehlermaf errtol (,,Fehler / Toleranz®)
gemif (3.61).

Schritt 4: Berechne den Schrittweiten-Anderungsfaktor

(3.60)

fac := min {facmax, max {facmin, JaCeugery - errtol =Y/ ®+Y) }}

und setze die neue Vorschlagsschrittweite hyew := fac - hy,.
Schritt 5:  Wenn errtol < 1 ist, dann akzeptiere den Zeitschritt (Ende).
Ansonsten verwerfe den Zeitschritt und priife, ob h, > A
ist. Wenn ja, dann gehe zu Schritt 1 (wiederhole den Zeitschritt
mit kleinerer Schrittweite), ansonsten brich das Verfahren ab
(Toleranz kann mit Schrittweite hpi, nicht erreicht werden).

Fehlern sowie die Verwendung von toleranz-gewichteten Normen. Letzteres fiihrt auf ge-
wichtete Fehlermafle und soll nun genauer erldutert werden.

Man gibt absolute und relative Toleranzen ¢, und €, vor und definiert gewichtete Fehler-
mafe basierend auf der Euklidschen Norm (diskrete 2-Norm) oder der Maximum-Norm
(diskrete Unendlich-Norm):

1 i fgkﬂ - yk+1 ’
errtoly = ||Upi1 — Ynyillow = — { - k - } ’
m = e - |yi] + € (3.61)
K k
N Yn+1 = Yn+1
rrtol = — co,w — MaAX | ———
€ ||yn+1 yn—i—l“ , 1§k§}§n € |yﬁ| + €

Die Fehlermafle gewichten den Fehler also komponentenweise mit den gegebenen Tole-
ranzen, so daf fiir errtol < 1 der Fehler (zumindest im Mittel) kleiner als die geforderte
Toleranz ist. Welches der beiden Fehlermafle besser geeignet ist, mufl problemabhéngig
entschieden werden, wobei auch Mischformen moglich sind.



88 Kapitel 3: Adaptive Zeitintegration

Bemerkung: In der Praxis werden haufig komponentenweise verschiedene absolute To-
leranzen ¢, ; statt einer gemeinsamen absoluten Toleranz e, vorgegeben, was den verschie-
denen GroBlenordnungen der einzelnen Variablen Rechnung tragt. O

Die Bestimmung einer neuen Schrittweite wird zunéchst fiir den absoluten Fehler err und
eine absolute Toleranz tol erldutert. Aufgrund von (3.50) gilt fiir den absoluten Fehler
err ~ C hP*! wobei p die niedrigere der beiden Ordnungen ist. Man fordert nun zur
Bestimmung einer neuen Schrittweite, dafl der Fehler gerade gleich der vorgegebenen
Toleranz ist: tol ~ C hPt!. Durch Auflésen der ersten Gleichung nach C' und Einsetzen in

die zweite erhalt man dann die neue Schrittweite

1/(p+1)
I (t—(’l) | (3.62)

err

Der Quotient in (3.62) entspricht bei toleranz-gewichteten Fehlermafien gerade dem in-
versen Fehlermafl 1/errtol. Da in der Fehlerschitzung die Glieder hoherer Ordnung ver-
nachléssigt wurden, multipliziert man in der Praxis die neue Schrittweite noch mit ei-
nem Sicherheitsfaktor kleiner als Eins und begrenzt zur Stabilisierung der Steuerung die
Schrittweitendnderungen nach oben und nach unten. Dies fiihrt insgesamt zu dem in Ka-
sten (3.60) dargestellten Algorithmus fiir einen gesteuerten Zeitschritt.

Bemerkung: Bei der Behandlung von Plastizitdtsproblemen ist die folgende Wahl der
o.g. Normen sinnvoll (Ehlers & Ellsiepen [49]). Fir die FE-Freiheitsgrade u, die aufgrund
der schwachen Formulierung im L?-Sinn berechnet werden, wird die diskrete 2-Norm ver-
wendet. Damit erhélt man das Fehlermafl

€y = ||’an+1 - un+1||2,w .

Die internen Variablen g werden an den Integrationspunkten der numerischen Quadratur
im Sinne eines Kollokationsverfahrens berechnet. Dies legt die Verwendung einer diskreten
Maximumnorm zur Messung des Fehlers nahe:

eq = 11 — Gnsilloow -
Insgesamt kann damit das Fehlermaf§ des volldiskreten Problems definiert werden:
errtol := max {e,, e, } .

Durch diese Wahl ist zum einen sichergestellt, dafl der Fehler in den diskreten Primérva-
riablen w im Mittel innerhalb der geforderten Toleranzen liegt. Zum anderen dominiert im
plastischen Bereich derjenige Integrationspunkt mit dem grofiten Fehler die Wahl der Zeit-
schrittweite, so daf} der fiir die Gesamtrechnung entscheidende Zeitpunkt des Einsetzens
plastischer Deformationen zuverléssig lokalisiert werden kann. O

3.5 Ein neues eingebettetes SDIRK-Verfahren

In diesem Abschnitt wird auf der Basis des zweistufigen stark S-stabilen Verfahrens von
Alexander [5] mit Ordnung p = 2 ein eingebettetes Verfahren der Ordnung p = 1 konstru-
iert, das zur Fehlerschitzung geméfl Abschnitt 3.4.2 verwendet werden kann. Die beiden
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moglichen stark S-stabilen zweistufigen Verfahren der Ordnung p = 2 lauten [5]:

(6% «
11— 1
a @ a=1+-v2. (3.63)
l—a «o 2
by by

Als Ausgangspunkt wird das Verfahren mit o = 1 — % V2 gewihlt, bei dem alle Gewichte
positiv und zudem die Stufenpositionen ¢; im Intervall [0, 1] aufsteigend sortiert sind. Dies
ist insbesondere bei der Zeitintegration von Plastizitéitsproblemen mit Fliebedingung von
Vorteil, da auf diese Weise stets ,,in der Zeit vorwérts” integriert wird.

Damit das eingebettete Verfahren zu den Gewichten b; die Ordnung p = 1 besitzt, mufl
gelten: o R R

by +by=1 = by :=1—¢a&, by:=a. (3.64)
Es verbleibt also nur noch ein freier Parameter &, der durch eine zuséatzliche Stabilitéts-

forderung bestimmt werden kann. Fordert man, dafl das eingebettete Verfahren ebenfalls
L-stabil ist, so erhdlt man die Bedingung (vgl. (3.25))

ala—1) —a(la—1)

ap=R(c)=1-b"TA 120 = aqp= =0. (3.65)

Diese ist aber nur fiir & = « erfiillbar, so dal man das urspriingliche Verfahren erhélt,
was aber fiir eine Fehlerschétzung unbrauchbar ist. Daher wird statt der L-Stabilitédt nun
lediglich die S-Stabilitit” des eingebetteten Verfahrens gefordert:

—a(2a -1
ool <1 — s-2ya-—Pe=l o 5 (3.66)
11—« 11—«

Die Mitte des zuldssigen Intervalls fiir & ist a. Zum Zweck der Fehlerschiatzung ist ein
moglichst grofler Abstand zwischen den Koeffizienten o und & sinnvoll. Andererseits ist
der optimale Wert fiir & im Hinblick auf Stabilitdt der Wert « selbst. Es wird daher
willkiirlich der Mittelwert zwischen der unteren Stabilitétsgrenze 3—2v/2 und o = 1—% V2
gewihlt, so daf die Koeffizienten des neuen SDIRK-2(1)-Verfahrens der Ordnung p = 2
mit eingebettetem Verfahren der Ordnung p = 1 lauten:

« (6%
11— 1 5
@@ a=1--v2, a=2--v2. (3.67)
l—-a o 2 4
1-4& a

Die in diesem Kapitel angegebenen adaptiven Zeitintegrationsverfahren werden in Kapi-
tel 5 im Rahmen der numerischen Beispielrechnungen verglichen und bewertet. Bei der
Konstruktion des Gesamtverfahrens ist der néchste Schritt die Einbeziehung der adaptiven
Ortsdiskretisierung. Dies ist Thema des folgenden Kapitels.

"Man beachte, daf dies automatisch die A-Stabilitét einschlieBt, vgl. Seite 70.






Kapitel 4: Adaptive Ortsdiskretisierung

In Kapitel 2 wurde bei der Darstellung der Methode der finiten Elemente vereinfachend da-
von ausgegangen, dafl die Ortsdiskretisierung mit einem fest gewéhlten Finite-Elemente-
Netz durchgefiihrt wird. Bei ,einfachen“ Problemstellungen ist diese Annahme durchaus
gerechtfertigt, da sich mit Hilfe der ungefihren Kenntnis der zu erwartenden Losung
ein Netz erzeugen 148t, das der Problemstellung angemessen ist. Im allgemeinen kennt
man aber das Verhalten der Losung nicht im voraus, so daf§ es im Sinne der Effizienz
numerischer Verfahren wiinschenswert ist, neben der Zeitdiskretisierung auch die Ortsdis-
kretisierung variabel an das lokale Verhalten der Losung anzupassen.

Fiir das volldiskrete Verfahren spielt dabei die Kopplung der adaptiven Zeitdiskretisierung
mit der adaptiven Ortsdiskretisierung eine wichtige Rolle. Eine naheliegende Moglichkeit
der Kopplung besteht darin, jeden Zeitschritt als ein stationéres Teilproblem zu betrach-
ten, so daf sich die numerische Losung des Anfangs-Randwertproblems durch eine An-
einanderreihung von stationédren Problemen ergibt.

Es wird daher in diesem Kapitel zunédchst auf die adaptive Ortsdiskretisierung stationérer
Probleme eingegangen, bevor die speziellen Aspekte zeitabhéngiger Probleme behandelt
werden. Man unterscheidet bei der adaptiven Ortsdiskretisierung die folgenden Varianten:

o h-Adaptivitdt: Die Netzdichte — reprasentiert durch den Diskretisierungsparameter
h (Elementradius) — wird an das lokale Verhalten der Losung angepafit, wobei im
gesamten Netz mit Elementen gleicher Ansatzordnung gearbeitet wird.

e p-Adaptivitit: Die Finite-Elemente-Ansétze — reprisentiert durch den Polynomgrad
p der Ansatzfunktionen — werden an das lokale Verhalten der Losung angepaft,
wobei das Netz selbst nicht verdndert wird.

e h-p-Adaptivitit: Sowohl die Netzdichte h als auch der Polynomgrad p werden an das
lokale Verhalten der Losung angepafit.

Bemerkung: In manchen Arbeiten werden noch andere adaptive Strategien betrachtet,
etwa die bestmogliche Ausrichtung eines Netzes mit vorgegebener Anzahl von Freiheits-
graden geméf einem benutzerdefinierten Kriterium (r-Adaptivitét).

Auflerdem findet man in der Literatur (z. B. Stein & Ohnimus [108]) adaptive Strategien,
die nicht die effiziente numerische Losung eines gegebenen Anfangs-Randwertproblems
zum Ziel haben, sondern vielmehr die automatische Auswahl einer geeigneten Raum-
dimension (d-Adaptivitit, z. B. Ubergang vom zwei- zum dreidimensionalen Modell bei
Auftreten gewisser Schubspannungen) bzw. eines geeigneten Modells (m-Adaptivitat, z. B.
Ubergang vom elastischen zum elastoplastischen Modell oder umgekehrt). O

Die Verwendung von p-adaptiven Strategien setzt eine hohe Regularitdat der Losung vor-
aus. So erhilt man beispielsweise an Sprungstellen der Lésung die bei Polynomen be-
kannten ,, Uberschwinger® (Gibbssches Phénomen), die dazu fithren, daf§ trotz des grofien

91
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Aufwands fiir den Polynomansatz hoherer Ordnung nur eine geringe Approximations-
ordnung erreicht wird. Ein weiterer Nachteil von p-Methoden in bezug auf die Effizienz
beim Losen der resultierenden linearen Gleichungssysteme ist das starke Anwachsen der
Bandbreite mit zunehmender Ansatzordnung, was insbesondere beim Ubergang auf den
rdumlich 3-dimensionalen Fall eine dramatische Erhohung des Losungsaufwands zur Folge
hat. Um dies zu verhindern, sind stark spezialisierte Losungsverfahren in Verbindung mit
hierarchisch organisierten Ansatzfunktionen notwendig; Details zur effizienten Implemen-
tierung der p-Version sowie der h-p-Version der adaptiven FEM konnen z. B. den Arbeiten
von Demkowicz, Oden et al. [37, 38, 98] oder Ainsworth & Senior [3] entnommen werden.

Szabé & Babuska [112, Kap. 16] klassifizieren zu behandelnde Randwertprobleme in die
drei Kategorien A, B und C mit zunehmendem Schwierigkeitsgrad. Die im Rahmen der
vorliegenden Arbeit betrachteten Probleme mit 16sungs- und pfadabhéngigen Singula-

ritdten sind demnach stark in Kategorie C. Fiir derartige Probleme empfehlen die Autoren
die Verwendung der h-Version der FEM.

Im Rahmen dieser Arbeit wird aus den o.g. Griinden nur die h-Adaptivitit eingesetzt,
die zudem als Analogon zur Schrittweitensteuerung im Zeitbereich betrachtet werden
kann. Im Gegensatz zur Bestimmung einer geeigneten Zeitschrittweite ist die Konstruktion
eines moglichst 6konomischen Netzes jedoch u.a. aus den folgenden Griinden ungleich
schwieriger:

e Das Problem ist grundsétzlich 2- bzw. 3-dimensional.

e Die Abschitzung des Fehlers der FE-Diskretisierung ist schwierig und problemab-
hingig. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Anfangs-Randwertprobleme ist man
nach heutigem Wissensstand auf heuristische Fehlerindikatoren angewiesen, da bis-
her keine echten Fehlerabschéitzungen bekannt sind.

e Zur Verwaltung der verschiedenen Netze sind umfangreiche Datenstrukturen und
Algorithmen notwendig.

Die adaptive Ortsdiskretisierung eines stationdren Problems mit finiten Elementen 1483t
sich in die folgenden Teilaufgaben zerlegen:

1. Fehlerindikator: Berechnung von lokalen und globalen Kenngréfien zur Beurteilung
des Fehlers einer gegebenen Ortsdiskretisierung.

2. Netzanpassungs-Strategie: Umsetzung der berechneten Fehler-Kenngréfien in eine
Soll-Dichtefunktion fiir das neue Netz (Elementgrofie als Funktion des Ortes) auf
der Grundlage gewisser (heuristischer) Optimalitatskriterien.

3. Netzgenerierung: Erzeugung eines neuen Netzes bzw. hierarchische Verfeinerung und
Vergroberung des bestehenden Netzes geméafl der zuvor berechneten Dichtefunktion.

Bei zeitabhéngigen Problemen ist zuséitzlich noch die folgende Teilaufgabe notwendig,
damit die Rechnung nicht bei jeder Netzéinderung neu gestartet werden mufl:
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4. Datentransfer: Geeigneter Transfer der diskreten Zustandsgroflen (Freiheitsgrade
und interne Variablen) vom alten zum neuen Netz.

In den folgenden Abschnitten werden nun zunéchst diese Teilaufgaben behandelt, bevor
auf den Gesamtalgorithmus sowie die Kopplung mit den adaptiven Zeitintegrationsver-
fahren aus Kapitel 3 eingegangen wird.

4.1 Fehlerschiatzer und Fehlerindikatoren

Die Abschéitzung von Fehlern gehort zu den zentralen Aufgaben der numerischen Mathe-
matik, da nur so die Qualitdt von numerischen Losungen beurteilt werden kann. Man un-
terscheidet generell A-priori-Fehlerabschédtzungen, die man vor der eigentlichen Rechnung
ausschlieflich mit Hilfe bekannter Daten (etwa Anfangs- und Randwerten sowie Materi-
alparametern) auswerten kann, und A-posteriori-Fehlerabschiatzungen, die man nach der
Rechnung bzw. nach einem Teilschritt der Rechnung auswertet.

A-priori-Fehlerabschiatzungen spielen vor allem bei theoretischen Aussagen eine Rolle,
etwa bei der Untersuchung von Konvergenzeigenschaften, und werden in der Praxis selten
eingesetzt. Dies liegt auch daran, dafl sie i.a. weniger scharfe Fehlerschranken liefern
als A-posteriori-Fehlerabschiatzungen, da man ja keinerlei Zusatzinformationen aus der
numerischen Rechnung verwendet. Im Zusammenhang mit finiten Elementen findet man
Standard-Resultate z. B. bei Strang & Fix [109], Brezzi & Fortin [28|, Brenner & Scott
[27], Braess [25].

Der Einsatz von A-posteriori-Fehlerabschétzungen zur Steuerung der Netzdichte bei Fini-
te-Elemente-Diskretisierungen ist seit dem Ende der siebziger Jahre intensives Forschungs-
thema, sowohl im mathematischen als auch im ingenieurwissenschaftlichen Bereich. Der
weitaus grofite Teil der mathematisch orientierten Arbeiten beschéftigte sich zunéchst mit
der Fehlerschiatzung bei elliptischen Problemen anhand des Modellproblems der Poisson-
Gleichung bzw. leichten Abwandlungen davon, wie etwa Problemen aus der linearen Ela-
stizititstheorie oder dem Stokes-Problem aus der Fluidmechanik. Eine aktuelle Ubersicht
iiber bestehende Ansétze zur Gewinnung von A-posteriori-Fehlerabschiatzungen bei finiten
Elementen gibt Verfiirth [120]. Erst in den letzten Jahren werden auch schwierigere Pro-
bleme angegangen, wie etwa die finite Elastizitéatstheorie (Miicke & Whiteman [85]) sowie
die stationédren, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bzw. nichtlineare elliptische
Probleme (Verfiirth [119, 120] und Referenzen darin). Probleme aus der Plastizitétstheorie
werden z. B. von Suttmeier [111], Rannacher & Suttmeier [99] behandelt. Hier wird ein
Fehlerschitzer fiir die Deformationstheorie der Plastizitét (Hencky-Plastizitét) sowie des-
sen Ubertragung auf die FlieBtheorie der Plastizitit (Prandtl-ReuB-Plastizitit) im Sinne
eines Fehlerindikators angegeben.

In den Anwendungen werden aufgrund der o.g. fehlenden mathematischen Fundierung
hédufig Fehlerindikatoren verwendet, die entweder physikalisch motiviert sind oder durch
Analogiebetrachtungen zu einfacheren Modellen mit existierender Theorie hergeleitet wer-
den. Zur numerischen Behandlung von Problemen aus der Plastizitdtstheorie mit orts-
adaptiven Methoden findet man verschiedene Ansitze u.a. bei Ortiz & Quigley [91],
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Pastor, Peraire & Zienkiewicz [92], Peri¢, Yu & Owen [94] (statische Verzerrungslokali-
sierung), Deb, Prevost & Loret [36] (dynamische Verzerrungslokalisierung), Wriggers &
Scherf [125] (Kontaktprobleme).

Im wesentlichen existieren folgende Ansétze zur Gewinnung von A-posteriori-Fehlersché-
tzern bzw. Fehlerindikatoren:

1. Residuen-basierte Fehlerschdtzer: Der Fehler in der berechneten numerischen Losung
wird mit Hilfe des Residuums bzgl. der starken Form der Differentialgleichung ab-
geschatzt.

2. Fehlerschitzung durch Losung lokaler Probleme: Mit Hilfe lokaler Probleme, die
dghnlich, aber einfacher als das urspriingliche Problem sind, berechnet man lokale
Vergleichslosungen, die zur Fehlerschéitzung herangezogen werden.

3. Hierarchische Fehlerschitzer: Die berechnete numerische Losung wird zur Fehler-
abschitzung mit einer Losung verglichen, die mit einem Finite-Elemente-Raum
héherer Ordnung berechnet wird. Letzteren erhédlt man entweder durch Verwen-
dung hierarchischer Basen — und damit Ansatzfunktionen hoherer Ordnung — oder
durch eine Netzverfeinerung (Richardson-Extrapolation im Ortsbereich).

4. Gradienten-basierte Fehlerindikatoren: Fiir gewisse Gradienten der numerischen Lo-
sung wird eine lokal , verbesserte“ Losung berechnet und mit den aus den Ansatz-
funktionen berechneten Gradienten verglichen. Da die Gradienten von FE-Losungen
i.a. Spriinge an Elementgrenzen aufweisen, berechnet man die ,, verbesserten* Gra-
dienten durch lokale Glattungs- bzw. Extrapolationsoperationen. Unter Ausnutzung
von Superkonvergenzeigenschaften an ausgezeichneten Punkten im finiten Element
kann auf diese Weise eine Vergleichslosung hoherer Ordnung erzeugt werden. Da da-
mit in den meisten Fillen allerdings keine echte Fehlerabschétzung vorliegt, spricht
man hier von Fehlerindikatoren.

In den folgenden Abschnitten werden die verschiedenen Fehlerschétzer und Fehlerindi-
katoren exemplarisch anhand des Randwertproblems der linearen Elastostatik in zwei
Raumdimensionen in einer vereinheitlichten Notation zusammengefafit. Aus dem Ver-
schiebungsvektor u ergibt sich der lineare Verzerrungstensor € sowie iiber das Hookesche
Gesetz mit den Lamé-Konstanten A, > 0 der Spannungstensor o:

e(u) = %(gradu + grad” u), (4.1)

o(u) = 2pe(u)+ A(tre(u)) L.

In der starken Formulierung des Randwertproblems ist das Verschiebungsfeld u :  — R?
auf dem Gebiet 2 C R? gesucht, so daf gilt:

—dive(u) = f in  Q
u = u auf Iy N=T=T,Uly, 0=I,NT,. (4.2)
ocluyn = t auf T
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Dabei werden die tiblichen Annahmen bzgl. der Regularitéit des Gebiets (Lipschitz-Beran-
dung), der Vorgabe der Randwerte (I, mit nicht-verschwindendem (d — 1)-dimensionalen
Lebesgue-Mafl) sowie der Glattheit der rechten Seite und der Neumann-Randbedingungen
gemacht.

Fiir die schwache Formulierung des Randwertproblems werden zunéchst mit den Test-
und Ansatzfunktionen 1, u € [H'(Q2)]?* die bei geeignet gewihlten Materialparametern
positiv definite Bilinearform (virtuelle Arbeit im Inneren des Korpers)

B(n,u) = /Qa(n)-a(u) dv — /Q@ divy divu+ 2pe(n)-e()dv (4.3)

sowie das lineare Funktional (virtuelle Arbeit der Volumen- und Oberflachenkrifte)

F(n)z/ﬂn-fdvjt/nn-tda (4.4)

eingefiihrt. Gesucht ist dann eine Funktion u € §,, so dafl
B(n,u) = F(n) VneT (4.5)

gilt, wobei die Funktionen im Ansatzraum S, wie iiblich die Dirichlet-Randbedingungen
des Problems (4.2) und die Funktionen im Testraum 7 entsprechende homogene Dirich-
let-Randbedingungen erfiillen (vgl. dazu auch die Herleitung der schwachen Formulierung
des quasi-statischen Zweiphasenmodells in Abschnitt 2.2.2 sowie die Darstellung einer
allgemeinen schwachen Formulierung in Abschnitt 2.4.1). Das in Gleichung (4.3) defi-
nierte Skalarprodukt B(-,-) induziert eine Norm ||| - |||, die aus Dimensionsgriinden! als
Energienorm bezeichnet wird:

ull] = v B(u,u), ue [H'(Q). (4.6)
Als natiirliche Norm bei der Berechnung von schwachen Losungen innerhalb der FEM

wird diese haufig zur Messung von Fehlern herangezogen.

Die mit dem Galerkin-Verfahren auf einem endlichdimensionalen Finite-Elemente-Raum
S =1u+ T" C 8, berechnete FE-Niherungslésung wird wieder mit u” bezeichnet:

B(n",u") = F(np") VoteThcT. (4.7)
Fiir den Fehler
e=u—u" (4.8)
gilt mit (4.5) und (4.7) die bekannte Galerkin-Orthogonalitétsbeziehung
B(n",e) = B(n",u) - B(n",u") =0 Vo' eT", (4.9)
—_——— N———
F(n") F(n")

d.h. der Fehler steht ,,senkrecht“ (bzgl. des Skalarprodukts B(-,-)) auf dem Ansatz- bzw.
Testraum (Bestapproximations-Figenschaft des Galerkin-Verfahrens).

1GemiB (4.3) ist B(u,u) das Volumenintegral iiber Verzerrungen mal Spannungen mit der physikali-
schen Dimension Energie: [¢ -0 dv] = 1N/m? - m3 = 1Nm = 1J.
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Man kann statt des Fehlers (4.8) auch den Fehler e, in den Spannungen betrachten, der
iiblicherweise in der L?-Norm gemessen wird:

= 0(0) = olw)— o). feslino = ( [ enen ) RPRTS

Im Vergleich mit dem Fehler e in der Energienorm,

llell| = (/Qa(e) e(e) dv) " (/Q e, Cle, dv)l/z, (4.11)

entfillt lediglich die Multiplikation mit dem inversen Materialtensor.

Der Finite-Elemente-Raum S" wird durch ein Netz 7" aus Elementen T' dargestellt, deren
Ansatzfunktionen jeweils Polynome sind. Im folgenden werden noch einige Bezeichnungen
bendtigt:

Jh = {T} Menge aller Elemente (Netz)

T Element

hr Elementdurchmesser

&M ={E} Menge aller Kanten N*={N} Menge aller Knoten

E Kante N Knoten

hg Kantenlédnge

eh Innere Kanten N Innere Knoten

ee Dirichlet-Randkanten N Dirichlet-Randknoten
Er Neumann-Randkanten NE Neumann-Randknoten

4.1.1 Residuen-basierte Fehlerschiatzer

Dieser Fehlerschitzer ist der erste in der Literatur dokumentierte A-posteriori-Fehler-
schéitzer fiir finite Elemente und wurde von Babuska & Rheinboldt [8] fiir ein eindimen-
sionales Modellproblem angegeben. Die Ideen wurden danach vielfach aufgegriffen und
erweitert, z. B. geben Babuska & Miller [7] einen Schitzer fiir das Randwertproblem der
linearen Elastostatik an.

Das zugrundeliegende Prinzip ist die Abschétzung des Fehlers in der Energienorm durch
das Residuum der FE-Losung im Inneren und am Rand. Man gelangt dadurch zu Ab-
schétzungen, die nur noch berechenbare Groflen enthalten. Von Johnson und Mitarbei-
tern (z.B. Johnson & Hansbo [74], Eriksson et. al [54]) stammt die Idee, die in den
Fehlerabschétzungen auftretenden Konstanten quantitativ zu bestimmen, um auf diese
Weise eine Garantie fiir das Einhalten des Toleranzkriteriums durch den adaptiven Al-
gorithmus zu erhalten. Sie unterscheiden Interpolationskonstanten C°, die nur von den
gewihlten Elementen abhéngen, und Stabilitdtskonstanten C*, die nur vom betrachte-
ten Problem und der gewéhlten Norm abhédngen (im Fall des hier behandelten Problems
und der Energienorm ist C* = 1). Bei komplexeren Problemen werden letztere durch
Losung von diskreten dualen Problemen bestimmt. Im Gegensatz zu den Arbeiten von
Babuska und Mitarbeitern, die fast ausschliefllich Abschétzungen in der fiir die Praxis
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recht unanschaulichen Energienorm betrachten, gestattet das Vorgehen von Johnson und
Mitarbeitern die Fehlerabschédtzung in beliebigen Normen und ist zudem auf eine groflere
Problemklasse, angefangen von linear elliptischen Problemen iiber parabolische Probleme
bis hin zu nichtlinearen hyperbolischen Problemen, anwendbar.

Im folgenden wird die Herleitung des Fehlerschétzers in der Energienorm in Anlehnung
an Johnson & Hansbo [74] und Verfiirth [120] in Kurzform dargestellt. Wegen (4.5) gilt
mit 7 := e fiir den Fehler in der Energienorm:

me|||2 = B(eue) = B(e7u - uh) = B(e7u) - B(e7uh) = F<e) - B(ev uh>’

Die Anwendung des Interpolations-Operators I" : [H(Q)]? — S" (lokale L?-Projektion
auf die Knoten, vgl. Verfiirth [120, §1.2]) auf den Fehler e fiihrt mit n" = I"e in (4.7)
und der Abkiirzung é := e — I"e fiir den Interpolationsfehler auf:

le||) = F(e— I"e)— B(e—I"e,u") = F(&)— B(e,u").
An dieser Stelle kommt nun die FE-Diskretisierung direkt ins Spiel, indem in allen Ele-

menten 7' der zweite Term auf der rechten Seite partiell integriert wird. Dies liefert mit
o := o(u") zunichst

le||? = /é-fdv + /é-tda — /s(é)~ah dv
Q I, Q
F(&) B(euh)
= Z/é-(f+divah)dv + /é-tda — Z/ é-o"npda,
T I or

TeTh TcTh

wobei ny den nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektor auf dem Rand 0T des Ele-
mentes T bezeichnet. Durch Umsortieren der Terme auf innere Kanten und Randkanten
sowie Ausnutzen der Tatsache, dafl € per Definition auf Dirichlet-Randkanten verschwin-
det, erhélt man

le|l]? = Z/Té-(f+divah)dv — Z/Eé-[[ahnEﬂ da

TeTh Eeél,

+ Z /Eé-(i_:—ahnE)da.

h
peep,

Darin ist [[ah nEﬂ der Sprung des Spannungsvektors in Normalenrichtung ng iiber die
Kante E. Es werden nun die elementbezogenen Residuen der FE-Naherungslésung im
Inneren und am Rand eingefiihrt?:

Ri(u") := f + divoh auf Elementen T' ,
—% [[O'h nEﬂ auf inneren Kanten £ C 9T, F € B,

(t —o"np) auf Neumann-Randkanten E C 9T, E € & .
(4.12)

2Man beachte, da in den obigen Summen jede Kante nur einmal vorkommt, in einer Summe iiber alle
Kanten aller Elemente jedoch zweimal. Dies wird im Residuum durch einen Faktor 1/2 beriicksichtigt.
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Damit gelangt man schliellich zur folgenden Darstellung des Fehlers in der Energienorm:

llelll* = Z/eRl do + Zz/em

TeTh TecTh ECOT
= E (e, Rl( L2 ) + E E €, Ry(u Lz
TeTh TeTh ECOT

Bis hierher wurden noch keine Abschéitzungen vorgenommen; der Fehler wurde lediglich
in elementbezogenen residualen Groflien und dem Interpolationsfehler € dargestellt. Man
kann zeigen, daf die L?-Norm des Interpolationsfehlers durch die Energienorm des Ge-
samtfehlers auf einem Patch von Knoten-Nachbarn wy bzw. wg abgeschétzt werden kann

(Clément [33], Ciarlet [31, Beispiel 3.2.3], Verfiirth [120, §1.1]):

1&llz2ry = lle—TI"e|lr2ry < Cihrllle]]lwr (4.13)
N s .
€]z = lle—1I"e|l2my < O hid? Mllelllws

Die beiden Konstanten C'; und C5 sind dabei von den Diskretisierungsparametern hp bzw.
hg unabhéngig. Damit erhédlt man schliefilich durch zweimalige Anwendung der Cauchy-
Schwarzschen (C.-S.) Ungleichung [(f,g)| < [|f]| |lgll, einmal fiir das L?-Skalarprodukt
und einmal fiir endliche Summen, die folgende Abschétzung:

C

-S.
llell]? > el IRillzy + Y- > I8l IRel )

TeTh TeTh ECOT
(4.13) 1/2
< Y Cibr Rl llelllor + > Y Co iyl | Rallz2my [llel] s
TeTh TeTh ECOT
1/2
C.-S.
< max{Cy, Co} - Z h’%‘HRlH%Q(T) + Z Z hEHR?H%Q(E)
Lregh TeTh ECOT (4.14)
- 11/2
Sollelliz, + > > lllelll,
LTeTh TeTh ECOT i
21/2
A B IR ey + D D hE||R2||L2(E |[lel]] -
TcTh TecTh ECOT
77R

Die letzte Ungleichung folgt durch eine Abschétzung der Summe aller Energienormen von
e auf den Gebieten wr und wg durch eine Konstante C's mal der Energienorm auf dem
Gesamtgebiet. Damit ist die Konstante C' = C3 - max{C}, Cy}. Eine Division durch |||e|||
liefert schliefllich den residuen-basierten Fehlerschatzer ng.

Dies ist zunéchst eine globale Fehleraussage; fiir ein adaptives Verfahren sind jedoch
elementbezogene Grofien zur Steuerung der Adaptivitdt unerldfilich. Diese erhélt man
sehr leicht aus (4.14), indem man die Anteile der einzelnen Elemente in den Summen
zusammenfafit. Mit

i = 0 |Rilliagy + D helRallfa (4.15)
EcoTr
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gilt ndmlich

1/2
llell] < C-nr = C- (Z n@) : (4.16)

TcTh

Eine wichtige Figenschaft eines Fehlerschéitzers ist die Effizienz. Das bedeutet, dafl der
Fehler nicht zu stark {iberschétzt werden darf, damit keine unnétigen Verfeinerungen
erfolgen. Die Effizienz wird i.a. durch den Nachweis einer umgekehrten Ungleichung zu
(4.16) mit einer Konstanten C gezeigt. Insgesamt erhilt man damit eine Eingrenzung
des wahren Fehlers e = u — u” in der Energienorm durch den Fehlerschitzer nz und
Konstanten C und C, die nicht von der Netzdichte h abhingen:

Conp < lln—u|] < C-nr (4.17)

Weitere Details hierzu konnen z. B. Eriksson et. al [54] oder Verfiirth [120] entnommen
werden.

4.1.2 Fehlerschitzung durch Losung lokaler Probleme

Das Residuum der FE-Néherungslosung in schwacher Form
R(n) := B(n,u—u") = F(n) - B(n,u"), neT (4.18)

verschwindet per Definition der Losung u” auf dem Raum 7" (d.h. fiir n € 7"), jedoch
i.a. nicht auf dem Raum 7, da es sich bei u® um eine Niherungslésung der schwachen
Losung u handelt. Durch (4.18) ist ersichtlich, daf das Residuum als ein lineares Funk-
tional auf dem Testraum 7 interpretiert werden kann. Dies bedeutet, dafl das Residuum
ein Element des Dualraums 7 ist.

Bemerkung: In der Interpretation aus Sicht der Mechanik ist dies ein ganz natiirlicher
Zusammenhang. Das primale Problem ist in Verschiebungen formuliert, so daf§ die zu-
gehorigen dualen Groflen Spannungen sind. Das Residuum (in starker Form) stellt aber
gerade die Spannungen dar, die verbleiben, wenn man die Naherungslosung in die starke
Form der Differentialgleichung einsetzt.

Eine erneute Betrachtung der Herleitung des residuen-basierten Fehlerschétzers im letzten
Abschnitt macht diesen Zusammenhang deutlich: Durch Abschitzen des Residuums in
schwacher Form mit dem Fehler als Testfunktion ergeben sich gerade Ausdriicke, die das
Residuum gegeniiber der starken Form der Differentialgleichung darstellen. Aufgrund der
geringeren Regularitdt der FE-N&éherungslosung treten dabei sowohl das Residuum im
Inneren als auch Spriinge iiber Elementkanten auf. O

Zur Gewinnung eines Fehlerschétzers in der Energienorm kann man also das Residuum in
der Norm des Dualraums abschétzen, wobei als spezielle Testfunktion 1 =: e verwendet
wird (man spricht in diesem Zusammenhang auch vom komplementéren Variationspro-
blem, vgl. z.B. Ainsworth & Craig [2]). Mit Hilfe dieses Dualititsarguments kann man
auf zwei verschiedene Arten zu einem Fehlerschéitzer gelangen:
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e Man 16st lokale Dirichlet-Probleme mit Randvorgaben aus der FE-N&herungslosung
u”. Dabei verwendet man Finite-Elemente-Raume hoherer Ordnung. Dieser Feh-
lerschéitzer geht auf Babuska & Rheinboldt [9] zuriick.

e Man 16st lokale Neumann-Probleme, wobei die rechte Seite durch das Residuum im
Inneren und die Neumann-Randbedingungen durch die Kantenspriinge der Normal-
ableitungen definiert sind. Dabei verwendet man wiederum Finite-Elemente-Raume
hoherer Ordnung. Dieser Fehlerschétzer geht auf Bank & Weiser [16] zuriick.

Prinzipiell kénnte man obige Probleme auch global formulieren. Der Losungsaufwand ist
dann aber aufgrund der Finite-Elemente-Rdume héherer Ordnung wesentlich grofler als
der des urspriinglichen Problems. Verfiirth [120] gibt Kriterien an, die fiir den praktischen
Nutzen eines Fehlerschétzers durch Losung lokaler Zusatzprobleme wichtig sind:

e Um Informationen iiber das lokale Verhalten des Fehlers zu gewinnen, sollten die
Zusatzprobleme nur kleine Teilgebiete von €2 einbeziehen.

e Damit diese Informationen von Nutzen sind, sollten die Zusatzprobleme mit Finite-
Elemente-Raumen arbeiten, die genauer sind als der urspriingliche.

e Um den Rechenaufwand klein zu halten, sollten moglichst wenige Freiheitsgrade
verwendet werden.

e Jeder Kante und jedem Element sollte mindestens ein Freiheitsgrad von mindestens
einem der Zusatzprobleme zugeordnet sein.

Fehlerschitzung durch Losung lokaler Dirichlet-Probleme

Fiir einen Knoten N € N"\N}:  (Knoten, der nicht an einem Dirichlet-Rand liegt) sei wy
der Patch aller an den Knoten angrenzenden Elemente und S% ein Finite-Elemente-Raum
hoherer Ordnung auf wy (z. B. kénnen Bubble-Funktionen® verwendet werden). Nun 15st
man auf wy ausgehend von der Residuumsgleichung (4.18) das folgende Randwertproblem
in schwacher Formulierung;:

B(n",2%)|_ Z/n Fdv+ Y /htda

TCwN ECOwnNIy
= F(n"),,
— B(n" )| v e Sy

Die Energienorm der Losung z}, dient als lokaler Fehlerindikator

o = [zl (4.19)

3Bubble-Funktionen ,leben® nur im Inneren des Elements und Verschwinden an den Elementrindern.
Dadurch wird erreicht, dafl keine zusétzliche Kopplung durch die Finite-Elemente-Réume hoherer Ord-
nung entsteht. Bei linearen Ansdtzen im Grundproblem verwendet man z.B. quadratische Bubble-
Funktionen, bei quadratischen Ansétzen kubische Bubble-Funktionen usw.
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und man kann zeigen, dafl
1/2

= Y b (4.20)

NENM\NE
einen globalen Fehlerschitzer darstellt, der bis auf multiplikative Konstanten gleichwertig
mit dem residuen-basierten Schiitzer np ist. Setzt man uf := u + 2% so entspricht das

obige Vorgehen der Losung des diskreten Analogons zu dem Dirichlet-Problem

—dive(uy) = f in  wy
uy = u” auf  Owy \ T
oluy)n = t auf  Odwy NTY

auf dem Finite-Elemente-Raum S%, und man erhilt den Fehlerschéitzer durch Vergleich
der verbesserten Nitherungslosung u’% mit der urspriinglichen Niherungslosung u”.

Bemerkung: Verwendet man statt der knotenbezogenen Teilgebiete wy elementbezoge-
ne Teilgebiete wr, so gelangt man analog zu einem Fehlerindikator np 7 je Element, der
wieder durch Summieren zu einem globalen Fehlerschitzer 7jp fithrt (Verfiirth [120]). O

Fehlerschitzung durch Losung lokaler Neumann-Probleme

Bei diesem Schéitzer kann man die Elemente 7" selbst als Gebiete fiir die Losung der Zu-
satzprobleme wihlen. Man verwendet also auf 7" einen Finite-Elemente-Raum S% hoherer
Ordnung (z. B. wieder mit den Bubble-Funktionen) und 16st das folgende Randwertpro-
blem in schwacher Formulierung (vgl. (4.12)):

B(n",uz)|, = /77"~R1(uh) dv + ) /n”-R2(uh) da V7" € S
T Bcor”’E

Die Energienorm der Losung u’ dient als lokaler Fehlerindikator

v = |[Jug]]]; (4.21)

und erneut a8t sich zeigen, dafl

1/2
Ny = (Z n?v,T> (4.22)

TeTh

einen globalen Fehlerschétzer darstellt, der bis auf multiplikative Konstanten gleichwertig
mit dem residuen-basierten Schétzer ng ist. Das obige Vorgehen ist das diskrete Analogon
zur Losung des Neumann-Problems

—diveo(ur) = Ry(uh) in T
ur = 0 auf 0T’ NIy
o(ur)n = Ry(uh) auf 0T \ I,

auf dem Finite-Elemente-Raum S2.
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4.1.3 Hierarchische Fehlerschatzer

Hierarchische Basissysteme sind schon seit den Anfingen der Entwicklung der Metho-
de der finiten Elemente bekannt. Die Idee, solche Basissysteme zur Berechnung von A-
posteriori-Fehlerschétzern zu verwenden, stammt von Bank & Smith [15]. Dazu wird ein
Finite-Elemente-Raum hoherer Ordnung 7" als direkte Summe* des Finite-Elemente-
Raums 7" und einer hierarchischen Erweiterung Z" definiert:

Th=7T"ae 2"

Im folgenden werden zwei Beispiele hierarchischer Basen in einer und zwei Raumdimen-
sionen angegeben.

e 1-d: Die linearen Ansatzfunktionen auf dem Referenzelement Q. = [—1, 1]

Ni(§) = 3(1-9)
Na(§) = 5(1+9)

bilden zusammen mit der FE-Geometrie-Transformation (vgl. Abschnitt 2.4.5) den
Raum 7", und die dem Mittelpunkt zugeordnete quadratische Ansatzfunktion

N3(§) = (1= +¢)

bildet die hierarchische Erweiterung Z”. Die lineare Unabhingigkeit ist sofort er-
sichtlich, und die drei Basisfunktionen N; spannen denselben Raum auf wie die
Basisfunktionen N; des iiblichen quadratischen FE-Ansatzes’. Es bestehen die Zu-
sammenhé&nge: .
N(&) = 36(E-1) = Ni(§) — 3Na(8),

Vo(6) = 3E(E+1) = No(§) — 3N3(8),

N3(§) = N3(&).
Durch analoge Erweiterung dieser Vorgehensweise erhélt man auch fiir die 2-d-
Rechteckelemente und 3-d-Quaderelemente hierarchische Basen. Auflerdem kénnen
auch hierarchische Basen hoherer Ordnung konstruiert werden, etwa die hierarchi-
sche Erweiterung quadratischer Ansétze durch kubische Funktionen.

5
N0

e 2-d: Die linearen Ansatzfunktionen im Dreieck mit den baryzentrischen Koordinaten
u,vund w=1—u — v,

Ni(u,v) = w, No(u,v) = u, Ni(u,v) = v,

bilden den Raum 7", und die quadratischen Ansatzfunktionen der Kantenmittel-
punkte (Bubble-Funktionen der Kanten),

Ny(u,v) = 4dwu, Ns(u,v) = 4duw, Ne(u,v) = 4dovw,

4Der Schnitt der beiden Riume besteht nur aus dem Nullvektor, und die Vereinigung liefert den
gesamten Raum. Dies bedeutet insbesondere, dafi die beiden Réume in der Summe linear unabhéngig
sind.

5Allerdings gehen bei der hierarchischen Version einige Eigenschaften der FE-Ansatzfunktionen ver-
loren, z. B. die Teilung der Eins oder die direkte Interpretierbarkeit der Koeffizienten als Knotenwerte.
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bilden die hierarchische Erweiterung Z"_ Wieder kann der iibliche quadratische FE-
Ansatz N; durch die linearen Ansatzfunktionen und die hierarchischen Erweiterungs-
funktionen dargestellt werden. Es bestehen die Zusammenhénge

Ni(u,v) = Qw—-1)w = Ny(u,v)— $Ny(u,v)— Ns(u,v),
No(u,v) = (2u —1)u = No(u,v)— LNy (u,v) — L N5(u,v),
Ni(u,v) = (2v —1v = Ns(u,v)— INs(u,v) — 2 Ns(u,v).

Die Funktionen ]\74 bis NG stimmen wie im 1-d Fall mit den entsprechenden Funk-
tionen N, bis Ng iiberein. O

Das Prinzip zur Gewinnung eines Fehlerschétzers mit Hilfe hierarchischer Basen besteht
nun darin, da man auf dem Finite-Elemente-Raum hoéherer Ordnung 7" aufgrund der
Konvergenz der p-Methode der FEM eine genauere Losung als auf dem eingebetteten
Finite-Elemente-Raum 7" C 7" erwartet. Man konnte also das diskrete Randwertpro-
blem einfach auf dem Raum 7" 16sen und die so erhaltene Lésung mit der urspriinglichen
Losung auf dem Raum 7" vergleichen, hitte dadurch jedoch einen unvertretbar hohen

Aufwand.

Da man davon ausgeht, daf} sich die durch die Funktionen aus T" reprisentierten Losungs-
anteile auch auf dem Raum 7" nicht wesentlich verindern, 16st man statt dessen ein
Problem, das lediglich die Basisfunktionen der hierarchischen Erweiterung Z" einbezieht:

B(n",z") = F(n")— B(n",u") vn'" e z" (4.23)

Die Grundlage bildet also wiederum die Residuumsgleichung (4.18). Allerdings ist auch
die Losung des Problems (4.23) mit etwa dem gleichen Aufwand verbunden wie die Losung
des Ausgangsproblems. Daher ersetzt man die linke Seite von (4.23) durch eine zu B(-, )
dquivalente Bilinearform B(-,-) mit

o

> <, \V/ZGZh,Z#O, COacl>O>
B(z,z

~—

die zu einem linearen Gleichungssystem in Diagonalgestalt fiihrt, das somit fast ohne
Zusatzaufwand losbar ist. Man 16st also das verdnderte System

B(n",z") = F(n") - B(n",u") vn'e 2" (4.24)

und erhélt nach Bank & Smith [15] iiber

nu = \/ B(z", 2" (4.25)

einen Schitzer fiir den Fehler u—u” in der Energienorm. Die Aufteilung in elementbezoge-
ne Fehlerindikatoren 7y r fiir die Steuerung eines adaptiven Algorithmus ist abhéngig von
der gewahlten hierarchischen Basis. Verfiirth [120, §1.4] gibt einige Beispiele fiir hierarchi-
sche Basen und zeigt, dafl die elementbezogenen Indikatoren im wesentlichen wieder durch
das Residuum im Inneren und die Kantenspriinge dargestellt werden, beides ausgewertet
mit den Testfunktionen der hierarchischen Erweiterung Z".
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4.1.4 Gradienten-basierte Fehlerindikatoren

Schon fiir relativ einfache Probleme — etwa dem oben behandelten Problem der linearen
Elastostatik — ist die Herleitung von mathematisch fundierten A-posteriori-Fehlersché-
tzern eine komplexe Aufgabe. Man ist daher an alternativen Techniken zur Bereitstellung
lokaler Fehlerindikatoren interessiert, die bei solchen Problemen zu dhnlichen Ergebnissen
fithren wie mathematisch fundierte Fehlerschitzer, die aber aulerdem auch auf komplexere
Probleme — etwa aus der Plastizitétstheorie — iibertragen werden kénnen.

Von Zienkiewicz & Zhu [128] wurde 1987 ein solcher Fehlerindikator vorgestellt, der auf
einem Vergleich der Spannungen aus der FE-Losung mit geeignet geglétteten Spannun-
gen beruht. Man spricht daher in der Literatur hiufig von Z2-Fehlerindikatoren (nach den
Initialen der Autoren benannt), wenn Gradienten der Losung zur lokalen Fehlerindikati-
on eingesetzt werden. Die Idee gradienten-basierter Fehlerindikatoren wird im folgenden
wieder am Beispiel der linearen Elastostatik erldutert.

Die Berechnung des Fehlers e = u — u” aus (4.8) setzt die Kenntnis der exakten Losung
u voraus und ist daher i.a. nicht moglich. Sowohl im Energienorm-Fehler |||e||| gem&f
Gleichung (4.11) als auch im L?-Norm-Fehler ||le, || 12(q) gemiB Gleichung (4.10) spielt der
Fehler in den Spannungen

e, =0 —ao" (4.26)
die entscheidende Rolle. Da die FE-Ansatzfunktionen iiber Elementgrenzen hinweg nur
Cstetig sind, erhilt man wegen (4.1) sowohl in den FE-Verzerrungen " = e(u") als
auch in den FE-Spannungen o = o (u”) i.a. Spriinge iiber die Elementkanten. Die Idee
besteht nun darin, diese Spriinge geeignet zu glatten und damit eine ,,verbesserte* Span-
nungsniherung o* zu berechnen, fiir die in einer gewéhlten Norm || - || die folgende An-
nahme gerechtfertigt ist:

o —o*|| < || — || bzw. lo—o*| <Cle*—o"|, C<1. (427

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn o* superkonvergent ist. Dies bedeutet, dafl o*
eine Approximation von hoherer Ordnung fiir das wahre Spannungsfeld o darstellt als
o". Gilt also eine Ungleichung der Form (4.27), so kann man mit der Dreiecksungleichung
folgern:

lo —a"|| <llo—o*[+]lo" =" < (1+C)]lo* —a"|, (4.28)
und erhélt durch Vernachlissigung der Konstanten C' die folgende Schétzung (keine Ab-
schdtzung!) des Fehlers in den Spannungen:

lesll = llo — o = [lo” — "] =: 1. (4.29)

Anders ausgedriickt wird die unbekannte exakte Spannung o in (4.26) durch die geglattete
Spannung o* ersetzt.

Die Zuordnung von elementbezogenen Fehlerindikatoren 7, r geschieht wieder auf nahe-
liegende Weise durch den Anteil des Elements 7" an der Integralnorm || - ||, also z. B. im
Fall der L2-Norm:

Nzr = (/T(G* —a")- (0" —o") dv) " = 7= (Z n%,T> 1/2- (4.30)

TcTh
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Es bleibt noch die Frage offen, wie man das ,,verbesserte” Spannungsfeld o* berechnet. Die
gebrauchlichsten Methoden werden im folgenden beschrieben. Dabei wird jeweils in zwei
Schritten vorgegangen. Zunéchst werden die Spannungswerte von den Integrationspunkten
auf die Knoten projiziert (,, Knoten-Spannungen*). AnschlieBend wird das kontinuierliche
Spannungsfeld o*(x) mit Hilfe der Ansatzfunktionen ausgewertet.

e Globale L*-Projektion. Seitdem man die FEM als Berechnungsmethode in den Inge-
nieurwissenschaften einsetzt, ist die Berechnung von , guten® Spannungen ein ent-
scheidender Punkt fiir die Anwendbarkeit (z.B. zur Berechnung von Spannungs-
Intensitétsfaktoren und zur Visualisierung und Auswertung der Ergebnisse). Erste
Arbeiten zur globalen L2-Projektion stammen aus den friithen siebziger Jahren, z. B.
Oden & Brauchli [87], Hinton & Campbell [71]. Dabei werden die Spannungen von
den Integrationspunkten an die Knoten projiziert, indem das L?-Fehlerintegral iiber
das gesamte Rechengebiet 2 minimiert wird, so dafl das erhaltene Spannungsfeld
o’ in diesem Sinn optimal ist. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem AX = B,
wobei die Grofle der quadratischen Matrix A durch die Anzahl der FE-Knoten und
die Spaltenzahl der rechten Seite B durch die Anzahl der Spannungs-Komponenten
bestimmt ist. Der Aufwand entspricht also der Losung eines FE-Gleichungssystems.

o Lokale L?-Projektion und Mittelung. Statt eines globalen Ansatzes werden hier lokale
Ansétze in jedem Element verwendet. Damit erhélt man je Knoten soviele Werte
wie angrenzende Elemente, so dafl eine anschlieBende Mittelung erforderlich ist.
Dieses Verfahren wurde von Hinton & Campbell [71] vorgeschlagen und fiir den Fall
quadratischer Ansétze in Vierecken untersucht. Aufgrund seiner Lokalitét ist dieses
Verfahren wesentlich effizienter als die globale L2-Projektion, jedoch verliert man
die Eigenschaft der globalen Bestapproximation.

Eine #hnliche Vorgehensweise wird auch von Zienkiewicz & Zhu [128] in ihrem ersten
Artikel iiber den Z?-Fehlerindikator verwendet. Wie bei der lokalen L2-Projektion
werden die Spannungswerte aus den angrenzenden Elementen eines Knotens lokal
gemittelt, jedoch mit gewichteten Mittelungsverfahren.

e Superconvergent Patch Recovery (SPR). Unter bestimmten Bedingungen besitzt die
FE-Losung lokal (an ausgewéhlten Punkten innerhalb eines Elements) eine hohe-
re Konvergenzordnung als global (gemessen in der natiirlichen Norm). Dieser Ef-
fekt wird als Superkonvergenz bezeichnet und ist bereits sehr lange bekannt (z. B.
Strang & Fix [109]). Diese Eigenschaft der FE-Losung liegt der von Zienkiewicz
& Zhu [129] vorgeschlagenen Gliattungsmethode zugrunde, die unter der englischen
Bezeichnung ,, Superconvergent Patch Recovery® bekannt ist. Je Knoten wird auf
dem ,Patch® aller angrenzenden Elemente eine lokale L2-Projektion durchgefiihrt,
wobei Polynomansitze abhingig von der Ansatzordnung der Elemente verwendet
werden. Dabei werden die FE-Spannungen als Stiitzwerte an den Superkonvergenz-
punkten der Elemente ausgewertet. Insgesamt erhélt man mit diesem Verfahren ein
geglittetes Spannungsfeld o*, das um eine bzw. zwei Ordnungen besser ist als o”.
Da der theoretische Nachweis der Superkonvergenz nur in sehr speziellen Féllen ge-
lingt (reguldre Netze, spezielle Anordnung der Elemente), geben die Autoren eine
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Reihe numerischer Beispiele an, die auch bei allgemeineren Aufgabenstellungen auf
die Superkonvergenz schlieffen lassen.

Die SPR-Methode hat sich im Zusammenhang mit dem Z2-Fehlerindikator durchgesetzt,
da sie numerisch die besten Ergebnisse liefert. Von Zienkiewicz & Zhu [129] wurde nu-
merisch die Konvergenzordnung der obigen Methoden anhand der Poisson-Gleichung im
Einheitsquadrat ermittelt. Dabei wurden die numerischen Lésungen zu verschiedenen Dis-
kretisierungsparametern h an einem ausgewéahlten Punkt bzw. in der Energienorm mit der
analytischen Losung verglichen. Einige der so ermittelten Resultate sind in Tabelle 4.1
zusammengefat, wobei " die FE-Spannung, o die mit globaler L?-Projektion, o#¢
die mit lokaler L2-Projektion und o* die mit SPR berechnete Spannung bezeichnen.

Ansatz o' | ol afl® | o*
Viereck, bilinear (4 Knoten) | 1(1) | 2(1.5) | - 2(2)
Viereck, quadratisch (8 Knoten) | 2(2) | - 2(2) | 4(3)
Viereck, quadratisch (9 Knoten) | 2(2) | 2(2) | 2(2) | 4(3)
Dreieck, linear (3 Knoten) | 1(1) | 2(1.5) | - 2(1.5)
Dreieck, quadratisch (6 Knoten) | 2(2) | 2(2) |- 4(2.5)

Tabelle 4.1: Konvergenzordnung nach Zienkiewicz & Zhu [129], punktweise und in der Energie-
norm (in Klammern)

Man erkennt, das die SPR-Methode den anderen Verfahren klar iiberlegen ist, und daf
die Superkonvergenz in allen Fillen erreicht wird.

4.1.5 Vergleichende Gegeniiberstellung

Den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Ansidtzen zur Gewinnung von A-
posteriori-Fehlerschétzern bzw. Fehlerindikatoren liegen haufig dhnliche Ideen zugrunde,
so dafl sie in vielen Féllen qualitativ zu denselben Ergebnissen fiihren.

So hat Verfiirth [120] im Fall der Poisson-Gleichung gezeigt, daf§ die Fehlerschétzer ng
(residuen-basiert), np (lokale Dirichlet-Probleme), ny (lokale Neumann-Probleme) und
ny (hierarchisch) im folgenden Sinn dquivalent sind: Zu je zwei Fehlerschétzern 7, und 7,
existieren Konstanten C und C, so daf gilt:

Cm<m<Cn. (4.31)

In einem qualitativen Vergleich verschiedener Fehlerschétzer ist es also ausreichend, einen
der o. a. Fehlerschiitzer mit dem Z2-Fehlerindikator zu vergleichen. Von Babuska & Rodri-
guez [10] und Babuska, Strouboulis et al. [11, 12, 13] sind Vergleiche von residuen-basierten
Fehlerschiitzern fiir verschiedene Differentialgleichungen mit dem Z2-Fehlerindikator auf
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der Basis von numerischen Testrechnungen durchgefiihrt worden. Dabei wurde insbeson-
dere die Robustheit der Fehlerschitzer in bezug auf Netzverzerrungen, Singularitdten
und Randwertvorgaben untersucht. Das wesentliche Ergebnis der Tests ist, dafl der Z2-
Fehlerindikator in den meisten Fillen robuster gegeniiber den o.a. Einfliissen ist als die
residuen-basierten Fehlerschétzer.

Ainsworth et al. [4] und Ainsworth & Craig [2]| vergleichen verschiedene A-posteriori-
Fehlerschéatzer fiir FE-Diskretisierungen in der linearen Elastizitédtstheorie bzw. von all-
gemeinen linearen elliptischen Operatoren. Dabei kommen sie zu dem Schluf}, dafl gra-
dienten-basierte Fehlerindikatoren — wie der Z2-Fehlerindikator zusammen mit der SPR-
Glattungsmethode — unter geeigneten Voraussetzungen &quivalent zu residuen-basierten
Fehlerschitzern vom Babuska- Rheinboldt-Typ sind. Aulerdem wird gezeigt, dafl derartige
Fehlerindikatoren unter geeigneten Voraussetzungen den wahren Fehler fiir geniigend klei-
ne h eher iiberschitzen, und dafl sie unter weiteren Voraussetzungen sogar asymptotisch
exakt sind.

Insgesamt kann man als Ergebnis festhalten, dafl gradienten-basierte Fehlerindikatoren
trotz geringer theoretischer Fundierung in vielen Féllen numerisch gute bis sehr gute
Ergebnisse liefern, die z.T. sogar die theoretisch gut fundierten residuen-basierten Feh-
lerschétzer iibertreffen. Dies ist insbesondere bei adaptiv verfeinerten Netzen mit stark
nicht-reguléren Eigenschaften der Fall (Babuska, Strouboulis et al. [13]), da die theore-
tischen Aussagen haufig starke Anforderungen an die Netzregularitéit stellen, die in der
Praxis nicht erfiillt sind.

4.1.6 Konstruktion eines neuen Fehlerindikators fiir die TPM

In diesem Abschnitt soll ein Fehlerindikator fiir quasi-statische Probleme elastisch-visko-
plastischer portdser Medien konstruiert werden. Da fiir diese Modellklasse bislang keine
mathematisch fundierten Abschiatzungen des Ortsfehlers bekannt sind, wird wie folgt vor-
gegangen: Ein Zeitschritt des instationdren Problems wird — wie bereits eingangs erwihnt
— als ein stationdres Problem mit Anfangsbedingungen aus dem letzten Zeitschritt be-
trachtet. Zur Beurteilung des Ortsfehlers wird der von Zienkiewicz & Zhu [128, 129, 130)]
vorgeschlagene gradienten-basierte Fehlerindikator derart erweitert, daf3 alle treibenden
Grofen des elastisch-viskoplastischen Zweiphasenmodells eingehen.

Im Fall der Elastostatik bewertet der Z2-Fehlerindikator den Fehler in den Spannungen.
Die Spannungen sind im wesentlichen Verschiebungsgradienten und stellen den Flufiterm
in der zugrundeliegenden Impulsbilanz dar. Es ist daher naheliegend, in der TPM ebenfalls
die FluBterme bzw. Gradienten der Primérvariablen der einzelnen Bilanzgleichungen zu
betrachten. Diese Uberlegung fiihrt auf die folgenden GroBen zur Bewertung der Fehler
bei elastischen Berechnungen:

e Die Impulsbilanz der Mischung (1.99); bestimmt im wesentlichen die Festkorper-
verschiebung ug, so dafl als FluBgréfle die Extraspannung T des Festkorpers maf-
geblich ist und analog zur Elastostatik in den Fehlerindikator eingeht.%

6Man konnte an dieser Stelle auch die Gesamtspannung Tg — pI wihlen, erhielte auf diese Weise aber
eine gekoppelte Grofle aus Festkorper- und Fluid-Eigenschaften.
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e Die Volumenbilanz mit der eingesetzten Impulsbilanz des Fluids (1.99); bestimmt
im wesentlichen den Porenfluiddruck p, so daf§ der Druckgradient die mafigebliche
Grofle darstellt. Dieser wird im Fehlerindikator durch die Sickergeschwindigkeit w g
repréasentiert, die gemifl dem Darcyschen Gesetz (1.88) — also der umgeformten
quasi-statischen Impulsbilanz des Fluids — proportional zum Druckgradienten ist.

Zur adaptiven Berechnung von elastisch-viskoplastischen Problemen miissen noch geeig-
nete plastische Gréflen in den Fehlerindikator aufgenommen werden. Die Ergebnisse von
Rannacher & Suttmeier [99] zeigen im Fall der Hencky-Plastizitiat (Deformationstheorie),
daB eine Netzverfeinerung in der Ubergangszone zwischen elastischem und plastischem
Materialverhalten entscheidend fiir die Genauigkeit der Gesamtlosung ist. Diese Beobach-
tung legt die Verwendung der plastischen Verzerrung &g, zur Fehlerindikation nahe, deren
Gradienten vor allem an den Ré&ndern der plastischen Zone grof3 sind.

Bemerkung: Die in Kapitel 5 dargestellten numerischen Ergebnisse rechtfertigen die-
se Annahme. Insbesondere werden die Rdnder von Scherbidndern angemessen verfeinert,
wogegen das Innere der plastischen Zone erwartungsgemaf relativ grob vernetzt wird. O

Zunichst werden ausgehend von den FE-GriBen (-)" mit Hilfe der in Abschnitt 4.1.4
beschriebenen SPR-Methode gegliittete Grofien (-)* berechnet. Mit der L*-Norm ||-{| r2qn)
sowie deren Anteil || - || z2(r) im Element 7" € J" werden anschlieBend die elementbezogenen
Fehlerindikatoren 7, r definiert:

Festkorper-Elastizitit: 1,7 = | Ty — T5h||L2(T), Wy = ||T5h||L2(Qh),
Festkorper-Plastizitéit: nor = |l€g, — €& |l 2(), Wy = el || r2am, (4.32)
Porenfluid-Strémung: 937 := Wi — Whl2), Wi = ||Wh| 2an).

Man beachte, daf es sich bei den n;r um absolute Groflen handelt, so dafl ein direk-
ter Vergleich nicht sinnvoll ist. So liegen z.B. Spannungen und plastische Verzerrungen
i.a. in vollig verschiedenen Grolenordnungen. Fiir die Anwendung sind auflerdem relative
Fehlerindikatoren vorteilhaft, und es wird je Element genau ein skalarer Fehlerindikator
benotigt. Man muf also eine geeignete Kombination der drei Fehlerindikatoren 7, v be-
rechnen, wobei die Gebietsintegrale W; als Bezugsgréfien und zur Entdimensionierung
dienen.

In Analogie zur Zeitadaptivitét (vgl. Abschnitt 3.4) werden toleranz-gewichtete Fehlerma-
Be (,Fehler / Toleranz“) verwendet, die mit vorgegebenen absoluten Toleranzen €,; > 0
und der relativen Toleranz €, > 0 wie folgt definiert werden:
i, 17 . .
= TOL; .= ¢, - W; ; =1,...,3. 4.

gz,T TOLZ mit O 4 €r VVZ + €ayis ? ) 73 ( 33)
Die mit benutzerdefinierbaren Faktoren «; > 0 gewichtete Summe der dimensionslosen
Fehlermafle &; r liefert schliellich elementbezogene Fehlermafie {r sowie ein globales ska-
lares Fehlermaf &:

3 1/2 3 1/2
Er = (Z ai.g§T> mit » oy =1, = (Z g%) . (4.34)
i=1 =1

TeTh
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Gilt £ < 1, so ist der durch die absoluten Fehlermafe n; v geschétzte Fehler (zumindest
im gewichteten Mittel) kleiner als die geforderten Toleranzen, so daf§ die Losung auf
dem aktuellen Netz akzeptiert werden kann. Die Faktoren «; kénnen dabei vom Benutzer
entsprechend der Zielvorstellung bei der adaptiven Berechnung frei gewéahlt werden. So ist
etwa bei der Berechnung rein elastischer Probleme die Ausblendung des Fehlerindikators
& mittels a; = a3 = 1/2, ap = 0 sinnvoll.

4.2 Strategien der Netzanpassung

Auf der Basis von gegebenen Fehlerindikatoren miissen im Rahmen eines ortsadaptiven
Verfahrens geeignete Strategien zum Auffinden eines ,optimalen® Netzes bereitgestellt
werden. Nach der Begriffsklarung in Abschnitt 4.2.1 werden in Abschnitt 4.2.2 Strategien
zur Umsetzung der lokalen Fehlerinformation in lokale Netzdichtefunktionen vorgestellt.
Dabei werden jeweils toleranz-gewichtete Fehlermafle

o nhr
&= TOL (4.35)

betrachtet (vgl. (4.33), (4.34)), die aus den absoluten FehlermaSien nr (vgl. (4.15), (4.21),
(4.25), (4.30), (4.32)) durch Gewichtung mit einer gegebenen Toleranz T'OL entstehen, die
aus relativen und absoluten Anteilen bestehen kann (vgl. (4.33)). Das Gesamtfehlermafl
ergibt sich dann aus (4.35) durch Summation iiber alle Elemente T' des Netzes T":

1/2
= (Z 5%) : (4.36)

TeTh

Die Anzahl der Elemente im Netz T" wird wie in Kapitel 2 mit E bezeichnet.

4.2.1 Optimalitidtskriterien

Die Bestimmung eines optimalen Netzes im Rahmen eines adaptiven Verfahrens ist i. a.
ein komplexes nichtlineares Optimierungsproblem. Der Begriff des ,optimalen Netzes“
kann dabei wie folgt verstanden werden:

(O1) Das Netz ist optimal, wenn mit geringstmoglicher Anzahl von Freiheitsgraden (oder
Elementen) der geschiitzte Fehler kleiner ist als die vorgegebenen Toleranzen.

(02) Das Netz ist optimal, wenn bei gegebener Maximalzahl von Freiheitsgraden (oder
Elementen) eine Losung mit geringstmoglichem geschétztem Fehler erzielt wird.

Die beiden Kriterien sind im folgenden Sinn dual zueinander: beim Kriterium (O1) wird
der Fehler vorgegeben und der numerische Aufwand minimiert; beim Kriterium (O2) wird
der numerische Aufwand vorgegeben und der Fehler minimiert.

Zur Losung des nichtlinearen Optimierungsproblems (O1) bzw. (O2) wird iiblicherweise
ein Iterationsalgorithmus wie in Kasten (4.37) eingesetzt. Da die Anzahl der Knoten oder
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Iterationsalgorithmus zur Bestimmung eines optimalen Netzes

Schritt 1: Lose das diskrete Problem auf dem gegebenen Netz T7.
Schritt 2:  Werte den Fehlerindikator (4.36) aus.
Schritt 3:  Falls £ > 1 (0O1) bzw. falls E < Ej., (02), dann
— bestimme ein geeignetes neues Netz ‘j'h, (4.37)
— setze Th .= ﬁ'h,
— gehe zu Schritt 1.
Schritt 4: Ende.

der Freiheitsgrade aufgrund der Abhéngigkeit von der Topologie des Netzes nicht direkt
zugénglich ist, wird im Fall des Kriteriums (O2) die Anzahl E der Elemente durch E .
beschrinkt. Die GréBen des neu zu bestimmenden Netzes T werden im weiteren mit
einem Dach gekennzeichnet.

Bemerkung: Neben (O1) und (O2) bei der Abfrage in Schritt 3 sind auch Mischformen
moglich. Man kann z. B. Toleranzen vorgeben, jedoch die maximale Elementzahl auf E,.
beschrinken. Der Algorithmus ist beendet, wenn entweder die Toleranz erfiillt ist oder
die Elementzahl E,,., iiberschritten wird. Dies entspricht dann zwar keinem der beiden
Optimalitéatskriterien mehr, ist aber in der Praxis aufgrund von Speicher- und Rechen-
zeitbeschriankungen ein sinnvolles Vorgehen. O

4.2.2 Dichtefunktionen

Eine Netzdichtefunktion dient bei der Bestimmung des neuen Netzes in Schritt 3 von
Algorithmus (4.37) als Vorgabe fiir einen Netzgenerator (Wiedervernetzung) bzw. zur
Steuerung der hierarchischen Netzanpassung. Fiir Elemente des neuen Netzes ﬁ'h, die
innerhalb des Elements 7" € T" des alten Netzes liegen, wird der Elementradius hy wie
folgt bestimmt: )

hT = hT T’T(f) . (438)

Die Dichtefunktion rp héngt dabei vom Fehlerindikator £ bzw. von den elementbezoge-
nen Indikatoren & ab. Ein Wert r < 1 bedeutet eine Verfeinerung des Elements T,
wahrend im Fall v > 1 eine Vergroberung moglich ist. Im Rahmen einer vom Verfasser
der vorliegenden Arbeit betreuten Diplomarbeit (Ammann [6]) wurde eine vergleichende
Untersuchung verschiedener in der Literatur aufgefiihrter Dichtefunktionen zur Approxi-
mation des Optimierungsproblems (O1) durchgefithrt. Weitere Details der im folgenden
vorgestellten Ansétze konnen dieser Arbeit sowie den folgenden darin betrachteten Arti-
keln entnommen werden: Zienkiewicz & Zhu [128], Ladeveze, Pelle & Rougeot [78], Onate
& Bugeda [86], Li & Bettess [79], Gallimard, Ladeveze & Pelle [59, 60|, Fuenmayor &
Oliver [58].
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Gleichverteilung des Fehlers auf Basis des alten Netzes

Es ist naheliegend, zur Ermittlung der Dichtefunktion die Gleichverteilung der Element-
fehler ny zu fordern. Da die Anzahl der Elemente E im neuen Netz von der Wahl der
Dichtefunktion abhéngt, wird von Zienkiewicz & Zhu [128] die Forderung

1/2
! ~2 / “ “ ! TOL
TeTh

an den Elementfehler 77 von Elementen im neuen Netz gestellt, die innerhalb des Elements
T aus dem alten Netz liegen. Um dies explizit in Abhéngigkeit von Groflen des alten Netzes
darstellen zu kénnen, ist eine weitere Annahme iiber das Fehlerverhalten in Abhéngigkeit
von der Netzdichte erforderlich.

Aufgrund von theoretischen Konvergenzuntersuchungen bei Anwendung der FEM auf
elliptische Randwertprobleme (z. B. Strang & Fix [109]) erhélt man iiblicherweise asymp-
totische A-priori-Fehlerabschéatzungen
l[[lu—u"||| < Ch? mit h=maxhy, h—0. (4.40)
TeTh
Dabei ist C' eine von der Diskretisierung h unabhéngige Konstante und p die asymptoti-
sche Konvergenzordnung. Zur Herleitung der Dichtefunktion wird diese Aussage auf den

lokalen Fehlerindikator innerhalb eines Elements 7" bezogen, so dafl man néherungsweise
die folgenden Zusammenhinge im alten Netz 7" und im neuen Netz T" erhiilt:

nr o~ Chy. und Ay ~ ChE.. (4.41)

Dies fiihrt dann mit (4.35) zu der Dichtefunktion

h AP TOL 17 B
Sy H B [ } = PR, (4.42)
hr nr nT\/E

Minimierung der Elementanzahl im neuen Netz

Ein Schritt zur Losung des Problems (O1) kann als diskretes Optimierungsproblem

E— Min. mit =1 (4.43)

aufgefaBt werden (Ladeveze, Pelle & Rougeot [78], Gallimard, Ladeveéze & Pelle [59, 60]),
d. h. die Anzahl der Elemente im neuen Netz wird unter der Nebenbedingung der Einhal-
tung der Toleranzen minimiert. Da E und é von der Wahl des neuen Netzes abhéngen,
liegt ein implizites Problem vor, das nur mittels zuséitzlicher Annahmen explizit l6sbar
ist.

In zwei Raumdimensionen kann E mit Hilfe der Elementradien wie folgt abgeschétzt

werden: 2 .
Er Yy L= . (4.44)
h. r

TeTh Tegh T
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Wird ein Element verfeinert (h2. > h2.), so liefert das Flichenverhéltnis in (4.44) eine Zahl
grofler als Eins, die die Anzahl der Elemente im neuen Netz innerhalb des Elements T
aus dem alten Netz abschitzt. Umgekehrtes gilt bei einer Vergroberung.

Setzt man zur Abschiatzung von é wieder (4.41) fiir die FEM-Konvergenzrate voraus, so
erhélt man mit (4.35) und (4.36):

£=5Sé=>S e (4.45)

TeTh TeTh

Lost man damit das diskrete Optimierungsproblem (4.43) nach der Methode der Lagran-
ge-Multiplikatoren, so ergibt sich die Dichtefunktion

—1/(2p)
rp = 5;1/(p+1) [Z 53/(741)] ' (4.46)

TETh

Man erhélt also eine zu (4.42) sehr dhnliche Struktur mit einem vom Elementindikator
&r abhéngigen Term und einem Zusatzterm, der hier im Gegensatz zu (4.42) nicht durch
die Anzahl der Elemente E im alten Netz, sondern durch die Anzahl der Elemente E im
neuen Netz bestimmt ist (vgl. auch (4.49)).

Bemerkung: Von Li & Bettess [79] wird eine Dichtefunktion vorgeschlagen, die dieselbe
Formel wie (4.46) liefert, jedoch auf vollig andere Weise hergeleitet wird (Ammann [6]).
Zunéchst wird im Unterschied zu (4.39) die Gleichverteilung des Fehlers im neuen Netz
gefordert:

TOL

= 7=
VE
Die unbekannte Elementzahl E wird dann wieder gemif (4.44) abgeschiitzt. Anstelle von

(4.41) setzen Li & Bettess voraus, dafl die lokale Konvergenzordnung um Eins hoher ist
als die globale Konvergenzordnung (4.40):

VT e (4.47)

nr~ ChYY und  dp A~ CREF (4.48)

Dies begriinden sie damit, daf§ die Fléiche eines Elements in 2-d von der Ordnung hZ. ist.
Damit kann schliefllich die unbekannte Elementzahl E bestimmt werden, und Einsetzen
in die aus (4.47), (4.48) hergeleitete Formel

i, TOL 1/(p+1)
rp = h—T — [ A] — é—;l/(ﬁ‘Fl) E—l/(Z(p-i-l)) (449)
r N \/E
liefert die Dichtefunktion (4.46). O

Von Ammann [6] wurde gezeigt, dafl die Dichtefunktion (4.46) in bezug auf die Anzahl
der Elemente wesentlich bessere Netze liefert als (4.42).
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,»Fixed fraction“ Strategie

Die beiden obigen Dichtefunktionen sind auf das Optimierungsproblem (O1) zugeschnit-
ten, d.h. es wird versucht, mit moglichst wenigen Elementen die geforderte Toleranz
einzuhalten. Im Gegensatz dazu versucht die ,fixed fraction“ Strategie (Suttmeier [111],
Verfiirth [120]), das Optimierungsziel (O2) zu erreichen. Zunéchst werden die Elemente
aufsteigend nach nr sortiert. Anschlieend wird ein fester Anteil v¢ € (0,1), 2. B. 7¢ = 0.2,
von Elementen mit geringen Fehlern zur Vergroberung markiert. Dann wird ein fester An-
teil yg € (0,1) von Elementen mit grofien Fehlern zur Verfeinerung markiert, wobei die
maximale Elementzahl E, .. nicht iiberschritten werden darf. Die Verfeinerungs-Iteration
in (4.37) wird beendet, wenn entweder die Maximalzahl E,,,, der Elemente erreicht oder
der Fehler {7 bereits ndherungsweise gleichverteilt ist.

Die , fixed fraction“ Strategie ist zunéchst nicht im Fall der Wiedervernetzung einsetzbar,
da keine explizite Dichtefunktion berechnet wird. Sie liefert lediglich die Information, ob
verfeinert oder vergrobert werden soll, jedoch nicht in welchem Mafle. Naheliegend ist
daher die folgende Definition einer Dichtefunktion:

rp = ¢ 1/2 falls T zur Verfeinerung markiert ist, (4.50)

{ 2 falls T' zur Vergroberung markiert ist,
1 sonst.

4.3 Netzgenerierung und Datenhaltung

Das Kernstiick eines adaptiven FE-Systems bildet die Verwaltung der Geometriedaten,
die im Laufe einer adaptiven Berechnung anfallen. Dabei lassen sich grundsétzlich zwei
verschiedene Vorgehensweisen unterscheiden.

e Bei der hierarchischen Netzanpassung wird das aktuelle Netz in jedem Adaptions-
schritt lokal entsprechend den Vorgaben der Dichtefunktion verédndert. Dadurch ent-
steht ausgehend von einem Startnetz eine Netzhierarchie, die im Laufe der Rechnung
neben lokalen Verfeinerungen auch lokale Vergroberungen erlaubt (Abschnitt 4.3.1).

e Bei der Methode der Wiedervernetzung (engl.: remeshing) wird in jedem Adap-
tionsschritt auf der Basis der Dichtefunktion ein komplett neues Netz generiert
(Abschnitt 4.3.2).

In beiden Fillen mufl zunéchst eine Beschreibung der Geometrie des Randwertproblems
sowie der dazugehorigen Randbedingungen vorhanden sein. In dem im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit entwickelten Programmsystem PANDAS ist eine Geometriebeschreibung
auf Basis von Makrokanten implementiert, die neben polygonalen Réndern auch die Vor-
gabe von gekriimmten Randstiicken zuléft, die mit Hilfe von Splinekurven und Kreis-
segmenten modelliert werden. Der Vorteil der auf diese Weise definierten gekriimmten
Rénder gegeniiber einer rein polygonalen Randapproximation besteht darin, dafl ein ver-
gleichsweise grobes Startnetz gewéhlt werden kann, ohne auf eine gute Approximation
der wahren Randgeometrie im Laufe der adaptiven Berechnung zu verzichten.
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Die Randbedingungen werden in PANDAS je Freiheitsgrad des betrachteten Modells als
orts- und zeitabhédngige Funktionen auf den Makrokanten definiert. Dadurch ist sicherge-
stellt, daf die vorgegebenen Randbedingungen zu jedem Zeitpunkt einer adaptiven Rech-
nung ausgewertet werden konnen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden lediglich Dreiecksnetze betrachtet. Im Fall der hierar-
chischen Netzanpassung hat dies den Vorteil, dafl ohne grofien Zusatzaufwand konforme
adaptive Verfeinerungen erzielt werden kénnen, was bei Vierecksnetzen nicht ohne weiteres
moglich ist. Dort mufl das Problem der , hingenden Knoten“” entweder durch Zusatzglei-
chungen im Rahmen der FE-Losung oder durch einen konformen Abschlufl des Netzes mit
Dreiecken behandelt werden. In bezug auf die Wiedervernetzung ist die Beschréankung auf
Dreiecksnetze jedoch rein technischer Natur, da kein Vierecks-Netzgenerator zur Verfii-
gung stand, der iiber eine Dichtefunktion gesteuert werden kann.

Als Dreiecks-Vernetzer wird Triangle von Shewchuk [105] eingesetzt, der im C-Quellcode
iiber die Numerik-Bibliothek Netlib im Internet verfiigbar ist. Triangle ist ein Delaunay-
Triangulierer, der Qualitéits-Nebenbedingungen wie Minimalwinkel oder Maximalfliche
beriicksichtigen kann. Dieser Vernetzer wurde derart angepafit, dafl die Wiedervernet-
zung durch Dichtefunktionen gesteuert werden kann, die innerhalb von PANDAS geméif
Abschnitt 4.2.2 bezogen auf ein bestehendes Netz berechnet werden.

4.3.1 Hierarchische Netzverfeinerung und -vergréberung

Eine aktuelle Zusammenfassung von zwei- und dreidimensionalen Verfeinerungsalgorith-
men fiir Simplizes (Dreiecke und Tetraeder) kann z. B. Bey [19] entnommen werden. Zur
hierarchischen Verfeinerung von Dreiecks-Netzen existieren im wesentlichen zwei Klassen
von Algorithmen:

e Rot-Griin-Verfeinerung. Durch Kombination von reguliren (Rot-) und irreguliren
(Griin-) Verfeinerungen wird ein Algorithmus konstruiert, der die Stabilitét der
Verfeinerung sicherstellt (keine Entartung der Elemente). Die Rot-Verfeinerung wird
dabei auf die vom Fehlerschitzer markierten Elemente angewandt, wéhrend mit
der Griin-Verfeinerung die Konformitét des Netzes wiederhergestellt wird. Dieser
Verfeinerungs-Algorithmus stammt von R. E. Bank und ist u.a. in seinem Buch
tiber das FE-Mehrgitterverfahren PLTMG [14] dargestellt.

e Bisektionsverfahren. Bei diesen Verfahren werden ausschliellich Bisektionen (Hal-
bierungen von Dreiecken) zur Verfeinerung verwendet. Fiir zwei Raumdimensionen
werden im folgenden die beiden wichtigsten Verfahren aufgefiihrt.

Longest Side Bisection. Beim Verfahren von Rivara [100, 101] wird grundsétzlich
die langste Kante eines Dreiecks halbiert. Die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen, die

"Als ,hingende Knoten“ werden Knoten auf Elementkanten bezeichnet, die durch Verfeinerung des
Nachbarelements entstehen und im betrachteten Element keine konforme Entsprechung haben. Fiir die
Freiheitsgrade dieser Knoten miissen innerhalb der FEM zusétzliche Gleichungen eingefithrt werden,
die den Wert je nach den gewihlten Ansatzfunktionen als geeignete Linearkombination von anderen
Freiheitsgraden des Elements bestimmen.
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dadurch aus jedem Ausgangsdreieck T entstehen konnen, ist in jedem Fall endlich
und das Verfahren folglich stabil.

Newest Vertex Bisection. Beim Verfahren von Mitchell [84] wird in der Ausgangstri-
angulierung je Dreieck eine Kante markiert, die als erstes zur Verfeinerung ansteht.
Im Prinzip kann hier eine beliebige Kante gewéhlt werden, wobei in der Praxis etwa
die langste Kante eine sinnvolle Wahl darstellt. Anschliefend wird immer diejenige
Kante eines Dreiecks halbiert, die dem zuletzt erzeugten Eckpunkt (engl.: newest
vertex) gegeniiberliegt, wobei diese Bedingung in beiden Nachbarn der zu teilen-
den Kante erfiillt sein mufl. Dabei entstehen je Ausgangsdreieck T hochstens vier
Ahnlichkeitsklassen (Abbildung 4.1), so daB die Verfeinerung stabil ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde aus den folgenden Griinden das Verfahren von Mitchell
mit Hilfe des von Kossaczky [76] angegebenen rekursiven Algorithmus implementiert:

e Der Algorithmus ist vergleichsweise einfach zu implementieren, da im Gegensatz zur
Rot-Griin-Verfeinerung keine Abschlufiregeln notwendig sind.

e Durch Speicherung der Netzhierarchie ist auf vergleichsweise einfache Art und Weise
eine Vergroberung moglich. Dazu muf lediglich sichergestellt sein, daf das ,, Bruder-
dreieck® — also das Element, das aus dem gleichen , Vaterdreieck® durch Bisektion
entstanden ist — ebenfalls zur Vergroberung markiert ist. In diesem Fall werden beide
Bruderdreiecke aus der Triangulierung entfernt und durch das Vaterdreieck ersetzt.
Der Vergroberungsalgorithmus bei einer Rot-Griin-Triangulierung ist im Gegensatz
dazu wesentlich aufwendiger, da zum einen die Abschlufiregeln invers behandelt
werden miissen und sich zum anderen die Vergroberung weniger lokal auswirkt.

e Das Verfahren 148t sich prinzipiell auf den dreidimensionalen Fall iibertragen (Bey
[19]), was im Hinblick auf die spétere Erweiterung der vorgestellten Adaptivitéts-
techniken zur Berechnung rdumlich dreidimensionaler Randwertprobleme von Vor-
teil ist.

In Abbildung 4.1 sind fiir ein Dreieck die bei der Verfeinerung entstehenden vier Ahnlich-
keitsklassen dargestellt. Dabei ist jeweils der ,neueste Eckpunkt® mit einem schwarzen

Kreis markiert.
—_ ) _ —_
: P

Abbildung 4.1: Ahnlichkeitsklassen bei der Newest Vertex Bisection

Abbildung 4.2 zeigt beispielhaft die auftretende Rekursion bei Verfeinerung des grau
schraffierten Dreiecks. Da im Nachbardreieck nicht die gleiche Kante zur Verfeinerung
markiert ist (Pfeilmarkierungen am gegeniiberliegenden Eckpunkt), wird rekursiv zuerst
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aa

Abbildung 4.2: Rekursive Bisektion mit der Newest Vertex Bisection

das Nachbardreieck und anschlieend das grau schraffierte Dreieck zusammen mit dem
neu entstandenen Nachbardreieck halbiert. Von Mitchell [84] wird gezeigt, dafl diese Re-
kursion endlich ist. Dies liegt im wesentlichen darin begriindet, dafl im ungiinstigsten Fall
nach endlich vielen Rekursionsschritten der Rand des Gebiets erreicht wird.

Die Moglichkeit der Vergroberung ist insbesondere bei zeitabhéngigen adaptiven Rech-
nungen wichtig, wenn sich die ¢rtlichen Gradienten der Losung zeitlich verlagern, wie
z. B. bei entstehenden Scherbédndern, oder sich nach und nach abbauen, wie z. B. beim
Konsolidationsproblem.

4.3.2 Wiedervernetzung

Im Gegensatz zur hierarchischen Verfeinerung und Vergroberung wird im Fall der Wieder-
vernetzung je Adaptionsschritt ein vollig neues Netz generiert. Die Netzdichte wird dem
Netzgenerator dabei in Form von Soll-Volumina (in zwei Raumdimensionen: Soll-Flachen-
inhalten) der Elemente im neuen Netz bezogen auf das vorangegangene Netz iibergeben.
Es ergibt sich also eine stiickweise konstante Dichtefunktion, die ggf. innerhalb des Netz-
generators durch einfache oder flichenbezogene Knotenmittelung geglittet werden kann.
Nach der Generierung des neuen Netzes wird die Rechnung mit diesem Netz wiederholt
bzw. fortgesetzt.

4.4 Behandlung zeitabhingiger Probleme

Normalerweise wird bei zeitabhédngigen Problemen im Zusammenhang mit FE-Ortsdis-
kretisierungen die Linienmethode (engl.: method of lines, MOL) angewandt, bei der eine
feste Ortsdiskretisierung mit Hilfe eines Zeitintegrationsverfahrens von Zeitschicht zu Zeit-
schicht numerisch integriert wird (Kapitel 3). Zur Kopplung mit ortsadaptiven Verfahren
ergeben sich damit zwei grundsétzlich verschiedene Ansétze.

1. Globale Fehlerbetrachtung. Die Rechnung wird mit einem festen Netz bis zur ge-
forderten Zielzeit im Sinne der Linienmethode durchgefiihrt. Im Nachhinein wird
anhand von gesammelten Fehlerinformationen ein neues Netz generiert, das fiir den
gesamten Zeitbereich ,,geeignet® ist. Die Rechnung wird mit dem neuen Netz kom-
plett wiederholt, und dieser Vorgang wird solange iteriert, bis eine geforderte Tole-
ranz fiir den Gesamtfehler unterschritten ist.
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Ein solches Vorgehen wird z.B. von Ladevéze und Mitarbeitern [78, 59, 60] zur
Behandlung von elasto-plastischen Problemen vorgeschlagen. Allerdings wird dort
der Gesamtfehler mit Hilfe von heuristischen Fehlerindikatoren beurteilt, so dafl
keine wirkliche Fehlerkontrolle im Sinne einer Abschétzung nach oben vorliegt.

2. Lokale Fehlerbetrachtung. Ein Zeitschritt wird als stationéres Teilproblem angese-
hen, und der Gesamtfehler aus Zeit- und Ortsfehler wird getrennt betrachtet. Mit
den in Kapitel 3 behandelten zeitadaptiven Verfahren wird der (lokale) Zeitfehler
kontrolliert, wahrend der Ortsfehler im stationdren Teilproblem eines Zeitschritts
mit den oben beschriebenen Fehlerschiatzern und Fehlerindikatoren bewertet wird.
Nach der Netzanpassung werden die diskreten Zustandsgrofien (Freiheitsgrade und
interne Variablen) vom alten auf das neue Netz iibertragen, und die Rechnung wird
mit dem neuen Netz fortgesetzt.

Generell wire es wiinschenswert, den globalen Gesamtfehler des numerischen Verfahrens
unterhalb einer gegegebenen Toleranz zu halten (Strategie 1). Zum einen setzt dies aber
die Kenntnis eines globalen Fehlerschitzers im Orts-Zeit-Kontinuum voraus, der i. a. nicht
zur Verfiigung steht. Zum anderen ist der Rechenaufwand bei einem solchen Vorgehen
extrem hoch, da die gesamte Rechnung bei jeder Netzénderung wiederholt werden mufl.

Im folgenden wird daher die zweite Strategie eingesetzt, bei der man zudem durch die
gedankliche Entkopplung® der Fehleranteile auf bewihrte Fehlerkriterien im Zeit- wie im
Ortsbereich zuriickgreifen kann. Nach der Beschreibung des adaptiven Gesamtalgorithmus
in Abschnitt 4.4.1 behandelt Abschnitt 4.4.2 einige Aspekte des notwendigen Datentrans-
fers der diskreten Zustandsgroflen.

4.4.1 Zeit- und ortsadaptiver Gesamtalgorithmus

In Abbildung 4.3 ist der Algorithmus eines zeit- und ortsadaptiven Schritts als Fluldia-
gramm dargestellt. Die linke Prozedur (FullStep) zeigt die Berechnung eines gekoppelten
zeit- und ortsadaptiven Schritts, wihrend die rechte Prozedur (TimeStep) die Berechnung
eines adaptiven Zeitschritts geméf Kasten (3.60) in Kurzform zusammenfaft.

Innerhalb eines zeit- und ortsadaptiven Schritts (Prozedur FullStep) wird zunéchst das
vorhandene Netz vergrobert, falls dies aufgrund der Fehlerindikatoren aus dem letzten
Zeitschritt moglich ist. Dann wird im wesentlichen der Algorithmus aus Kasten (4.37) zur
Bestimmung eines optimalen Netzes mit dem Kriterium (O1) ausgefithrt (Schleife). Der
Losung des diskreten Problems in (4.37) entspricht hier die Berechnung eines adaptiven
Zeitschritts ¢, ~ t, 41 (Prozedur TimeStep). Nachdem der Zeitfehler mit dem aktuellen
Netz die gegebenen Toleranzen erfiillt (erfolgreiche Riickkehr aus der Prozedur TimeStep),
wird der Ortsfehler mit dem Fehlermafl £ geméf (4.36) berechnet. Erfiillt auch dieser
die Toleranzen (¢ < 1), so wird der gerechnete Schritt akzeptiert, und es erfolgt eine

8Im Fall der Elastodynamik fithrt die zeitliche Semidiskretisierung des kontinuierlichen Problems zu
einem stationéren, elliptischen Problem analog zur Elastostatik, dessen Ortsfehler mit den bekannten
Fehlerschétzern fiir elliptische Probleme bewertet werden kann. Dieses Vorgehen wird an dieser Stelle
ohne weitere Untersuchungen auf die behandelten Gleichungen des viskoplastischen Zweiphasenmodells
iibertragen. Die Entkopplung der einzelnen Fehleranteile ist daher als Arbeitshypothese zu verstehen.
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Abbildung 4.3: Algorithmus fiir einen zeit- und ortsadaptiven Schritt

Aktualisierung der ZustandsgroBen und die Weiterschaltung zum néchsten Zeitschritt
(n <= n 4+ 1). Andernfalls wird das aktuelle Netz verfeinert, und der gesamte Zeitschritt
wird auf Basis der Daten zum Zeitpunkt ¢,, wiederholt.

Bei jeder Netzdnderung wird geméf einer gewihlten Dichtefunktion (Abschnitt 4.2.2)
ein neues Netz mittels hierarchischer Netzanpassung (Abschnitt 4.3.1) bzw. Wiederver-
netzung (Abschnitt 4.3.2) generiert. Die diskreten Zustandsgrofen (Freiheitsgrade und
interne Variablen) zum Zeitpunkt ¢,, werden anschlieBend vom alten auf das neue Netz
iibertragen. Dies ist Thema des folgenden Abschnitts.

4.4.2 Transfer der diskreten Zustandsgrofien

Fiir das zeit- und ortsadaptive Gesamtverfahren spielt der Transfer der diskreten Zu-
standsgrofien bei Netzédnderungen eine entscheidende Rolle. Wesentlich dabei ist, dafl der
Transfer konsistent mit der zugrundeliegenden schwachen Formulierung ist. Diese Eigen-
schaft wird auch als wvariationelle Konsistenz bezeichnet. Mit Hilfe eines Dreifeldfunk-
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tionals vom Hu- Washizu-Typ wird von Ortiz & Quigley [91] eine Vorgehensweise beim
Datentransfer hergeleitet, die die variationelle Konsistenz garantiert. Dabei wird lediglich
vorausgesetzt, dafl die schwache Formulierung auf einem Variationsfunktional beruht, und
daBl die Geschichtsvariablen der Plastizitdtsformulierung an den Integrationspunkten der
numerischen Quadratur berechnet werden, so dafl die im folgenden skizzierte Vorgehens-
weise direkt auf die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Probleme {ibertragen werden
kann:

e Die Geschichtsvariablen an den Integrationspunkten werden zum Zeitpunkt ¢, vom
alten Netz 7" auf das neue Netz T" iibertragen; diese Werte dienen dann als An-
fangswerte fiir den Zeitschritt von ¢, nach ¢,1.

e Die FE-Knotenvariablen werden ebenfalls zum Zeitpunkt ¢,, vom alten auf das neue
Netz iibertragen; sofern die globalen Bilanzgleichungen keine Zeitabhéngigkeit ent-
halten, sind die iibertragenen Werte lediglich als Startwerte der anschlieBenden
Gleichgewichtsiteration zu verstehen.

e Die diskrete schwache Formulierung der Bilanzgleichungen wird zum Zeitpunkt ¢,
beziiglich des neuen Netzes 7" mit Hilfe der iiblichen Gleichgewichtsiteration (New-
ton-Verfahren) erfiillt.

Insgesamt fiithrt dieses Vorgehen dazu, dal zum Zeitpunkt ¢,,; auf dem neuen Netz Th
wieder ein Gleichgewichtszustand vorliegt; dem Transfer liegen dabei jeweils die Daten
des letzten Gleichgewichtszustands zum Zeitpunkt ¢, zugrunde. Daher miissen bis zur
vollstandigen Akzeptanz eines Zeitschritts das Netz und die Daten des letzten Zeitschritts
vorgehalten werden.

Im Zusammenhang mit adaptiven Verfahren fiir Anfangs-Randwertprobleme hyperboli-
scher Differentialgleichungen wird ein analoges Vorgehen auch von Franz [56] angewandt.

Transfer der FE-Knotenvariablen

Die Freiheitsgrade der FE-Semidiskretisierung kénnen direkt durch Auswertung der An-
satzfunktionen vom alten auf das neue Netz iibertragen werden. Im Fall der hierarchischen
Netzanpassung werden bei Verfeinerung eines Dreiecks zwei neue Dreiecke erzeugt. Dabei
sind die lokalen Koordinaten der neu erzeugten Knoten aufgrund der hierarchischen Struk-
tur bekannt, so daf§ direkt die Ansatzfunktionen ausgewertet werden kénnen. Bei einer
Vergroberung werden die Daten der entfernten Knoten anschlieBend nicht mehr benotigt,
so dafl kein Transfer erfolgen mu#f.

Im Fall der Wiedervernetzung ist das Vorgehen prinzipiell identisch; es mufl jedoch zu-
néchst fiir jeden Knoten des neuen Netzes dasjenige Element im alten Netz gefunden
werden, das diesen Knoten enthélt. Anschliefend miissen die zu den globalen Koordi-
naten des Knotens im neuen Netz gehorigen lokalen Koordinaten bzgl. des gefundenen
Elements im alten Netz bestimmt werden. Sowohl zur Elementsuche als auch zur Inver-
tierung der Ansatzfunktionen wurden im Rahmen einer vom Verfasser der vorliegenden
Arbeit betreuten Diplomarbeit (Ammann [6]) Untersuchungen durchgefiihrt.
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Zur Elementsuche wird vorteilhaft zunéchst ein Quadtree aufgebaut, bei dem mit Hil-
fe einer Baumstruktur das Rechengebiet rekursiv in Quadranten unterteilt wird, die je-
weils maximal einen Elementmittelpunkt enthalten. Die Algorithmen zur Behandlung von
Quadtree-Datenstrukturen kénnen z.B. Samet [103] bzw. Krause & Rank [77] entnom-
men werden. Der Aufwand zum Aufbau des Baumes betrigt O(E - log E), wobei E die
Anzahl der Elemente im alten Netz ist. Der anschlieende Suchaufwand je Knoten des
neuen Netzes wird aufgrund der Baumstruktur auf O(log E) reduziert, so dal der Ge-
samtaufwand zur Elementsuche O((E+ N)log E) betrigt, worin N die Anzahl der Knoten
im neuen Netz bezeichnet. Dies stellt eine erhebliche Ersparnis gegeniiber dem naiven

Vergleich aller Elemente mit allen Knoten dar, der einen Suchaufwand von O(E - N) zur
Folge hétte.

Die Invertierung der Geometrie-Transformation zur Berechnung der lokalen Koordinaten
aus den globalen Koordinaten erfordert bei Ansétzen hoherer Ordnung i.a. die Losung
eines nichtlinearen Gleichungssystems. Eine Moglichkeit stellt hierbei die iterative Losung
mit Hilfe des Newton-Verfahrens dar. Fiir quadratische Ansétze in Dreiecken und Vier-
ecken gibt es jedoch wesentlich effizientere Verfahren (Ammann [6], Crawford, Anderson
& Waggenspack [34]), die spezielle Eigenschaften der Ansatzpolynome ausnutzen.

Transfer der Geschichtsvariablen an den Integrationspunkten

Beim Transfer der Geschichtsvariablen ist es iiblich, diese zunéchst im alten Netz geeignet
auf Knotenwerte umzurechnen und dann genau wie beim Transfer der FE-Knotenvariablen
zu verfahren (siehe z.B. Cuitino & Ortiz [35], Peri¢, Hochard, Dutko & Owen [93]).
Von Ammann [6] wurden noch weitere Moglichkeiten aus dem Bereich der numerischen
Interpolation und Approximation untersucht, die jedoch nicht zu besseren Ergebnissen
fiihrten.

Der Transfer im Fall der hierarchischen Netzanpassung ist sehr lokal, d.h. bei einer Ver-
feinerung werden die Daten an den Integrationspunkten des Vater-Dreiecks mittels einer
linearen Extrapolation auf die FE-Knoten iibertragen; anschlieBend kann die dadurch ge-
gebene Funktion an den Integrationspunkten der neu erzeugten Dreiecke ausgewertet wer-
den. Im Fall einer Vergroberung muf statt der linearen Extrapolation eine L?-Projektion
der Daten an den Integrationspunkten der Kind-Dreiecke auf die FE-Knoten des Vater-
Dreiecks durchgefiihrt werden.

Bei der Wiedervernetzung gestaltet sich das Problem etwas schwieriger, da keine di-
rekten Beziehungen zwischen Elementen des alten und neuen Netzes bestehen. Es wer-
den daher zunéchst alle Integrationspunkt-Variablen im alten Netz mit Hilfe des SPR-
Verfahrens auf die FE-Knoten projiziert. AnschlieBend kann analog zum Transfer der
FE-Knotenvariablen vorgegangen werden, der im vorigen Abschnitt behandelt wurde.
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Die in diesem Kapitel prasentierten numerischen Beispielrechnungen sind in zwei Klassen
unterteilt. Zunachst werden anhand von Verifikationsbeispielen die verschiedenen Aspek-
te der entwickelten zeit- und ortsadaptiven Verfahren mittels analytischer Losungen bzw.
numerisch berechneter Referenzlosungen iiberpriift und bewertet. Auf dieser Grundlage
werden anschliefend praxisnahe Anwendungsbeispiele aus der Bodenmechanik prisen-
tiert, die das Potential der entwickelten Methoden aufzeigen.

Zur Verifikation der zeitadaptiven Verfahren werden zwei Anfangs-Randwertprobleme bei
fester Ortsdiskretisierung betrachtet — zum einen das elastische Konsolidationsproblem
als ein klassisches Problem der Bodenmechanik und zum anderen ein Zugversuch aus
dem Bereich der Metallplastizitat (ideale Prandtl-ReuB-Plastizitét). Diese stellt im Sinne
eines singulédr gestorten Grenziibergangs vom viskoplastischen zum elastoplastischen Fall
einen schwierigen Testfall fiir numerische Zeitintegrationsverfahren dar, da i.a. nur mit
einer geringen Losungsregularitiat im Zeitbereich gerechnet werden kann. Die Verifikation
der ortsadaptiven Strategien erfolgt danach anhand eines Beispiels aus der linearen Ela-
stostatik, bei dem eine analytische Losung vorliegt. Zur Uberpriifung der Kombination
der zeit- und ortsadaptiven Verfahren dient ein Biaxialversuch, bei dem durch Vorgabe
einer kleinen Storung eine Scherbandbildung initiiert wird. AbschlieSend wird die Lei-
stungsfahigkeit der gekoppelten zeit- und ortsadaptiven Verfahren anhand der klassischen
bodenmechanischen Probleme des Béschungsbruchs und des Grundbruchs gezeigt, bei de-
nen keine Referenzlosungen zur Verfiigung stehen. Hier ist man auf den Vergleich mit
klassischen Theorien oder mit Experimenten angewiesen.

5.1 Verifikation Zeitadaptivitit

In den folgenden Beispielen werden die in Tabelle 5.1 aufgefithrten SDIRK-Verfahren

Bezeichnungen Verweis / Parameter | Stabilitat
kurz lang Quelle s | p| D

Euler Implizites FEuler-Verfahren | Tabelle 3.1 111~ AL
Trapez Trapezregel Tabelle 3.1 212 |- A
Midpnt Implizite Mittelpunktregel | Tabelle 3.1 112 | - A
Alexander-2 | Alexander 2. Ordnung Alexander [5] | 2 | 2 | — A LS
Alexander-3 | Alexander 3. Ordnung Alexander [5] | 3 | 3 | — ALS
SDIRK-2(1) | SDIRK 2(1) Abschnitt 3.5 | 2 | 2 A LS
Cash-3(2) Cash 3(2) Cash [30] 31312 ALS

Tabelle 5.1: Verwendete SDIRK-Zeitintegrationsverfahren (Stufenzahl s, Ordnungen p und p)

121
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miteinander verglichen. Die ersten drei Verfahren sind gebréuchliche Runge-Kutta-Ver-
fahren, die hier nur zu Vergleichszwecken betrachtet werden. Die beiden Verfahren von
Alexander [5] eignen sich wegen der guten Stabilitétseigenschaften hervorragend zur Zei-
tintegration von DAE mit Index 1. Auflerdem kommen zwei eingebettete zeitadaptive
SDIRK-Verfahren zum Einsatz, zum einen das in Abschnitt 3.5 konstruierte SDIRK-2(1)-
Verfahren auf Basis von Alexander-2 und zum anderen das von Cash [30] angegebene
Cash-3(2)-Verfahren auf Basis von Alexander-3.

5.1.1 Elastische Konsolidation

Als erstes Beispiel zur Verifikation der Zeitintegrationsverfahren wird das klassische Kon-
solidationsproblem herangezogen. Ein dichter Behélter ist mit einem Zweiphasenmaterial
angefiillt (linear elastischer pordser Festkorper und viskoses Porenfluid) und wird mittig
mit einer Streckenlast beaufschlagt, wobei aus Symmetriegriinden nur die Hélfte des Pro-
blems behandelt werden mufl (Abbildung 5.1). Es wird das quasi-statische inkompressible

crrrrry 9)
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AN NN\ 0 t

| a/2 | a/2 |

Abbildung 5.1: Konsolidationsproblem; links: Skizze des Anfangs-Randwertproblems mit Ma-
kroknoten und Makrokanten, rechts: Lastverlauf

Zweiphasenmodell zugrundegelegt (Abschnitt 1.6.2). Die verwendeten Materialparame-
ter sind in Anhang B angegeben. Der linke Teil des oberen Randes (Makrokante V) ist
drainiert. Im Rahmen des inkompressiblen Zweiphasenmodells wird dies {iber eine homo-
gene Dirichlet-Randbedingung fiir den Porenfluiddruck p modelliert (p = 0). Alle anderen
Rénder sind undrainiert, d.h. die Sickergeschwindigkeit kann dort nur tangential zum
Rand verlaufen (n wpr - n = 0 in der schwachen Formulierung, vgl. (2.10), (2.14)). Dies
entspricht dem Verschwinden der Neumann-Randbedingung in der Volumenbilanz. Die
Last ¢(t) wird als Neumann-Randbedingung entlang der Makrokante II in der schwachen
Form der Impulsbilanz der Mischung berticksichtigt. Insgesamt fiihrt dies zu den folgenden
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Randbedingungen:

I: Vertikalverschiebung i, = 0 |I: Last ta = —q(t)

1
I, V: Horizontalverschiebung ©w = 0 NV: Druck p = 0 (5:1)

Die Kantenldnge des Gebiets wird zu a = 10m gesetzt. Die Last ¢(t) wird linear bis zu
einer Maximallast von ¢u.x = 1 MPa innerhalb der Belastungszeit von t; = 1d aufge-
bracht. Wihrend der anschlieenden Haltephase von ¢y —t; = 21d (drei Wochen) kann
eine Austromung des Porenfluids iiber den oberen Rand stattfinden, die mit einer Setzung
verbunden ist (Konsolidation). Schlielich fithrt die Entlasung innerhalb von einem Tag
(t3 — t2) zu einem leichten Riickgang der Setzung.

Das Problem wird mit einem festen FE-Netz berechnet, das im
Bereich des Ubergangs vom belasteten zum unbelasteten Be-
reich etwas verfeinert ist (Abbildung 5.2, 462 Knoten, 213 Tay-
lor-Hood-Elemente (P2P1), 1049 Freiheitsgrade). Die numeri-
sche Ermittlung der Konvergenzordnung setzt die Kenntnis ei-
ner Referenzlosung voraus. Da fiir dieses Beispiel keine analyti-
sche Losung vorliegt, wurde zunéchst mit dem Alexander-3-
Verfahren eine Referenzlosung mit 6624 Zeitschritten im be-
trachteten Zeitintervall von 23 Tagen berechnet. Dies ent-
spricht einer Schrittweite h von 5 Minuten. Als Referenzwerte
zum spéteren Vergleich wurden dabei die Vertikalverschiebung  Abbildung 5.2: FE-Netz
uy sowie der Porenfluiddruck p am Punkt 3 (Lastmitte, siehe

Abbildung 5.1) nach der Zeit von 23 Tagen aufgenommen, so dafl sowohl der Fehler in
den differentiellen Variablen (Verschiebungen) als auch in den algebraischen Variablen
(Druck) des DAE-Systems (2.57) beurteilt werden kann.

Mit den ersten fiinf Verfahren aus Tabelle 5.1 wurden Rechnungen mit den konstanten
Schrittweiten h = 1d, 1/2d,...,1/128d durchgefiihrt. Da es sich um ein lineares
Problem handelt, erhélt man mit der Trapezregel und der impliziten Mittelpunktregel
identische Ergebnisse. In Abbildung 5.3 ist der relative Fehler im Porenfluiddruck iiber
der Schrittweite h (in Tagen) aufgetragen. Durch den doppelt logarithmischen Mafistab
kann als Steigung direkt die numerisch erreichte Ordnung p des Verfahrens abgelesen
werden. Man erkennt, dafl von allen Verfahren die jeweilige Ordnung p erreicht wird.
Dieses Ergebnis zeigt eine gute Ubereinstimmung mit den theoretischen Aussagen aus
Kapitel 3, wonach bei DAE-Systemen vom Index 1 keine Ordnungsreduktion auftritt. Im
Fall der Vertikalverschiebung ergibt sich ein analoges Verhalten, wobei eine etwas hohere
Genauigkeit als im Druck erreicht wird.

Zur Verifikation der Effizienz der zeitadaptiven Verfahren SDIRK-2(1) (auf Basis von
Alexander-2) und Cash-3(2) (auf Basis von Alexander-3) wurden Rechnungen mit den
relativen und absoluten Toleranzen

€ =€, =107"%1073,..., 1078

durchgefiihrt. In Abbildung 5.4 ist der jeweilige Rechenaufwand iiber der erreichten Ge-
nauigkeit aufgetragen. Zum Vergleich sind die Ergebnisse aus den obigen Rechnungen mit
konstanter Schrittweite eingetragen.
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Abbildung 5.3: Konsolidationsproblem: Konvergenzordnungen fiir den Porenfluiddruck

Die Ersparnis durch Verwendung der zeitadaptiven Verfahren (gestrichelte Linien) ist
deutlich erkennbar. Je nach Verfahren und Toleranz ist der Aufwand zur Erreichung einer
gegebenen Genauigkeit bei konstanter Schrittweite um einen Faktor 3 bis 8 hoher als bei
zeitadaptiver Rechnung.

Es kann nicht erwartet werden, dafl die gegebenen Toleranzen exakt eingehalten werden,
da der Fehler iiber eine gewichtete Norm beurteilt wird. Auflerdem wird nur der lokale
Fehler kontrolliert, und im Diagramm ist der globale Fehler aufgetragen. Da es sich jedoch
um ein stark dissipatives Problem handelt, werden zuriickliegende Fehler gedampft, und
ein Vergleich von gegebener Toleranz und erreichtem Fehler ist sinnvoll. Dieser Vergleich
zeigt, dal beide Verfahren die Toleranz in etwa einhalten — Cash-3(2) ist dabei etwas
genauer als SDIRK-2(1). Der Anwender kann somit a priori eine Genauigkeit wihlen,
und das zeitadaptive Verfahren liefert mit sehr hoher Effizienz eine akzeptable Losung.

In Abbildung 5.5 sind die Schrittweitenverldufe aufgetragen, die sich mit dem Verfahren
SDIRK-2(1) bei verschiedenen Toleranzen ergeben. Im Belastungsbereich wird die Schritt-
weite zunéchst stiickweise vergrofert, fillt dann am Lastknick (¢ = 1d) stark ab, und wird
wéhrend der Konsolidationsphase exponentiell vergrofiert. Beim Knick zur Entlastungs-
phase (t = 22d) wird die Schrittweite wieder drastisch verkleinert und zeigt dann ein
dghnliches Verhalten wie in der Belastungsphase.

Insgesamt konnte mit diesem Beispiel gezeigt werden, dafl einerseits die Runge-Kutta-
Verfahren hoherer Ordnung die theoretische Ordnung erreichen, und dafl andererseits
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Abbildung 5.4: Konsolidationsproblem: Aufwand tiber erreichter Genauigkeit

durch Verwendung der Schrittweitensteuerung (Zeitadaptivitit) eine enorme Ersparnis
im Gesamtrechenaufwand moglich ist.
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Abbildung 5.5: Konsolidationsproblem: Schrittweitenverlauf bei SDIRK-2(1) bei verschiedenen
Toleranzen €, = ¢, = 1072, 107%, 107¢, 10~ (von oben nach unten)

5.1.2 DFG-Benchmark: Prandtl-Reuf3-Plastizitiat

Problemstellung

Als zweites Beispiel zur Verifikation der zeitadaptiven Verfahren wird ein ,numerisch har-
tes Problem! gewiihlt, bei dem als Materialmodell die ideale Elastoplastizitit (Prandtl-
ReufB-Plastizitiat ohne Verfestigung) zusammen mit der von-Mises-FlieSbedingung fiir
Stahl zugrundegelegt wird. Das Modell wird im folgenden knapp beschrieben, fiir De-
tails sei auf die Literatur verwiesen, z. B. Lubliner [80], Simo & Hughes [106].

Die Verzerrungen werden wie {iblich in elastische und plastische Anteile zerlegt:
1
€= i(gradu +grad’ u) =€, +¢,. (5.2)

Die Verschiebungen u stellen die Primérvariablen u des Problems dar, die plastischen
Verzerrungen €, sind interne Variablen im Sinne der Thermodynamik. Der Vektor aller
internen Variablen q = (e,, A) enthélt zusétzlich den plastischen Multiplikator A. Das von-
Mises-FlieSkriterium mit der Flielgrenze kg lautet im Fall der hier betrachteten idealen

Plastizitat:
2
Flo) = lo”l — /2. (53

IDamit ist gemeint, dal die Losung im Zeitbereich i. a. nur eine geringe Regularitit besitzt.
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Wie in Kapitel 2 kann die statische Impulsbilanz in eine schwache Formulierung iiberfiihrt
werden,

Q[n,u;q]E/gradn-adv—/n-pbdv—/77~1_;da:O, (5.4)
Q Q 'y
wobei der Spannungstensor o im elastischen Fall (£ < 0) tiber das Hookesche Gesetz

o = 2ue.+ A(tre.) I (5.5)

direkt aus den elastischen Verzerrungen und im plastischen Fall (F' > 0) iiber das System
differential-algebraischer Gleichungen

., OF
@ = Ao (5.6)
0 = F(o)

zusammen mit dem plastischen Multiplikator A bestimmt wird. Die Ortsdiskretisierung
mit der Methode der finiten Elemente erfolgt vollig analog zum viskoplastischen Zwei-
phasenmodell (vgl. Kapitel 2). Die zweite Gleichung in (5.6) bestimmt den plastischen
Multiplikator A, so daf} es sich beim Modell der Prandtl-ReuB3-Plastizitdat im Zeitbereich
formal um ein DAE-System vom differentiellen Index 2 handelt?. Bei SDIRK-Verfahren
muf} daher mit einer Ordnungsreduktion gerechnet werden.

Im Rahmen des DFG-Schwerpunkts ,, Adaptivitdt® wurde ein Benchmark-Problem defi-
niert, anhand dessen verschiedene ortsadaptive Verfahren untersucht und einander ge-
geniibergestellt werden konnen (siehe z. B. Barthold, Schmidt & Stein [17], Rannacher &
Suttmeier [99], Wieners [122]). Dieses Beispiel wird hier nur in bezug auf die adaptive
Zeitdiskretisierung, d.h. mit fester Ortsdiskretisierung, untersucht.

Eine quadratische Scheibe mit kreisformigem Loch wird mit einer zeitabhéngigen Last
1
q(t) = 100 MPa - t S (5.7)

in zo-Richtung auf Zug belastet (Abbildung 5.6). Dadurch entsteht ausgehend vom Rand
des Lochs eine plastische Zone, die sich nach und nach ins Innere der Scheibe ausbreitet
(Abbildung 5.7). Die im Benchmark definierten Materialparameter und Geometriedaten
sind in Tabelle 5.2 angegeben.

Referenzl6sung

Das Problem wird im Zeitbereich [0; 4,5 s| betrachtet. Zum Zeitpunkt ¢ = 4,66 s ist bei der
kritischen Last ¢ = 466 MPa der theoretische Versagenszustand der gesamten Probe
erreicht, so dafl der o. a. Zeitbereich fiir den ideal-plastischen Fall des Benchmark-Problems
festgelegt wurde.

2Wie bereits in Kapitel 3 erwiihnt, gibt es nach Wissen des Verfassers bisher keine Untersuchungen
iiber den fiir die Numerik wichtigen Storungsindex solcher Systeme. Die Anwendbarkeit des impliziten
Euler-Verfahrens und der Erhalt der Ordnung bei einigen SDIRK-Verfahren zweiter Ordnung (s. u.) legt
allerdings die Vermutung nahe, dafy das System numerisch nicht den Index 2 besitzt [123].
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Abbildung 5.6: Quadratische Scheibe mit kreisférmigem Loch unter Zugbelastung; links: Skiz-
ze des Randwertproblems, rechts: Makroknoten und Makrokanten fiir die FE-

Diskretisierung

‘ Parameter Symbol Wert
Elastizitatsmodul E 206 900,0 MPa
Querkontraktionszahl v 0,29
FlieBgrenze ko 450,0 MPa
Lochradius R 10,0 mm
Kantenldnge des Quadrats a 200,0 mm
Position von Punkt 7 pr 1/3ps +2/3 pe

Tabelle 5.2: DFG-Benchmark: Materialparameter und Geometriedaten

Bei der Zeit t handelt es sich im Fall der Elastoplastizitidt um eine Pseudo-Zeit, da die
Materialgleichungen unabhéngig von der Zeit sind (ratenunabhéngige Plastizitét). Die
Zeit muf} daher als Lastfaktor verstanden werden; eine Skalierung der Lastgeschwindigkeit
in (5.7) hat keinen Einflu auf die Losung des Problems.

Im Benchmark werden Spannungs- und Verschiebungsdaten an einigen der Punkte p; bis
pr als Vergleichswerte gefordert (siche Abbildung 5.6). Wieners [122] gibt daftir Referenz-
werte an, die mit einer ,Overkill“-Losung (4 Mio. Freiheitsgrade, Mehrgitterverfahren)
berechnet wurden. Die Referenzwerte zum Zeitpunkt ¢ = 4,5s sind in Tabelle 5.3 angege-
ben. Da hier die Verifikation der Zeitintegrationsverfahren mit dem fest gewéhlten Netz
aus Abbildung 5.7(a) durchgefiihrt werden soll, kann die o. g. Referenzlosung nicht direkt
zum Vergleich herangezogen werden. Es ist vielmehr eine Referenzlosung im Zeitbereich
bei festgehaltener Ortsdiskretisierung erforderlich. Diese wurde mit dem Verfahren zwei-
ter Ordnung von Alexander (Alexander-2) und der sechs mal je Zeitintervall halbierten
Zeitschrittreihe aus Tabelle 5.4 (insgesamt 1793 an den Losungsverlauf angepafite Zeit-
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¢ ¢ ¢ ¢ /F ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ q(t) DFG-Benchmark (t=3.7s): Plastic multiplier Ejﬁbj}?ﬁps
< s a0
\ \\\ ‘\‘ 8. 160E- 03
\ ‘\ \\ \\ E 7.577E-03
1 \ \‘ 6. 994E- 03
== \ 6. 411E- 03
5. 828E-03
5. 245E- 03
E 4. 663E-03
4. 080E- 03
E 3.497E-03
:i.'s.' 2.914E-03
i ,:i.:in E 2.331E-03
T :'5.;.;5,' 1. 748E- 03
H-H-H A i A 1. 166E-03
‘$&$V::JT’; s 5. 828E- 04
‘ < 0. 000E+00
7 7 7 7 7 7 7 Institut far Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl I, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers
(a) Netz und Randbedingungen (b) t = 3,7 s, Last ¢(t) = 370 MPa
DFG-Benchmark (t=4.2s): Plastic multiplier PANDAS DFG-Benchmark (t=4.5s): Plastic multiplier PANDAS
(C) 1994-1999 P. Elisiepen (C) 1994-1999 P. Elisiepen
| > 2.544E-02 | > 1.257E-01
2.375E-02 1.173E-01
2. 205E-02 1. 089E-01
2. 035E- 02 1. 006E- 01
1. 866E- 02 9. 218E-02
1. 696E- 02 8. 380E- 02
1. 527E-02 7.542E-02
1.357E-02 6. 704E- 02
1. 187E-02 5. 866E- 02
1. 018E-02 5. 028E-02
8. 481E-03 4. 190E- 02
6. 785E- 03 3.352E-02
5. 089E- 03 2.514E-02
3.392E-03 1. 676E-02
‘% 1. 696E- 03 3 8. 380E- 03
< 0. 000E+00 ¥ < 0. 000E+00

Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl II, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl II, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

(c) t=42s, Last q(t) =

420 MPa

(d) t =4, s, Last q(t) = 450 MPa

Abbildung 5.7: DFG-Benchmark: (a): Netz aus 8-knotigen Viereckelementen mit quadratischem
Ansatz (Q2), 4 Gau-Punkte je Element, 6337 Knoten, 2048 Elemente, 12674
Freiheitsgrade, 40960 interne Variablen; (b)-(d): Entwicklung der plastischen Zo-
ne (plastischer Multiplikator A) mit zunehmender Belastung q(t)

Quelle s (p2) uz(pa) ui(ps) | on(p2) | oulpr) | [, [uelds
[mm] [mm| [mm] [MPa] [MPa] [mm?|

Wieners [122] | 0,019228 | 0,24577 | 0,061830 | 519,59 | —52,585 | 22,36367

hier (s. Text) |0,01922209 | 0,2457789 | 0,06182936 | 520,3594 | —52,61786 | 22,363826

Tabelle 5.3: DFG-Benchmark: Referenzwerte

schritte) berechnet und ist in der zweiten Zeile von Tabelle 5.3 angegeben. Eine weitere
Halbierung der Zeitintervalle lieferte identische Ergebnisse, so dal von einer Konvergenz
im Zeitbereich ausgegangen wird.
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Nr.

Zeitpunkt ¢ [s]

Schrittweite h [s]

Nr. | Zeitpunkt t [s] | Schrittweite h [s]
0 0,0 1,0
1 1,0 0,5
) 3,0 0,25
7 3,9 0,1

9
13
17
29

3,7
4,0
4,2
45

0,075
0,05
0,025

Tabelle 5.4: DFG-Benchmark: Zeitschrittreihe mit 29 Zeitschritten (aus Wieners [122])

Konvergenzordnung

Zunéchst werden die ersten fiinf Zeitintegrationsverfahren aus Tabelle 5.1 bei Vorgabe der
Schrittweite geméafl der Zeitschrittreihe in Tabelle 5.4 verglichen. Dabei wird die Rechnung
jeweils einmal mit 29 Zeitschritten durchgefiihrt, beim nédchsten Mal mit 57 Zeitschritten
(halbierte Zeitintervalle mit Ausnahme des ersten Schritts), und so weiter bis zu 449
Zeitschritten. Am Ende jeder Rechnung (¢ = 4,5s) wird beispielhaft der Spannungswert
011 (p7) innerhalb der plastischen Zone mit der oben ermittelten zeitlichen Referenzlésung
verglichen. In Abbildung 5.8 sind die relativen Fehler iiber der Schrittweite des letzten
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Abbildung 5.8: DFG-Benchmark: Konvergenzordnung einiger Zeitintegrationsverfahren

Zeitintervalls aufgetragen. Durch den doppelt logarithmischen Mafistab kann als Steigung
direkt die numerisch erreichte Ordnung p des Verfahrens abgelesen werden. Die jeweiligen
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Zahlenwerte sind an den Kurvenstiicken vermerkt. Beim impliziten FEuler-Verfahren war
die Rechnung mit 29 Schritten nicht moglich, da im letzten Schritt keine Konvergenz im
Newton-Verfahren erzielt werden konnte.

Die Ergebnisse lassen die folgenden Interpretationen zu:

e Das implizite Euler-Verfahren erreicht wie erwartet die Konvergenzordnung p = 1.

e Die implizite Mittelpunktregel erfahrt eine Ordnungsreduktion um FEins. Dies ist
darauf zuriickzufiithren, dafl die implizite Mittelpunktregel nicht steif genau ist, und
dafl somit haufig die Nebenbedingung (Fliebedingung) verletzt wird.

Fazit: Die implizite Mittelpunktregel ist zur Behandlung von Problemen der Elasto-
plastizitédt nicht zu empfehlen.

e Die Trapezregel erreicht im Mittel die Ordnung p = 2. Allerdings ist das Verfahren
nicht L-stabil und daher nur bedingt fiir Plastizitdtsprobleme geeignet, die per se
stark dissipativ sind. Dies konnte die Ursache fiir das nicht-monotone Konvergenz-
verhalten sein.

e Das SDIRK-Verfahren zweiter Ordnung von Alexander [5] (Alexander-2) erreicht
die theoretische Verfahrensordnung p = 2 und liefert von allen Verfahren die hochste
Genauigkeit.

Fazit: Das Verfahren ist sehr gut zur Zeitintegration von Problemen der Elastopla-
stizitdt geeignet.

e Das SDIRK-Verfahren dritter Ordnung von Alexander [5] (Alexander-3) erleidet
eine Ordnungsreduktion um Eins und liegt bei der Genauigkeit in etwa gleichauf
mit dem Verfahren zweiter Ordnung. Der héhere Aufwand fiir die dritte Stufe zahlt
sich im vorliegenden Fall also nicht aus.

Fazit: Bei ,numerisch harten“ Problemen wie der hier betrachteten idealen Elasto-
plastizitéit lohnt sich der Einsatz des Verfahrens dritter Ordnung nicht.

Insgesamt kann festgestellt werden, dafl sich die in Kapitel 3 getroffene Auswahl von
Verfahren aufgrund von theoretischen Aussagen in der numerischen Praxis bewéhrt. Es
besteht eine gute Ubereinstimmung zwischen den von der Theorie her zu erwartenden
Ordnungs-Aussagen und den numerisch ermittelten Ergebnissen. Insbesondere ist die Ver-
wendung von steif genauen Verfahren wesentlich, wie sich am schlechten Abschneiden der
impliziten Mittelpunktregel zeigt.

Zeitadaptive Rechnungen

Das gleiche Problem wird nun mit den beiden eingebetteten Verfahren SDIRK-2(1) (Ab-
schnitt 3.5, Basis: Alexander-2) und Cash-3(2) (Cash [30], Basis: Alexander-3) unter
Verwendung der Schrittweitensteuerung berechnet (Zeitadaptivitét). Hier kann nicht er-
wartet werden, dafl im Gesamtaufwand die gleiche Effizienz erreicht wird wie mit der hand-
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Abbildung 5.9: DFG-Benchmark: Schrittweitenverlauf bei SDIRK-2(1), ¢, = ¢, = 107%

optimierten Schrittweitenreihe aus Tabelle 5.4, die in den obigen Rechnungen zur Anwen-
dung kam. In Abbildung 5.9 ist beispielhaft ein Schrittweitenverlauf beim SDIRK-2(1)-
Verfahren aufgetragen. Man erkennt, dafl im elastischen Bereich zunéchst mit der Ma-
ximalschrittweite gerechnet wird (hier: hp., = 1s). Das Einsetzen der Plastizitat bei
t ~ 1,7 s fithrt zur drastischen Verkleinerung der Schrittweite, die anschlielend bis ¢t ~ 3,5
etwa auf dem gleichen Niveau verbleibt. Ab diesem Zeitpunkt beginnt die weitere Aus-
breitung der plastischen Zone ins Innere der Scheibe (vgl. Abbildung 5.7), so da§ durch
die Schrittweitensteuerung nach und nach kleinere Schrittweiten gewéhlt werden.

Im Aufwands-Genauigkeits-Diagramm (Abbildung 5.10) sind sowohl die Ergebnisse der
obigen Rechnungen mit fester Schrittweitenreihe als auch die zeitadaptiven Ergebnisse der
beiden eingebetteten Verfahren dargestellt. Die zeitadaptiven Rechnungen wurden jeweils
mit den relativen und absoluten Toleranzen

6 =6, =10"2,107% 107% 107° (5.8)

durchgefiihrt. Im Diagramm ist fiir jede durchgefiihrte Rechnung ein Punkt auf der ent-
sprechenden Kurve dargestellt. Aus den Ergebnissen des Aufwands-Genauigkeits-Ver-
gleichs lassen sich einige Schluflfolgerungen ziehen:

e In Abbildung 5.10 ist sofort der hohere Aufwand beim Alexander-3-Verfahren
gegeniiber dem Alexander-2-Verfahren ersichtlich (drei statt zwei Stufen je Zeit-
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Abbildung 5.10: DFG-Benchmark: Aufwand iiber erreichter Genauigkeit

schritt, d. h. ein um 50% erhohter Aufwand), der sich wegen der Ordnungsreduktion
nicht in einer hoheren Genauigkeit niederschlégt.

e Die Ordnungsergebnisse aus dem letzten Abschnitt {ibertragen sich auf die zeitadap-
tive Rechnung, d. h. das SDIRK-2(1)-Verfahren auf Basis des Alexander-2-Verfah-
rens schneidet besser ab als das Cash-3(2)-Verfahren auf Basis des Alexander-3-
Verfahrens, bei dem wieder eine Ordnungsreduktion stattfindet.

e Bei den beiden zeitadaptiven Verfahren kénnen die vorgegebenen Toleranzen nicht
direkt mit der erreichten Genauigkeit verglichen werden, da sich die Toleranzen
auf Normen beziehen (2-Norm bzw. Maximumnorm, vgl. Abschnitt 3.4.4), wihrend
hier der Fehler in den Spannungen am Punkt p; betrachtet wird. Fiir die punktweise
Konvergenz der Spannungen innerhalb der plastischen Zone existieren jedoch keine
analytischen Aussagen (Wieners [122]). Es kann aber festgestellt werden, daff die
Vorgabe einer kleineren Toleranz systematisch zu kleineren Fehlern fiihrt, so dafl
der Anwender die erforderliche Genauigkeit iiber die Toleranzen steuern kann.

e Die ,, Ausreifier” beim SDIRK-2(1)-Verfahren fiir die Toleranzen 10~2 und 1073 (die
beiden Kurvenpunkte ganz rechts) konnen dadurch erkliart werden, daf§ hier die
absolute Toleranz €, zu grof3 gewahlt ist. Dadurch wird wesentliche Information
ignoriert, da die plastischen Verzerrungen bei einsetzender Plastizitat gerade in die-
sem Bereich liegen. Dies fiihrt dazu, dafl der relative Fehler nicht mehr kontrolliert
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werden kann. Man sollte also lieber eine zu kleine als eine zu grofle absolute Toleranz
wéhlen und zur Fehlerkontrolle eine geeignete relative Toleranz vorgeben.

e Im Vergleich mit den Losungen der hand-optimierten Zeitschrittreihe , kostet® die
Zeitadaptivitdt in etwa einen Faktor 2 an Rechenzeit. Dafiir bekommt man auto-
matisch eine Losung mit vorgegebener Genauigkeit, ohne dafl die genaue Kenntnis
des Losungsverlaufs erforderlich ist.

Im Bereich der numerischen Simulation von Plastizitdtsproblemen (engl.: computatio-
nal plasticity) wird bisher weitgehend das implizite Euler-Verfahren eingesetzt. Aufgrund
obiger Ergebnisse kann daher als neue Erkenntnis auf diesem Gebiet festgehalten werden,
dafl man auch beim Problem der idealen Elastoplastizitéit einen Nutzen aus Verfahren
héherer Ordnung ziehen kann. Da die ideale Plastizitét in bezug auf die numerische Pro-
blematik einen Grenzfall darstellt, konnen dhnliche Ergebnisse auch bei praxisndheren
Materialmodellen erwartet werden, die etwa durch Hinzunahme einer isotropen und/oder
kinematischen Verfestigung entstehen.

Vergleicht man bei gleichem Aufwand das Ergebnis des Euler-Verfahrens mit 57 Schritten
und das Ergebnis des Alexander-2-Verfahrens mit 29 Schritten, so liefert die Verwendung
des Verfahrens zweiter Ordnung bereits einen Genauigkeitsgewinn von etwa Faktor 12.
Wegen der hoheren Ordnung nimmt dieser Abstand mit zunehmendem Aufwand drama-
tisch zu, wie in Abbildung 5.10 gut zu erkennen ist. Bei 449 (bzw. 225) Zeitschritten ist
der Verbesserungsfaktor bereits 80.

Im Vergleich des zeitadaptiven Verfahrens SDIRK-2(1) mit dem impliziten Fuler-Verfah-
ren zeigt sich zudem der enorme Vorteil einer Schrittweitensteuerung. Man erhélt mit we-
sentlich geringerem Aufwand und automatischer Fehlerkontrolle eine wesentlich genauere
Losung.
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5.2 Verifikation Ortsadaptivitit

5.2.1 Elastische Scheibe mit Loch

Problemstellung

Zur Verifikation der Algorithmen der Ortsadaptivitdt wird ein Randwertproblem der li-
nearen Elastostatik betrachtet, fiir das eine analytische Losung vorliegt. Eine unendlich
ausgedehnte Scheibe mit kreisformigem Loch wird im Unendlichen mit einer Spannung
Os in z1-Richtung auf Zug belastet (Abbildung 5.11). Dabei wird der ebene Verzerrungs-
zustand der linearen Elastizitatstheorie zugrundegelegt. Fiir dieses Randwertproblem ist

O-OO = I s———————q—-

—
L=
=
L=
=
=
L=
=
= O-OO
=
=
L=
=
=
=
=
L]

Abbildung 5.11: Unendlich ausgedehnte Scheibe mit kreisféormigem Loch; links: Skizze des Rand-
wertproblems, rechts: Makroknoten und Makrokanten fiir die Definition des
Randwertproblems zur FE-Diskretisierung

die Herleitung einer analytischen Losung moglich (Girkmann [61, §59]):

2
on(r,¢) = 0o |1 — a <

2

3 3 R |
— —cos2¢—|—cos4¢) + 5—4€OS4¢ ,
r r

72 \ 2 2 i
R2

72

092(1, ) = 0w _F <lcos2<b—cos4¢>) — 3R—40034¢- , (5.9)

4

1 , 3R ]
<§Sln2¢ —l—s1n4gz5) + §Fsm4¢_ .

012(73615) = 0Ox -

Darin sind R der Lochradius und (r, ¢) die ebenen Polarkoordinaten. Die analytische
Losung ist unabhéngig von den gewéahlten Materialparametern der linearen Elastizitéts-
theorie, da sie auf einer Airyschen Spannungsfunktion als Losung der biharmonischen
Differentialgleichung der Scheibentheorie beruht.

Aus Symmetriegriinden mufl nur ein Viertel des Problems mit finiten Elementen dis-
kretisiert werden (Abbildung 5.11 rechts). Auflerdem wird nur ein endlicher Ausschnitt
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der Lénge a betrachtet, wobei an den Schnittkanten als Randbedingungen die Werte der
analytischen Losung vorgegeben werden (Freischnitt). Dadurch kann die FE-Losung im
Nahfeld direkt mit der analytischen Losung der unendlich ausgedehnten Scheibe vergli-
chen werden. Die Neumann-Randbedingungen an den Schnittkanten (Makrokanten I und
Il in Abbildung 5.11) lauten demnach

Makrokante 1 : t = Tn = on(r,¢)e+op(r,¢)es, (5.10)

Makrokante II : t = Tn = o12(r, @) €1 + o9a(r, @) eq,

wobei iiber die Zusammenhénge r = /a3 + 23, ¢ = arctan(zy/z;) die ebenen Polar-
koordinaten (r,¢) aus den kartesischen Koordinaten (z1,x9) entlang der betrachteten
Kante berechnet werden. Aus Symmetriegriinden wird entlang der Makrokante I die z-
Verschiebung festgehalten und entlang der Makrokante IV die x;-Verschiebung. Fiir die
numerischen Rechnungen werden die in Tabelle 5.5 angegebenen Parameter gewéhlt.

‘ Parameter Symbol |  Wert
Elastizitatsmodul E 1000,0 MPa
Querkontraktionszahl v 0,3
Lochradius R 1 mm
Kantenldnge des FE-Rechengebiets a 10 mm
Spannung im Unendlichen 0o 1 MPa

Tabelle 5.5: Scheibe mit Loch: Materialparameter, Geometriedaten und Belastung

Uberpriifung der Konvergenzrate

Die Konvergenzrate ist ein wichtiges Maf§ zur Beurteilung der Konvergenzgeschwindigkeit
der FEM. In der A-priori-Fehlerabschitzung (Szabd & Babuska [112])

= < (5.11)
bezeichnet C' eine problemabhingige Konstante, N die Anzahl der Freiheitsgrade und
B die Konvergenzrate (vgl. hierzu auch (4.40)). Bei Problemen mit hinreichend glatter
Losung wie der hier betrachteten Scheibe mit Loch erhélt man in zwei Raumdimensionen
bei bestmoglicher Netzverfeinerung asymptotisch die Konvergenzrate § = %p, wobei p den
Polynomgrad der Ansatzfunktionen bezeichnet.

In Abbildung 5.12 sind die Ergebnisse einiger durchgefithrter Rechnungen dargestellt,
wobei die folgenden Parameter variiert wurden:

e linearer Ansatz (P1) «— quadratischer Ansatz (P2)

e uniforme Verfeinerung «— adaptive Verfeinerung
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Abbildung 5.12: Scheibe mit Loch: Konvergenzordnung; P1: Dreiecke mit linearem Ansatz, P2:
Dreiecke mit quadratischem Ansatz, jeweils reguldre Verfeinerung gegeniiber
adaptiver hierarchischer Netzanpassung bzw. Wiedervernetzung (remeshing)

e hierarchische Netzanpassung «— Wiedervernetzung

Beim linearen Ansatz wird die theoretisch vorhergesagte Konvergenzrate von = 0,5
bereits durch die uniforme Verfeinerung erreicht, allerdings fiithrt die adaptive Verfeine-
rung zu einer hoheren Genauigkeit bei der gleichen Anzahl von Freiheitsgraden. Beim
quadratischen Ansatz erhélt man bei uniformer Verfeinerung eine hohere Konvergenzrate
als beim linearen Ansatz, verbunden mit einer wesentlich hoheren Genauigkeit. Die adap-
tive Verfeinerung fiithrt dann auf die theoretisch erreichbare Konvergenzrate von § = 1.
Dabei fiithrt die Wiedervernetzungsstrategie zu einer etwas hoheren Genauigkeit bei der
gleichen Anzahl von Freiheitsgraden als die hierarchische Netzanpassung. Dies ist dar-
auf zuriickzufithren, dafl bei einer Wiedervernetzung das Netz genauer an die gegebene
Dichtefunktion angepafit werden kann.

In Abbildung 5.13 sind einige Netze zu verschiedenen Genauigkeitsanforderungen dar-
gestellt, die bei hierarchischer Netzanpassung entstehen. Dabei wurde von einem Start-
netz mit einer Forderung von 33° fiir den Minimalwinkel® in den Dreiecken ausgegangen.
Die relative Toleranz wurde Schritt fiir Schritt verkleinert, so dafl jeweils das akzeptier-
te Netz zur vorherigen Toleranz als Startnetz fiir die néchstkleinere Toleranz diente. In
Abbildung 5.14 ist fiir die gleichen Genauigkeitsanforderungen die Netzfolge bei Wieder-

3Der verwendete Netzgenerator Triangle [105] konvergiert garantiert bis zur Vorgabe eines Minimal-
winkels von 33°.
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Abbildung 5.13: Scheibe mit Loch: Adaptiv verfeinerte Netze bei hierarchischer Netzanpassung
und quadratischem Ansatz im Dreieck (P2); Variation der relativen Toleranz

vernetzung dargestellt, wobei hier nur ein Minimalwinkel von 16,5° gefordert wurde, da
keine Teilung der Dreiecke mehr erfolgt. Man erkennt, dal beide Strategien in etwa zur
gleichen Anzahl von Freiheitsgraden fiithren. Fiir die adaptiven Rechnungen wurde der ZZ-
Fehlerindikator verwendet und zur Berechnung der Dichtefunktion jeweils die Strategie
der Minimierung der Elementanzahl im neuen Netz (Gleichung (4.46)).

Uberpriifung des Effektivititsindex

Bei der Uberpriifung von A-posteriori-Fehlerschitzern stellt der Effektivititsindex

0 = (5.12)
el
eine wichtiges Mafl dar (Szabd & Babuska [112]). Er vergleicht den geschétzten Fehler n
mit dem wahren Fehler |||e||| = ||//u — u”]|| (hier in der Energienorm) und erlaubt so die
Beurteilung der Giite eines Fehlerschétzers (vgl. Kapitel 4). Im Idealfall gilt 6 = 1, fiir
0 < 1 wird der tatséchliche Fehler unterschéitzt, ansonsten iiberschétzt. Ein Fehlerschétzer
wird als asymptotisch exakt bezeichnet, wenn gilt:
limf = 1, (5.13)

h—0

d. h. fiir beliebig verfeinerte Netze wird der wahre Fehler erhalten.
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(a) Startnetz: N = 62 (b) € =1%: N =408 (¢) er =0,5%: N = 806

(d) e = 0,2%: N = 2058 (e) e =0,1%: N =4110 (f) e = 0,06%: N = 8068

Abbildung 5.14: Scheibe mit Loch: Adaptiv verfeinerte Netze bei Wiedervernetzung und qua-
dratischem Ansatz im Dreieck (P2); Variation der relativen Toleranz
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Tabelle 5.6: Scheibe mit Loch: Ergebnisse bei adaptiver hierarchischer Netzanpassung und qua-
dratischem Ansatz im Dreieck (P2); geforderte Genauigkeit €,, Anzahl Freiheitsgra-
de N, absolute und relative geschitzte und wahre Fehler, Effektivitétsindex 6

Bei der oben durchgefithrten Rechnung mit adaptiver Netzanpassung wurden die in Ta-
belle 5.6 angegebenen Fehler und Effektivitidtsindizes erreicht. Darin bezeichnet u die
exakte Losung, u” die FE-Losung und u* die mit dem SPR-Verfahren gegliittete Losung
des ZZ-Fehlerindikators. Man erkennt, dafl der Effektivitéitsindex von oben gegen 6 = 1
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konvergiert, so dal der ZZ-Fehlerindikator den Fehler bei zu grober Diskretisierung eher
iiberschétzt. Dies ist im Hinblick auf die Zuverléssigkeit des adaptiven Verfahrens eine
sehr wiinschenswerte Eigenschaft.

Insgesamt konnte mit den Ergebnissen dieses Rechenbeispiels gezeigt werden, daf} die ent-
wickelten ortsadaptiven Verfahren robust und zuverlissig arbeiten, und dafi die theore-
tischen Konvergenzraten erreicht werden. Der Effektivitdtsindex des ZZ-Fehlerindikators
strebt von oben gegen Eins, so daf§ eine vom Benutzer vorgegebene Genauigkeit stets
eingehalten wird.

Es zeigte sich auflerdem, daf} die Ergebnisse bei Verwendung der hierarchischen Netzanpas-
sung und der Wiedervernetzung qualitativ gleichwertig sind. Der Aufwand zur Erstellung
des neuen Netzes und dem bei zeitabhéngigen Problemen notwendigen Datentransfer ist
jedoch im Fall der Wiedervernetzungsmethode grofier als bei der hierarchischen Netzan-
passung. Daher wird in den folgenden Beispielen stets die Methode der hierarchischen
Netzanpassung verwendet.
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5.3 Verifikation Zeit- und Ortsadaptivitéit

5.3.1 Biaxialversuch

Anhand eines Biaxialversuchs wird die Wirksamkeit des entwickelten zeit- und ortsadap-
tiven Verfahrens demonstriert. Beim Biaxialversuch wird eine als starr angenommene
Platte verschiebungsgesteuert abgesenkt, bei gleichzeitiger Stabilisierung der Probe durch
Aufbringen einer konstanten Seitenspannung (Abbildung 5.15). Die Materialparameter
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= —
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Abbildung 5.15: Biaxialversuch: Anfangs-Randwertproblem

des modellierten Tons konnen Anhang B entnommen werden; hier wird jedoch davon ab-
weichend ein leeres Skelett mit der Relaxationszeit n = 4s im elastisch-viskoplastischen
Modell betrachtet. Zur Initiierung eines Scherbandes wird in der linken Hélfte des unteren
Randes eine Storung der Materialparameter aufgebracht (Imperfektion). Diese Storung
muf} in Form einer glatten Funktion vorgegeben werden, da ansonsten bei der adaptiven
Rechnung die Gebietsgrenze zwischen gestértem und ungestortem Materialverhalten be-
liebig fein aufgelost wiirde (Sprung in den Koeffizienten der Differentialgleichung). Hier
werden die elastischen Materialparameter x° und A¥ mit der ortsabhéingigen Funktion

f(xq, xo; x§°’,x§°>, 0,8) =146 exp [—s ((xl — xgo))Q + (29 — xéo))2>] (5.14)

multipliziert, so daf die Stérung ihr Maximum im Punkt (xgo); xgo)) annimmt und in alle

Richtungen exponentiell abklingt. Im vorliegenden Beispiel wurden die Storungsparameter
§ = 0,05, s = 20000 und (z\”;2%) = (—0,025; 0) gewihlt.

Alle Rechnungen wurden mit einer Seitenspannung t; = 100 kN /m? und einer Belastungs-
geschwindigkeit 1y = 0,0002m/s bis zu einer Gesamtverschiebung uy = 0,0032 m durch-
gefiihrt (t = 165s). Dies entspricht einer durchschnittlichen Verzerrung in vertikaler Rich-
tung von 1,6%, wonach eine geometrisch lineare Rechnung gerechtfertigt erscheint.
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Abbildung 5.16: Biaxialversuch: (a)-(d): gleichméBig verfeinerte Netze; (e): adaptiv verfeiner-
tes Netz mit N = 25061 Freiheitsgraden (Startnetz: Netz 2), (f): Scherband-
Ergebnis: kleine (hell) bis grofie (dunkel) plastische Verzerrungen

Mit dem Startnetz in Abbildung 5.16b ergibt sich bei adaptiver Rechnung (¢, = 1%,
€ai =0, 010 = 0,5, as = 0,5, a3 = 0, keine Beschrinkung der Elementanzahl) zum Schluf
das Netz in Abbildung 5.16e. Abbildung 5.16f zeigt das entstandene Scherband. Man
erkennt sehr gut, dafl insbesondere die Rénder des Scherbandes verfeinert werden, da hier
die grofiten Gradienten in den Feldgrofien auftreten.

Mit den Netzen aus Abbildung 5.16 wurden Last-Verschiebungskurven aufgenommen (Ab-
bildung 5.17). Man erkennt die Konvergenz der FEM bei gleichméBiger Verfeinerung (Net-
ze 1-4), was aufgrund der Regularisierung durch die Viskoplastizitéit zu erwarten war. Die
Losung der adaptiven Rechnung zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Losung auf
Netz 4. Hierzu sei noch erwiahnt, daf§ die Elemente in Netz 4 im Bereich des Scherbands
immer noch wesentlich gréfler sind als die Elemente im adaptiv verfeinerten Netz, was die
verbleibenden Unterschiede in den Last-Verschiebungskurven erklart.

Der Aufwand fiir die Rechnung mit Netz 4 betrug auf einer Silicon Graphics Power Chal-
lenge R10000/195 insgesamt 177h (CPU-Zeit), der fiir die adaptive Berechnung nur 21 h.
Man erhélt also durch Verwendung des zeit- und ortsadaptiven Verfahrens in diesem Fall
eine Ersparnis von 88% der Rechenzeit.

Die Datenpunkte auf der Last-Verschiebungskurve der adaptiven Rechnung verdeutli-
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Abbildung 5.17: Biaxialversuch: Last-Verschiebungskurven

chen zusétzlich die Wirksamkeit der Zeitadaptivitédt: Im elastischen Bereich (links) wird
mit der erlaubten Maximalschrittweite gerechnet; bei einsetzender Lokalisierung (Maxi-
mum der Kurve) wird die Schrittweite automatisch drastisch verkleinert (ohne Schritt-
weitensteuerung werden u. U. vollig falsche Losungen berechnet, vgl. Diebels, Ellsiepen
& Ehlers [41, 42]); im post-kritischen Bereich (Abfall der Kurve) wird die Schrittwei-
te durch die automatische Schrittweitensteuerung so gewéhlt, dafi die Absténde auf der

Last-Verschiebungskurve in etwa gleich bleiben (Erfassung der Nichtlinearitéten des Pro-
blems).

5.4 Anwendungsbeispiele

5.4.1 Boschungsbruch

Aus der klassischen Literatur (z.B. Terzaghi & Jelinek [113]) ist bekannt, da jede
Boschung in Abhéngigkeit von Boschungshohe und Boschungswinkel bereits durch das
Eigengewicht des Bodens versagen kann (Abbildung 5.18). Dieses Phénomen tritt bei-
spielsweise bei einem Aushebungsprozef3 auf. Die zeitabhéngigen Randbedingungen der
Boschung werden in der Simulation so gewihlt, dal zu Beginn das komplette Gewicht
des Aushebungsgebiets auf die Boschung wirkt (kein Aushub) und nach und nach bis zur
volligen Entlastung der Boschung abgebaut wird (vollstéandiger Aushub). Mit Erreichen
einer kritischen Hohe setzt der Versagensprozefl ausgehend vom Fufl der Béschung ein. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Versagenszone wird durch die Permeabilitit des Bodens
bestimmt.
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45° - ¢ /2 Versagenslinie

Abbildung 5.18: Boschungsbruch infolge eines Aushebungsprozesses: links: Problemstellung mit
theoretischer Gleitlinie abhéngig vom Winkel der inneren Reibung ¢; rechts:
Startnetz der adaptiven Berechnung, Ausschnittsmarkierung

In Abbildung 5.19 ist der Versagenszustand (Scherbandbildung, vgl. Ehlers & Volk [52])
100 Tage nach Erreichen der kritischen Hohe bei einer Permeabilitiit von k¥ =1,2-107"m/s
abgebildet (Ausschnitt). Es ist deutlich erkennbar, da§ das Scherband mit Hilfe der zeit-
und ortsadaptiven Strategien in guter Ubereinstimmung zur klassischen Theorie progno-
stiziert wird.

Béschungsbruch: Norm plastische Verzerrung PANDAS
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Abbildung 5.19: Versagenszustand (Ausschnitt; 4 163 Knoten, 2040 Elemente, 9388 Freiheits-
grade, 30600 interne Variablen)

5.4.2 Grundbruch

Als zweites Anwendungsbeispiel wird das Grundbruchproblem vorgestellt, das fiir die
Geotechnik von groflem Interesse ist. Dabei wird eine starre Platte mit konstanter Ge-
schwindigkeit in einen Halbraum aus schluffigem Boden gedriickt. In Abbildung 5.20 ist
links die klassische Losung basierend auf der Rankineschen Gleitlinientheorie abgebil-
det (vgl. Terzaghi & Jelinek [113]). In der Simulation wird die Symmetrie des Problems
ausgenutzt.

Abbildung 5.21 zeigt bereits, dafl die Scherbénder am Rand der Platte beginnen, der durch
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plastischer Bereich 45° + ¢/2
(grau unterlegt) 45° — ¢/2 _—

. . . l passiver Zustand
radialer Gleitbereich

aktiver Zustand

elastischer Bereich

Abbildung 5.20: Das klassische Grundbruchproblem: links: Problemstellung mit Gleitlinienfeld
abhéngig vom Winkel der inneren Reibung ¢ sowie Bereichseinteilung; rechts:
Startnetz der adaptiven Berechnung (symmetrisches Problem)

eine Unstetigkeit in den Randbedingungen gekennzeichnet ist. Eine weitere Absenkung
der Platte fithrt zur Ausbildung eines dominanten Scherbands, dessen Verlauf qualitativ
mit dem Ergebnis aus der klassischen Gleitlinientheorie tibereinstimmt (Abbildung 5.22).
Das adaptiv verfeinerte Netz dieses Zustands ist in Bild Abbildung 5.23 dargestellt.

Grundbruch (u=0.25m): Norm plastische Verzerrung PANDAS
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Abbildung 5.21: Einsetzende Scherbandbildung nach Absenkung der Platte um 0,25m (3540
Knoten, 1735 Elemente, 7983 Freiheitsgrade, 26 025 interne Variablen)

An dieser Stelle sei auf eine Problematik bei der Berechnung des Grundbruchproblems
hingewiesen. Aufgrund der Unstetigkeit in den Randbedingungen am Plattenrand erhélt
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Grundbruch (u=0.48m): Norm plastische Verzerrung PANDAS
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Abbildung 5.22: Scherbédnder nach Absenkung der Platte um 0,48 m

Grundbruch (u=0.48m): Netz PANDAS

(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut fir Mechanik (Bauwesen), Universitét Stuttgart, Lehrstuhl II, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Abbildung 5.23: Netz nach Absenkung der Platte um 0,48 m (30643 Knoten, 15254 Elemente,
68 981 Freiheitsgrade, 228 810 interne Variablen)

man eine Singularitdt im Verschiebungsfeld, die von der ortsadaptiven Strategie ohne Be-
grenzung der Elementzahl beliebig fein aufgelost wiirde. Bei der vorliegenden numerischen
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Simulation wurde daher eine minimale Elementgrofie vorgegeben, so dafl eine numerische
Losung mit vertretbarem Aufwand berechnet werden konnte.

Das Grundbruchproblem stellt aus mathematischer Sicht ein schwieriges Anfangs-Rand-
wertproblem dar, bei dem sehr komplexe Phéanomene auftreten, wie in diesem Fall die von
der Singularitidt ausgehenden Scherbiander. Es stehen daher i. a. keine theoretischen Aus-
sagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zur Verfiigung. Die entwickelten
numerischen Methoden erlauben jedoch die Simulation derartiger Anfangs-Randwertpro-
bleme ohne vorherige Kenntnis theoretischer Aussagen, wobei die Anwendung der Me-
thoden durch die guten Ergebnisse bei den Verifikationsbeispielen der vorangegangenen
Abschnitte motiviert ist. Eine Verifikation der berechneten numerischen Losungen kann
bei praxisnahen Anwendungsbeispielen i.a. nur durch Vergleich mit Experimenten oder
durch Vergleich mit klassischen Theorien, wie der o.g. Rankineschen Gleitlinientheorie
im Fall des Grundbruchproblems, erfolgen.

Als Schluffolgerung aus den Ergebnissen der dargestellten Anwendungsbeispiele kann
daher festgehalten werden, dafl die entwickelten zeit- und ortsadaptiven Verfahren die
numerische Simulation komplexer, praxisnaher Anfangs-Randwertprobleme erlauben, bei
denen hiufig keine theoretischen Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen existieren. Wie iiblich bei praxisnahen Aufgabenstellungen sind in diesem Fall jedoch
Vergleiche mit Experimenten oder Ergebnissen klassischer Theorien zur Verifikation der
erhaltenen Ergebnisse unerlaflich.






Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein zeit- und ortsadaptives Verfahren ent-
wickelt und auf Mehrphasenprobleme poréser Medien angewandt. Die dabei erarbeite-
ten Konzepte fanden Einzug in das vom Verfasser konzipierte und implementierte FE-
Programmsystem PANDAS, das am Lehrstuhl I des Instituts fiir Mechanik (Bauwesen)
der Universitit Stuttgart als Grundlage fiir Weiterentwicklungen auf diesem Gebiet dient.
Dariiber hinaus erlaubt die entwickelte Methodik die Einbeziehung von Kontinuumsmo-
dellen aus der Elastizitdats- und Plastizitédtstheorie einphasiger Materialien sowie von Fra-
gestellungen aus der Fluidmechanik.

Die Grundlage der Arbeit bildete die Darstellung der Theorie Pordser Medien (TPM),
die zur Modellierung von Mehrphasenmaterialien verwendet werden kann. Das daraus ab-
geleitete inkompressible, viskoplastische Zweiphasenmodell in einer geometrisch linearen
Formulierung diente im weiteren als Beispiel zur Darstellung der prinzipiellen Vorgehens-
weise bei der Entwicklung des zeit- und ortsadaptiven Gesamtverfahrens.

Eine konsequente mathematische Notation der auftretenden Anfangs-Randwertprobleme,
sowohl in starker als auch in schwacher Formulierung, und die darauf aufbauende ab-
strakte Darstellung der Semidiskretisierung im Ort mit der Methode der finiten Elemente
(FEM) lieferte ein System differential-algebraischer Gleichungen (DAE) in der Zeit. Die so
erhaltene Formulierung der ortsdiskreten Gleichungen ertffnete den Weg zur Anwendung
moderner Zeitintegrationsverfahren. Da die Struktur der entstehenden DAE-Systeme un-
abhéngig vom gewédhlten Kontinuums- und Materialmodell ist (ein- bzw. mehrphasig,
quasi-statisch bzw. dynamisch, elastisch, viskoelastisch, viskoplastisch bzw. elastopla-
stisch, geometrisch linear bzw. nichtlinear), wurde auf diese Weise eine breite Basis fiir
weitere Anwendungen gelegt, vgl. Eipper [53], Mahnkopf [81], Markert [82], Volk [121].

Aufgrund theoretisch und praktisch motivierter Kriterien konnte im folgenden herausge-
arbeitet werden, dafl sich diagonal-implizite Runge-Kutta-Verfahren (DIRK) besonders
fiir die behandelte Problemklasse eignen. Die Diskussion verschiedener Stabilitétsbegriffe
machte deutlich, dal aus theoretischer Sicht weitere Forderungen an die Verfahren gestellt
werden miissen. Hier sei etwa auf die Bedeutung steif genauer Verfahren fiir DAE und die
Forderung der L-Stabilitat bei Plastizitédtsproblemen verwiesen, deren Wichtigkeit sich im
Rahmen der numerischen Beispielrechnungen bestétigte.

Das implizite Euler-Verfahren als Standard-Verfahren bei der numerischen Simulation
von Plastizitdtsproblemen féllt ebenfalls in die Klasse der DIRK-Verfahren, so dafl ein
direkter Vergleich mit DIRK-Verfahren hoherer Ordnung durchgefithrt werden konnte.
Es zeigte sich, dafi der Einsatz von Verfahren hoherer Ordnung trotz des gréfleren Auf-
wands je Zeitschritt einen enormen Effizienzgewinn zur Folge hat; so konnte das Erreichen
der hoheren Ordnung in der Praxis selbst im Fall eines Benchmark-Problems auf Basis
der idealen Prandtl- Reuf3-Plastizitit nachgewiesen werden, die als Grenzfall komplexerer

149
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Plastizitétsmodelle einen fiir die numerische Losung schwierigen Testfall darstellt.

Dariiber hinaus bietet die hohere Ordnung die Moglichkeit zur Einbettung eines Verfah-
rens niedrigerer Ordnung, das zu einer sehr effizienten Schétzung des lokalen Zeitfehlers
herangezogen werden kann. Durch Steuerung der Schrittweite auf Basis dieser Schétzung
(Zeitadaptivitdat) kann auch bei komplexeren Problemen ohne vorherige Kenntnis des
Losungsverlaufs eine vorgegebene Genauigkeit erzielt werden. Diese neue Qualitédt bei
der numerischen Simulation von Plastizitdtsproblemen stellt damit neben der Erhéhung
der Genauigkeit durch Verwendung von Verfahren hoherer Ordnung den entscheidenden
Vorteil der zeitadaptiven Verfahren dar. In dieser Hinsicht ist insbesondere das neu kon-
struierte eingebettete SDIRK-2(1)-Verfahren auf Basis des Verfahrens zweiter Ordnung
von Alexander [5] zu nennen, das dem impliziten Euler-Verfahren bei geringem zusétzli-
chem Speicherbedarf und Programmieraufwand weit iiberlegen ist.

In bezug auf die Effizienz von mehrstufigen Runge-Kutta-Verfahren kommt der Losung der
nichtlinearen Gleichungssysteme eine wesentliche Bedeutung zu. Hier lieferte die Ubertra-
gung von Ideen aus dem Bereich der numerischen Mechanik (algorithmisch konsistente Li-
nearisierung) auf die betrachteten DIRK-Verfahren einen stabilen und schnellen Losungs-
algorithmus, der die Verwendung von iiblichen linearen Gleichungslosern fiir schwach be-
setzte Systeme erlaubt.

Neben der adaptiven Zeitdiskretisierung ist die adaptive Ortsdiskretisierung insbesonde-
re bei Lokalisierungs-Phdnomenen — etwa beim Scherbandproblem in Boden — von ent-
scheidender Bedeutung fiir die Effizienz des Gesamtverfahrens. In dieser Hinsicht wurde
zunéchst durch eine vergleichende Gegeniiberstellung verschiedener Techniken zur Gewin-
nung von Fehlerschétzern und Fehlerindikatoren herausgearbeitet, dafy gradienten-basierte
Fehlerindikatoren im Grenzfall einfacher Modellprobleme gleichwertige Ergebnisse liefern
wie mathematisch fundierte Fehlerschétzer; dariiber hinaus zeichnen sich diese Fehlerindi-
katoren dadurch aus, daB sie sehr flexibel auf unterschiedliche Problemklassen angewandt
werden konnen. Diese Ergebnisse stellten die Grundlage zur anschlieBenden Konstrukti-
on eines neuen gradienten-basierten Fehlerindikators dar, der alle treibenden Gréflen des
behandelten Mehrphasenproblems erfafit (Festkorper-Elastizitat und -Plastizitat sowie
Fluidstromung) und damit eine durch vorgegebene Toleranzen und Parameter gesteuer-
te adaptive Ortsdiskretisierung ermoglicht. Anhand eines linear elastischen Modellpro-
blems konnte gezeigt werden, dafi der Effektivitdtsindex des Fehlerindikators von oben
gegen Eins strebt. Dies bedeutet, dafl der wahre Fehler bei zu grober Diskretisierung eher
iiberschétzt wird, was im Hinblick auf die Zuverldssigkeit des adaptiven Verfahrens eine
sehr wiinschenswerte Eigenschaft darstellt.

Zur Umsetzung der Information aus dem Fehlerindikator in ein neues Netz wurden einer-
seits verschiedene Dichtefunktionen diskutiert und bewertet sowie andererseits zwei Ver-
fahren der Netzgenerierung einander gegeniibergestellt. Im Rahmen einer vom Verfasser
betreuten Diplomarbeit (Ammann [6]) zeigte sich, da die Dichtefunktion mit dem Ziel der
Minimierung der Elementanzahl im neuen Netz zur geringsten Anzahl von Freiheitsgraden
bei gleichzeitiger Einhaltung der geforderten Toleranzen fiithrt. Bei der Netzgenerierung
lieferten sowohl das hierarchische Verfahren mit Verfeinerung und Vergroberung als auch
die Wiedervernetzung qualitativ gleichwertige FErgebnisse.
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Zur Verifikation des gekoppelten zeit- und ortsadaptiven Verfahrens diente ein Biaxial-
versuch, bei dem durch gezielte Storung der Materialparameter ein Scherband initiiert
wurde. Es zeigte sich, dafl die auftretenden Scherbénder durch den neuen Fehlerindikator
zuverlassig lokalisiert werden und dafi die gezielte Netzverfeinerung an den Scherband-
rindern zu einer effizienten adaptiven Ortsdiskretisierung fiithrt. Durch Vergleich von
Last-Verschiebungskurven mit einer numerisch berechneten Referenzlosung konnte zu-
dem nachgewiesen werden, dafl das gekoppelte zeit- und ortsadaptive Gesamtverfahren
zuverléssige Ergebnisse liefert.

Den Abschlu8 der Arbeit bildete die numerische Simulation praxisnaher Anwendungs-
beispiele aus der Bodenmechanik (Boschungsbruch- und Grundbruchproblem). Hierbei
zeigte sich eine qualitativ gute Ubereinstimmung der berechneten numerischen Losungen
mit klassischen Theorien der Bodenmechanik wie der Rankineschen Gleitlinientheorie.

Riickblickend 1483t sich feststellen, dafl die Kombination von Ideen aus dem Bereich der nu-
merischen Mathematik — etwa den Konzepten zur Schrittweitensteuerung im Zeitbereich
— sowie dem Bereich der numerischen Mechanik — etwa bei der Losung der groflen nicht-
linearen Gleichungssysteme — wesentlich zur erfolgreichen Konstruktion eines effizienten
Gesamtverfahrens beigetragen hat.



152 Zusammenfassung und Ausblick

Ausblick

In Erweiterung der im Rahmen dieser Arbeit behandelten Mehrphasenprobleme eroffnet
die entwickelte Methodik bei der Darstellung der ortsdiskreten Systeme die Moglichkeit,
bestehende Formulierungen nahezu beliebiger Plastizitdtsmodelle mit geringem Umstel-
lungsaufwand den entwickelten zeitadaptiven Methoden zugénglich zu machen. Dank der
entwickelten Systematik ist der hierbei anfallende Programmieraufwand gering, da ledig-
lich die Bilanzgleichungen in schwacher Formulierung und die Materialgesetze nebst deren
Linearisierungen implementiert werden miissen. Diese Vorgehensweise wurde in der vorlie-
genden Arbeit bereits fiir die Prandtl- Reuf3-Plastizitit angewandt, deren Implementierung
die Grundlage fiir die numerische Berechnung des DFG-Benchmark-Problems darstellte,
das als Verifikationsbeispiel fiir die zeitadaptiven Verfahren diente.

Die Ubertragung der ortsadaptiven Verfahren auf verwandte Probleme erfordert die Be-
reitstellung eines geeigneten Fehlerschétzers bzw. Fehlerindikators. Bei komplexen Pro-
blemen kann dies beispielsweise — wie im Fall des behandelten Mehrphasenproblems —
durch die physikalisch motivierte Auswahl treibender Gréflen geschehen.

Aus mathematischer Sicht stellt die genauere Untersuchung der vorgestellten Verfahren
im Hinblick auf Probleme mit Losungs-Singularitdten (z. B. Grundbruch) ein wiinschens-
wertes Ziel dar. Das bessere Verstdndnis von ausgewéhlten Anfangs-Randwertproblemen
konnte in dieser Hinsicht Aufschlufl iiber Moglichkeiten zur Verbesserung der Verfahren
geben, so daf} zukiinftig auch bei komplexeren Fragestellungen gesicherte Aussagen iiber
die Giite der numerisch erzielten Ergebnisse ermoglicht wiirden.

Fiir die numerische Praxis ist die Einbindung moderner, schneller Gleichungsloser (z. B.
Mehrgitterverfahren) das vorrangige Ziel, da der Aufwand des Gesamtverfahrens von der
Effizienz des linearen Gleichungslosers dominiert wird. Hierbei muf$ jedoch zunéchst iiber-
priift werden, ob diese Verfahren bei den behandelten Problemen anwendbar sind. Eine
mogliche Stofirichtung wire die Untersuchung algebraischer Mehrgitterverfahren, die be-
reits bei Problemen auf Basis der Prandtl-Reuf-Plastizitit erfolgreich eingesetzt wurden
(Wieners [122]). Im Rahmen dieser Arbeit wurden sowohl direkte Loser fiir schwach be-
setzte Matrizen (z. B. Profil-Loser, Hoit & Wilson [72], Zienkiewicz & Taylor [127, §16])
als auch iterative Loser eingesetzt (z.B. GMRES?* mit ILU’-Vorkonditionierung, Saad
[102]). Damit ist jedoch die in einer akzeptablen Rechenzeit behandelbare Problemgrifie
bei heutigen Workstations auf rund 100 000 Freiheitsgrade beschréankt. Insbesondere bei
Erweiterung der Aufgabenstellung auf den dreidimensionalen Fall wird daher die Effizienz
des linearen Gleichungslosers zum alles entscheidenden Faktor.

4iterative Krylov-Unterraum-Methode (engl.: Generalized Minimal RESidual)
Sunvollstindige Dreiecks-Zerlegung (engl.: Incomplete LU)



Anhang A: Differentialgeometrische
Notation und Basisdarstellung

Die Notation der klassischen Tensorrechnung, wie sie im Rahmen dieser Arbeit verwendet
wurde, wird im folgenden mit einer differentialgeometrisch motivierten Notation vergli-
chen, wie man sie in mathematisch orientierten Arbeiten zur Tensorrechnung und Kon-
tinuumsmechanik findet, z. B. Abraham, Marsden & Ratiu [1], Marsden & Hughes [83],
Fritzen [57].

In der Mathematik werden Tensoren haufig als lineare Abbildungen zwischen linearen
Vektorrdumen aufgefat'. Daher miissen zunichst einige Begriffe aus der Differential-
geometrie und der linearen Algebra eingefiihrt werden, was an dieser Stelle jedoch nur
informell geschieht. Fiir eine mathematisch exakte Definition sei auf die o.g. Arbeiten
verwiesen.

Def. A.1: Der Tangentialraum T2 einer Menge 2 in einem Punkt x € € ist der Vek-
torraum aller Tangentenvektoren an die Menge () in diesem Punkt. Die Elemente des
Tangentialraums heiflen Vektoren.

Der Dualraum eines Tangentialraums heifit Kotangentialraum und wird mit 732 bezeich-
net?. Die Elemente des Kotangentialraums heifien Kovektoren, Einsformen oder Linear-
formen.

Das Tangentialbiindel T2 einer Menge € ist die Menge aller Paare (x, 7%{2) aus Punkten
mit ihren jeweiligen Tangentialrdumen. Entsprechend ist das Kotangentialbiindel T*2
einer Menge 2 die Menge aller Paare (x, 72).

Ein Vektorfeld auf einer Menge (2 ist eine Abbildung w : Q — T, die jedem Punkt
x €  das Punkt-Vektor-Paar (x, w(x)) aus dem Tangentialbiindel T'Q2 zuordnet?.

Ein Vektorfeld kann auch in Koordinaten einer Konfiguration parametrisiert sein, aber
in das Tangentialbiindel einer anderen Konfiguration abbilden. Ist ein Vektorfeld z. B. in
Koordinaten der Referenzkonfiguration parametrisiert und bildet in das Tangentialbiindel
der Momentankonfiguration ab* w : Qy — T, so wird dem Punkt X € €y der
Referenzkonfiguration das Paar (X:(X),w(X)) = (x,w(X)) aus dem Tangentialbiindel
der Momentankonfiguration zugeordnet.

Ein zweistufiger Tensor ist eine lineare Abbildung zwischen Tangential- bzw. Kotangen-
tialrdumen, ein zweistufiges Tensorfeld eine lineare Abbildung zwischen Tangential- bzw.

! Allgemein ist ein Tensor eine multilineare reellwertige Abbildung. Mit diesem Begriff des Tensors
kann ein Skalar als ein Tensor O-ter Stufe, ein Vektor als ein Tensor 1-ter Stufe usw. aufgefaf3t wer-
den. Alle Rechenregeln gelten dann fiir Tensoren beliebiger Stufe. Im Falle zweistufiger Tensoren kann
man der Bilinearform eineindeutig eine lineare Abbildung zwischen den zugrundeliegenden Vektorriumen
zuordnen.

2Allgemein wird mit V* der Dualraum eines Vektorraums V bezeichnet.

3Der Einfachheit halber werden das Vektorfeld und sein Wert im Tangentialraum mit jeweils demselben
Buchstaben bezeichnet.

4Ein Beispiel hierfiir ist die in Definition 1.10 eingefiihrte materielle Geschwindigkeit.
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Kotangentialbiindeln.

Ein zweistufiger Zweipunkttensor ist eine lineare Abbildung zwischen Tangential- bzw.
Kotangentialrdumen verschiedener Konfigurationen, z. B. zwischen dem Tangentialraum
Tx )y der Referenzkonfiguration und dem Tangentialraum 7%€); der Momentankonfigura-
tion. Entsprechend ist ein zweistufiges Zweipunkttensorfeld eine lineare Abbildung zwi-
schen Tangential- bzw. Kotangentialbiindeln verschiedener Konfigurationen. Dem Punkt
X eines Paares aus dem Tangential- bzw. Kotangentialbiindel wird dabei jeweils mit der
zugehorigen Bewegungsfunktion der Punkt x = X;(X) zugeordnet. [

Abbildung A.1: Tangentialrdume

Alle Definitionen und Begriffe in diesem Abschnitt sind sinngeméf auch fiir Mischun-
gen zu verstehen, indem Punkte der Referenzkonfiguration wie iiblich mit X, und die
Plazierungsfunktion der Phase ¢® zum Zeitpunkt ¢ mit X, bezeichnet werden.

Die erste Komponente eines Punkt-Vektor-Paares aus einem Tangentialbiindel wird im
folgenden nicht mehr explizit notiert; vielmehr wird stets vorausgesetzt, daff im Falle
von Zweipunkt-Operationen zwischen Referenz- und Momentankonfiguration der Punkt
X immer mit der zugehorigen Bewegungsfunktion auf den Punkt x = X;(X) abgebildet
wird.

Der Tangentialraum in einem Punkt des Euklidschen Raumes R? ist der Vektorraum
R3 selbst®. Da man den Dualraum des R" iiber die kanonische Einbettung mit dem R
identifizieren kann, ist der Kotangentialraum des R? wieder der R?, allerdings ausgestattet
mit der dualen Basis. In der vorliegenden Arbeit ist jede Plazierung eines Korpers eine
offene Teilmenge des R?, so dal die oben eingefiihrten Vektorrdume alle gleich dem R3
sind.

Def. A.2: Ein Koordinatensystem der Referenzkonfiguration ist gegeben durch {0,©}
mit der Koordinatenabbildung © : €, — R3. Entsprechend ist {0, 8} mit der Koordi-

5Wie bereits in Kapitel 1 erwihnt, kann man den Euklidschen Anschauungsraum E3 mit dem Vektor-
raum R? aller reellen Zahlentripel identifizieren. Im folgenden werden diese beiden Bezeichnungen daher
nicht unterschieden.



natenabbildung 0 : Q, — R3 ein Koordinatensystem auf der Momentankonfiguration.
Die Koordinatenabbildungen seien Diffeomorphismen, d.h. invertierbare C'-stetige Ab-
bildungen mit C*-stetigen Inversen. Sie ordnen einem Vektor X bzw. x die Koordinaten
(04(X), 0%(X), 03(X)) bzw. (*(x), 6?(x),#3(x)) zu. Durch partielle Ableitung der Orts-
vektoren nach den Koordinatenfunktionen erhélt man die Basisvektoren der Tangential-
rdume der Referenz- und Momentankonfiguration:

0X ox

Gi= g0 8= o0

(A1)

Die Basisvektoren der Kotangentialriume erhilt man aus den Dualititsbeziehungen®
bzw. durch Ableitung der Koordinatenabbildungen nach den Ortsvektoren:

., 00 o

In Abbildung A.2 sind die wichtigsten kinematischen Abbildungen sowie die zugehorigen
Tangentialrdume dargestellt.

T% F’ T,
O

]:—T

TxQo F Tth

Abbildung A.2: Kinematische Abbildungen

Die Abbildungen G und g bezeichnen dabei die Metriktensoren der Referenz- und der
Momentankonfiguration, die in den zugehérigen Basen die folgende Darstellung” besitzen:

G: TxQO — T)*(Q(), G = Gij GZ X Gj mit Gij = Gz . Gj,
- (A.4)
g : T8l — TelY, g =0y 8 ®g mit  g; = g - 8gj

Der Metriktensor ist also diejenige Abbildung, die einem Vektor v = v* g, den zugehorigen
Kovektor zuordnet (Basiswechsel), z. B. fiir den Metriktensor der Momentankonfiguration:

g(vPer) = (g8 ®@g!) (VFer) =g v g = gu v g = vig'. (A.5)

Das Kronecker-Symbol 85 = 6;; = 6"/ nimmt fiir 4 = j den Wert 1 und sonst den Wert 0 an.
"GemsiB der Einsteinschen Summenkonvention ist iiber gleiche gegenstindige Indizes zu summieren.
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Geméafl der obigen Definition sind die Koordinatenabbildungen auf der Referenz- und
Momentankonfiguration beliebig wahlbar. Fiir das Arbeiten mit Tensoren innerhalb der
Materialtheorie ist die spezielle Wahl konvektiver Koordinaten ein adidquates Hilfsmit-
tel. Dabei werden die Koordinatenlinien der Referenzkonfiguration als materiell betrach-
tet, also den materiellen Punkten des Korpers ,angeheftet“. In der Momentankonfigura-
tion wird dann zu jedem Zeitpunkt ein anderes Koordinatensystem gewéhlt, ndmlich das
durch die Bewegung X;(X) deformierte Koordinatensystem der Referenzkonfiguration:
0(x) = 0(X,(X)) = O(X). In Ubereinstimmung mit de Boer [20], Ehlers [44] werden die
konvektiven Basisvektoren (natirliche Basisvektoren) in der Referenzkonfiguration mit h;,
in der Momentankonfiguration mit a; bezeichnet. Damit ergeben sich sehr einfache Dar-
stellungen fiir den Deformationsgradienten und seine Transponierte bzw. Inverse, da die
Information iiber die Deformation bereits in der Basis steckt, siehe auch Abbildung A.2:

F o T%xQo — T, F =a ®h)

F_l . Tth — Txgo, F_l = hl &® ai,
| (A-6)
FI' . TrQ, — T%Qy, F =h'®a,

F7:T%Q0 — T, FT=a®h,.

In numerischen Algorithmen kommt das Konzept der konvektiven Koordinaten allerdings
selten zur Anwendung. Hier wihlt man im allgemeinen eine gemeinsame feste Basis fiir
Referenz- und Momentankonfiguration und stellt alle Vektoren und Tensoren in dieser
Basis dar. In der Praxis bedeutet dies, dafl nur noch das Koeffizientenschema gespeichert
und berechnet wird. Stellt man alle Groflien in einer kartesischen Basis dar, so kénnen
Tensoren wie Matrizen behandelt werden, ansonsten mufl man bei allen Operationen die
gewihlte Basis und die zugehorige Metrik beriicksichtigen.



Anhang B: Materialparameter

Die in den Rechnungen in Kapitel 5 im Zusammenhang mit dem inkompressiblen Zwei-
phasenmodell verwendeten Materialparameter beschreiben einen bindigen Boden (wasser-
geséttigter, schluffiger Ton, siehe Thamm [114]) und haben exemplarischen Charakter.

Elastizitat ‘
Parameter Symbol Wert Einheit
Lamé-Konstanten w 5,5833 - 108 N/m?

P 8,3750 - 108 N/m?
Plastizitit |
Parameter Symbol Wert Einheit
FlieBbedingung o 1,0740 - 102 -

3 0,11946 -

o 1,5550 -

J 1,3775- 1077 m? /N

€ 4,3303 - 1077 m? /N

K 1,0269 - 10 N /m?

m 0,5935 -
Viskoplastizitét n je nach ARWP | s

00 1,0269 - 104 N/m?

r 1,0 -
Bodenmechanische Kenngréfien ‘
Parameter Symbol Wert, Einheit
Effektive Dichten p°t (ps) 2,720 - 103 kg/m?

o (pw) | 1,000 - 103 kg/m?
Volumenanteile nys  (1—n) | 0,540 -

nks  (n) 0,460 —
Effektive Fluidwichte | v (v,) | 1,000 - 10% N/m?
Darcy-Parameter EE o (ky) 1,0-1077 m/s

Eine genaue Anpassung an Versuchsergebnisse wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht
vorgenommen. Bei den bodenmechanischen Kenngrofien ist in Klammern jeweils die in
der Bodenmechanik iibliche Schreibweise angegeben.

Alle Materialparameter sind hier in SI-Einheiten (MKS-System) notiert. In den nume-
rischen Rechnungen werden jedoch skalierte Parameter verwendet, bei denen als Basis-
einheit fiir die Masse 10° kg zugrundegelegt wird. Dadurch liegen alle Parameter nahezu
in der gleichen Groflenordnung, was fiir die Skalierung der linearen Gleichungssysteme
von Vorteil ist. Auflerdem erhélt man die in Ingenieuranwendungen {iibliche Krafteinheit
Mega-Pascal: 1 MPa = 1 N/mm? = 1 MN/m?.
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