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IV INHALTSVERZEICHNIS



INHALTSVERZEICHNIS 1
EinleitungPor�ose, uidges�attigte, deformierbare Festk�orper gewinnen zunehmend an Bedeutung f�urdie Behandlung relevanter Probleme der Ingenieurspraxis. Es handelt sich hierbei umMaterialien, die aus einem por�osen Festk�orperskelett bestehen, dessen Porenraum mitFl�ussigkeiten oder Gasen gef�ullt ist. Sie �nden sich in den unterschiedlichsten Anwen-dungsbereichen, so z. B. in der Bodenmechanik beim Konsolidationsproblem, in der Bio-mechanik bei der Beschreibung por�oser Knochen oder blutdurchstr�omtem Gewebes oderauch bei hochpor�osen Polymer- und Metallsch�aumen, deren Porenraum i. a. mit Gasgef�ullt ist. Auch wenn die Materialien speziell im Bereich plastischer Deformation teilwei-se unterschiedlichstes Verhalten aufzeigen, wie beispielsweise Sand und Polymersch�aume,ist ihnen gemein, da� das Deformationsverhalten des Festk�orpers erheblich vom Porenuidbeeinu�t werden kann.Das gestiegene Interesse an por�osen, uidgef�ullten Festk�orpern liegt zum Teil an der Ent-wicklung neuer Materialien und optimierter Herstellungsprozesse, die die M�oglichkeit bie-ten, kosteng�unstig ausreichende Mengen f�ur den industriellen Einsatz zur Verf�ugung zustellen und neue Einsatzm�oglichkeiten zu erschlie�en. Auch der immer st�arker werdendeZwang zur Leichtbauweise f�uhrt zum verst�arkten Einsatz beispielsweise als kosteng�unsti-ger Ersatz f�ur Verbundwerksto�e. In diesem Zusammenhang ist auch die Verwendunghochpor�oser Sch�aume als D�ampfungsmaterial im Fahrzeugbau zur Erh�ohung der passivenSicherheit zu nennen. Ein weiterer Grund liegt in der rasanten Entwicklung der Compu-tertechnik, die die Beschreibung immer komplexerer Randwertprobleme erm�oglicht.In dem Ma�e, wie das Interesse an por�osen, uidgef�ullten K�orpern steigt, gewinnt auchderen Modellierung als Grundlage der Simulation an Bedeutung.Eine Modellierung, die der Praxis gerecht wird, ist oftmals durch die klassische Kontinu-umsmechanik allein nicht ausreichend m�oglich. Zur Beschreibung des volumengekoppeltenFestk�orper-Fluid-Problems wird im Rahmen dieser Arbeit ein Zugang mit Hilfe der Theo-rie Por�oser Medien (TPM) gew�ahlt, vgl. Bowen [9, 10], Ehlers [20]. Die TPM folgt aus derMischungstheorie, einer kontinuumsmechanischen Theorie f�ur heterogen zusammengesetz-te K�orper mit inneren Wechselwirkungen, erg�anzt um das Konzept der Volumenanteile.Dabei liegt die Vorstellung eines statistisch verschmierten Modells zugrunde, bei demalle Phasen, hier Festk�orper und Fluid, gleichzeitig den gesamten Raum der Mischungeinnehmen.Bei der Wahl der konstitutiven Ans�atze por�oser Materialien sind einige Besonderheiten zubeachten. So zeigen Metall- und Polymersch�aumen in ihrem �ublichen Anwendungsbereichgro�e elastoplastische Deformationen. Dies bedingt die Beschreibung im Rahmen der �-niten bzw. geometrisch nichtlinearen Theorie. Beim Kompressionsversuch beispielsweiseschlie�t sich an einen relativ kleinen elastischen Bereich ein plastisches Plateau mit nahezukonstanten Spannungen und gro�en Volumendeformationen an. Ihm folgt der Bereich der



2 INHALTSVERZEICHNISVerdichtung mit einem extremen Anstieg der hydrostatischen Spannungen. Um diesemVerhalten Rechnung zu tragen, wird in dieser Arbeit ein elastoplastisches Materialgesetzf�ur die Festk�orpermatrix entwickelt, das mit Hilfe der "strukturellen Verfestigung\ denKompressionspunkt sicherstellt. Die vorgeschlagene Formulierung hat dar�uber hinaus denVorteil, da� sie nahezu keinen Mehraufwand bei der Berechnung im Vergleich zur klassi-schen Verfestigungsformulierung erfordert, bei der innere Variablen und die Auswertungder zugeh�origen Entwicklungsgleichungen ben�otigt werden. Es wird besonderst auf einesehr exible Formulierung Wert gelegt, um eine m�oglichst umfassende Gruppe por�oserMaterialien mit z. T. unterschiedlichstem Verhalten, speziell im Bereich der Plastizit�at,beschreiben zu k�onnen.Bei der Beschreibung realer Porenuid zeigen sich sowohl inkompressible als auch ideal-kompressible Fluide, d. h. Fluide, die bis auf einen Punkt komprimierbar sind, wie z. B.ideales Gas, als ungeeignet. Um den Einu� des Porenuids auf das Verhalten der gesam-ten Mischung m�oglichst realistisch abbilden zu k�onnen, wird ein kompressibles Porenuidben�otigt, das lediglich bis zu einer maximalen, kritischen Dichte komprimiert werdenkann. Hierzu wird konsistent im Rahmen der Theorie Por�oser Medien aufbauend auf ei-nem kompressiblen und einem inkompressiblen Porenuid eine Mischphase entwickelt.Speziell bei por�osen Medien, deren Festk�orperskelett sich wie Reibungsmaterialien ver-halten, wird in der Natur h�au�g Lokalisierung beobachtet. Unter dem Begri� der Lokali-sierung wird in diesem Zusammenhang die Anh�aufung der Deformation in einem relativkleinen, vom restlichen K�orper klar abgegrenzten Bereich verstanden. Man spricht auchvon Scherbandbildung. An den Grenzen des Bereichs treten dabei hohe Gradienten derDeformation auf. Derartiges Verhalten kann z. B. beim B�oschungs- oder Grundbruch oderaber auch in Materialversuchen wie dem Biaxialversuch beobachtet werden und f�uhrt i. a.zum Versagen der Struktur. Auch wenn vorwiegend das Festk�orperskelett f�ur die Stabilit�atder gesamten Struktur ausschlaggebend ist, hat das Porenuid einen betr�achtlichen Ein-u� auf dessen Lokalisierungsverhalten und somit auf das Versagen der gesamten Struk-tur. Es wird hierzu eine Lokalisierungsanalyse im Rahmen der Theorie Por�oser Mediendurchgef�uhrt, um den Einu� des Fluids aufzuzeigen.Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, im Rahmen der TPM ein Modell zur Beschreibungeiner m�oglichst gro�en Gruppe unterschiedlicher Materialien bereitzustellen, das den obengenannten Anforderungen gen�ugt. Dabei wird speziell auf das elastoplastische Festk�orper-skelett und das Porenuid eingegangen. Die Lokalisierungsanalyse wird im Rahmen derTPM durchgef�uhrt, um den Einu� des Porenuids erfassen zu k�onnen.Gliederung und Umfang der ArbeitIn Kapitel 1 werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen der Theorie Por�oser Me-dien eingef�uhrt. Hierzu wird zuerst das Konzept der Volumenanteile beschrieben. Daraufaufbauend werden die Kinematik und die allgemeinen Bilanzgleichungen er�ortert.In Kapitel 2 werden singul�are Fl�achen eingef�uhrt. Es handelt sich dabei um nichtmateri-



INHALTSVERZEICHNIS 3elle, innere Fl�achen, �uber die eine beliebige Gr�o�e diskontinuierlich bzw. sprungbehaftetsein kann. Sie bilden die Voraussetzung f�ur die in Kapitel 5 folgende Lokalisierungsanalyse,bei der Lokalisierung mit singul�aren Fl�achen identi�ziert wird. Aufbauend auf HadamardsLemma und dem Theorem von Maxwell angewandt auf Mehrphasenkontinua im Rahmender Theorie Por�oser Medien werden Kompatibilit�atsbedingungen f�ur die Spr�unge der Ab-leitungen diskontinuierlicher Gr�o�en gewonnen. Zus�atzlich werden die Bilanzgleichungenunter Beachtung singul�arer Fl�achen behandelt.In Kapitel 3 werden die Modellgleichungen f�ur ein por�oses Medium bestehend aus inkom-pressiblem Festk�orper und wahlweise kompressiblem oder inkompressiblem Porenuid be-handelt. Um das Verhalten realer Fluide m�oglichst genau beschreiben zu k�onnen, wirdaus einem inkompressiblen und einem kompressiblen Fluid eine Mischphase mit Hilfeder Theorie Por�oser Medien abgeleitet. Sie gen�ugt aufgrund ihrer Herleitung sowohl denGrenzzust�anden eines inkompressiblen als auch eines ideal-kompressiblen Porenuids f�urdie Ann�aherung des Drucks gegen null und 1. Prinzipiell handelt es sich dabei um eineDreiphasenmodellierung, die aufgrund der getro�enen kinematischen Kopplung der bei-den Porenuide (es ist keine Entmischung zugelassen) einer Beschreibung mittels zweierPhasen zug�anglich ist. Es ergibt sich somit kein Mehraufwand im Bereich der numerischenUmsetzung und Berechnung im Vergleich zu den Modellen mit ideal-kompressiblem oderinkompressiblem Porenuid.Das elastoplastische Materialgesetz zur Beschreibung des Deformationsverhaltens derFestk�orpermatrix wird in Kapitel 4 ausf�uhrlich er�ortert. Hierbei nimmt der Kompres-sionspunkt bzw. seine Sicherstellung eine zentrale Bedeutung ein. Beim Kompressions-punkt handelt es sich um den Zustand vollst�andig geschlossener Poren. Eine weitere Vo-lumendeformation ist aufgrund der Annahme eines inkompressiblen Festk�orperskelettsnicht mehr m�oglich. Im Gegensatz zur Metallplastizit�at mit volumenneutralen plasti-schen Form�anderungen zeigen por�ose Materialien sowohl ausgepr�agte dilatante wie auchkontraktante plastische Volumendehnungen, die durch den Kompressionspunkt begrenztwerden. Hierf�ur wird eine geeignete Verzerrungsenergiefunktion von Eipper [30] mit einerneuen Formulierung f�ur die Flie��ache und das plastische Potential kombiniert. Sie basie-ren auf der in dieser Arbeit vorgestellten "strukturellen Verfestigung\, die die Sicherstel-lung des Kompressionspunktes auch im Bereich plastischer Deformationen gew�ahrleistet.Sie kommt dabei ohne zus�atzliche innere Variablen und Entwicklungsgleichungen und demdamit verbundenen Aufwand aus.In Kapitel 5 wird eine Lokalisierungsanalyse f�ur die in Kapitel 3 beschriebenen Modelleunter Verwendung singul�arer Fl�achen durchgef�uhrt. Es wird angenommen, da� die Lo-kalisierung der Festk�orperdeformation f�ur die Stabilit�at der Struktur entscheidend ist.Ziel ist es, ein dem Akkustiktensor (vgl. Hill [43]) des einphasigen Problems entspre-chendes Kriterium bereitzustellen. Dieses wird ausschlie�lich in kinematischen Gr�o�endes Festk�orperskeletts formuliert, ohne dabei jedoch den Einu� des Porenuids zu ver-nachl�assigen. Durch Auswertung des Akkustiktensors l�a�t sich feststellen, ob Lokalisierungm�oglich ist, und falls ja, deren Kinematik, d. h. beispielsweise im Falle eines Scherbandesdessen Ausrichtung. Sie erlaubt dar�uber hinaus auch Einblick in die Kopplung der Phasenund speziell den Einu� des Porenuids.



4 INHALTSVERZEICHNISKapitel 6 befa�t sich mit der numerischen Implementierung der Modelle und der Lokali-sierungsanalyse. Hierzu werden die Modellgleichungen in eine schwache Form �uberf�uhrtund im Ort mit Hilfe der Methode der �niten Elemente diskretisiert. Das entstehen-de semidiskrete di�erentialalgebraische Gleichungssystem wird mittels diagonalimpliziterRunge-Kutta-Verfahren in der Zeit diskretisiert. Um das entstandene, nichtlineare, dis-krete Gleichungssystem e�ektiv mit Hilfe des Newton-Verfahrens l�osen zu k�onnen, kommtder Linearisierung eine entscheidende Bedeutung zu. Dabei sind sowohl geometrischeNichtlinearit�aten, als auch Nichtlinearit�aten die aus der Kopplung der Phasen (Fluidund Festk�orper) und deren nichtlinearem Materialerhalten resultieren zu ber�ucksichtigen.Besondere Bedeutung kommt dabei der Linearisierung des Algorithmus zur Berechnungder Festk�orperspannungen im Rahmen der elastoplastischen Formulierung zu.In Kapitel 7 werden zun�achst die Eigenschaften der entwickelten Modelle, speziell derstrukturelle Verfestigung und der Mischphase, veri�ziert. Die Leistungsf�ahigkeit aber auchdie Grenzen der Modellierung werden anhand der Anpassung an einen hochpor�osen Po-lymerschaum demonstriert. Der Einu� des Fluids auf die Lokalisierung der Festk�orper-deformation wird am Beispiel des Biaxialversuchs diskutiert. In diesem Zusammenhangwird auch die Lokalisierungsanalyse veri�ziert.Die Arbeit schlie�t mit einer kurzen Zusammenfassung und einem Ausblick.



Kapitel 1Die Mechanik derMehrphasenkontinua
Ziel des Kapitels sind die Einf�uhrung der Notation und Bereitstellung der kontinuumsme-chanischen Grundlagen f�ur die Beschreibung por�oser, uidgef�ullter Festk�orper mit Hilfeder Theorie Por�oser Medien (TPM).Ausgehend von der Mischungstheorie, einer kontinuumsmechanischen Theorie f�ur hete-rogen zusammengesetzte K�orper mit inneren Wechselwirkungen, folgt die TPM durchErg�anzung um das Konzept der Volumenanteile. Die Volumenanteile stellen dabei makro-skopische Strukturvariablen zur Beschreibung der inneren Struktur des por�osen K�orpersbzw. Mehrphasenproblems dar. Die Theorie Por�oser Medien stellt somit eine ph�anomeno-logische Theorie dar, bei der die Beschreibung des K�orpers im Rahmen makroskopischerBetrachtungen durchgef�uhrt wird, ohne auf die vorliegende Mikrostruktur einzugehen.F�ur eine ausf�uhrliche Darstellung der Mischungstheorie und der Theorie Por�oser Mediensei auf Bowen [9, 10], Truesdell & Toupin [93], de Boer & Ehlers [7] und Ehlers [20, 24]verwiesen. Die geschichtliche Entwicklung der Mischungstheorie und der Theorie Por�oserMedien �ndet sich bei Ehlers [20].1.1 Konzept der VolumenanteileF�ur die Beschreibung por�oser K�orper auf der Basis der Mischungstheorie wird das Modelleines makroskopischen Ersatzk�orpers vorausgesetzt. Es wird weiter angenommen, da� allePartialk�orper '�(� = 1; ::; n) in idealer Unordnung �uber den Kontrollraum verteilt sind,vgl. Abbildung 1.1. Dies bedingt die Betrachtung eines hinreichend gro�en Bereichs.Jeder Partialk�orper nimmt somit das gesamte Volumen des Ersatzk�orpers ein (super-ponierte Kontinua) und alle Gr�o�en der Partialk�orper wie z. B. Bewegung, Spannungund Impuls sind im gesamten Gebiet de�niert. Sie sind als statistische Mittelwerte dertats�achlich auftretenden Gr�o�en zu verstehen. Daraus folgt, da� jeder Raumpunkt x zu5



6 1.1 KONZEPT DER VOLUMENANTEILE
geometrische Modell VolumenanteileverschmiertesDarstellung dvSdvF

Abbildung 1.1: Beispiel eines por�osen Mediums bestehend aus dem Festk�orperskelett 'Sgef�ullt mit dem Porenuid 'Fjeder Zeit t von Partikeln aller Konstituierenden '� eingenommen wird und jede Konsti-tuierende ihrer eigenen Bewegungsfunktion �� folgt. Die einzelnen Konstituierenden sindaber trotzdem unmischbar. Ihre Anteile am Gesamtk�orper werden durch die Volumen-anteile n�(x; t) de�niert, die als lokale Verh�altnisse der Teil- bzw. Partialvolumina dv�zum Gesamtvolumen dv de�niert sind und i. a. eine Funktion des Ortes x und der Zeit tdarstellten: n� = d v�dv : (1.1)Der Index (: : :)� kennzeichnet hierbei die einzelnen Konstituierenden, die im folgendenauch als Phasen bezeichnet werden. Gleichung (1.1) stellt das Konzept der Volumenanteiledar. Aus der De�nition der Volumenanteile n� folgt durch Integration �uber den K�orperB f�ur die Partialvolumina V � = ZB dv� = ZB n� dv : (1.2)Die folgenden Betrachtungen werden auf den Fall ges�attigter por�oser K�orper beschr�ankt.S�attigung bedeutet in diesem Zusammenhang, da� die Summe der Partialvolumina gleichdem Volumen des Mischungsk�orpers ist:V =X� V � ; dv =X� dv� : (1.3)Die Porenr�aume sind vollst�andig gef�ullt, und es gibt keine leeren R�aume bzw. kein "Va-kuum\. Mit der De�nition der Volumenanteile n� folgt die S�attigungsbedingung1 =X� n� : (1.4)Analog zu den Partialvolumina lassen sich partiale Ober�achenelemente da� einf�uhren(Delesse [13]): da� = n� da : (1.5)Dabei kennzeichnet da die Ober�ache des Gesamtvolumens der Mischung und da� denOber�achenanteil der Konstituierenden '�. Mit dem nach au�en orientierten Normalen-einheitsvektor n und da = n da ; da� = nda� (1.6)



KAPITEL 1 DIE MECHANIK DER MEHRPHASENKONTINUA 7folgt aus der Annahme superponierter Kontinuada� = n� da : (1.7)Das Konzept der Volumenanteile bedingt zwei verschiedene Dichtefunktionen. Zum einendie sogenannte materielle Dichte ��R, die als Quotient aus der Masse dm� der Konstitu-ierenden '� und dem von ihr ausgef�ullten Partialvolumen dv� de�niert ist:��R := dm�dv� : (1.8)Die materielle Dichte ��R entspricht der e�ektiven Dichte der Konstituierenden '�. Beider Partialdichte �� wird die Partialmasse dm� auf das gesamte Mischungsvolumen dvbezogen: �� := dm�dv : (1.9)Mit der De�nition des Volumenanteils n� folgt die Beziehung zwischen der materiellenund der partialen Dichtefunktion �� = n� ��R : (1.10)Die Dichte des Mischungsk�orpers (Mischungsdichte) � folgt durch Summation der Parti-aldichten �uber alle Konstituierenden '�:� =X� �� =X� n���R : (1.11)1.2 Kinematik der Mischung1.2.1 BewegungsfunktionEin K�orper B sei die zusammenh�angende Menge der materiellen K�orperpunkte X�. DieMenge der Randpunkte wird als Ober�ache @B bezeichnet. Zur Beschreibung der Lageder materiellen K�orperpunkte X� im dreidimensionalen, eigentlich Euklidschen RaumE3 ist die Vorgabe eines raumfesten Bezugspunktes, des Ursprungs O, erforderlich. DiePlazierung eines materiellen Punktes X� zum Zeitpunkt t wird durch die vektorwertigeBewegungsfunktion x = ��(X�; t) (1.12)angegeben. Aus der Bewegungsfunktion folgt, da� sich zu jedem Zeitpunkt t Partikel allerKonstituierenden '� gleichzeitig im Raumpunkt x be�nden, obwohl sie unterschiedlicheReferenzlagen X� = ��(X�; t0) (1.13)besitzen k�onnen. Dies entspricht der Vorstellung superponierter Kontinua, vgl. Abbildung1.2.
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O
X2 e1X1 xX1 X2 e2

e3

aktuelle Kon�guration (t)
�1(X1; t)
�2(X2; t)Referenzkon�guration (t0)

Abbildung 1.2: Bewegungsfunktionen und Referenzlagen eines zweiphasigen MediumsMit der De�nition der Referenzlage X� der Phase '� kann die materielle Beschreibungder Bewegung (1.12) in die Lagrangesche Form �uberf�uhrt werden:x = ��(X�; t) : (1.14)Mit der hinreichenden Voraussetzung, da� die Jacobi -Determinante J� der Bewegung ��,J� = det @��(X�; t)@X� ; (1.15)ungleich null ist, l�a�t sich die Lagrangesche Bewegungsfunktion durch Invertierung in dieEulersche Form �uberf�uhren: X� = ��1� (x; t) : (1.16)Da jeder Konstituierenden eine eigene Bewegungsfunktion zugeordnet ist, besitzen sieauch eigene Geschwindigkeitsfelder. Die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes X�der Phase '� ist durch die materielle Zeitableitung der Bewegung �� de�niert:0x�= ddt ��(X�; t) : (1.17)Mit der inversen Bewegungsfunktion folgt die Eulersche Darstellung der Geschwindigkeit:0x�= 0x� [��1� (x; t); t] = 0x� (x; t) : (1.18)Die Beschleunigung eines materiellen Punktes ist analog �uber die Zeitableitung der Ge-schwindigkeit gegeben:00x�= @@ t 0x� (X�; t) bzw. 00x�= 00x� [��1� (x; t); t] = 00x� (x; t) : (1.19)



KAPITEL 1 DIE MECHANIK DER MEHRPHASENKONTINUA 9Die verschiedenen Geschwindigkeiten 0x� bedingen die Existenz unterschiedlicher Zeitab-leitungen. Sei  eine di�erenzierbare, skalarwertige Funktion der Variablen x und t, dannexistiert gem�a� (1.14) f�ur jede Bewegungsfunktion �� eine unabh�angige Zeitableitung:( )0� = d� dt= @ @t + grad � 0x� : (1.20)F�ur eine vektorwertige Funktion  lautet die materielle Zeitableitung( )0� = @ @t + (grad ) 0x� : (1.21)Der Operator grad (: : :) bezeichnet die Ableitung nach dem Ortsvektor der aktuellen Kon-�guration, w�ahrend Grad�(: : :) die Ableitung nach dem Ortsvektor der Referenzkon�gu-ration der Phase '� darstellt. Da jeder Phase eine eigene Bewegungsfunktion zugeordnetist, besitzt sie auch einen eigenen materiellen DeformationsgradientenF� = @��(X�; t)@X� = Grad� x ; (1.22)der ein Ma� f�ur die lokale Deformation darstellt. Der inverse Deformationsgradient (F�)�1lautet (F�)�1 = @X�@x = gradX� : (1.23)1.2.2 Nat�urliche KoordinatenDurch die Einf�uhrung konvektiver, krummliniger Koordinaten (��)i (i=1,2,3) f�ur jedePhase '� kann der Ortsvektor eines materiellen Punktes X� in der Referenzkon�gurationX� und in der aktuellen Kon�guration x durchX� = X�((��)i; t0) ; x = x((��)i; t) (1.24)ausgedr�uckt werden. Es wir dabei gefordert, da� die jeweiligen Umkehrfunktionen(��)i = (��)i(X�; t0) ; (��)i = (��)i(x; t) (1.25)existieren. Die Ableitung des Ortsvektors X� der Referenzkon�guration nach den Koor-dinatenlinien (��)i liefert als nat�urliche Basis im materiellen Punkt X� die kovariantenTangentenvektoren (h�)i; die Ableitung des Ortsvektors x nach den mitverformten Ko-ordinatenlinien der aktuellen Kon�guration die kovarianten Tangentenvektoren (a�)i, s.Abbildung 1.3: (h�)i = @X�@(��)i ; (a�)i = @x@(��)i : (1.26)Die zugeh�origen dualen (kontravarianten) Basissysteme ergeben sich aus den Vorschriften(h�)i � (h�)j = �ij ; (a�)i � (a�)j = �ij : (1.27)
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(��)2 ��(X�; t)(h�)2
(��)1

X� x0

(h�)1

(��)2

Referenzkon�guration
aktuelle Kon�guration (a�)1(��)1

(a�)2Abbildung 1.3: Krummlinige Koordinaten und kovariante BasisvektorenSie lassen sich auch aus den Ableitungen der inversen Darstellung (1.25) bestimmen:(h�)k = @(��)k@X� ; (a�)k = @(��)k@x : (1.28)Mit den nat�urlichen Basissystemen (1.26), (1.28) und der Kettenregel erh�alt man denDeformationsgradienten F� in nat�urlicher Basisdarstellung:F� = @x@X� = @x@(��)i 
 @(��)i@X� = (a�)i 
 (h�)i : (1.29)Der Deformationsgradient stellt somit einen Zweifeldtensor dar, da seine beiden Basissy-steme auf verschiedenen Kon�gurationen de�niert sind. F�ur den inversen Deformations-gradienten (F�)�1 erh�alt man analog(F�)�1 = (h�)i 
 (a�)i : (1.30)Die Anwendung von F� auf (h�)k liefert mit (1.27)F� (h�)i = �(a�)k (h�)k� (h�)i = (a�)k �ki = (a�)i : (1.31)F� stellt einen kovarianten Vorw�artstransport dar, bzw. (F�)�1 einen kovarianten R�uckw�art-stransport. Die kontravarianten Vorw�arts- bzw. R�uckw�artstransporte werden mit (FT�)�1bzw. FT� durchgef�uhrt. Die Transporte sind in Tabelle 1.1 zusammengefa�t.TransporttheoremeMit Hilfe des materiellen Deformationsgradienten lassen sich di�erentielle Linien-, Fl�achen-und Volumenelemente dX�, dA� und dV� der jeweiligen Referenzkon�guration in die ent-sprechenden Gr�o�en dx, da und dv der aktuelle Kon�guration abbilden und umgekehrt.



KAPITEL 1 DIE MECHANIK DER MEHRPHASENKONTINUA 11kovarianter Transport kontravarianter Transport(h�)i F� - (a�)i(a�)i �F���1- (h�)i (h�)i �FT���1- (a�)i(a�)i FT� - (h�)iTabelle 1.1: Transportverhalten nat�urlicher BasisvektorenDer Transport von di�erentiellen Linienelementen ist durch den Deformationsgradientenselbst gegeben (vgl. Tabelle 1.1). Die Transporttheoreme f�ur Fl�achen- und Volumenele-mente lassen sich aus dem Deformationsgradienten ableiten, vgl. de Boer [6]:dx = F� dX�da = det F�FT�1� dA�dv = detF� dV� (1.32)
1.2.3 Deformations- und Verzerrungsma�eDer materielle Deformationsgradient F� kann mit Hilfe der polaren ZerlegungF� = R�U� = V�R� (1.33)durch den eigentlich orthogonalen TensorR� und den symmetrischen und positiv de�nitenrechten bzw. linken Strecktensor U� bzw. V� dargestellt werden. Die Deformation einesLinienelements dX� auf der Referenzkon�guration von '� l�a�t sich damit in eine reineStreckung und eine Drehung zerlegen:dx = R�(U� dX�) = V�(R� dX�): (1.34)Die Deformationsma�e werden �uber die Abbildung der Quadrate der Linienelemente ausder Referenzkon�guration in die aktuelle Kon�guration und umgekehrt eingef�uhrt. Mitden L�angen der in�nitesimalen Linienelemente ds auf der aktuellen Kon�guration unddS� auf der Referenzkon�guration der Konstituierenden '�,ds := jdxj = pdx � dx ; dS� := jdX�j=pdX� � dX� ; (1.35)folgt f�ur das Quadrat der Linienelemente, ausgedr�uckt durch die Linienelemente der jeweilsanderen Kon�guration, ds2 = dx � dx = (F�X�) � (F�X�)= dX� �C� dX� ;dS2� = dx �B�1� dx : (1.36)



12 1.2 KINEMATIK DER MISCHUNGC� wird als rechter Cauchy-Green-Tensor und B� als linker Cauchy-Green-Tensor be-zeichnet: C� = FT�F� = U�U� ;B� = F�FT� = V�V� : (1.37)Beide Cauchy-Green-Deformationstensoren sind symmetrisch und positiv de�nit. W�ahrendder rechte Cauchy-Green-Tensor C� bei Darstellung in nat�urlichen Koordinaten kontra-variante Basissysteme besitzt und auf der Referenzkon�guration de�niert ist, besitzt derlinke Cauchy-Green-Tensor kovariante Basissysteme und ist auf der aktuellen Kon�gura-tion de�niert: C� = (a�)ik (h�)i 
 (h�)k ; B� = (h�)ik (a�)i 
 (a�)k : (1.38)Hierbei sind (a�)ik und (h�)ik die Metrikkoe�zienten der jeweiligen Basissysteme. DurchVorw�artsrotation kann C� in B� �uberf�uhrt werden:B� = R�C�RT� : (1.39)�Uber die Di�erenz der Quadrate der Linienelemente (ds2 � dS2�) in der aktuellen undder Referenzkon�guration k�onnen der kontravariante Eulersche Verzerrungstensor E� derReferentkon�guration und der kontravariante Almansische Verzerrungstensor A� der ak-tuellen Kon�guration eingef�uhrt werden:E� = 12 (C� � I) = 12 [(a�)ik � (h�)ik] (h�)i 
 (h�)k ;A� = 12 �I�B�1� � = 12 [(a�)ik � (h�)ik] (a�)i 
 (a�)k : (1.40)Die Koe�zienten von E� und A� stellen die Di�erenz der Metriken der aktuellen Kon-�guration und der Referenzkon�guration dar. Der Almansische Verzerrungstensor gehtdurch kontravarianten Vorw�artstransport der Basissysteme aus dem Eulerschen Verzer-rungstensor hervor (vgl. Tabelle 1.1):A� = FT�1� E�F�1� : (1.41)1.2.4 Deformations- und VerzerrungsgeschwindigkeitenAus den De�nitionen des materiellen und des r�aumlichen Geschwindigkeitsgradienten,(F�)0� = @ 0x�@X� = Grad� 0x� ; (1.42)L� = @ 0x�@ x = grad 0x� ; (1.43)erh�alt man die Beziehungen zwischen den beiden Gr�o�enL� = (F�)0� F�1� : (1.44)



KAPITEL 1 DIE MECHANIK DER MEHRPHASENKONTINUA 13Der r�aumliche Verzerrungsgeschwindigkeitsgradient L� kann eindeutig in seinen symme-trischen Anteil D� und seinen schiefsymmetrischen Anteil W� zerlegt werden:L� = D� +W� (1.45)mit D� = 12 �L� + LT�� ; D� = DT� ;W� = 12 �L� � LT�� ; W� = �WT� : (1.46)Durch Di�erentiation der Transporttheoreme (1.32) lassen sich die materiellen Zeitablei-tungen der di�erentiellen Linien-, Fl�achen und Volumenelemente dx, da und dv der ak-tuellen Kon�guration mit Hilfe des r�aumlichen Geschwindigkeitsgradienten ausdr�ucken(vgl. de Boer [6]):(dx)0� = L� F� dX� = L� dx ,(da)0� = �(L� � I) I� LT��da = �(D� � I) I� LT��da ,(dv)0� = (L� � I) dv = div 0x� dv . (1.47)Durch formale Zeitdi�erentiation des rechten Cauchy-Green-DeformationstensorsC� erh�altman f�ur den Deformationsgeschwindigkeitstensor (C�)0�(C�)0� = �FT�F��0� = (FT�)0�F� + FT� (F�)0�= FT� �LT� + L��F� = 2FT� D� F� : (1.48)Somit stellt (C�)0� den kontravarianten R�uckw�artstransport von 2D� dar, dem symmetri-schen Anteil des r�aumlichen Geschwindigkeitsgradienten. F�ur die materielle Zeitableitungdes linken Cauchy-Green-Deformationstensors folgt(B�)0� = L�B� +B� LT� : (1.49)Ausgangspunkt der Darstellung der Verzerrungsgeschwindigkeiten bildet, analog der Ein-f�uhrung der Verzerrungstensoren, die Geschwindigkeit der Di�erenz der Quadrate derLinienelemente: �ds2 � dS2�� 0� = �ds2� 0� : (1.50)Mit dem Greenschen Verzerrungstensor (1.40) erh�alt man�ds2 � dS2�� 0� = (dX� � 2E� dX�) 0� = 2dX� � (E�) 0� dX� = dX� � (C�) 0� dX� : (1.51)F�ur den Almansi-Verzerrungstensor folgt mit Hilfe der materiellen Zeitableitung einesLinienelements (1.47)�ds2 � dS2�� 0� = (dx � 2A� dx) 0�= dx � 2 �LT� A� + (A�)0� +A� L�� dx=: dx � 2 �A� dx : (1.52)



14 1.2 KINEMATIK DER MISCHUNGDer Operator (: : :)�� bezeichnet die obere Oldroyd - bzw. Lie-Ableitung, die als relativeZeitableitung einer r�aumlichen Gr�o�e interpretiert werden kann, d. h. als Zeitableitungder Tensorkomponenten bei festgehaltenen nat�urlichen Basisvektoren der Momentankon-�guration: (: : :)�� = (: : :)0� + LT� (: : :) + (: : :)L� : (1.53)Die Oldroyd -Ableitung des Almansi-Verzerrungstensors ist dabei gleich dem symmetri-schen Anteil des r�aumlichen Geschwindigkeitsgradienten,(A�)�� = D� ; (1.54)und geht durch kontravarianten Vorw�artstransport aus dem Greenschen Verzerrungsge-schwindigkeitstensor (E�)0� hervor:(A�)�� = F�T� (E�)0� F�1� : (1.55)Eine Zusammenfassung der Transportbeziehungen der Deformationsma�e und Deforma-tionsgeschwindigkeiten be�ndet sich in Kapitel 4 Abbildung 4.2 und 4.3.1.2.5 Spannungsma�eAusgangspunkt f�ur die Einf�uhrung der Spannungstensoren bildet das Theorem von Cau-chy . Die Kraftwirkungen, die infolge Nahwirkung (Kontakt) auf eine Phase '� einwirken,werden durch den partialen Ober�achenspannungsvektor t� erfa�t. Durch das Theoremvon Cauchy T�(x; t) = t� 
 n (1.56)wird der partiale Cauchy-Spannungstensor T� de�niert. n stellt den nach au�en gerichte-ten Normaleneinheitsvektor an die Ober�ache dar. Der Cauchysche Spannungstensor wirdauch als wahrer Spannungstensor bezeichnet, da er die in der aktuellen Kon�guration wir-kenden Spannungen auf das aktuelle Ober�achenelement bezieht. F�ur den Kraftvektor,der auf ein di�erentielles Fl�achenelement da wirkt, folgtdk� = t� da = T� n da = T� da : (1.57)Mit Hilfe dieser Darstellung lassen sich weitere Spannungstensoren einf�uhren. d�a sei einFl�achenelement mit der gleichen Normalenrichtung wie da und gewichtet mit dem Faktordet F� = dv=dV�. Es folgt dk� = T� detF� d�a =: �� d�a (1.58)mit dem Kirchho� - bzw. gewichteten Cauchy-Spannungstensor�� = detF�T� : (1.59)Der Bezug der wahren Spannungen auf ein Ober�achenelement der Referenzkon�gurationdA� liefert mit Hilfe der Transporttheoreme (1.32) die De�nition des ersten Piola-Kirch-ho� -Spannungstensors:dk� = T� det (F�) FT�1� dA� =: P� dA� : (1.60)



KAPITEL 1 DIE MECHANIK DER MEHRPHASENKONTINUA 15W�ahrend der Cauchy- und der Kirchcho� -Spannungstensor in der Regel symmetrischsind, ist der erste Piola-Kirchho� -Spannungstensor aufgrund des kovarianten R�uckw�arts-transports des zweiten Basissystems unsymmetrisch. Dieser Umstand motiviert die Ein-f�uhrung des zweiten Piola-Kirchho� -Spannungstensors, indem auch das erste Basissystemauf die Referenzkon�guration zur�uckgezogen wird:S� := F�1� P� = F�1� �� FT�1� : (1.61)Aus der unteren Oldroyd -Ableitung (Lie-Ableitung)(: : :)r� = (: : :)0� � L� (: : :)� (: : :)LT� : (1.62)eines kovarianten Tensors ergibt sich der Oldroydsche Spannungsu� der Kirchho� -Span-nungen zu (��)r� = (��)0� � L� (��)� (��)LT�= F� (S�)0�FT� ; (1.63)der einen objektiven Spannungsu� darstellt, siehe z. B. Marsden & Hughes [65].1.3 BilanzgleichungenDie Struktur der Bilanzgleichungen f�ur Mehrphasenmaterialien basiert auf den von Trues-dell eingef�uhrten "Metaphysischen Prinzipien\, siehe Truesdell [92]:1. All properties of the mixture must be mathematical consequences of properties ofthe constituents.2. So as to describe the motion of a constituent, we may in imagination isolate it fromthe rest of the mixture, provided we allow properly for the actions of the otherconstituents upon it.3. The motion of the mixture is governed by the same equations as is the single body.Da sich demzufolge die Bilanzgleichungen der Mischung aus den Bilanzgleichungen dereinzelnen Konstituierenden '� ergeben, werden zuerst die allgemeinen Formen der Bi-lanzgleichungen f�ur eine einzelne Konstituierende mit Hilfe der zweiten TruesdellschenForderung behandelt. Im Anschlu� daran werden die Bilanzgleichungen der Mischung mitHilfe der ersten und dritten Truesdellschen Forderung motiviert und die auftretendenGr�o�en identi�ziert. Die Darstellung wurde aus Ehlers [24] entnommen.Mit der zweiten Forderung lautet die Bilanz einer skalarwertigen mechanischen Gr�o�e  �beziehungsweise vektorwertigen mechanischen Gr�o�e  � einer Phase '�:d�dt ZB  � dv = ZS �� � n da + ZB �� dv + ZB  ̂� dv ;d�dt ZB  � dv = ZS �� nda+ ZB �� dv + ZB  ̂� dv : (1.64)



16 1.3 BILANZGLEICHUNGENDarin sind  � bzw.  � die volumenspezi�sche, skalar- bzw. vektorwertige Dichte der zubilanzierenden mechanischen Gr�o�e (z. B. Massendichte, Bewegungsgr�o�e, Energie), �� �nbzw. �� n die Ober�achendichte (bzw. der Ausu�) der mechanischen Gr�o�e infolge �au�e-rer Nahwirkung und n ist der nach au�en orientierte Ober�achennormaleneinheitsvektor.� bzw. � stellt die Zufuhr der mechanischen Gr�o�e infolge �au�erer Fernwirkung dar und ̂� bzw.  ̂� die Produktion der mechanischen Gr�o�e infolge m�oglicher Kopplungsmecha-nismen der Phase '� mit seiner Umgebung, speziell mit anderen Phasen. Der Ausdruckd�=dt(: : :) bezeichnet die materielle Zeitableitung, die mit der Geschwindigkeit der Pha-se '� gebildet wird, vgl. (1.20) bzw. (1.21). Die Struktur der Gleichung entspricht dereines Einphasenmaterials, erg�anzt um den Austauschterm  ̂� bzw.  ̂�. Die speziellenBilanzgleichungen f�ur Masse, Impuls, Drall, Energie und Entropie k�onnen Tabelle 1.2entnommen werden (vgl. Ehlers [24]). �; � ��;�� ��;��  ̂�;  ̂�Masse �� 0 0 �̂�Impuls �� 0x� T� �� b� ŝ�Drall x� ��� 0x� � x�T� x� ��� b�� ĥ�Energie ���"� + 12 0x� � 0x� � TT� 0x� �q� �� �b�� 0x� +r�� ê�Entropie �� �� ���� ��� �̂�Tabelle 1.2: Bilanzrelationen f�ur eine einzelne Konstituierende '�Die totalen Produktionsterme in Tabelle 1.2 k�onnen in einen direkten Anteil und einenAnteil, der durch die "niedrigeren\ Produktionsgr�o�en verursacht wird, zerlegt werden:ŝ� = �̂� 0x� + p̂� ;ĥ� = x� �p̂� + �̂� 0x� �+ m̂� ;ê� = "̂� + p̂�� 0x� +�̂��"� + 12 0x� � 0x� � ;�̂� = �̂� + �̂� �� : (1.65)
Hierbei kann z. B. in (1.65)1 die direkte Impulsproduktion p̂� als volumenbezogene, lokaleInteraktionskraft zwischen der Phase '� und den �ubrigen Konstituierenden verstandenwerden, w�ahrend der erste Summand den Anteil der Impulsproduktion darstellt, der in-folge der Dichteproduktion �̂� entsteht. Analog kann m̂� als volumenbezogenes, lokalesInteraktionsmoment betrachtet werden, w�ahrend die restlichen Anteile in (1.65)2 die durch



KAPITEL 1 DIE MECHANIK DER MEHRPHASENKONTINUA 17die totale Impulsproduktion verursachte Drallproduktion beschreiben. In gleicher Weiselassen sich "̂� und �̂� als entsprechende direkte Anteile verstehen, w�ahrend der Rest derGleichungen (1.65)3 und (1.65)4 wiederum Anteile aufgrund der "niedrigeren\ Bilanzendarstellen.Mit den �ublichen Voraussetzungen der Stetigkeit und stetigen Di�erenzierbarkeit lassensich aus den globalen Formen der Bilanzgleichungen (1.64) die lokalen Formen gewinnen:( �)0� +  � div 0x� = div�� + �� +  ̂� ;( �)0� + � div 0x� = div�� + �� +  ̂� : (1.66)Aus dem ersten Truesdellschen Prinzip folgt, da� die Bilanzgleichungen der Mischung sichaus den Bilanzgleichungen der einzelnen Konstituierenden durch Summation ergeben. Dadie Mischung nicht "wei�\, ob sie eine Mischung ist oder nicht, haben ihre Bilanzglei-chungen die gleiche Form, wie die eines Einphasenmaterials (vgl. drittes TruesdellschenPrinzip). F�ur die globalen Formen folgt umgehendddt ZB  dv = ZS � � n da + ZB � dv + ZB  ̂ dv ;ddt ZB  dv = ZS �n da + ZB � dv + ZB  ̂ dv : (1.67)
Die auftretenden Gr�o�en haben die gleiche Bedeutung wie bei den Bilanzgleichungen dereinzelnen Konstituierenden '�. Beim Mischungsk�orper gibt es aber in der Regel keineProduktionsterme, vergleiche Tabelle 1.3. Die lokale Form der Bilanzgleichungen f�ur denMischungsk�orper ergeben sich analog denen der einzelnen Phasen:_( ) +  div _x = div� + � +  ̂ ;_( ) + div _x = div�+ � +  ̂: (1.68)Dabei bezeichnet _(: : :) bzw. d=dt die mit der Mischungsgeschwindigkeit_x = 1� X� �� 0x� mit � = X� �� (1.69)gebildete Zeitableitung. Die speziellen Bilanzgleichungen f�ur Masse, Impuls, Drall, Energieund Entropie k�onnen Tabelle 1.3 entnommen werden (vgl. Ehlers [24]).Aus der Forderung der Truesdellschen Prinzipe, da� die Bilanzenrelationen der gesam-ten Mischung durch Summation aus den Bilanzen (1.66) der einzelnen Konstituierendenhervorgehen, ergeben sich Zwangsbedingungen in Form von Summenrelationen. F�ur die



18 1.3 BILANZGLEICHUNGEN ; �;� �;�  ̂;  ̂Masse � 0 0 0Impuls � _x T �b 0Drall x� �� _x� x�T x� ��b� 0Energie ��"+ 12 _x � _x� TT _x� q � �b � _x+ r� 0Entropie � � ��� �� �̂Tabelle 1.3: Bilanzrelationen f�ur die Mischungvektorwertigen mechanischen Gr�o�en erh�alt man z. B.:�mechanische Gr�o�e :  = X�  ��Flu� : �n = X� h�� �  � 
 � 0x� � _x�i n�Zufuhr : � = X� ���Produktion :  ̂ = X�  ̂� (1.70)
Aus dem Vergleich von Tabelle 1.2 und Tabelle 1.3 erh�alt man zus�atzlich Zwangsbedin-gungen f�ur die Produktionsterme der einzelnen Konstituierenden:X� �̂� = 0 ;X� ŝ� = 0 ;X� ĥ� = 0 ;X� ê� = 0 ;X� �̂� � 0 : (1.71)



Kapitel 2Singul�are Fl�achen
In Kapitel 5 wird Lokalisierung anhand singul�arer Fl�achen untersucht. Hierf�ur werdenKompatibilit�atsbedingungen der Ableitungen diskontinuierlicher Feldgr�o�en ben�otigt, diesich aus der in Kapitel 2.1 behandelten Kinematik singul�arer Fl�achen ergeben. Es werdenspeziell singul�are Fl�achen erster und zweiter Ordnung betrachtet.Anschlie�end werden die Bilanzgleichungen in Kapitel 2.2 ebenfalls als Vorbereitung f�urdie Lokalisierungsanalyse unter Beachtung m�oglicher Diskontinuit�aten der betrachtetenGr�o�en behandelt.Die folgenden Ausf�uhrungen werden direkt f�ur Mehrphasenkontinua im Sinne der TPMdargestellt. Sie orientieren sich im Bereich der Kinematik an dem Vorgehen von Truesdell& Toupin [93] f�ur den einphasigen K�orper und bez�uglich der Bilanzgleichungen an Haupt[42]. Eine ausf�uhrliche Darstellung der Kinematik singul�arer Fl�achen kann Kosinski [53]entnommen werden.2.1 Kinematik n�; u� �B+B�n��n+� x�Abbildung 2.1: Singul�are Fl�ache �19



20 2.1 KINEMATIKGegeben sei ein K�orper B und eine Fl�ache �, die ihn in die Teilk�orper B+ und B� un-terteilt, vgl. Abbildung 2.1. Die Fl�ache � ist immateriell und bedarf daher lediglich imFalle der Beschreibung relativ zu einer Konstituierenden '� der Indizierung mit (: : :)�, soz. B. beim Bild ��� der Fl�ache in der Referenzkon�guration der Phase '�. n� ist der Nor-maleneinheitsvektor auf die Fl�ache � in der aktuellen Kon�guration in Richtung von B�nach B+ und u� die Geschwindigkeit, mit der sich die Fl�ache relativ zum Partialk�orperder Konstituierende '� bewegt. Die Geschwindigkeit u� kann ohne Beschr�ankung derAllgemeinheit senkrecht zur Fl�ache � angenommen werden:u� = u� n� mit u� = ( 0x� � 0x�) � n�: (2.1)0x� stellt die Geschwindigkeit der Fl�ache dar. Eine skalarwertige Funktion  (x; t) sei inB+ und B� kontinuierlich (stetig und hinreichend oft stetig di�erenzierbar) und besitzeauf der Fl�ache �, d. h. f�ur x0 2 �, die Grenzwerte + = lim"!0 (x0 + "n�) ; � = lim"!0 (x0 � "n�) : (2.2)Die Funktion  (x; t) mu� auf � selbst nicht notwendigerweise de�niert sein. Der Sprungder Funktion  �uber die Fl�ache � ist de�niert als die Di�erenz der Grenzwerte der Funk-tion in den Teilk�orpern B+ und B� an die Fl�ache:[[ (x; t)]] :=  + �  � = lim"!0 f (x0 + "n�)�  (x0 � "n�)g : (2.3)Falls der Sprung von  �uber � existiert und ungleich null ist, wird die Fl�ache singul�arbez�uglich  genannt. Eine singul�are Fl�ache n-ter Ordnung ist dadurch de�niert, da� dieSpr�unge s�amtliche Ortsableitungen der Ordnungen 0; : : : ; n� 1 gleich null sind:��Gradk�  �� = 0; f�ur k = 0; : : : ; n� 1: (2.4)Hierin bezeichnet Gradk� die k-te Ortsableitung der Funktion  . Eine Einbeziehung derpartiellen Ableitung nach der Zeit in die De�nition der singul�aren Fl�ache n-ter Ordnung,wie sie in der Literatur zum Teil anzutre�en ist, ist nicht m�oglich, da die Spr�unge derZeitableitungen direkt an die der Ortsableitungen gekoppelt sind, vgl. (2.26). Der Norma-lenvektor n� und die Ausbreitungsgeschwindigkeit u� der Fl�ache relativ zum Partialk�orperder Phase '� sind ihrer Natur nach sprungfrei.2.1.1 Hadamards LemmaGegeben sei die kontinuierliche und stetig di�erenzierbare Ortskurve x� = x�(l) auf � inAbh�angigkeit des Linienparameters l. Die Ortskurve X�� = X��(l) auf der Referenzkon-�guration der Phase '�, d. h. die Ortskurve bez�uglich des Bildes ��� der Fl�ache � auf derReferenzkon�guration der Phase '�, folgt durch Transport:X�� = F�1� x� : (2.5)



KAPITEL 2 SINGUL�ARE FL�ACHEN 21Es wird an dieser Stelle die Darstellung auf der Referenzkon�guration gew�ahlt. EineDarstellung auf der aktuellen Kon�guration ist ebenfalls m�oglich, jedoch umst�andlicher.��� wird im folgenden auch als Synonym f�ur die Fl�ache selbst verwendet. Die Funktion + =  +(X(l)) sei entlang X��(l) in B+ stetig di�erenzierbar, d. h. der Grenzwert derFunktion  in B+ an die Fl�ache ��� entlang der Kurve X��(l) ist stetig di�erenzierbar.F�ur die Ableitung von  + nach dem Linienparameter l folgt@  +@ l = @  +@X��(l) � @X��(l)@ l : (2.6)Im Teilk�orper B� ergibt sich analog@  �@ l = @  �@X��(l) � @X��(l)@ l : (2.7)Da die Ortsfunktion X��(l) auf ��� kontinuierlich und stetig di�erenzierbar ist, ist derTangentenvektor an ��� inX��, @X��(l)=@ l, sprungfrei �uber die Fl�ache. Aus der Di�erenzder Grenzwerte der Ableitungen ergibt sich damit@  +@ l � @  �@ l = � @  +@X��(l) � @  �@X��(l)� � @X��(l)@ l ; (2.8)bzw. mit Hilfe des Sprungoperators@@ l [[ ]] = �� @  @X��(l)�� � @X��(l)@ l = �� @  @X��(l) � @X��(l)@ l �� ; (2.9)und somit schlie�lich @@ l [[ ]] = ��@  @ l �� : (2.10)Die tangentiale Ableitung des Sprungs von  ist somit gleich dem Sprung der tangentialenAbleitung. Diese Aussage ist von zentraler Bedeutung und bildet den Ausgangspunkt f�urdie folgenden Herleitungen der ben�otigten Kompatibilit�atbedingungen. Da  + und  � imallgemeinen nicht miteinander verbunden sind, folgt f�ur die Ableitung von  auf ��� inNormalenrichtung �� @  @ �n���� = unbeschr�ankt: (2.11)Hierbei stellt �n�� das Bild des Normaleneinheitsvektors n� auf der Referenzkon�gurationder Konstituierenden '� dar �n�� = FT� n� (2.12)und somit i. a. keinen Einheitsvektor mehr, s. (2.20), (2.21). Die Gleichungen (2.10) und(2.11) werden als Hadamards Lemma bezeichnet (Hadamard [38]) und stellen die erstewichtige Kompatibilit�atsbedingung f�ur die (tangentiale) Ableitung einer Funktion  aufeiner bez�uglich  singul�aren Fl�ache � dar.Da die Funktion  in beiden Teilk�orpern B+ und B� kontinuierlich ist, sind auch dieFunktionen ihrer Grenzwerte auf der Fl�ache ��� (2.2) kontinuierlich und es folgt, da�



22 2.1 KINEMATIKder Sprung von  ebenfalls kontinuierlich auf ��� ist. Daher mu� Hadamards Lemma f�urbeliebige Parameterlinien (��)i gelten:@@ (��)i [[ ]] = �� @  @X��� � @X�@ (��)i : (2.13)Hierbei stellen (��)i(i = 1; 2) die nat�urlichen Parameterlinien auf � bzw. ��� dar. ImGegensatz zum vorhergehenden Kapitel werden die krummlinigen Koordinaten (��)i nichtmit der Phase '� indiziert, sondern mit der immaterielle Fl�ache ���, auf die sie sichbeziehen.Hadamards Lemma ist in Tabelle 2.1 f�ur skalarwertige Funktionen  , vektorwertige Funk-tionen  und tensorwertige Funktionen 	 zusammengefa�t, unter Verwendung der Tan-gentenvektoren (h��)i = @X�=@ (��)i an das Bild ��� der Fl�ache � in der Referenzkon�-guration der Phase '�. @@ (��)i [[ ]] = �� @  @X��� � (h��)i@@ (��)i [[ ]] = �� @  @X��� (h��)i@@ (��)i [[	]] = �� @	@X��� (h��)iTabelle 2.1: Hadamards Lemma in Gr�o�en der Referenzkon�guration
2.1.2 Kompatibilit�atsbedingung zweiter OrdnungAls n�achstes folgt die Darstellung der Kompatibilit�atsbedingungen f�ur die zweite tangen-tiale Ableitung von  auf � bzw ���. F�ur die tangentiale Ableitung von (2.10) f�ur  auf��� ergibt sich mit Tabelle 2.1 und der Produktregel@2@ (��)i @ (��)k [[ ]] = @@ (��)k ��� @  @X��� � (h��)i�= @@ (��)k �� @  @X��� � (h��)i + �� @  @X��� � (h��)i;k : (2.14)Hadamards Lemma (2.13), angewandt auf den Gradienten der Funktion  liefert@@ (��)i �� @  @X��� = �� @2  @X� 
 @X��� (h��)i : (2.15)



KAPITEL 2 SINGUL�ARE FL�ACHEN 23Durch Einsetzen in (2.14) folgt die Kompatibilit�atsbedingung f�ur die zweite tangentialeAbleitung der Funktion  �uber � bzw. ���:@2@ (��)i @ (��)k [[ ]] = �� @2  @X� 
 @X��� � (h��)i 
 (h��)k + �� @  @X��� � (h��)i;k : (2.16)Auf die Darstellung des Ergebnisses f�ur vektor- und tensorwertige Funktionen wird andieser Stelle verzichtet.2.1.3 Theorem von MaxwellIm folgenden werden die Kompatibilit�atsbedingungen (2.10) und (2.16) auf die speziellenF�alle singul�arer Fl�achen erster und zweiter Ordnung angewendet. Die daraus resultieren-den Bedingungen werden sp�ater im Rahmen der Lokalisierungsanalyse f�ur por�ose Medienben�otigt. Die folgenden Betrachtungen bleiben auf die ben�otigten Gleichungen beschr�ankt.Singul�are Fl�ache erster OrdnungF�ur eine singul�are Fl�ache erster Ordnung bez�uglich  folgt aus der De�nition (2.4), da�lediglich der Sprung der Gr�o�e selbst gleich null ist, also [[ ]] = 0, und somit auch dessenAbleitung entlang der Fl�ache. Aus Hadamards Lemma (2.13) folgt0 = �� @  @X��� � @X�@ (��)i = �� @  @X��� � (h��)i (2.17)mit den Tangentenvektoren (h��)i an ���. Da das Skalarprodukt zwischen dem Sprung desGradienten von  und den Tangentenvektoren gleich null sein soll, folgt, da� die Richtungdes Sprungs des Gradienten normal zur Fl�ache ��� orientiert sein mu�. F�ur die Form desSprungs von Grad�  ergibt sich somit�� @  @X��� = � �n�� : (2.18)Dieser Zusammenhang geht auf Maxwell [66] zur�uck und wird als Maxwells Theorembezeichnet. Der Proportionalit�atsfaktor � l�a�t sich durch skalare Multiplikation mit demNormalenvektor �n�� bestimmen:� = �� @  @X��� � �n���n�� � �n�� = �� @  @X� � �n���n�� � �n���� : (2.19)Die Ergebnisse f�ur skalarwertige Funktionen  , vektorwertige Funktionen  und tensor-wertige Funktionen 	 sind in in Tabelle 2.2 zusammengefa�t.Dabei sind � eine skalarwertige, � eine vektorwertige und B eine tensorwertige Gr�o�e. DieKompatibilit�atsbedingungen in Tabelle 2.2 gelten nicht nur f�ur den Fall der singul�aren



24 2.1 KINEMATIK�� @  @X��� = � �n�� , mit � = �� @  @X� � �n���n�� � �n������ @ @X��� = � 
 �n�� , mit � = �� @  @X� �n���n�� � �n������ @	@X��� = B 
 �n�� , mit B = �� @	@X� �n���n�� � �n����Tabelle 2.2: Maxwells TheroemFl�ache erster Ordnung, sondern auch f�ur singul�are Fl�achen h�oherer Ordnung, die ebenfallsdie Bedingung [[ ]] = 0 erf�ullen, und f�ur den allgemeineren Fall, wenn der Sprung von  selbst zwar ungleich null aber konstant auf ��� bzw. � ist.Anmerkung: Da n� normiert eingef�uhrt wurde, folgt, da� �n�� i. a. nicht normiert ist. DerNormaleneinheitsvektor n� kann in nat�urlichen Basen durch n� = 1=pa33� a3� ausgedr�ucktund dann mittels kontravariantem R�uckw�artstransport auf die Referenzkon�guration derPhase '� abgebildet werden (vgl. Tabelle 1.1):�n�� = FT� n� = 1pa33� FT� a3� = 1pa33� h3�� : (2.20)Die Norm von �n�� ergibt sich somit zu�n�� � �n�� = h33��a33� 6= 1 : (2.21)Alternativ kann anstatt �n�� jedes beliebige Vielfache von �n�� f�ur die Formulierung derKompatibilit�atsbedingungen verwendet werden, insbesondere der Normaleneinheitsvektorder Referenzkon�guration �n��� =qa33� =h33�� �n��.Singul�are Fl�ache zweiter OrdnungF�ur eine singul�are Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich  folgt aus deren De�nition (2.4)[[ ]] = 0 ; [[Grad�  ]] = 0 : (2.22)Die Kompatibilit�atsbedingung der zweiten tangentialen Ableitung (2.16) vereinfacht sichdadurch zu 0 = �� @2  @X� 
 @X��� � (h��)i 
 (h��)k : (2.23)Der Sprung der zweiten tangentialen Ableitung einer Funktion  �uber eine singul�areFl�ache zweiter oder h�oherer Ordnung ist somit ebenfalls normal zu der Fl�ache ��� ori-entiert. Die daraus resultierenden Formen der Spr�unge f�ur skalarwertige Funktionen  ,



KAPITEL 2 SINGUL�ARE FL�ACHEN 25vektorwertige Funktionen  und tensorwertige Funktionen 	 sind in Tabelle 2.3 zu-sammengefa�t (vgl. Tabelle 2.2). Hierbei stellen � skalarwertige, � vektorwertige und �tensorwertige Gr�o�en dar. Die Beziehungen in Tabelle 2.3 wurden erstmals von Hadamard[37] f�ur den Fall des einphasigen Problems angegeben.�� @2  @X� 
 @X��� = � �n�� 
 �n��mit � = �� @2  @X� 
 @X� � �n�� 
 �n��(�n�� � �n��)2���� @2 @X� 
 @X��� = � 
 �n�� 
 �n��mit � = �� @2 @X� 
 @X� �n�� 
 �n��(�n�� � �n��)2���� @2	@X� 
 @X��� = � 
 �n�� 
 �n��mit � = �� @2	@X� 
 @X� �n�� 
 �n��(�n�� � �n��)2��Tabelle 2.3: Kompatibilit�atsbedingung f�ur den den Sprung des zweiten Gradi-enten �uber eine singul�are Fl�ache zweiter Ordnung2.1.4 Kompatibilit�atsbedingungen der ZeitableitungenAus den Kompatibilit�atsbedingungen der tangentialen Ableitungen k�onnen Kompatibi-lit�atsbedingungen f�ur die Zeitableitungen �uber eine singul�are Fl�ache gewonnen werden.Aus der Di�erenz der materiellen Zeitableitungen (1.21) der Funktion  , gebildet mit derGeschwindigkeit 0x� der Fl�ache � und der Geschwindigkeit 0x� der Konstituierenden '�, 0� = @  @ t + grad ( )� 0x� ; 0� = @  @ t + grad ( )� 0x� ; (2.24)erh�alt man  0� �  0� = grad ( ) � ( 0x� � 0x�) : (2.25)Mit der Annahme einer singul�aren Fl�ache mindestens erster Ordnung bez�uglich  folgt,da� der Sprung von  �uber ��� gleich null ist. Somit ist auch der Sprung von  0�, also derSprung der mit der Bewegung der Fl�ache gebildeten Zeitableitung, die ein mitbewegterBeobachter wahrnimmt, ebenfalls null. Die Anwendung des Sprungoperators liefert dann[[  0� ]] = hh�FT�1� Grad�( )� � ( 0x� � 0x�)ii : (2.26)



26 2.1 KINEMATIKDer Zusammenhang gilt ebenfalls nicht nur f�ur singul�are Fl�achen n-ter Ordnung mitn > 0, sondern auch bereits, wenn der Sprung von  auf ��� konstant ist.F�ur die Herleitung der letzten beiden Kompatibilit�atsbedingungen wird eine singul�areFl�ache mindestens zweiter Ordnung bez�uglich  vorausgesetzt. Neben der Geschwindigkeitder Fl�ache 0x� seien nun zus�atzlich der Deformationsgradient F� und die Geschwindigkeit0x� sprungfrei. Eine Veri�zierung dieser zus�atzlichen Voraussetzungen erfolgt im Rahmender Anwendung in Kapitel 5.1. Anwendung der Kompatibilit�atsbedingung (2.26) f�ur denSprung der Zeitableitung von  auf die Zeitableitung von Grad� liefert��(Grad� )0��� = [[Grad� 0�]]= �� @2  @X� 
 @X� F�1� ( 0x� � 0x�)�� : (2.27)Mit der Sprungfreiheit von 0x�, 0x� und F� folgt durch Umformung und mit Tabelle 2.3und (2.12) f�ur den Sprung der Zeitableitung des Gradienten��(Grad� )0��� = �� @2  @X� 
 @X��� F�1� ( 0x� � 0x�)= � �n�� hn� � ( 0x� � 0x�)i : (2.28)Mit der De�nition der Ausbreitungsgeschwindigkeit u� der Fl�ache � relativ zum Partial-k�orper der Konstituierenden '�, vgl. (2.1), folgt schlie�lich f�ur den Sprung von Grad 0���(Grad� )0��� = [[Grad� 0�]] = �u� � �n�� : (2.29)Aus dem Vergleich mit Tabelle 2.3 erkennt man, da� die Spr�unge der zweiten tangentialenAbleitung und der materiellen Zeitableitung der ersten tangentialen Ableitung nicht un-abh�angig voneinander sind. Ist z. B. der Sprung von Grad� 0� bestimmt, folgt der Sprungder zweiten tangentialen Ableitung durch einsetzen von � in Tabelle 2.3 und umgekehrt.Im weiteren Verlauf wird von dieser Eigenschaft Gebrauch gemacht.F�ur die letzte ben�otigte Kompatibilit�atsbedingung gilt die oben genannte Annahme einersingul�aren Fl�ache mindestens zweiter Ordnung bez�uglich  , wobei wieder 0x�, 0x� und F�sprungfrei seien. Aus der Kompatibilit�atsbedingung f�ur die materielle Zeitableitung desGradienten (2.26), angewandt auf die erste Zeitableitung von  erh�alt man[[ 00�]] = hhGrad 0� F�1� � ( 0x� � 0x�)ii= [[Grad 0�]] F�1� � ( 0x� � 0x�) : (2.30)Einsetzen von (2.29) ergibt mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit u� (2.1)[[ 00�]] = u2� � : (2.31)Die Herleitungen f�ur vektor- und tensorwertige Funktionen verlaufen analog. Auf ihreDarstellung wird an dieser Stelle verzichtet.



KAPITEL 2 SINGUL�ARE FL�ACHEN 272.2 BilanzgleichungenIn diesem Abschnitt werden die Bilanzgleichungen por�oser Medien unter Beachtung dis-kontinuierlicher Feldgr�o�en dargestellt. Ausgehend von den globalen Formen (1.64) werdendie lokalen Formen mit Hilfe des modi�zierten Reynoldsschen Transporttheorems, d. h.unter Beachtung m�oglicher Diskontinuit�aten der zu bilanzierenden mechanischen Gr�o�e,zur Verf�ugung gestellt.2.2.1 Modi�ziertes Reynoldssches TransporttheoremAusgangspunkt der Herleitung des modi�zierten Reynoldsschen Transporttheorems stelltdie materielle Zeitableitung des Integrals der mechanischen Gr�o�e  � �uber das Gebiet desK�orpers B dar, vgl. (1.64):d�d t ZB  � dv = ZB �( �)0� dv +  � dv0��= ZB �@  �@ t dv + grad �� 0x� dv +  � dv0�� : (2.32)Mit Hilfe des Divergenztheorems und der materiellen Zeitableitung des Transporttheorems(1.47) f�ur Volumenelemente folgtd�d t ZB  � dv = ZB �@  �@ t + div ( � 0x�)�dv : (2.33)Man beachte, da� sich die Geschwindigkeit 0x� auf das Transporttheorem auswirkt. Mitdem Gau� schen Integralsatz kann der zweite Summand von einem Volumen- in ein Ober-�achenintegral umgewandelt werden:d�d t ZB  � dv = ZB @  �@ t dv + ZS  � 0x� �nda : (2.34)Angewandt auf zwei verschiedene Bewegungen �� und �� erh�alt man durch Di�erenzbil-dung d�d t ZB  � dv = d�d t ZB  � dv + ZS  � � 0x� � 0x� � � n dv : (2.35)Im weiteren existiere eine Fl�ache �, die den K�orper B in die beiden Teilk�orper B+ undB� unterteilt und sich mit der Geschwindigkeit 0x� bewegt, vgl. Abbildung 2.2. Alle Feld-funktionen seien in den Teilk�orpern B+ und B� und auf der Fl�ache � selbst stetig. �Uberdie Fl�ache � seien Unstetigkeiten bzw. Spr�unge der Feldgr�o�en zugelassen. Die Fl�ache �wird als Diskontinuit�ats�ache bezeichnet und stellt eine singul�are Fl�ache im Sinne desvorhergehenden Abschnitts dar.



28 2.2 BILANZGLEICHUNGEN
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Abbildung 2.2: Singul�are Fl�ache �Da die totale Zeitableitungen in (2.35) nicht notwendigerweise mit den Bewegungsfunk-tionen der Phasen gebildet werden m�ussen, kann f�ur die zweite Geschwindigkeit statt 0x�auch 0x� eingesetzt wird, d. h. die totale Zeitableitung wird mit der Bewegung der sin-gul�aren Fl�ache � gebildet. Auswerten der Gleichung (2.35) in beiden Teilk�orpern B+ undB� liefert mit der Sprungfreiheit der Geschwindigkeit 0x�inB� : d�d t ZB�  � dv = d�d t ZB�  � dv + Z@ B�  � � 0x� � 0x� � � n� da+ Z� ( �)� h� 0x� ��� 0x� i � n�� da ; (2.36)
inB+ : d�d t ZB+  � dv = d�d t ZB+  � dv + Z@ B+  � � 0x� � 0x� � � n+ da+ Z� ( �)+ h� 0x� �+� 0x� i � n+� da : (2.37)Die Indizes (: : :)� und (: : :)+ bezeichnen die Grenzwerte der Gr�o�en auf den beiden Sei-ten der singul�aren Fl�ache �, vgl. (2.2). Der Ober�achenterm aus Gleichung (2.35) wurdedabei in zwei Anteile aufgespalten. Das eine Integral geht �uber @ B� bzw. @ B+, die Ober-�ache des Teilk�orpers mit dem nach au�en gerichteten Normaleneinheitsvektor n� bzw.n+, die auch gleichzeitig Ober�ache des gesamten K�orpers B ist, d. h. �uber die "�au�ere\Ober�ache des Teilk�orpers. Der zweite Anteil geht aus der Integration �uber die "innere\singul�are Fl�ache hervor. n+� und n�� bezeichnen die nach au�en gerichteten Normalenein-heitsvektoren der Teilk�orper (vgl. Abbildung 2.1) im Bereich von � mitn+� = �n�� =: �n� : (2.38)An dieser Stelle sei auf den Unterschied zwischen den Begri�en des Teilk�orpers und desPartialk�orpers hingewiesen. Mit dem Begri� des Partialk�orpers wird der K�orper, der durcheine Phase '� gebildet wird, bezeichnet, w�ahrend der Begri� des Teilk�orpers einen Teil



KAPITEL 2 SINGUL�ARE FL�ACHEN 29des gesamten Mischungsk�orpers, der durch die Fl�ache � abgetrennt wird, bezeichnet. Ausder Summe der Gleichungen (2.36) und (2.37) folgt mit (2.38)d�d t ZB  � dv = d�d t ZB  � dv + Z@ B  � � 0x� � 0x� � � n da� Z� ( �)+ h( 0x�)+� 0x� i � n� da � ( �)� h( 0x�)�� 0x� i � n� da : (2.39)
Durch Einsetzen der materiellen Zeitableitung (2.34) und Anwendung der De�nition desSprungoperators (2.3) folgt die fertige Form des modi�zierten Reynoldsschen Transport-theorems: d�d t ZB  � dv = ZB @  �@ t dv + Z@ B  � � 0x� �n�da� Z� hh � � 0x� � 0x� �ii � n� da (2.40)
Die linke Seite des Reynoldsschen Transporttheorems beschreibt die materielle �Anderungvon  � in bezug auf ein materielles (zeitlich ver�anderliches) Volumenelement dv. Dierechte Seite beschreibt mit dem ersten Summanden die lokale �Anderung von  � bezogenauf ein r�aumlich �xiertes (zeitlich konstantes) Volumenelement dv. Der zweite Summandstellt den Konvektionsu� von  � durch ein ebenfalls konstantes Ober�achenelement dades Kontrollraums dar. F�ur 0x� 6= 0x� beschreibt das Integral �uber [[  � ( 0x� � 0x�) ]] �n� deninneren Flu� der mechanischen Gr�o�e  � �uber die Diskontinuit�ats�ache � hinweg.2.2.2 Globale Form der BilanzgleichungenDie Feldfunktionen  �, �� und �� bzw.  �,�� und �� und 0x� seien in B+ und B� und aufder Fl�ache � selbst stetig, aber unstetig beim Sprung �uber �. Die globalen Bilanzrelationenin der Form (1.64) haben nach wie vor G�ultigkeit f�ur die beiden Teilk�orper B� und B+,die selbst keine Diskontinuit�ats�achen enthalten:inB� : d�dt ZB�  � dv = Z@ B� �� � n� da + Z� (��)� � n�� da+ ZB� �� dv + ZB� 	̂� dv (2.41)



30 2.2 BILANZGLEICHUNGENinB+ : d�dt ZB+  � dv = Z@ B+ �� � n+ da + Z� (��)+ � n+� da+ ZB+ �� dv + ZB+ 	̂� dv (2.42)Analog der Herleitung des modi�zierten Reynoldsschen Transporttheorems (2.36) bzw.(2.37) mu� dabei das Ober�achenintegral �uber den Flu� �� �n in zwei Anteile aufgespal-ten werden, einen �uber die "Au�en�ache\ des Teilk�orpers (@ B� bzw. @ B+), und einen�uber die Diskontinuit�ats�ache �. Dabei ergeben @ B+ [ � bzw. @ B� [ � die gesamteOber�ache des jeweiligen Teilk�orpers. Aus der Summe der Bilanzen der beiden Teilk�orper(2.41) und (2.42) folgt die globale Form der Bilanzgleichung unter Ber�ucksichtigung einerDiskontinuit�ats�ache �:d�d t ZB  � dv = ZB �� dv + ZB  ̂� dv + Z@ B �� � n da� Z� [[��]] � n� da : (2.43)
2.2.3 Lokale Form der BilanzgleichungenMit Hilfe des modi�zierten Reynoldsschen Transporttheorems (2.40) kann die globaleForm der Bilanzgleichungen (2.43) direkt in die lokale Form �uberf�uhrt werden. Einsetzenvon (2.40) in (2.43) ergibtZB @  �@ t dv + Z@ B  � ( 0x� �n) da� Z� hh �( 0x� � 0x�)ii � n� da= Z@ B �� � n da� Z� [[��]] � n� da + ZB �� dv + ZB  ̂� dv : (2.44)Umwandlung der beiden Ober�achenterme �uber @ B mit dem Gau� schen Integralsatz undZusammenfassen der Terme auf der singul�aren Fl�ache liefertZB �@  �@ t + div ( � 0x�) � div �� � �� �  ̂��dv= Z� hh �( 0x� � 0x�)� ��ii � n� da : (2.45)
Da das Volumenintegral au�erhalb der Fl�ache � kontinuierlich ist, und die Aussage (2.45)f�ur beliebige Teilvolumina gilt, erh�alt man die auf den materiellen Punkt X� bezogenelokale Aussage bzw. lokale Form der Bilanzgleichung, die identisch mit der Form (1.66) ist.Analog ergibt sich die lokale Aussage auf der Diskontinuit�ats�ache �, die f�ur skalarwertige



KAPITEL 2 SINGUL�ARE FL�ACHEN 31Gr�o�en  und vektorwertige Gr�o�en  dargestellt ist:hh � � 0x� � 0x� �� ��ii � n� = 0 ;hh � 
 � 0x� � 0x� ����ii n� = 0 : (2.46)Im Falle mehrere Diskontinuit�ats�achen beschreibt � die Summe der einzelnen Fl�achen.Die Beziehungen (2.46) gelten entsprechend auf jeder einzelnen Fl�ache.Die speziellen lokalen Formen der Bilanzgleichungen f�ur Masse, Impuls, Drall, Energie undEntropie k�onnen wieder mit Hilfe der Tabelle 1.2 gewonnen werden. F�ur die lokale Formder Bilanzgleichungen der Mischung auf der singul�aren Fl�ache � erh�alt man in Verbindungmit Tabelle 1.3 und (1.70) entsprechendhh � _x� 0x� �� �ii � n� = 0 ;hh 
 � _x� 0x� ���ii n� = 0 : (2.47)



32 2.2 BILANZGLEICHUNGEN



Kapitel 3Modellgleichungen
Basierend auf der Theorie Por�oser Medien werden in diesem Kapitel die Modellgleichungenf�ur ein Zweiphasenmodell behandelt, bestehend aus einer por�osen Festk�orpermatrix 'S,die mit einem viskosen Porenuid 'F ges�attigt ist, vgl. de Boer & Ehlers [7] und Ehlers[20, 22]. S�attigung bedeutet in diesem Zusammenhang, da� das gesamte Porenvolumen imFestk�orperskelett vom Porenuid ausgef�ullt wird, d. h. es existiert kein leerer Porenraum.Die Betrachtungen beschr�anken sich dabei auf den isothermen Fall.Das Festk�orperskelett wird grunds�atzlich als inkompressibel modelliert, da dessen ma-terielle Kompressibilit�at im Vergleich zur Kompressibilit�at der Makrokstruktur in guterN�aherung vernachl�assigt werden kann. Die partiale Dichte �S der Makrostruktur kannsich jedoch trotzdem �uber den Volumenanteil nS �andern, vgl. (1.10).Es werden drei Varianten behandelt, die sich in der Modellierung des Porenuids unter-scheiden. Das Porenuid wird wahlweise ebenfalls als materiell inkompressibel angesetzt,z. B. zur Beschreibung nahezu inkompressibler Fluide wie entgastem Wasser, oder alskompressibel zur Darstellung von Gasen (Ehlers & Droste [25]). Der dritte Ansatz dientder Beschreibung von kompressiblen Porenuiden mit ausgezeichnetem Kompressions-punkt, im folgenden als Mischphase bezeichnet. Hierf�ur wird ein neuer Ansatz entwickelt,bei dem die Eigenschaften der Mischphase aus denen eines kompressiblen und eines in-kompressiblen Porenuids im Rahmen der TPM abgeleitet werden. Die Herleitung erfolgtformal �uber ein vereinfachtes Dreiphasenmodell, dessen Modellgleichungen unter Verwen-dung der Mischphase zur Beschreibung der beiden Porenuide als eine gemeinsame Phasedie identische Form annehmen wie beim kompressiblen Modell. Im folgenden werden diebeiden letztgenannten Modellvarianten gemeinsam als "hybrides Modell\ bezeichnet.Zun�achst werden die allen Modellen gemeinsam zugrunde liegenden Voraussetzungen ein-gef�uhrt. Anschlie�end wird das Modell mit kompressiblem Porenuid unter Beachtungder Tr�agheitsterme zur Einbeziehung dynamischer E�ekte behandelt und f�ur den quasi-statischen Fall vereinfacht. Darauf aufbauend wird das hybride Modell mit Mischphaseeingef�uhrt, dessen Modellgleichungen formal mit denen des hybriden Modells mit kom-pressiblem Porenuid �ubereinstimmen. Das Modell mit inkompressiblem Fluid, als "in-kompressibles Modell\ bezeichnet, wird zum Schlu� analog behandelt.33



34 3.1 ANNAHMEN UND VORAUSSETZUNGENDas elasto-plastische Materialgesetz zur Beschreibung der Festk�orperspannungen wird imn�achsten Kapitel ausf�uhrlich vorgestellt.Auf die Auswertung der Entropieungleichung wird an dieser Stelle verzichtet. Es werdenlediglich die ben�otigten Ergebnisse angegeben. Eine ausf�uhrliche Darstellung der Entro-pieungleichung und der daraus resultierenden thermodynamischen Restriktionen, die denRahmen f�ur die Modellierung der konstitutiven Ans�atze bilden, �ndet sich bei Ehlers[20, 22] und speziell bez�uglich des hybriden Modells bei Diebels [15].3.1 Annahmen und VoraussetzungenDie Bewegung des Festk�orpers wird mit Hilfe des Verschiebungsvektors uS in der Lagrange-schen (materiellen) Form dargestellt:uS = x�XS : (3.1)Daraus ergeben sich die Festk�orperverschiebungsgeschwindigkeit(uS)0S = 0xS (3.2)und der materielle Deformationsgradient des Festk�orperskelettsFS = GradS �XS + uS� = I+GradS uS : (3.3)F�ur das Porenuid wird eine modi�zierte Eulersche bzw. r�aumliche Beschreibung basie-rend auf der Sickergeschwindigkeit wF = 0xF � 0xS (3.4)gew�ahlt. S�amtliche materiellen Zeitableitungen werden mit Hilfe der Bewegung des Fest-k�orpers 'S ausgedr�uckt. Aus der De�nition der materiellen Zeitableitung (1.21) folgt derZusammenhang zwischen den materiellen Ableitungen, gebildet mit den Geschwindigkei-ten des Festk�orpers und des Porenuids:(: : :)0F = (: : :)0S + grad (: : :) �wF : (3.5)Angewandt auf die Sickergeschwindigkeit ergibt sich(wF )0S = 00xF � 00xS �grad ( 0xF ) wF : (3.6)Die S�attigungsbedingung (1.4) lautet f�ur die betrachteten Zweiphasenmodelle, bestehendaus den beiden Konstituierenden 'S und 'F ,nS + nF = 1 (3.7)und ihre materielle Zeitableitung, gebildet mit der Bewegung des Festk�orpers 'S,�nS�0S = � �nF �0S : (3.8)



KAPITEL 3 MODELLGLEICHUNGEN 35Die Forderung nach materieller bzw. mikroskopischer Inkompressibilit�at des Festk�orper-skeletts bedingt lediglich, da� die e�ektive Dichte �SR konstant ist und die mit seinerBewegung gebildete materielle Zeitableitung von �SR gleich null:��SR�0S = 0 : (3.9)Die Partialdichte �S kann sich nach wie vor, zum Beispiel infolge von Konsolidationspro-zessen, �uber den Volumenanteil nS �andern:��S�0S = �nS�0S �SR 6= 0 : (3.10)Die �au�ere Volumenkraft b� pro Massenheit wird f�ur beide Konstituierenden gleich an-genommen: bS = bF = b : (3.11)Dar�uber hinaus seien Massenaustauschprozesse zwischen dem Festk�orper und der Fl�ussig-keit, z. B. infolge chemischer Reaktionen oder Phasenumwandlung wie beim Schmelzenvon Eis, ausgeschlossen. F�ur die Dichteproduktionsterme folgt�̂S = �̂F = 0 : (3.12)Da in der Mischung die einzelnen Konstituierenden im allgemeinen nur f�ur sehr kurzeZeit unterschiedliche Temperaturen haben k�onnen, wird von einer gemeinsamen Tempe-ratur f�ur den Festk�orper und das Porenuid ausgegangen, die aufgrund der isothermenAnnahme konstant ist: �S = �F = � mit _� = 0 : (3.13)Mit der zus�atzlichen Einschr�ankung, da� die Temperaturverteilung homogen sei, alsograd � = 0, sind die materiellen Zeitableitungen der Temperatur ebenfalls null (vgl. 1.20):(�)0S = (�)0F = 0 : (3.14)Die lokale Form der Drallbilanz einer Konstituierenden liefert unter Einbeziehung derbisherigen Annahmen unsymmetrische PartialspannungenT� = T�T � M̂� ; (3.15)bedingt durch den schiefsymmetrischen Drallkopplungsterm M̂�. Die Partialspannungs-tensoren sind im Rahmen der Mischungstheorie somit lediglich f�ur den Fall M̂� = 0symmetrisch, vgl. Kelly [47]. F�ur den Fall nichtpolarer Konstituierenden, die sich in ih-rem Mikrobereich im Prinzip wie Einphasenmaterialien verhalten wird im folgenden dasVerschwinden des Drallkopplungsterms M̂� vorausgesetzt (vgl. de Boer & Ehlers [7], Has-sanizadeh & Gray [40]): M̂� = 0 : (3.16)Aus der Auswertung der Entropieungleichung lassen sich thermodynamische Restriktio-nen gewinnen, die den Rahmen f�ur die konstitutiven Ans�atze bilden. An dieser Stellewerden lediglich die ben�otigten Ergebnisse wiedergegeben. Bez�uglich einer ausf�uhrlichenDarstellung sei auf die Arbeiten von Ehlers [20] und Diebels [15] verwiesen.



36 3.2 HYBRIDES MODELDurch Einbringen der S�attigungsbedingung (3.7) im Sinne einer Zwangsbedingung mitHilfe des Lagrangeschen Multiplikators p in die Entropieungleichung wird ersichtlich, da�sowohl die Partialspannungstensoren TS und TF als auch die Impulsproduktion p̂F desFluids in zwei Anteile aufgespalten werden k�onnen:TS = TSE � nS p I ;TF = TFE � nF p I ;p̂F = p̂FE + p gradnF : (3.17)Der Lagrangeschen Multiplikator p l�a�t sich dabei als e�ektiver Porenuiddruck identi�-zieren. F�ur die Extragr�o�en, gekennzeichnet durch den zus�atzlichen Index (: : :)E, werdenkonstitutive Ans�atze ben�otigt. Die Festk�orperextraspannungen TSE werden nach Terzaghi[90] auch als e�ektive Spannung bezeichnet.Analog dem in der Hydromechanik �ublichen Vorgehen werden die Extraspannungen desPorenuids a priori vernachl�assigt:TFE = 2�F DF � 0 : (3.18)Die innere Reibung bzw. Viskosit�at des Porenuids wird ausschlie�lich durch den Impuls-austausch mit dem Festk�orperskelett modelliert:p̂FE = ��nF �2 FRkF wF : (3.19)Hierbei bezeichnet FR = jbj �FR die e�ektive (wahre) Wichte des Fluids, kF den Darcy-schen Durchl�assigkeitskoe�zienten und wF die Sickergeschwindigkeit. In Ehlers et. al.[28] wurde gezeigt, da� die Vernachl�assigung der Fluidextraspannungen keinen nennens-werten Einu� auf die Ergebnisse hat. Im Rahmen dieser Arbeit wird n�aherungsweiseangenommen, da� der Permeabilit�atskoe�zient kF deformationsunabh�angig sei.Das Materialmodell zur Beschreibung der Extraspannungen des Festk�orperskeletts wirdin Kapitel 4 ausf�uhrlich behandelt.3.2 Hybrides ModelF�ur das hybride Modell wird zus�atzlich zu den allgemeinen Annahmen ein konstitutiverAnsatz f�ur die Entwicklungsgleichung der materiellen Dichte �FR des Fluids ben�otigt:�FR = �FR (p) : (3.20)F�ur die Beschreibungen von Gasen als Porenuid, wie z. B. im Falle von gasgef�ulltenAluminium- oder Kunststo�sch�aumen, wird das ideale Gasgesetz verwendet:�FR = p MR� : (3.21)Darin bezeichnet � die absolute Kelvinsche Temperatur, M die molare Masse des Gasesund R = 8; 314 kJ/(kmolK) die universelle Gaskonstante.



KAPITEL 3 MODELLGLEICHUNGEN 37Auswertung der MassenbilanzenDie lokale Form der Massenbilanz einer einzelnen Konstituierenden folgt aus (1.66)1 inVerbindung mit Tabelle 1.2 und (3.12):(��)0� + �� div 0x�= 0 mit �̂� = 0 : (3.22)Die Massenbilanz des Festk�orpers kann aufgrund der Annahme materieller Inkompressibi-lit�at mit Hilfe der Anfangsbedingung FS(t = 0) = I und der De�nition des Volumenanteilsdes Festk�orpers in der Referenzkon�guration nS0S := nS(t = 0) analytisch integiert werdenund liefert nS = nS(detFS) = nS0Sdet (FS) : (3.23)Die Massenbilanz des Fluids enth�alt aufgrund der Kompressibilit�at des Fluids und dersomit zeitlich ver�anderlichen Dichte einen zus�atzlichen Term im Vergleich zum Festk�orperund kann nicht mehr analytisch integriert werden:�nF �0F �FR + nF ��FR�0F + nF �FR div 0xF= 0 : (3.24)Die materiellen Zeitableitungen gebildet mit der Bewegung des Fluids werden in die Zeita-bleitung gebildet mit der Bewegung des Festk�orpers mit (3.5) umgeformt. Einsetzen derS�attigungsbedingung (3.7) bzw. (3.8) liefert schlie�lich�FR div 0xS +div �nF �FRwF�+ nF ��FR�0S = 0 : (3.25)Anmerkung: Anstatt die Massenbilanzen der einzelnen Konstituierenden 'S und 'Fauszuwerten, ist es auch m�oglich, eine der beiden Bilanzgleichungen durch die Massenbi-lanz der Mischung zu ersetzen. Sie darf aber nicht als zus�atzliche Gleichung ausgewertetwerden, da sie aus deren Summe hervorgeht und somit linear abh�angig ist. An dieser Stellesei nochmals ausdr�ucklich darauf hingewiesen, da� die materielle Dichte des Fluids �FRin (3.25) vom Druck abh�angt und somit auch eine Funktion der Zeit darstellt, w�ahrenddie materielle Dichte des Festk�orpers �SR konstant bzgl. Ort und Zeit ist.Auswertung der ImpulsbilanzenF�ur die lokale Form der Impulsbilanz einer Konstituierenden '� erh�alt man aus (1.66)2 inVerbindung mit Tabelle 1.2 und unter Verwendung der Massenbilanz (3.22) mit (1.65)1,(3.11) und (1.71) �� 00x� � divT� � �� b = p̂� mit p̂S = p̂F : (3.26)Als n�achstes werden die konstitutiven Ans�atze (3.17)2 f�ur die Fluidspannungen und (3.18)f�ur die Extraspannungen des Fluids eingesetzt. Mit den Ans�atzen f�ur den Impulsaustausch(3.17)3 und (3.19) lautet die Impulsbilanz des FluidsnF �FR 00xF +div �nF p I�� nF �FR b = p gradnF � �nF �2 FRkF wF : (3.27)



38 3.2 HYBRIDES MODELDie Fluidgeschwindigkeit wird durch die Sickergeschwindigkeit wF ersetzt. Mit dem Zu-sammenhang (3.5) zwischen der materiellen Zeitableitung gebildet mit der Bewegung desFluids und der des Festk�orpers eingesetzt folgt:grad p+ �FR h 00xS �b + (wF )0S + grad�wF+ 0xS �wFi+ nF FRkF wF = 0 : (3.28)Die Impulsbilanz des Festk�orpers ergibt mit den konstitutiven Ans�atzen (3.17)�S 00xS �div �TSE � nS p I�� �S b = �p̂F : (3.29)Durch Addition der Impulsbilanz Fluid (3.27) und der Impulsbilanz des Festk�orpers (3.29)folgt die Impulsbilanz der Mischung:div �TSE � p I�+ �nS�SR + nF�FR� �b� 00xS ��nF �FR h(wF )0S � grad �wF+ 0xS �wFi = 0 : (3.30)Mit der Massenbilanz (3.25) des Fludis, der Impulsbilanz (3.28) des Fluids und der Im-pulsbilanz (3.30) der Mischung stehen die fertigen Modellgleichungen f�ur den Fall deshybriden Modells mit inkompressiblem Festk�orperskelett und kompressiblem Porenuidzur Verf�ugung. Der Variablensatz besteht aus der Festk�orperverschiebung uS, der Sicker-geschwindigkeit wF und dem e�ektiven Porenuiddruck p. Die Massenbilanz (3.23) desFestk�orpers beschreibt dabei die Abh�angigkeit des Volumenanteils nS des Festk�orpers vonder Deformation FS, bzw. �uber die S�attigungsbedingung (3.7) auch des VolumenanteilsnF des Fluids: nF = nF (detFS) = 1� nS0SdetFS : (3.31)Durch Einsetzen in die Massenbilanz (3.25) des Fluids entsteht die Massenbilanz derMischung. Im folgenden wird daher (3.25) auch als Massenbilanz der Mischung bezeichnet.Quasistatischer FallF�ur die quasistatische Formulierung werden die Beschleunigungsterme vernachl�assigt,d. h. die zweiten Ableitungen (1.19) der Bewegungen nach der Zeit sind null:00xS = 00xF = 0 : (3.32)Aufgrund der konvektiven Anteile der materiellen Zeitableitungen (vgl. (1.20) bzw. (1.21))ist die materielle Ableitung der Sickergeschwindigkeit, gebildet mit der Festk�orperbewe-gung, ungleich null: (wF )0S = �grad ( 0xF )wF : (3.33)W�ahrend die Massenbilanzen von den Vereinfachungen des quasistatischen Falls unber�uhrtbleiben, kann die Impulsbilanz des Fluids (3.28) mit (3.33) direkt nach der Sickergeschwin-digkeit wF aufgel�ost werden:wF = � kFnF FR �grad p � �FR b� : (3.34)



KAPITEL 3 MODELLGLEICHUNGEN 39Die quasistatische Form der Impulsbilanz (3.34) des Fluids entspricht somit dem Darcy-schen Filtergesetz. Die Impulsbilanz der Mischung lautet f�ur den quasistatischen Falldiv �TSE � p I�+ �nS�SR + nF�FR�b = 0 : (3.35)Einsetzen der Sickergeschwindigkeit (3.34) in die Massenbilanz (3.25) der Mischung liefert�FR div 0xS +div ��FR kFFR ��FR b� grad p��+ nF ��FR�0S = 0 : (3.36)Mit den Gleichungen (3.35) und (3.36) erh�alt man f�ur den quasistatischen Fall ein redu-ziertes System in den Freiheitsgraden uS und p. Die Sickergeschwindigkeit wF ist durchAu�osen der Impulsbilanz des Fluids als Variable aus dem System eliminiert worden.Anmerkung: Im folgenden wird daher bei der Darstellung der Bilanzgleichungen 0xSdurch (uS)0S ersetzt.3.3 Hybrides Modell mit MischphaseUnter dem Begri� der Mischphase werden Fluide mit ausgezeichnetem Kompressions-punkt verstanden, d. h. Fluide, die lediglich bis zu einer maximalen (kritischen) Dichte�FRC komprimiert werden k�onnen. Der neue Ansatz kann sowohl zur Modellierung echterMischphasen, wie z. B. Wasser mit dispergierten, kompressiblen Luftblasen, als auch zurBeschreibung realer Gase eingesetzt werden.Ausgehend von den Eigenschaften eines vollst�andig kompressiblen Fluids 'G ("Gas\) undeines inkompressiblen Fluids 'L ("Fl�ussigkeit bzw. Liquid\) wird die Dichtefunktion derMischphase mit Hilfe der Theorie Por�oser Medien hergeleitet. Es handelt sich dabei prinzi-piell um ein Dreiphasenmodell, das aufgrund der folgenden Annahmen einer Beschreibungmittels zweier Phasen zug�anglich ist. Der Index (: : :)F f�ur die Mischphase wurde in Ana-logie zum vorangegangenen Modell gew�ahlt, da die Modellgleichungen unter Verwendungder Mischphase die gleiche Form annehmen.Die partiale Mischungsdichte des Porenuids �F ergibt sich direkt aus der Summe derpartialen Dichten der beiden Fluide 'G und 'L bzw. aus der Summe ihrer materiellenDichten, gewichtet mit den jeweiligen Volumenanteilen:nF �FR = nG �GR + nL �LR : (3.37)Die materielle Dichte der Fl�ussigkeit �LR ist bedingt durch die Annahme materieller In-kompressibilit�at konstant (vgl. (3.9)), w�ahrend die materielle Dichte �GR des kompres-siblen Fluids einer Entwicklungsgleichung folgt, z. B. dem idealen Gasgesetz (3.21). DieS�attigungsbedingung (1.4) lautet f�ur die dreiphasige Formulierung1 = nS + nG + nL (3.38)bzw. bei Betrachtung der Mischphase als Summenphase der beiden Porenuide 'L und'G im Sinne der TPM 1 = nS + nF mit nF = nG + nL : (3.39)



40 3.3 HYBRIDES MODELL MIT MISCHPHASEEs wird im folgenden vorausgesetzt, da� keine Entmischung der beiden Fluide statt�n-det und die Mischphase homogen bleibt. Die beiden Fluide 'G und 'L folgen somit dergleichen Bewegungsfunktion �F und besitzen die gleichen Geschwindigkeiten:0xF := 0xL= 0xG : (3.40)Dies stellt die zentrale Annahme dar, die die Mischphase in dem hier vorgestellten Modellcharakterisiert.Mit der Voraussetzung, da� Massenaustauschprozesse zwischen den beiden Porenuiden,wie sie z. B. beim L�osen von Gas im inkompressiblen Fluid auftreten, ausgeschlossen sind,ergeben sich die Massenbilanzen der beiden Fluide zu��G�0F + �G div 0xF= 0 ;��F �0F + �F div 0xF= 0 : (3.41)Die materiellen Zeitableitungen wurden dabei f�ur beide Fluide mit der Bewegung derMischphase gebildet, vgl. (3.40). Au�osen der beiden Massenbilanzen nach div 0xF undgleichsetzen ergibt ��L�0F�L = ��G�0F�G : (3.42)Analytische Integration f�uhrt auf �L = �GMLG (3.43)mit der Integrationskonstanten MLG, die direkt aus Volumenanteilen und materiellenDichten der beiden Fluide zum Zeitpunkt t = t0 bestimmt werden kann:MLG = nL �LRnG �GR ����t=t0 = nL0F �LR0FnG0F �GR0F : (3.44)MLG stellt in diesem Sinne keinen zus�atzlichen Materialparameter dar, der aus Versuchenbestimmt werden m�u�te, sondern vielmehr einen Strukturparameter, der die Zusammen-setzung der Mischphase und somit ihre Eigenschaften kontrolliert. Zusammen mit (3.39)2folgt der Volumenanteil des Gases 'G in Abh�angigkeit seiner materiellen Dichte �GR:nG = nG(�GR) = nF 11 +MLG �GR�LR : (3.45)Eingesetzt in die Dichtefunktion der Mischphase (3.37) folgt nach kurzer Umformung dergew�unschte Zusammenhang zwischen dessen materieller Dichte �FR und dem Druck p:�FR(p) = �LR 1 +MLGMLG + �LR�GR(p) (3.46)



KAPITEL 3 MODELLGLEICHUNGEN 41mit �GR = �GR(p). Der umgekehrte Zusammenhang p(�FR) folgt aus der inversen For-mulierung des verwendeten Gasgesetzes p = p(�GR). Die materielle Dichte des Gases �GRbestimmt sich dabei zu �GR = �FR1 +MLG �1� �FR�LR� : (3.47)Gegen�uber einem rein konstitutiven Ansatz f�ur die Dichtefunktion der Mischphase mitKompressionspunkt hat die Herleitung �uber die Theorie Por�oser Medien den Vorteil, da�keine zus�atzlichen Materialparameter bestimmt werden m�ussen. Dar�uber hinaus gen�ugtder vorliegende Ansatz als Konsequenz aus der Herleitung automatisch den Grenzzust�andenf�ur rein kompressibles bzw. rein inkompressibles Fluid und den Grenzzust�anden des Drucksp! 0 und p!1.F�ur rein kompressibles Fluid, also nL = 0 und nG = nF , folgt aus (3.44) MLG = 0 undf�ur die materielle Dichte der MischphaselimMLG!0 �FR = limMLG!0 �LR 1 +MLGMLG + �LR�GR = �GR(p) : (3.48)F�ur den Fall, da� ausschlie�lich inkompressibles Fluid 'L vorhanden ist, folgt mit nG = 0und nL = nF entsprechend lim1=MLG!0 �FR = �LR : (3.49)Sinkt der Druck auf null ab, mu� die Dichte der Mischphase ebenfalls auf null absin-ken. Unter der Voraussetzung, da� die materielle Dichte des kompressiblen Fluids dieserEigenschaft gen�ugt, wie z. B. beim idealen Gasgesetz, folgt f�ur die Mischungsdichte �FRlimp!0 �FR = limp!0 �LR �GR 1 +MLG�GRMLG + �LR = 0 : (3.50)Bei einer Steigerung des Drucks auf unendlich wird die kritische bzw. maximale Dichte�FRC erreicht: limp!1 �FR = �LR 1 +MLGMLG + �LR�GRC =: �FRC : (3.51)Hierbei kennzeichnet �GRC die kritische Dichte des kompressiblen Fluids 'G:limp!1 �GR = �GRC : (3.52)Wird die materielle Dichte des kompressiblen Fluids beispielsweise �uber das ideale Gasge-setz (3.21) beschrieben, betr�agt die kritische Dichte des Gases �GRC =1 und die kritischeDichte �FRC der Mischphase lautet�FRC = �LR 1 +MLGMLG : (3.53)



42 3.3 HYBRIDES MODELL MIT MISCHPHASE
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2,01,51,00,5 800Abbildung 3.1: Entwicklung der materiellen Dichte der Mischphase in Abh�angigkeit desDrucks mit �LR = 1000 kg/m3, R = 8; 314 kJ/kmol K, � = 293; 15 �K undM = 28; 96 kg/kmol.Da das Gas kein Volumen mehr einnimmt, wird die Gesamtmasse auf das Volumen desinkompressiblen Fluids 'L bezogen.In Abbildung 3.1 ist der Verlauf des Drucks �uber der materiellen Dichte des Fluids f�urverschiedene Zusammensetzungen der Mischphase aufgetragen. Es wurden dabei Mate-rialparameter f�ur Wasser und Luft verwendet (s. Abbildung 3.1). Die Summe der Volu-menanteile der beiden Fluide 'L und 'G betr�agt ohne Beschr�ankung der Allgemeinheitjeweils eins und die Dichte des Gases in der Referenzkon�guration 1,293 kg/m3. Die Mas-senverh�altnisse MLG und die kritischen Dichten �FRC sind f�ur die drei in Abbildung 3.1dargestellten F�alle in Tabelle 3.1 zusammengefa�t.nL0S nG0S MLG �FRC [kg/m3]0,75 0,25 2320,16 1000,430,5 0,5 773,40 1001,290,25 0,75 257,78 1003,88Tabelle 3.1: Massenverh�altnisse MLG und kritische Dichte �FRC der MischphaseAlle drei Kurven n�ahern sich ihrer kritischen Dichte �FRC an, mit unterschiedlichen Stei-gungen, bedingt durch die verschiedenen Volumenanteile der beiden Fluide. W�ahrend derE�ekt der Mischphasenformulierung auf die kritische Dichte �FRC von geringer Bedeutungist, ist der Einu� auf den Porenuiddruck p bzw. den Zusammenhang �FR(p) von gro�erBedeutung. Dies tri�t speziell im Bereich gro�er Deformationen wie zu, wie z. B. beimPorenschlu�, d. h. dem Zustand vollst�andig geschlossener Poren des Festk�orperskeletts,vgl. Kapitel 7. Der Porenuiddruck p wirkt sich dabei besonderst bei Reibungsmaterialien



KAPITEL 3 MODELLGLEICHUNGEN 43aus, deren Eigenschaften vom hydrostatischen Spannungszustand abh�angen.Auswertung der BilanzgleichungenDie Massenbilanz der Mischphase folgt direkt aus der Summe der Massenbilanzen derbeiden Porenuide (3.41):��G + �L�0F + ��G + �L� div 0xF = 0 : (3.54)Sie ergibt durch Einsetzen der De�nition (3.37) der materiellen Dichte der Mischpha-se die gleiche Form wie im Falle eines einphasigen Porenuids (3.24), entsprechend denTruesdellschen Prinzipien. Die Summe der Impulsbilanzen (3.26) der beiden Porenuide'G und 'L ergibt unter Verwendung von (3.40)�nL�LR + nG�GR� 00xF +div ��nL + nG� p I�+ �nL�LR + nG�GR�b = p̂F : (3.55)Dabei wurden die konstitutiven Ans�atze f�ur die Fluidspannungen (3.17) und (3.18) f�urbeide Porenuide getrennt getro�en. Der Impulsaustausch hingegen wird entsprechendder physikalischen Anschauung nach wie vor zwischen der gesamten Mischphase 'F unddem Festk�orperskelett 'S �uber (3.17) und (3.19) modelliert. Dar�uber hinaus wurde derVolumenkraftvektor b f�ur beide Fluide gleich angenommen: bG = bL = b. Mit der materi-ellen Dichte �FR der Mischphase (3.37) und der Beziehung zwischen den Volumenanteilen(3.39) hat die Impulsbilanz des Fluids der Mischphase wieder die identische Form wie imFalle des einphasigen, kompressiblen Porenuids (3.27).Das hybride Modell mit Mischphase kann somit auf eine zweiphasige Beschreibung redu-ziert werden, die mit der Beschreibung eines einzelnen, kompressiblen Porenuids identischist. Es gen�ugt f�ur die Implementierung, die Entwicklungsgleichung der materiellen Dichtedes kompressiblen Porenuids (3.21) durch das entsprechende Ergebnis f�ur die Mischphase(3.46) zu ersetzen.3.4 Inkompressibles ModellIm Gegensatz zum hybriden Modell (3.20) wird nun auch das Porenuid materiell inkom-pressibel angenommen: �FR = konst: bzw. ��FR�0F = 0 : (3.56)Die materielle Zeitableitung der Dichte des Fluids �FR bez�uglich der Bewegung desFestk�orpers ist aufgrund des Konvektionsterms (vgl. (3.33) bzw. (3.5)) ungleich null:��FR�0S = �wF � grad �FR : (3.57)Einsetzen in die Massenbilanz (3.25) des Fluids f�uhrt auf�FR div (uS)0S + div �nF �FRwF�� nF wF � grad ��FR� = 0 : (3.58)



44 3.4 INKOMPRESSIBLES MODELLWeitere Umformung mit Hilfe der Tensorrechung und der De�nition (3.4) der Sickerge-schwindigkeit liefert die gew�unschte Form der Massenbilanz des Fluids:div�(uS)0S + nF wF � = 0 : (3.59)Der Volumenanteil des Fluids nF ist dabei ebenso wie beim hybriden Modell �uber dieS�attigungsbedingung (3.7) und die integrierte Form der Massenbilanz des Festk�orpers(3.23) an den Freiheitsgrad der Festk�orperverschiebung uS gekoppelt, vgl. (3.31). In Ver-bindung mit (3.31) stellt (3.59) wieder die Massenbilanz der Mischung dar, die f�ur denvorliegenden Fall des inkompressiblen Modells in eine reine Volumenbilanz �ubergegangenist. Die Impulsbilanzen des Fluids und der Mischung bleiben identisch mit den Formendes hybriden Modells (3.28) und (3.30).Die Modellgleichungen f�ur den Fall eines inkompressiblen Fluids sind durch die Gleichun-gen (3.59), (3.28) und (3.30) gegeben. Die Freiheitsgrade sind, ebenso wie beim hybridenModell, die Festk�orperverschiebung uS, die Sickergeschwindigkeit wF und der Porenuid-druck p.Quasistatischer FallF�ur den quasistatischen Fall werden die zweiten Ableitungen nach der Zeit vernachl�assigt,vgl. (3.32). Die Impulsbilanz (3.28) des Fluids, die identisch mit der des hybriden, quasi-statischen Modells ist, kann ebenfalls nach wF aufgel�ost werden, vgl. (3.34). Eingesetztin die Massen- bzw. Volumenbilanz der Mischung (3.59) erh�alt man die Formdiv �(uS)0S + kFFR ��FR b� grad p�� = 0 : (3.60)Die Impulsbilanz der Mischung ist wiederum identisch mit der quasistatischen Form deshybriden Models (3.35) und ergibt zusammen mit der Massen- bzw. Volumenbilanz (3.60)der Mischung das fertige System der Modellgleichungen in den Freiheitsgraden uS und p.Es ist dabei jedoch zu beachten, da� die materielle Dichte �FR beim vollst�andig inkom-pressiblen Modell im Gegensatz zum hybriden Modell einen konstanten Materialparameterdarstellt und keine Abh�angigkeit vom Porenuiddruck aufweist.



Kapitel 4Plastizit�at
4.1 Einf�uhrungIn der �niten Elastoplastizit�at kommt der Zerlegung der Deformation in reversible, ela-stische und irreversible, plastische Anteile zentrale Bedeutung zu. Im Rahmen der geome-trisch linearen Theorie, auch als Theorie kleiner Deformationen bezeichnet, wird im all-gemeinen der linearisierte Greensche Verzerrungstensor additiv in einen elastischen undeinen plastischen Anteil aufgespalten, motiviert durch das Verhalten einer einachsigenZugprobe unter Be- und Entlastung:"S = "Se + "Sp : (4.1)F�ur die �nite Theorie hat sich die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradientenin einen elastischen und einen plastischen Anteil bew�ahrt,FS = FSeFSp ; (4.2)die Lee [60] zugeschrieben wird. Der multiplikative Ansatz geht dabei in das additiveKonzept der geometrisch linearen Theorie (4.1) �uber (vgl. Ehlers [20], Haupt [41]).Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten und die damit einhergehendeEinf�uhrung einer gedachten, spannungsfreien Zwischenkon�guration wurde in der Litera-tur eingehend diskutiert, so z. B. in dem �Ubersichtsartikel von Naghdi [69], oder den Ar-beiten von Green & Naghdi [36], Kleiber [50], Haupt [41], Ehlers [21] und Holsapple [45].Aufbauend auf der Kinematik, die aus der multiplikativen Zerlegung resultiert, werdenkonstitutive Ans�atze zur Formulierung des materialabh�angigen Verhaltens ben�otigt. Hier-zu geh�oren die Flie��ache, die den elastischen vom plastischen Bereich trennt und denBeginn der plastischen Form�anderung beschreibt, das im Rahmen dieser Arbeit verwen-dete isotrope Verfestigungsgesetz, da� die �Anderung der Flie�bedingung bzw. Flie��achew�ahrend des i. a. plastischen Deformationsprozesses regiert und eine Flie�regel, die dieEntwicklung der plastischen Deformation beschreibt. Dar�uberhinaus wird ein elastisches45



46 4.1 EINF�UHRUNGTeilsto�gesetz f�ur den Zusammenhang zwischen den Spannungen und den elastischen De-formationen ben�otigt.Bei por�osen Medien m�ussen die Materialgesetze im Bereich gro�er Verzerrungen zus�atz-lichen bzw. anderen Anforderungen gen�ugen als z. B. im Falle der Metallplastizit�at. Sokann es bei por�osen Medien trotz materieller Inkompressibilit�at des Festk�orperskeletts zusehr gro�en Volumendehnungen der Festk�orpermatrix kommen. Die makroskopischen Vo-lumendehnungen resultieren dabei aus lokalen Porosit�ats�anderungen und werden durchden sogenannten Kompressionspunkt begrenzt. Es handelt sich dabei um den Zustandvollst�andig geschlossener Poren. Es ist dann keine weitere Kompression des Porenraumsmehr m�oglich ist. Das Porenuid weicht dabei w�ahrend der Deformation der Festk�orper-matrix falls inkompressibel modelliert durch Ausstr�omen und falls kompressibel modelliertzus�atzlich durch Kompression aus, vgl. Kapitel 7.1. Dies hat zur Folge, das sich die par-tialen Dichten �� auch bei materieller Inkompressibilit�at der Konstituierenden �uber dieVolumenanteile n� �andern k�onnen (vgl. (1.10)).Zur Beschreibung des elastischen Verhaltens wird ein Gesetz von Ehlers & Eipper [26]verwendet, das die Grenzbedingung des Kompressionspunktes einh�alt. Im Rahmen derelastoplastischen Formulierung mu� der Kompressionspunkt jedoch unter Beachtung derplastischen Vordeformation modelliert werden. Lediglich der Porenanteil, der nach derplastischen Deformation verbleibt bzw. auf der Zwischenkon�guration vorliegt, kann durchdie elastische Deformation geschlossen werden.Aus der Porosit�at in Verbindung mit der Forderung nach Einhaltung des Kompressions-punktes folgen speziell f�ur die Modellierung der Plastizit�at zus�atzliche Anforderungen andie konstitutive Formulierung. Die in der Plastizit�atstheorie f�ur nichtpor�ose metallischeWerksto�e �ubliche Forderung nach plastischer Inkompressibilit�at f�ur das Festk�orperske-lett kann nicht aufrecht erhalten werden. So zeigen z. B. Versuche in der Geotechniksowohl dilatantes als auch kontraktantes Materialverhalten im Bereich plastischer Defor-mation, vgl. Kim & Lade [49] sowie Lade & Kim [54, 55]. Die Forderung der plastischenInkompressibilit�at ist vielmehr im Kompressionspunkt anzusetzen. Bei geschlossenem Po-renraum d�urfen keine kontraktanten Deformationen mehr auftreten, weder plastische nochelastische. Dilatante Volumendehnung, d. h. eine Aufweitung des Porenraums, bleibt abernach wie vor m�oglich. Erreicht wird dies durch die Kombination aus einer geeignetenFlie��ache, einem neuen isotropen Verfestigungsgesetz und der zugeh�origen Flie�regel.Das Verfestigungsgesetz sorgt dabei daf�ur, da� f�ur den Grenzfall vollst�andig geschlosse-ner Poren die Flie��ache und somit der elastische Bereich im Spannungsraum den Bereichunendlicher Dr�ucke umfa�t. Die Flie�regel erm�oglicht dar�uber hinaus keine kontraktan-ten Volumendehnungen mehr, falls es z. B. durch Scherung zu plastischer Deformationkommt. Es hat sich dar�uber hinaus in Experimenten (Yamada & Ishihara [98]) gezeigt,da� f�ur por�ose Medien und speziell Reibungsmaterialien assoziierte Flie�regeln ungeeignetsind. Es wird eine nichtassoziierte Formulierung ben�otigt, die die M�oglichkeit bietet, denDilatanzwinkel an Versuche anzupassen.Zusammenfassend kann festgehalten werden, da� die konstitutive Formulierung des ela-stoplastischen Materialmodells m�oglichst exibel gestaltet sein sollte, um eine m�oglichst



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 47gro�e Klasse por�oser Materialien mit z. T. unterschiedlichstem Verhalten beschreiben zuk�onnen wie beispielsweise Polymer- und Metallsch�aume oder Geomaterialien.Die Betrachtungen in diesem Kapitel bleiben auf die rein mechanische Theorie beschr�ankt.Bez�uglich der thermodynamischen Aspekte sei auf die Arbeiten von Miehe [67], Naghdi[69] und Zitate darin verwiesen, sowie Ehlers [20], wo speziell auf die Thermodynamik imRahmen der Theorie Por�oser Medien eingegangen wird.Der Aufbau des Kapitels gliedert sich wie folgt: In Kapitel 4.2 wird zuerst die Kinema-tik, die aus der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten resultiert, darge-stellt. In Kapitel 4.3 wird darauf aufbauend das konstitutive Modell beschrieben. Dazuwird zun�achst nach einer kurzen Zusammenfassung der Grundlagen geschwindigkeitsun-abh�angiger Plastizit�at auf das verwendete elastische Gesetz von Eipper [30] eingegangen.Es folgen die Flie��ache von Ehlers [23], die in Verbindung mit dem neuen Verfesti-gungsgesetz und dem neuen plastischen Potential die plastische Inkompressibilit�at imKompressionspunkt sicherstellt.4.2 KinematikGegeben sei ein K�orper B nach beliebiger, elastoplastischer Deformation. Dabei bezeich-net XS den Ortsvektor in der Referenzkon�guration eines materiellen Punktes XS, x̂Sden "Ortsvektor\ in der plastischen Zwischenkon�guration und x den Ortsvektor in deraktuellen Kon�guration, vgl. Abbildung 4.1. Die Gr�o�en dXS, dx̂S und dx bezeichnen diejeweiligen di�erentiellen Linienelemente.
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Abbildung 4.1: Zerlegung des Deformationsgradienten und Einf�uhrung der plastischenZwischenkon�guration



48 4.2 KINEMATIKDie Wegnahme �au�erer Lasten f�uhrt auf eine kompatible Kon�guration, deren Zustandaber in der Regel nicht spannungsfrei ist. Erst lokale Entlastung durch gedachtes Zer-schneiden des K�orpers in hinreichend kleine Teile f�uhrt auf einen spannungsfreien Zu-stand und somit zum gesamten Abbau elastischer Deformation. Dies ist Voraussetzungf�ur die eindeutige Zerlegung der Deformation in elastische und plastische Anteile. Diedabei entstehende Kon�guration, im folgenden als plastische Zwischenkon�guration oderkurz Zwischenkon�guration bezeichnet, ist im allgemeinen inkompatibel. Die Kompatibi-lit�at wird durch die Deformation, die mit dem Eigenspannungszustand einhergeht, wiederhergestellt. Die Zerlegung des Deformationsgradienten in einen rein elastischen und einenrein plastischen Anteil geht somit mit der Einf�uhrung der inkompatiblen, plastischen Zwi-schenkon�guration einher.Aus der Vorstellung, da� die Zwischenkon�guration durch lokale Entlastung gewonnenwerden kann, wird im allgemeinen geschlossen, da� die plastische Deformation der elasti-schen vorgeschaltet ist, die Zerlegung also FS = FSe FSp und nicht FS = FSpFSe lautet.Die alternative Formulierung ist aber ebenfalls denkbar (s. Kleiber [50]).Die aus der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten resultierenden elasti-schen und plastischen Anteile k�onnen dabei in der Regel nicht als Gradientenfelder derForm FSe = @ x@ x̂S = GradŜ x ;FSp = @ x̂S@XS = GradS x̂S (4.3)aufgefa�t werden, da die Zwischenkon�guration inkompatibel ist. Dabei bezeichnet GradŜden "Gradienten\ bez�uglich der Zwischenkon�guration des Festk�orperskeletts 'S.Die Gr�o�en FSe und FSp sind vielmehr als tensorielle Punktfunktionen zu verstehen, diesich als lokale Grenzwerte des ebenfalls lokalen Entlastungsprozesses beim Wegschneidendes umgebenden Materials ergeben, vgl. Ehlers [20], Kleiber [50].Entsprechend der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten (1.33) lassen sich auchdessen elastischer und plastischer Anteil in einen eigentlich orthogonalen Tensor RSe bzw.RSp und einen rechten bzw. linken Strecktensor zerlegen:FSe = RSeUSe = VSeRSe ;FSp = RSpUSp = VSpRSp : (4.4)Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten (4.2) ist lediglich bis auf eineneigentlich orthogonalen Tensor Q bestimmbarFS = FSeFSp = FSeQQT FSp= ~FSe ~FSp (4.5)und die Zwischenkon�guration somit bis auf eine �uberlagerte Starrk�orperrotation.



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 49Deformations- und Verzerrungsma�e�Uber die Di�erenz der Quadrate der Linienelemente auf den verschiedenen Kon�gu-rationen lassen sich entsprechend dem Vorgehen in Kapitel 1.2.3 Verzerrungstensoreneinf�uhren.Die Di�erenz der Quadrate der Linienelemente auf der Zwischenkon�guration (dŝ2S) undauf der Referenzkon�guration (dS2S) ergibt mit der multiplikativen Zerlegung (4.2) desDeformationsgradienten in Gr�o�en der Referenzkon�guration ausgedr�ucktdŝ2S � dS2S = dx̂S � dx̂S � dXS � dXS= �FSp dXS� � �FSp dXS�� dXS � dXS= dXS � 2ESp dXS (4.6)mit dem plastischen Greenschen Verzerrungstensor der Referenzkon�gurationESp = 12 �CSp � I� : (4.7)Ausgedr�uckt in Gr�o�en der Zwischenkon�guration erh�alt mandŝ2S � dS2S = dx̂S � 2 ÂSp dx̂S (4.8)mit dem plastischen Almansi-Verzerrungstensor der Zwischenkon�gurationÂSp = 12 �I� B̂S�1p � : (4.9)CSp stellt dabei den rechten plastischen und B̂Sp den linken plastischen Cauchy-GreenTensor dar, die analog den entsprechenden gesamten Deformationsma�en (1.37) de�niertsind: CSp = FSTp FSp ; B̂Sp = FSpFSTp ;ĈSe = FSTe FSe ; BSe = FSeFSTe : (4.10)Aus dem Vergleich der beiden Formen (4.6) und (4.8) folgt, da� der plastische GreenscheVerzerrungstensor ESp der Referenzkon�guration durch kontravarianten Vorw�artstrans-port mit FST�1p (: : :)FS�1p in den plastischen Almansi-Verzerrungstensor ÂSp der Zwi-schenkon�guration �ubergeht: FST�1p ESpFS�1p = ÂSp : (4.11)Entsprechend (4.6) folgt f�ur die Di�erenz der Quadrate der Linienelemente auf der Zwi-schenkon�guration (dŝ2S) und auf der aktuellen Kon�guration (ds)2ds2 � dŝ2S = dx � 2ASe dx= dx̂S � 2 ÊSe dx̂S (4.12)



50 4.2 KINEMATIKmit den elastischen Almansi- bzw. Greenschen Verzerrungstensoren ASe und ÊSe:ÊSe = 12 �ĈSe � I� ; ASe = 12 �I�BS�1e � : (4.13)Der elastische Greensche Verzerrungstensor ÊSe der Zwischenkon�guration geht durchkontravarianten Vorw�artstransport mit FST�1e (: : :)FS�1e in den elastischen Almansi-Ver-zerrungstensor der aktuellen Kon�guration ASe �uberFST�1e ÊSe FS�1e = ASe : (4.14)Aus der Summe der beiden Beziehungen (4.6) und (4.12) l�a�t sich aus der Di�erenz derQuadrate der Linienelemente der Referenz- und der aktuellen Kon�guration der Verzer-rungstensor der Zwischenkon�guration �̂S motivieren:ds2 � dS2S =: dx̂S � �2 �̂S�dx̂S (4.15)mit �̂S = ÊSe + ÂSp =: �̂Se + �̂Sp : (4.16)Die elastischen und plastischen Verzerrungsanteile liegen dabei in entkoppelter Form vor.Durch Transport von �̂S auf die aktuelle Kon�guration bzw. auf die Referenzkon�gurati-on, FSTp �̂S FSp = FSTp (�̂Se + �̂Sp)FSp = ESe +ESp ;FST�1e �̂S FS�1e = FST�1e (�̂Se + �̂Sp)FS�1e = ASe +ASp ; (4.17)lassen sich die elastischen und plastischen Anteile des Almansi- bzw. des GreenschenVerzerrungstensors identi�zieren. Mit (4.15), (4.17)1 und (4.17)2 liegen somit additiveZerlegungen der Verzerrungsma�e in elastische und plastische Anteile auf allen drei Kon-�gurationen vor. Das Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradientenist somit kompatibel mit dem Konzept der additiven Zerlegung (4.1) des Verzerrungs-tensors der linearen Theorie, in dem Sinne, da� auf jeder Kon�guration entsprechendeVerzerrungsma�e zur Verf�ugung stehen. Das Transportverhalten der einzelnen Verzer-rungstensoren bzw. ihrer Anteile ist in Abbildung 4.2 zusammengefa�t.Anmerkung: Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da� ÂSp und ASp bzw. ÊSe undESe nicht identisch sind. Es handelt sich dabei vielmehr um die Pendants auf der jeweilsanderen Kon�guration, die aus dem Transport von �̂S = �̂Se + �̂Sp hervorgehen.Deformations- und VerzerrungsgeschwindigkeitenDie multiplikative Zerlegung (4.2) des Deformationsgradienten eingesetzt in die De�nitiondes r�aumliche Geschwindigkeitsgradient LS (1.43) ergibtLS = h�FSe�0S FS�1e i+ FSe h�FSp�0S FS�1p iFS�1e : (4.18)



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 51Es liegt nahe, entsprechend der De�nition des r�aumlichen Geschwindigkeitsgradient (1.43)die Gr�o�en LSe = �GradŜx�0S FS�1e = � @ x@ x̂S�0S @x̂S@ x ;L̂Sp = �GradSx̂S�0S FS�1p = @�x̂S�0S@ x (4.19)einzuf�uhren. Mit der Voraussetzung, da� nur solche Gr�o�en als Geschwindigkeitsgradien-ten eingef�uhrt werden sollen, die im Falle homogener Deformationen tats�achlich Geschwin-digkeitsgradienten darstellen, sich also formal als Gradient eines Geschwindigkeitsfeldesbez�uglich x oder x̂S darstellen lassen, gibt es nur den r�aumlichen Geschwindigkeitsgra-dienten LS und den plastischen r�aumlich Geschwindigkeitsgradienten L̂Sp, vgl. Ehlers[20]: LS = FS F�1S mit d 0xS = LS dx ;L̂Sp = FSpFS�1p mit d(x̂S)0S = L̂Sp dx̂S : (4.20)Da x̂S nicht konstant bez�uglich der Zeit ist, besitzt LSe nicht die Form eines Geschwin-digkeitsgradienten. Die symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteile der Geschwin-digkeitsgradienten LS und L̂Sp werden analog zu (1.46) eingef�uhrt:DS = 12 �LS + LTS � ; WS = 12 �LS � LTS � ;D̂Sp = 12 �L̂Sp + L̂STp � ; ŴSp = 12 �L̂Sp � L̂SpT � : (4.21)Ausgangspunkt der Darstellung der Verzerrungsgeschwindigkeiten bilden die Geschwin-digkeiten der Di�erenz der Quadrate von Linienelementen auf den jeweiligen Kon�guratio-nen, d. h. deren mit der Bewegung des Festk�orpers 'S gebildete materielle Zeitableitung.Wie bereits bei der Darstellung der Verzerrungsma�e werden zuerst die Verzerrungsge-schwindigkeiten, die mit der elastischen bzw. der plastischen Teildeformation einhergehen,behandelt. Die Summe der beiden F�alle f�uhrt schlie�lich auf die additive Zerlegung dergesamten Verzerrungsgeschwindigkeiten in einen elastischen und einen plastischen Anteil.Aus der materiellen Zeitableitung der Di�erenz der Quadrate eines Linienelements (dŝ2S)auf der Zwischenkon�guration und (dS2S) auf der Referenzkon�guration folgt(dŝ2S � dS2S)0S = (dx̂S � dx̂S � dXS � dXS)0S= dXS � �2ESp�0S dXS= dx̂S � 2 �ÂSp��p dx̂S : (4.22)Die obere plastische Lie- bzw. Oldroyd -Ableitung des plastischen Almansi-Verzerrungstensors,de�niert durch (: : :)�p = ( ^: : :)0S + L̂STp ( ^: : :) + ( ^: : :) L̂Sp ; (4.23)



52 4.2 KINEMATIKist dabei gleich dem symmetrischen Anteil des plastischen Geschwindigkeitsgradienten:(ÂSp)�p = D̂Sp : (4.24)Im folgenden beziehen sich alle Lie- bzw. Oldroyd -Ableitungen auf die Bewegung desFestk�orperskeletts 'S. Eine Indizierung mit (: : :)S erfolgt nicht.Die materielle Zeitableitung der Di�erenz der Quadrate eines Linienelements (ds2) deraktuellen Kon�guration und (dŝ2S) der Zwischenkon�guration lautet mit (4.12)(ds2 � dŝ2S)0S = dx � 2 (ASe)� dx= dx̂S � 2 (ÊSe)�p dx̂S : (4.25)F�ur die Di�erenz der Quadrate eines Linienelements auf der aktuellen Kon�guration undauf der Referenzkon�guration erh�alt man aus der Summe von (4.22) und (4.25) mit (4.16):(ds2 � dS2S)0S = �dx̂S � 2 �̂S dx̂S�0S= dx̂S � 2 (�̂S)�p dx̂S= dx̂S � 2 h(ÊSe)�p + (ÂSp)�p i dx̂S : (4.26)
Ebenso wie bei den Verzerrungsma�en selbst erh�alt man auch f�ur deren Geschwindigkeiten(�̂S)�p auf der Zwischenkon�guration eine additive Aufspaltung in einen elastischen Anteil(�̂Se)�p und einen plastischen Anteil (�̂Sp)�p . Die entsprechenden Aufteilungen auf der Re-ferenzkon�guration und der aktuellen Kon�guration ergeben sich durch die Transporte mitFST�1e (: : :)FS�1e bzw. FSTp (: : :)FSp. Das Transportverhalten der einzelnen Verzerrungs-geschwindigkeitstensoren bzw. ihrer elastischen und plastischen Anteile ist in Abbildung4.3 zusammengefa�t.
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Referenzkon�gurationES = ESe + ESp= 12 �FTS FS - I�ESe = 12 �FTS FS - FSTp FSp�ESp = 12 �FSTp FSp - I�

Zwischenkon�guration�̂S = �̂Se + �̂Sp = ÊSe + ÂSp= 12 �FSTe FSe - FST�1p FS�1p ��̂Se = 12 �FSTe FSe - I� = ÊSe�̂Sp = 12 �I - FST�1p FS�1p � = ÂSp

aktuelle Kon�gurationAS = ASe + ASp= I - FT�1S F�1SASe = 12 �I - FST�1e FS�1e �ASp = 12 �FST�1e FS�1e - FT�1S F�1S �

FT�1S (: : :)F�1S

FST�1e (: : :)FS�1e

FST�1p (: : :)FS�1p
Abbildung 4.2: Zerlegung in elastische und plastische Anteile und Transportverhalten derGreenschen und Almansi-Verzerrungstensoren



54 4.2 KINEMATIK

Referenzkon�guration(ES)0S = (ESe)0S + (ESp)0S(ESe)0S = 12 �(CS)0S � (CSp)0S�(ESp)0S = 12 (CSp)0S

Zwischenkon�guration(�̂S)�p = (�̂Se)�p + (�̂Sp)�p(�̂Se)�p(�̂Sp)�p = D̂Sp

aktuelle Kon�guration(AS)� = (ASe)� + (ASp)� = DS(ASe)�(ASp)�

FT�1S (: : :)F�1S

FST�1e (: : :)FS�1e

FST�1p (: : :)FS�1p
Abbildung 4.3: Zerlegung in elastische und plastische Anteile und Transportverhalten derGreenschen und Almansi-Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 554.3 Konstitutive ModellierungAufbauend auf den kinematischen Betrachtungen in Kapitel 4.2 werden die konstitutivenAns�atze des verwendeten elastoplastischen Materialgesetzes vorgestellt. Die Betrachtun-gen beschr�anken sich dabei auf die rein mechanische Theorie. Eine umfassende Darstellungder Auswertung der Entropiebilanz bzw. Entropieungleichung f�ur ein elastoplastischespor�oses Medium bestehend aus Festk�orper und Porenuid �ndet sich bei Ehlers [20]. Eswerden hier lediglich die ben�otigten Ergebnisse zitiert.Beim vorgestellten elastoplastischen Materialmodell handelt es sich um eine klassischeie��achenbehaftete und geschwindigkeitsunabh�angige Formulierung. Es wird im folgen-den sowohl im elastischen als auch im plastischen Bereich des Materialverhaltens Isotropievorausgesetzt.4.3.1 Elastisches MaterialverhaltenAusgehend vom Prinzip der materiellen Objektivit�at kann gezeigt werden, da� die freieHelmholtz sche Energie  S des Festk�orperskeletts nicht mehr von den elastischen undplastischen Deformationsgradienten selbst, sondern von den symmetrischen elastischenund plastischen Greenschen Verzerrungstensoren ESe und ESp abh�angt: S��;FSe;FSp�!  S��;ESe;ESp� : (4.27)Das Prinzip der materiellen Objektivit�at wurde dabei sowohl auf die Abh�angigkeit derfreien Energie von FSe als auch von FSp angewandt, s. Ehlers [20], wobei letzteres in derLiteratur auch als "Forderung der Invarianz der Materialgleichungen gegen�uber Drehungder plastischen Zwischenkon�guration\ bezeichnet wird, vgl. Hartmann [39]. Die fehlendeEindeutigkeit der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten (4.5) hat somitkeine Auswirkung auf die Formulierung der Materialgleichungen. In (4.27) wurde vor-ausgesetzt, da� die freie Energie des Festk�orpers nur von dessen Proze�variablen, nichtaber von denen des Porenuids abh�angt (vgl. Ehlers [20]). Mit der Beschr�ankung aufhyperelastisches Materialverhalten kann die freie Helmholtz sche Energie in der Form S��;ESe;ESp�!  ����+  Se�ESe�+  Sp�ESe;ESp� : (4.28)angesetzt werden. Der Anteil  Se(ESe) stellt dabei die gespeicherte elastische Energie dar.Mit Hilfe von Tabelle 4.2 l�a�t sich der elastische Greensche Verzerrungstensor durch reinelastische und rein plastische Deformationsanteile ausdr�ucken:ESe = 12 �CS �CSp� = FSTp 12 �ĈSe � I�FSp : (4.29)F�ur die Darstellung der gespeicherten elastischen Energie folgt unter Beachtung der Ob-jektivit�at Se�ESe�!  Se �ĈSe;FSp����FSp=konst: !  Se �ĈSe;ESp����ESp=konst: : (4.30)



56 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGDie Abh�angigkeit der gespeicherten elastischen Energie von der (festgehaltenen) plasti-schen Deformation l�a�t sich anhand des Kompressionspunktes veranschaulichen: W�ahrendzur Beschreibung des Kompressionspunktes rein elastischen Materialverhaltens zus�atzli-che Parameter gen�ugen, die in Abh�angigkeit der Anfangsporosit�at 1�nS0S formuliert sind(vgl. Ehlers [20], Eipper [30]), mu� im Falle elastoplastischen Materialverhaltens die Po-rosit�at auf der Zwischenkon�guration nSp eingehen. Je nach plastischer Vordeformationstellt sich somit unterschiedliches elastisches Materialverhalten ein. Da der plastische De-formationsgradient FSp w�ahrend rein elastischer Deformation konstant bleibt, kann er indiesem Sinne als Parameter der gespeicherten elastischen Energie  Se und somit auch deselastischen Gesetzes aufgefa�t werden. Eine ausf�uhrliche Diskussion des Zusammenhangsfolgt in Kapitel 4.3.2.Wie bei Ehlers [20] gezeigt wurde, kann der Extraanteil des Cauchy-Spannungstensors(3.17) auch bei einem uidgef�ullten, por�osen Festk�orper analog der klassischen Theorieunter Beachtung materieller Objektivit�at �uberTSE = �S FS @  Se@ ESe FTS (4.31)bestimmt werden. Da die weiteren Ausf�uhrungen sich ausschlie�lich auf die Extraanteilebeziehen, wird dies nicht mehr explizit erw�ahnt. Sie werden lediglich durch den Index(: : :)E kenntlich gemacht. F�ur den Kirchho� -Spannungstensor � SE = detFSeTSE der ak-tuellen Kon�guration, �̂ SE der Zwischenkon�guration und den zweiten Piola-Kirchho� -Spannungstensor SSE erh�alt man analog� SE = �S0S FS @  Se@ ESe FTS ;�̂ SE = �S0S FSp @  Se@ESe FSp ;SSE = �S0S @  Se@ ESe ; (4.32)
mit der Partialdichte �S0S = nS0S �SR des materiell inkompressiblen Festk�orpers in dessenReferenzkon�guration Das Transportverhalten der Spannungstensoren kann Abbildung4.4 entnommen werden.Elastizit�atstensoren�Uber die materielle Zeitableitung des zweiten Piola-Kirchho� -Spannungstensors bei fest-gehaltener plastischer Zwischenkon�guration,�SSE�0S = @ SSE@ESe �ESe�0S ; (4.33)l�a�t sich durch Einsetzen der Beziehung SSE = F�1S � SE FT�1S der Elastizit�atstensor derReferenzkon�guration motivieren:4Be= �S0S @2  Se@ESe 
 @ ESe : (4.34)
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Referenzkon�gurationSSE = �S0S @  Se@ ESe�SSE�0S

Zwischenkon�guration�̂ SE = �S0S @  Se@ �̂Se��̂ SE�rp

aktuelle Kon�guration� SE = �S0S @  Se@ASe�� SE�rFS(: : :)FTS
FSe(: : :)FSTe

FSp(: : :)FSTpAbbildung 4.4: Transportverhalten der Spannungstensoren und Spannungsgeschwindig-keitenDem Konzept der Lie- bzw. Oldroyd -Ableitung folgend ergibt sich durch kovariantenVorw�artstransport mit FS (: : :)FTS auf die aktuelle Kon�guration der entsprechende Aus-druck f�ur den Kirchho� -Spannungstensor�� SE�r = FS �SSE�0S FTS= FS h 4Be �ESe�0SiFTS (4.35)mit der unteren Lie- bzw. Oldroyd -Ableitung� : : : �r = � : : : �0S � LS � : : : �� � : : : �LTS : (4.36)Einsetzen der Transportbeziehung zwischen der materiellen Zeitableitung (ESe)0S des ela-stischen Greenschen Verzerrungstensors und der oberen Lie- bzw. Oldroyd -Ableitung(ASe)� des elastischen Almansi-Verzerrungstensors der aktuellen Kon�guration (vgl. Ta-belle 4.3) liefert �� SE�r = FS h 4Be �FTS (ASe)� FS�FTSi=: 4Ce �ASe�� (4.37)mit dem Elastizit�atstensor der aktuellen Kon�guration (vgl. Ehlers [20])4Ce= �FS 
 FS�23T 4Be �FTS 
 FTS�23T : (4.38)



58 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGMit der Einf�uhrung der unteren plastischen Lie- bzw. Oldroyd -Ableitung der Zwischen-kon�guration � ^: : :�rp = � ^: : :�0S � L̂Sp � ^: : :�� � ^: : :� L̂STp (4.39)erh�alt man analog �uber kovarianten Vorw�artstransport der materiellen Zeitableitung deszweiten Piola-Kirchho� -Spannungstensors (4.33) mit FSp (: : :)FSTp auf die Zwischenkon-�guration ��̂ SE�rp = FSp �SSE�0S FSTp= FSph 4Be �ESe�0SiFSTp : (4.40)Einsetzen des Transports der materiellen Zeitableitung des elastischen Greenschen Ver-zerrungstensor auf die Zwischenkon�guration (vgl. Abbildung 4.3) liefert schlie�lich��̂ SE�rp = 4̂Ce ��̂Se��p (4.41)mit dem Elastizit�atstensor der Zwischenkon�guration4̂Ce= �FSp 
 FSp�23T 4Be �FSTp 
 FSTp �23T : (4.42)Die Elastizit�atstensoren und ihr Transportverhalten sind zusammen mit der alternativenDarstellung �uber die Ableitung aus der gespeicherten elastischen Energie  Se in Abbildung4.5 zusammengefa�t.

Referenzkon�guration4Be = �S0S @2  Se@ ESe 
 @ESe
Zwischenkon�guration4̂Ce = �S0S @2  Se@ �̂Se 
 @�̂Se

aktuelle Kon�guration4Ce = �S0S @2  Se@ASe 
 @ASe�FS 
 FS�23T (: : :)�FTS 
 FTS�23T
�FSe 
 FSe�23T (: : :)�FSTe 
 FSTe �23T

�FSp 
 FSp�23T (: : :)�FSTp 
 FSTp �23TAbbildung 4.5: Elastizit�atstensoren und deren Transportverhalten



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 59Elastizit�atsgesetzF�ur die vorliegende Arbeit wurde eine Verzerrungsenergiefunktion vom Neo-Hooke-Typverwendet, die einen volumetrischen Erweiterungsterm zur Beschreibung des Kompres-sionspunktes enth�alt. Die Verzerrungsenergiefunktion und das daraus abgeleitete elasti-sche Gesetz wurden f�ur rein elastisches Materialverhalten von Ehlers & Eipper [26] vor-geschlagen und in Eipper [30] ausf�uhrlich diskutiert.Die Verzerrungsenergiefunktion, modi�ziert zur Anwendung im Rahmen einer elastopla-stischen Formulierung, lautet Se = 1�S0S "�S2 �IeS � 3)� �S ln(JSe) + �S �1� nSp �2 JSe � 11� nSp � ln JSe � nSp1� nSp !# :(4.43)Hierbei stellt IeS die erste Invariante des linken bzw. rechten elastischen Cauchy-Green-Deformationstensors BSe bzw. ĈSe dar und JSe = detFSe die Determinante des elasti-schen Anteils des Deformationsgradienten. Der Ausdruck nSp beschreibt den Volumenanteildes Festk�orpers auf der Zwischenkon�guration:nSp := nS0SdetFSp : (4.44)Der Kompressionspunkt ist erreicht, wennnS = 1 (4.45)gilt, d. h. auf der aktuellen Kon�guration kein Porenvolumen mehr vorhanden ist. Aus derintegrierten Form der Massenbilanz des Festk�orpers (3.23) folgt mit der multiplikativenZerlegung (4.2) des DeformationsgradientendetFSe detFSp = nS0SnS : (4.46)Durch Umformung mit der De�nition (4.44) des Volumenanteils auf der Zwischenkon�-guration und der De�nition der elastischen und plastischen Volumendehnungen JSe undJSp detFS = nS0SnSp nSpnS =: JSp JSe (4.47)erh�alt man f�ur den Kompressionspunkt mit nS = 1 die alternative DarstellungJSe = nSp : (4.48)Die elastische Volumendehnung JSe ist durch die Porosit�at auf der Zwischenkon�gu-ration beschr�ankt und der Kompressionspunkt erreicht, wenn der volumetrische Anteil



60 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGJSe der elastischen Deformation gleich der Porosit�at auf der Zwischenkon�guration ist.Der Kirchho� -Spannungstensor �̂ SE der Zwischenkon�guration folgt aus der Funktion  Sedurch Ableitung nach dem elastischen Verzerrungstensor �̂Se der Zwischenkon�guration,vgl. Abbildung 4.4�̂ SE = �S �I� ĈS�1e �+ �S �1� nSp �2� JSe1� nSp � JSeJSe � nSp � ĈS�1e ; (4.49)wobei 2 K̂Se = (I� ĈS�1e ) den elastischen Karni-Reiner -Verzerrungstensor der Zwischen-kon�guration darstellt. Der zweite Piola-Kirchho� -Spannungstensor und der Kirchho� -Spannungstensor der aktuellen Kon�guration lauten:SSE = �S �CS�1p �C�1S �+ �S �1� nSp �2� JSe1� nSp � JSeJSe � nSp � C�1S ;� SE = �S �BSe � I�+ �S �1� nSp �2� JSe1� nSp � JSeJSe � nSp � I : (4.50)Hierin stellen 2KSe = (BSe�I) und 2 RKSe= (CS�1p �C�1S ) die elastischen Karni-Reiner -Verzerrungstensoren der aktuellen und der Referenzkon�guration dar. Die Elastizit�atsten-soren ergeben sich aus den zweiten Ableitungen der Funktion  Se nach den jeweiligenVerzerrungsma�en. Die Elastizit�atstensoren der Zwischenkon�guration 4̂Ce, der Referenz-kon�guration 4Be und der aktuellen Kon�guration 4Ce lauten:4̂Ce = � �ĈS�1e 
 ĈS�1e �23T +� �ĈS�1e 
 ĈS�1e � ;4Be = � �C�1S 
C�1S �23T +� �C�1S 
C�1S � ;4Ce = � (I
 I)23T +� (I
 I) : (4.51)
Hierin bezeichnen � und � skalare Gr�o�en (vgl. Eipper [30]):� = �S � �S�1� nSp �JSe JSe � 1JSe � nSp ;� = �S "�1� nSp ) JSe J2Se � 2nSp JSe + (nSp )2�JSe � nSp �2 # : (4.52)
4.3.2 Plastisches MaterialverhaltenMotivationEinen zentralen Aspekt der Formulierung der materialabh�angigen Gleichungen der Pla-stizit�at stellt die Frage dar, auf welcher Kon�guration die konstitutiven Gleichungen ein-gef�uhrt werden sollen. Aufbauend auf der Arbeit von Paulun [72] wird die Frage anhand



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 61der plastischen Volumendehnung ep behandelt:ep = detFSp � 1 : (4.53)F�ur die materielle Ableitung der plastischen Volumendehnung des Festk�orperskeletts, ge-bildet mit dessen Geschwindigkeit 0xS, erh�alt man mit (4.19)�ep�0S = �detFSp�FST�1p � �FSp�0S = detFSp �L̂Sp � I� (4.54)bzw. unter Ausnutzung der Tatsache, da� das innere Produkt eines schiefsymmetrischenTensors mit einem symmetrischen Tensor gleich dem inneren Produkt zwischen derensymmetrischen Anteilen ist �ep�0S = detFSp �D̂Sp � I� : (4.55)Bei der Betrachtung von metallischen, nichtpor�osen Materialien wird i. a. von plastischerInkompressibilit�at ausgegangen. Die plastische Volumendehnung (4.53) ist somit konstant:ep = konst: ; �ep�0S = 0 : (4.56)Es folgt, da� zur Sicherung plastischer Inkompressibilit�at der plastische Deformationsge-schwindigkeitstensor D̂Sp die Form eines Deviators aufweisen mu�:D̂Sp = D̂DS p : (4.57)F�ur die materielle Zeitableitung der plastischen Volumendehnungen (4.55) folgt:�ep�0S = detFSp �D̂DS p � I� = 0 : (4.58)Die Einhaltung der Bedingung (4.56) ist somit sichergestellt. Der hochgestellte Index(: : :)D bezeichnet dabei den Deviator eines Tensors. Da, wenn beispielsweise D̂Sp auf derZwischenkon�guration die Form eines Deviators besitzt, die entsprechende Gr�o�e der Re-ferenzkon�guration (ESp)0S bzw. der aktuellen Kon�guration �ASp�� i. a. nicht mehr dieForm eines Deviators aufweist, liegt es nahe, die Flie�regel auf der Zwischenkon�gurationeinzuf�uhren. Die Formulierungen auf der aktuellen und der Referenzkon�guration ergebensich durch die entsprechenden Transporte (vgl. Abbildung 4.3).Im Falle por�oser Festk�orperskelette k�onnen die Bedingungen (4.56) im allgemeinen nichtaufrechterhalten werden, da plastische Volumendeformationen zugelassen sind, vgl. Ka-pitel 4.2. Stattdessen ist die Einhaltung des Kompressionspunktes zu fordern. Dies kannalternativ �uber JSe � nSp oder nS � 1 (4.59)formuliert werden. F�ur die plastische Volumendehnung ep folgt mit (4.46) und (4.44)ep = detFSp � 1 � detFSnSp � 1 : (4.60)



62 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGEs darf somit lediglich der Porenraum, der nach Abzug der elastischen Volumendeforma-tion verbleibt, durch plastische Deformation geschlossen werden. Im Falle geschlossenerPoren darf aufgrund der materiellen Inkompressibilit�at der Festk�orpermatrix keine wei-tere kontraktante plastische Volumendehnung ((ep)0S < 0) mehr auftreten. Dilatante undvolumenneutrale plastische Volumendehnungen, also (ep)0S � 0, bleiben jedoch nach wievor m�oglich. Die Poren k�onnen sich sowohl durch elastische als auch durch plastische De-formationen wieder �o�nen. F�ur den plastischen Deformationsgeschwindigkeitstensor D̂Spfolgt die Bedingung limnS!1 D̂Sp � I � 0 : (4.61)Die beiden im Falle plastischer Inkompressibilit�at zu erf�ullenden Gleichungen (4.56) sindf�ur den Fall por�oser Festk�orper durch die Pendants (4.60) und (4.61) zu ersetzen.Aufgrund der Struktur der Gleichung (4.61), die ebenfalls die Spur D̂Sp � I des plastischenDeformationsgeschwindigkeitstensors enth�alt, liegt es auch im Falle por�oser Festk�orperaus den gleichen Gr�unden wie im Falle der klassischen Metallplastizit�at nahe, die Mate-rialgleichungen auf der Zwischenkon�guration einzuf�uhren. Dar�uber hinaus ist eine For-mulierung der konstitutiven Ans�atze der Plastizit�at in Abh�angigkeit des VolumenanteilsnS und somit des gesamten Deformationsgradienten FS n�otig, um die Bedingung (4.61)sicherstellen zu k�onnen.Der E�ekt des Kompressionspunktes soll an einem eindimensionalen Beispiel, bestehendaus einer por�osen Festk�orpermatrix mit einer einfachen, periodischen Struktur ohne Po-renuid unter horizontaler Belastung (vgl. Abbildung 4.6) verdeutlicht werden. Die grauunterlegten Fl�achen entsprechen der Festk�orpermatrix. Eine Deformation entspricht der�Anderung des Abstands der Strukturelemente, deren Inkompressibilit�at sich in der aufallen Kon�gurationen gleichen Dicke r �au�ert. Die L�ange der Struktur sei konstant.Die Porosit�at 1 � nS entspricht in Abbildung 4.6 dem Verh�altnis der Fl�achen zwischenden Strukturelementen zur Gesamt�ache. Da das Matrixmaterial selbst inkompressibelangenommen wurde, reduziert sich der Volumenanteil nS auf das Verh�altnis der Breiteder Strukturelemente r zur Periodenl�ange d. Die Porosit�at lautet somit1� nS = 1� rd : (4.62)Zuerst wird die aktuelle Kon�guration betrachtet. Die gesamte Volumendehnung ist durchden Porenschlu� begrenzt, d. h. die Elemente der Struktur d�urfen sich maximal ber�uhrenund es mu� r � d gelten. Durchdringung und Kompression der Strukturelemente selbstsind ausgeschlossen. Die Porosit�at mu� den beiden Ungleichungen1 � 1� nS = 1� nS0SdetFS � 0 (4.63)gen�ugen. F�ur das Beispiel erh�alt man mit nS0S = r=d0 und detFS = d=d0r � d; (4.64)
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dAbbildung 4.6: Eindimensionales Beispiel mit periodischer Struktur zur Verdeutlichungder strukturellen Verfestigungwas auch aus Abbildung 4.6 umgehend ersichtlich ist. Auf der Zwischenkon�guration mu�entsprechend r � d̂ gelten. Mit d̂ � d, d. h. im Fall der Kompression ist die Beziehungjedoch bereits �uber (4.64) sichergestellt. Man erh�alt keine neue Aussage. Der Kompres-sionspunkt kann ausschlie�lich durch Betrachtung des Volumenanteils bzw. der Porosit�atauf der aktuellen Kon�guration sichergestellt werden.Anmerkung: Die Einhaltung des Kompressionspunktes stellt keine konstitutive Annah-me dar, sondern folgt vielmehr aus der Einhaltung der Massenbilanz des Festk�orpers.Dies wird in der Form (4.45) deutlich, die direkt aus der Massenbilanz des Festk�orpers(3.23) folgt. Da die Abh�angigkeit der konstitutiven Gleichung der Plastizit�at von derGesamtdeformation aus der Struktur resultiert, wird sie im folgenden als "strukturelleVerfestigung\ bezeichnet, im Gegensatz zur Verfestigung des Matrixmaterials, der "ma-teriellen Verfestigung\. Die strukturelle Verfestigung stellt dabei keinen Ersatz f�ur diematerielle Verfestigung dar, sondern vielmehr eine im Bereich �niter Deformation por�oserMedien notwendige Erg�anzung des Materialgesetzes. So sind ihr bereits durch ihre re-versible Natur enge Grenzen bei der Modellierung realer Werksto�e gesetzt, vgl. Kapitel7.3.4.3.3 Struktur der MaterialgleichungenBevor die eigentlichen konstitutiven Gleichungen zur Beschreibung des plastischen Materi-alverhaltens behandelt werden, folgt zun�achst ein kurzer �Uberblick �uber die Struktur bzw.allgemeine Formulierung der geschwindigkeitsunabh�angigen, ie��achenbehafteten, iso-tropen Plastizit�at. Aufgrund der Betrachtungen im vorhergehenden Abschnitt werden diefolgenden Ausf�uhrungen vorwiegend in Gr�o�en der Zwischenkon�guration dargestellt. Die



64 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGentsprechenden Formulierungen auf der Referenzkon�guration bzw. der aktuellen Kon�-guration folgen durch Transport.Der Bereich rein elastischen Materialverhaltens, auch als elastischer Bereich bezeichnet,und der Bereich elastoplastischen Materialverhaltens werden durch die Flie�bedingung Fgetrennt: F ��̂ SE; q; r� < 0 ; elastischF ��̂ SE; q; r� = 0 ; plastisch (4.65)Die im Spaltenvektor q subsummierten Parameter beschreiben die Abh�angigkeit der Flie�-bedingung von der plastischen Deformationsgeschichte (materielle Verfestigung) und dieim Spaltenvektor r enthaltenen Parameter von der gesamten DeformationFS (strukturelleVerfestigung). Unter die erstgenannte Gruppe q fallen die klassischen Verfestigungsmo-dellierungen die i. a. in Abh�angigkeit der hydrostatischen und deviatorischen plastischenVerzerrungspfade pD und pVpD = Z 23 D̂DS p � D̂DS p dt ; pV = Z 13 D̂Sp � I dt (4.66)oder der plastischen Arbeit Wp Wp = Z �̂ SE � D̂Sp dt (4.67)formuliert werden. Die Darstellung der Menge aller Punkte im Spannungsraum, die der Be-dingung F ��̂ SE; q; r� = 0 gen�ugen wird als Flie��ache bezeichnet. Unter der Voraussetzungisotropen Materialverhaltens kann die Flie�bedingung F in Abh�angigkeit der ersten, zwei-ten deviatorischen und dritten deviatorischen Invarianten des Kirchho� -Spannungstensorsder Zwischenkon�guration formuliert werdenF = F �̂I; ÎID; ^IIID; q; r� (4.68)mit Î = �̂ SE � I ;ÎID = 12 �̂ SDE � �̂ SDE ;^IIID = 13 det �̂ SDE = 13 �̂ SDE � ��̂ SDE �̂ SDE � : (4.69)Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wird im folgenden f�ur die Darstellung die Abh�angigkeitvom gesamten Spannungstensor �̂ SE beibehalten. Im Falle rein elastischen Materialverhal-tens, also f�ur F < 0, wird die Spannungs-Dehnungsbeziehung allein durch das elastischeGesetz (4.31) bei konstanten plastischen Deformationen bestimmt. F�ur den Fall, da� dieFlie�bedingung (4.65) erf�ullt ist, ist die Entwicklung plastischer Deformation zus�atzlichan die Belastungsbedingung gekoppelt:@ F@ �̂ SE � ��̂ SE�rp 8<: < 0 : Entlastung ;= 0 : neutrale Belastung ;> 0 : plastische Belastung : (4.70)



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 65(�̂ SE)rp stellt dabei die untere plastische Lie-Ableitung des Kirchho� -Spannungstensorsder Zwischenkon�guration, d. h. die Spannungs�anderung bei festgehaltener Zwischenkon-�guration, dar und unter der Voraussetzung, da� F (�̂ SE; q; r) = 0 gilt, @F (�̂ SE; q; r)=@ �̂ SEdie Normale an die Flie��ache im Spannungsraum.F�ur den Fall, da� sowohl die Flie�bedingung (4.65) als auch die Belastungsbedingung(4.70) erf�ullt sind, wird die Entwicklung der eintretenden plastischen Deformation durchdie Flie�regel D̂Sp = � @ G��̂ SE; q; r�@ �̂ SE (4.71)bestimmt und die Entwicklung der isotropen materiellen Verfestigung durch deren Evo-lutionsgleichungen Q: �q�0S = �Q��̂ SE; q; D̂Sp� : (4.72)Die Funktion G stellt das plastische Potential dar. Im Falle der Isotropie k�onnen die Ent-wicklungsgleichungen (4.71) und (4.72) ebenso wie die Flie�bedingung (4.68) in Abh�angig-keit der Invarianten dargestellt werden. F�ur assoziierte Plastizit�at geht das plastische Po-tential G in die Flie��ache F �uber. Die skalare Variable � wird als plastischer Parameteroder Konsistenzparameter bezeichnet. Letztere Bezeichnung resultiert aus der Tatsache,da� � durch die sogenannte Konsistenzbedingung bestimmt werden kann.Da die Entwicklung plastischer Deformationen an die Flie�bedingung gekoppelt ist undsomit nur f�ur F = 0 statt�nden kann, mu� die Flie�bedingung auch w�ahrend des gesamtenplastischen Deformationsprozesses eingehalten werden. Es folgt daraus die Konsistenzbe-dingung unter Beachtung der strukturellen Verfestigung:�F ��̂ SE; q; r��0S = 0 = @ F@ �̂ SE � ��̂ SE�0S + @ F@ q � �q�0S + @ F@ r � �r�0S : (4.73)Einsetzen der unteren plastischen Lie-Ableitung des Kirchho� -Spannungstensors (4.39)0 = @ F@ �̂ SE � ��̂ SE�rp + 2 � @ F@ �̂ SE �̂ SE� � D̂Sp + @ F@ q � �q�0S + @ F@ r � �r�0S (4.74)und der Evolutionsgleichungen (4.71) f�ur D̂Sp und (4.72) f�ur q liefert� = � @ F@ �̂ SE � ��̂ SE�rp + @ F@ r � r0S2 � @ F@ �̂ SE �̂ SE� � @ G@ �̂ SE + @ F@ q �Q : (4.75)Somit kann der Konsistenzparameter � in den Evolutionsgleichungen (4.71) und (4.72)ersetzt werden.Der elastoplastische Tangentenmodul 4̂Cep, auch als Gesamtsto�tensor bezeichnet, ver-kn�upft den gesamten Verzerrungsgeschwindigkeitstensor (�̂S)4p mit der unteren plasti-schen Lie-Ableitung des Kirchho� -Spannungstensors (�̂ SE)rp :��̂ SE�rp = 4̂Cep ��̂S�4p : (4.76)



66 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGDie inkrementelle Materialgleichung entspricht dabei dem Pendant (4.41) f�ur den Fallrein elastischen Materialverhaltens. Die Elastoplastizit�atstensoren auf den verschiedenenKon�gurationen, 4Bep auf der Referenzkon�guration, 4Cep auf der Zwischenkon�gurationund 4Cep auf der aktuellen Kon�guration, besitzen das gleiche Transportverhalten wie dieentsprechenden Elastizit�atstensoren, vgl. Abbildung 4.5.Zur Herleitung der Elastoplastizit�atstensoren wird die additive Zerlegung der Verzerrungs-geschwindigkeiten (4.26) in die Elastizit�atsbeziehung (4.41) eingesetzt,��̂ SE�rp = 4̂Ce ��̂S � �̂Sp�4p ; (4.77)und ergibt mit der Flie�regel (4.71) und � aus (4.75)��̂ SE�rp = 4̂Ce ���̂S�4p � 1h � @ F@ �̂ SE � ��̂ SE�rp + @ Fr � r0S� @ G@ �̂ SE � : (4.78)Der skalare Faktor h h := 2 � @ F@ �̂ SE �̂ SE� � @ G@ �̂ SE + @ F@ q �Q (4.79)wird auch als Verfestigungsmodul bezeichnet, in Analogie an die Form des elastoplasti-schen Tangentenmoduls der von-Mises-Plastizit�at. Da die Parameter r von den Gesamt-verzerrungen abh�angen, erh�alt man mit@ F@ r � r0S = @ F@ �̂S � ��̂S�4p (4.80)aus (4.78)��̂ SE�rp = 4̂Ce ���̂S�4p � 1h � @ F@ �̂ SE � ��̂ SE�rp + @ F@ �̂S � ��̂S�4p � @ G@ �̂ SE � : (4.81)Au�osen nach dem Ausdruck (@ F=@ �̂ SE) � (�̂SE)rp und Einsetzen in (4.81) liefert schlie�lichnach einigen Umformungen den inkrementellen Zusammenhang der Form (4.76) zwischender Spannungs�anderung und den gesamten Verzerrungsgeschwindigkeiten mit dem elasto-plastische Tangentenmodul der Zwischenkon�guration unter Beachtung der strukturellenVerfestigung: 4̂Cep= 4̂Ce � 4̂Ce @ G@ �̂ SE 
 " 4̂Ce @ F@ �̂ SE + @ F@ �̂S #h+ 4̂Ce �� @ G@ �̂ SE 
 @ F@ �̂ SE� : (4.82)
Anmerkung: Unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit der elastischen Beziehung(4.31), die vom hier gew�ahlten Ansatz (4.49) von Eipper [30] gew�ahrleistet wird, k�onnen



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 67die Gesamtverzerrungen �̂S in Abh�angigkeit der Spannungen �̂ SE und der plastischenVerzerrungen �̂Sp angegeben werden:�̂ SE = �TS��̂S; �̂Sp� ! �̂S = �TS�1��̂ SE; �̂Sp� : (4.83)Hierbei bezeichnet �TS den funktionalen Zusammenhang zwischen Spannungen und Ver-zerrungen und �TS�1 die entsprechende inverse Formulierung. Durch Einsetzen der inversenFormulierung in die Flie�bedingung geht die Abh�angigkeit der Parameter r von den Ge-samtverzerrungen �uber in eine Abh�angigkeit von den Spannungen und den plastischenVerzerrungen: r��̂S� ! r��̂ SE; �̂Sp� : (4.84)Die Abh�angigkeit der Parameter r kann somit identisch wie die Abh�angigkeit der Para-meter q dargestellt werden. In der Flie�bedingung (4.65) kann somit formal die expliziteAbh�angigkeit von den Gesamtverzerrungen vermieden werden.Motiviert durch die physikalische Anschauung wird im folgenden die Formulierung inAbh�angigkeit der Gesamtverzerrungen beibehalten. Sie bietet nicht nur Vorteile bei derFormulierung der konstitutiven Beziehungen, vgl. Kapitel 4.3.4 und 4.3.5, sondern dar�uberhinaus auch bei der numerischen Implementierung. Da r keine inneren Variablen darstel-len, werden somit auch keine Evolutionsgleichungen und der damit verbundene Aufwandf�ur r ben�otigt, vgl. Kapitel 6.4.3.4 Flie�bedingungDie verwendete Flie�bedingung zur Beschreibung por�oser Materialien wurde von Ehlersentwickelt und in [22] ausf�uhrlich diskutiert. An dieser Stelle wird lediglich die Flie�bedin-gung mit ihren wichtigsten Eigenschaften und den durchgef�uhrten �Anderungen vorgestellt.Die Flie�bedingung lautet F = �̂1=2 + � Î + " Î2 � � (4.85)mit �̂ = ÎID�1 +  #̂�m + 12 � Î2 + �2 Î4#̂ = ^IIID=ÎID3=2 : (4.86)Durch Einf�uhrung der Reu� schen Variablen, r̂ und �̂r̂ =p2 ÎID ; �̂ = 13 arcsin�p272 ^IIIDÎID � ; (4.87)im folgenden als Flie�radius und Lodewinkel bezeichnet, l�a�t sich die Beschreibung derFlie��ache multiplikativ in zwei Anteile aufspalten:r̂��̂; Î� = Fh�̂I�Fd��̂� : (4.88)



68 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGDabei wird der Flie�radius r̂, der den Abstand der Flie��ache von der hydrostatischenAchse im Hauptspannungsraum darstellt, in Abh�angigkeit der ersten Invarianten Î �uberdie Funktion Fh und in Abh�angigkeit des Lodewinkels �̂ �uber die Funktion Fd dargestellt:Fh = p2 h�"2 � �2� Î4 + 2 � " Î3 + ��2 � �2 � 2 " �� Î2 � 2 � � Î + �2i1=2 ;Fd = h1 + 2p27  sin �3 �̂�i�m=2 : (4.89)In Abbildung 4.7 ist die Flie�bedingung im Hauptspannungsraum f�ur einen koh�asionslosenSand mit Materialparametern nach Ehlers & M�ullersch�on [29] dargestellt.
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Abbildung 4.7: Flie�bedingung von Ehlers [22] f�ur einen koh�asionslosen Sand mit denParametern nach Ehlers & M�ullersch�on [29]: � = 0; 001, � = 0; 25, = 1; 664, m = 0; 569, � = 1:53 � 10�3 m2=kN, " = 2:65 � 10�4 m2=kN,� = 1; 0 m2=kN.Durch die multiplikative Darstellung (4.88) der Flie��ache sind die hydrostatische unddie deviatorische Ebene einer getrennten Betrachtung zug�anglich.



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 69Hydrostatische EbeneDie Form der Flie�bedingung in der hydrostatischen Ebene wird durch die f�unf Para-meter f�; �; �; "; �g bestimmt. Im Rahmen der klassischen isotropen Verfestigung k�onnenprinzipiell alle f�unf Parameter beispielsweise in Abh�angigkeit der plastischen Vergleichs-dehnungen pD und pV aus (4.66) oder in Abh�angigkeit der plastischen Arbeit Wp aus(4.67) formuliert werden. Die im Rahmen der Beispiele in Kapitel 7 eingesetzte materielleVerfestigung wurde Ehlers & M�ullersch�on [29] entnommen. Im folgenden wird lediglichdie Formulierung der strukturellen Verfestigung vorgestellt. Bei hochpor�osen Materialien,wie z. B. Polymersch�aumen, gen�ugt diese im allgemeinen zur Beschreibung des plastischenVerfestigungsverhaltens, vgl. Kapitel 7.3.Die Tatsache, da� Reibungsmaterialien bei h�oheren hydrostatischen Spannungen aucheine erh�ohte Scherfestigkeit aufweisen, ist zwar ebenfalls eine Eigenschaft, die auf derStruktur des Materials beruht, jedoch kein Vefestigungse�ekt im eigentlichen Sinne, wederstruktureller noch materieller Natur. W�ahrend Verfestigung im hier verwendeten Sinnedie �Anderung der Flie�bedingung beschreibt, resultiert die erh�ohte Scherfestigkeit ausderen Form. Sie stellt vielmehr einen verfestigungs�ahnlichen E�ekt dar.F�ur die weiteren Betrachtungen gen�ugt es aufgrund der multiplikativen Aufspaltung (4.88)der Flie��ache, die hydrostatische Ebene bei konstantem Lodewinkel zu betrachten, z. B.f�ur den Fall der einfachen Scherung mit �̂ = 0�:r̂��̂; Î�����̂=0� =: r̂0�̂I� : (4.90)Zur Beschreibung des Kompressionspunktes ist es nun n�otig, da� die Flie��ache im Haupt-spannungsraum f�ur sich schlie�ende Poren, also f�ur zunehmenden Volumenanteil nS desFestk�orpers, den Bereich immer gr�o�erer hydrostatischer Spannungen umfa�t und die ent-sprechenden Spannungszust�ande somit im elastischen Bereich liegen. F�ur den Grenzzu-stand vollst�andig geschlossener Poren mu� die Flie��ache den Bereich unendlicher Dr�uckeumfassen. Unter Beachtung der Konvexit�at der Flie�bedingung und der Forderung nachErhalt des Schnittpunktes der Flie��ache mit der hydrostatischen Achse im Zugbereichl�a�t sich dies durch eine durchweg negative Steigung der Flie�bedingung sicherstellen:limnS!1 @ Fh(̂I)@ Î � 0 : (4.91)Eine M�oglichkeit zur geeigneten Erweiterung der Flie�bedingung von Ehlers liegt darin,die Abw�artskompatibilit�at des Modells zu nutzen. So hat Ehlers in [22] gezeigt, da� f�urspezielle Wahl der Materialparameter die Flie�bedingung auch die Darstellung einfachererbekannter Flie�kriterien beinhaltet.Mit der speziellen Wahl der Parameter� = � = " = 0 (4.92)



70 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGfolgt f�ur den hydrostatischen Anteil der Flie��ache Fh die FormFh�̂I� = p2��� � Î� ; (4.93)die vor allem als Versagenskriterium geeignet ist. Es handelt sich bei der Form (4.93)um das Kriterium nach Drucker & Prager [19], das im Hauptspannungsraum einen imDruckbereich o�enen Kegel beschreibt. F�ur die spezielle Wahl der Parameter� = � = " = 0 (4.94)geht der hydrostatische Anteil Fh der Flie�bedingung in das Kriterium von Green [35] zurBeschreibung duktiler Materialien �uber:�ÎID + �2 Î2�1=2 � � = 0 : (4.95)Wird zus�atzlich noch der Parameter � zu null gesetzt, erh�alt man schlie�lich nach kurzerUmformung die Flie�bedingung nach von-Mises [94]:ÎID � �2 = 0 : (4.96)Da das Drucker & Prager -Kriterium die zur Beschreibung des Kompressionspunktesgew�unschten bzw. ben�otigten Eigenschaften erf�ullt, liegt es nahe, f�ur den hydrostatischenAnteil Fh der Flie�bedingung den �Ubergang von der urspr�unglichen Form (4.89) zur ent-sprechenden Formulierung des Drucker & Prager -Kriteriums durchzuf�uhren. Es wurdeder folgende Ansatz gew�ahltFh = p2 h�~"2 � ~�2� Î4 + 2 � ~" Î3 + ��2 � ~�2 � 2 ~" �� Î2 � 2 � � Î + �2i1=2 : (4.97)mit ~" = "0 h�nS� ; ~� = �0 h�nS� ; ~� = �0 h�nS� : (4.98)Die Funktion h(nS) mu� dabei den folgenden Eigenschaften gen�ugen:h�nS0S� = 1 ;h�1� = 0 ;h�0� = 1 : (4.99)
Die erste Bedingung stellt die Abw�artskompatibilit�at zur Formulierung ohne strukturellerVerfestigung sicher und die zweite Bedingung den �Ubergang des hydrostatischen Anteilsder Ehlers-Flie�bedingung (4.89) zum Drucker & Prager -Kriterium (4.93) bei Erreichendes Kompressionspunktes mit nS = 1. Die dritte Bedingung besagt, da� die Festigkeitder Struktur bei unendlicher Ausdehnung auf null absinkt. Sie ist bei der Formulierung



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 71von Reibungsmaterialien eher von theoretischem Interesse, da sie in der Natur oftmalsnur eine geringe bis gar keine Koh�asion aufweisen und es somit kaum zu nennenswertenVolumenaufweitungen kommen kann, ohne da� Materialversagen eintritt.Anmerkung: In der Praxis ist es nicht n�otig, auch den Parameter � zu null zu setzen.Die Auswertung der Bedingung (4.91) liefert, da� die Parameter � und � der Ungleichung�2 � �2 ; (4.100)gen�ugen m�ussen. F�ur den Fall � = 0 entwickelt sich zudem die Kappe im Zugbereich zueiner Spitze. Die Ableitung der Flie�bedingung ist an dieser Stelle nicht mehr stetig, wasspeziell bei der numerischen L�osung der Plastizit�at zu Problemen f�uhren kann.F�ur die Funktion h(nS) wurde der Ansatzh(nS) = �nS0SnS 1� nS1� nS0S�� (4.101)gew�ahlt mit dem Materialparameter �. Die Funktion h ist in Abbildung 4.8 �uber demVolumenanteil nS f�ur verschiedene Werte von � aufgetragen.
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nS0 0,2 1,00,80,60,4Abbildung 4.8: Funktion h(nS) zur Beschreibung der Verfestigung in Abh�angigkeit desVolumenanteils nSEs ist mit komplexeren Ans�atzen zwar m�oglich, das Verhalten realer Werksto�e unterVerwendung zus�atzlicher Parameter genauer zu beschreiben, jedoch um den Preis ent-sprechend h�oherer Anforderungen an die im Bereich von Reibungsmaterialien ohnehinsehr aufwendige Versuchstechnik und Parameterbestimmung.In Abbildung 4.9 sind die Flie�radien r̂0 in der hydrostatischen Ebene in Abh�angigkeitder ersten Invarianten Î des Kirchho� -Spannungstensors der Zwischenkon�guration f�ur



72 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGverschiedene Volumenanteile nS aufgetragen. Der Volumenanteil in der Referenzkon�-guration betr�agt beim gew�ahlten Beispiel nS0S = 0; 66 und der Parameter � eins. DieAnn�aherung der Form der Flie�bedingung an das Kriterium von Drucker & Prager f�ursteigende Volumenanteile bzw. sich schlie�ende Poren ist deutlich zu erkennen. Auch dieVerkleinerung der Flie��ache bei gro�er Volumenaufweitung ist modelliert. Dieser Bereichist vorwiegend bei hochpor�osen, duktilen Materialien von Bedeutung.nS = 0; 56
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Î [MN/m2]
nS = nS0SnS = 0; 96nS = 0; 86nS = 0; 76400

-1,0-2,0 -1,5 0

600

Abbildung 4.9: Darstellung der strukturellen Verfestigung der Flie��ache f�ur sich schlie-�ende Poren in Abh�angigkeit des Volumenanteils nS �uber der ersten Inva-rianten ÎAnmerkung: Zur Beschreibung von Metall- oder Polymersch�aumen ist diese Formu-lierung nur bedingt geeignet, da sie sich nur in einem gewissen Bereich wie Reibungs-materialien verhalten. Bei steigenden hydrostatischen Spannungen steigt auch die ausder Struktur der Materialien resultierende Scherfestigkeit nahezu beliebig an. Ab einemgewissen Wert tritt eine S�attigung ein, bedingt durch den Maximalwert der Scherfestig-keit des reinen Matrixmaterials. Es ist in diesem Fall im Bereich gro�er hydrostatischerDr�ucke eine Ann�aherung der Form der Flie�bedingung an den von-Mises-Typ (4.96) ent-sprechend dem reinen Matrixmaterial zu erwarten. Eine Modellierung ist durch Nutzungder Abw�artskompatibilit�at zur von Mises-Formulierung (4.96) im Rahmen der struktu-rellen Verfestigung ebenfalls m�oglich. Hierbei sind zus�atzlich zur bisherigen Formulierungdie Parameter � und � mit einzubeziehen. Bei echten Reibungsmaterialien spielt dieserE�ekt eine geringere Rolle, vorausgesetzt die Zerst�orung der einzelnen granularen K�ornerwird ausgeschlossen.DeviatorebeneDie Form der Flie�bedingung in der Deviatorebene wird durch die Parameter fm; gbestimmt. Zur weiteren Betrachtung wird, analog dem Vorgehen in der hydrostatischen



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 73Ebene, die erste Invariante Î konstant gehalten:r̂��̂; Î����̂I=konst: = Fh�̂I����̂I=konst: Fd��̂� =: r̂d��̂� : (4.102)Durch einen Schnitt durch den Flie�k�orper in Abbildung 4.7 senkrecht zur hydrostatischenAchse erh�alt man die Darstellung der Flie�bedingung in der Deviatorebene in Abb. 4.10.
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Abbildung 4.10: Form der Flie�bedingung (4.89) in der Deviatorebene mit den Parame-tern m = 0; 569 und  = 1; 664.Die Flie�radien r̂d f�ur die speziellen Lodewinkel �̂ = 0� + n � 60�, �̂ = 30� + n � 120�und �̂ = 90� + n � 120� werden als Radius einfacher Scherung, Extensionsradius undKompressionsradius bezeichnet:r̂s := r̂�̂I; n � 60�� ;r̂t := r̂�̂I; 30� + n � 120�� = r̂ �1 + 2p27  ��m=2 ;r̂c := r̂�̂I; 90� + n � 120�� = r̂ �1� 2p27  ��m=2 : (4.103)In Abbildung 4.10 ist die f�ur Reibungsmaterialien typische Abweichung vom Radius dereinfachen Scherung r̂s in Richtung der Extensions- und Kompressionsradien r̂t und r̂c zuerkennen. Das Verhalten einiger Materialien n�ahert sich im Kompressionspunkt, der nichtmit dem Kompressionsradius zu verwechseln ist, entsprechend obigen �Uberlegungen demVerhalten des reinen Matrixmaterials an. Dies bedingt speziell bei der Beschreibung vonMetall- und Polymersch�aumen die Ann�aherung der Form der Flie�bedingung an die Formdes von Mises-Kriteriums. Mit der durch Experimente fundierten Annahme, die Form der



74 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGFlie�bedingung solle der Dreiecksform m�oglichst nahe kommen, vgl. Ehlers [22] und Zitatedarin, lassen sich aus der Forderung nach Konvexit�at (Grenzfall) die Bedingungen = p279m� 2 ; m � 611 (4.104)ableiten. Der Ansatz f�ur die Entwicklung von m in Abh�angigkeit des Volumenanteils desFestk�orpers nS zur Modellierung des �Ubergangs lautet~m = m0 hd(nS) (4.105)mit der monotonen und stetigen Funktion hd(nS). Im Gegensatz zur strukturellen Ver-festigung in der hydrostatischen Ebene sind dabei an die Entwicklung von ~m und somitvon hd(nS) andere Anforderungen zu stellen.Zum einen mu� die aus der Konvexit�atsbedingung resultierende Schranke (4.104)2 einge-halten werden. Vorausgesetzt m0 gen�uge der Bedingung (4.104)2, folgt direkt hd(nS) > 1.Zum anderen soll der Wert von ~m f�ur nS ! 1 gegen unendlich gehen, wodurch die Flie�-bedingung in der Deviatorebene die Form eines Kreises annimmt. Dar�uber hinaus soll dieFunktion hd(nS) im Bereich 0 : : : nS0S m�oglichst gering ansteigen. Der Grund daf�ur liegtdarin, da� die Bedingung der Abw�artskompatibilit�at die f�ur den hydrostatischen Teilber�ucksichtigt wurde (4.99) nicht mehr m�oglich ist. Sie soll daher zumindest m�oglichstweitgehend angen�ahert werden. Eine exakte Erf�ullung ist im allgemeinen nicht mehrm�oglich, da mit m0 = ~m(nS0S) und h(nS) monoton steigend bei fallendem Volumenan-teil nS auch ~m f�allt und die Verletzung der Konvexit�atsbedingung (4.104)2 droht. Dergew�ahlte Ansatz f�ur die Funktion hd(nS) lautethd(nS) = �1 + �11� nS ��2 (4.106)mit den Materialparametern �1 und �2. Auf die Darstellung der Funktion hd(nS) selbstwird an dieser Stelle verzichtet.In Abbildung 4.11 ist die Form der Flie�bedingung in der Deviatorebene in Abh�angigkeitdes Volumenanteils nS dargestellt. Die gew�unschte Eigenschaft, da� die Form im Bereich0 � nS � nS0S m�oglichst unver�andert bleiben soll, konnte eingehalten werden, ebenso wiedie Ann�aherung der Form an einen Kreis bei geschlossenen Poren. Das Ansprechverhaltendieser Form der strukturellen Verfestigung, d. h. wie schnell die Ver�anderung der Formin Abh�angigkeit des Volumenanteils nS eintritt, kann durch die Parameter �1 und �2 inweiten Bereichen zur Anpassung an verschiedene Materialtypen variiert werden.4.3.5 Flie�regel und plastisches PotentialDie Beschreibung der Entwicklung plastischer Deformation bei por�osen Medien, speziellim Bereich gro�er Deformationen, stellt ebenfalls besondere Anforderungen an die For-mulierung der konstitutiven Ans�atze. So sind zum einen theoretische Grenzzust�ande wie
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Abbildung 4.11: Entwicklung der Form der Flie�bedingung in der Deviatorebene f�urver�anderliche Volumenanteile nS mit den Parameter: �1 = 0; 001,�2 = 6; 0, m0 = 0; 569 und  = p27=(9m� 2) = 1; 665.beim bereits diskutierten Kompressionspunkt zu ber�ucksichtigen und zum anderen An-forderungen, die aus der Beobachtung realen Materialverhaltens, speziell Experimenten,resultieren. Besonders der letzte Punkt erfordert ein gro�es Ma� an Flexibilit�at bei derFormulierung der konstitutiven Ans�atze, um eine m�oglichst gro�e Gruppe por�oser Ma-terialien beschreiben zu k�onnen. So zeigt bereits der gleiche Sand in Abh�angigkeit derLagerungsdichte im Bereich gro�er Dr�ucke ein g�anzlich unterschiedliches Verhalten. Derdicht gelagerte Sand zeigt deutlich ausgepr�agtere dilatante, plastische Deformationen alsder locker gelagerte Sand, vgl. Lade & Kim [55] und Wood [96]. Bei der Entwicklungdes plastischen Potentials G��̂ SE; q; r�, aus der die Flie�regel durch Ableitung nach demKirchho� -Spannungstensor �̂ SE der Zwischenkon�guration hervorgeht, wurden speziell diefolgenden Anforderungen ber�ucksichtigt:1. Einhaltung des Kompressionspunktes,2. Abw�artskompatibilit�at zu bestehenden Modellen,3. im Kappenbereich �Ubergang zu rein volumetrischem Flie�en,4. Anpassung des Dilatanzwinkels zur Beschreibung assoziiertenund nichtassoziierten Flie�ens,5. sowohl strukturelle als auch materielle Verfestigung,6. Modellierung des �Ubergangs zu rein deviatorischem Flie�en,7. stetige und stetig di�erenzierbare Ein�achenformulierung.



76 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGDabei ist die gleichzeitige Erf�ullung aller Anforderungen nicht immer n�otig. So sind beson-ders die Punkte 4 - 6 lediglich als Optionen zur Modellierung speziellen Materialverhaltenszu verstehen, die �uber Materialparameter zu steuern sind. Sie sind nicht als fest eingebauteEigenschaften des konstitutiven Modells zu formulieren.Der erste Punkt wurde bereits ausgiebig diskutiert und bedarf keiner weiteren Erl�aute-rung. Es sei lediglich angemerkt, da� es zur Erf�ullung der Anforderung gen�ugt, die Einhal-tung der Gleichung (4.61) sicherzustellen. Die zweite Anforderung ist weder theoretischerNatur, noch direkt durch Experimente begr�undet. Ihr liegt vielmehr die �Uberlegung zuGrunde, in Verbindung mit der Abw�artskompatibilit�at der Flie�bedingung (4.93), (4.95)und (4.96) die Abw�artskompatibilit�at des gesamten plastischen Materialmodells sicherzu-stellen. Dar�uber hinaus k�onnen die sich aus der Abw�artskompatibilit�at ergebenden Eigen-schaften zur Sicherung der anderen Anforderungen genutzt werden, wie dies z. B. auchbei der Formulierung der strukturellen Verfestigung der Flie�bedingung durch den �Uber-gang zum Drucker & Prager -Kriterium durchgef�uhrt wurde. Die dritte Anforderung isto�ensichtlich, besagt sie doch nichts anderes, als da� bei rein hydrostatischen Spannungs-zust�anden keine deviatorischen plastischen Deformationen einsetzen k�onnen. Dar�uber hin-aus handelt es sich hierbei auch um eine Konsequenz aus der Forderung nach stetiger Dif-ferenzierbarkeit des plastischen Potentials. Da speziell Reibungsmaterialien ausgepr�agtes,nichtassoziiertes Flie�en aufweisen, vgl. Kim & Lade [49], Lade & Kim [54], [55] undWood[96], wurde die vierte Anforderung aufgenommen. Dem f�unften Punkt liegt die Tatsachezugrunde. da� das plastische Potential bzw. die Flie�regel nur f�ur Spannungszust�ande aus-gewertet wird, die auf der Flie��ache liegen, also f�ur F (�̂ SE; q; r) = 0. Es liegt daher nahe,das plastische Potential gemeinsam mit der Flie�bedingung zu verfestigen, ungeachtet derArt der Verfestigung. Der sechsten Anforderung liegen zwei verschiedene E�ekte zugrun-de. Zum einen ist speziell bei Polymer- und Metallsch�aumen bei Ann�aherung bzw. Errei-chen des Kompressionspunktes davon auszugehen, da� auch die Flie�regel sich der Formdes reinen Matrixmaterials ann�ahert. Ob dabei die Poren "verschwei�en\ oder nicht istvon untergeordneter Bedeutung, da die durch Reibungse�ekte erzeugte strukturbedingteScherfestigkeit bei gro�en Dr�ucken entsprechend ansteigt und somit die Scherfestigkeit desMatrixmaterials den Grenzwert darstellt. Zum anderen stellt sich bei einigen Reibungs-materialien, z. B. locker gelagerten Sanden, nur eine geringe Dilatanz w�ahrend der plasti-schen Deformation ein, da die loseste Lagerung einen nat�urlichen Grenzwert darstellt. DieFlie�regel mu� daher die M�oglichkeit bieten, speziell auch im Rahmen der strukturellenVerfestigung den �Ubergang zu isochorem Flie�en abzubilden, d. h. eine Ann�aherung desplastischen Potentials an die Form der von-Mises-Flie�bedingung (4.96). Zur Vermeidungvon Problemen, die Unstetigkeiten bei der Implementierung verursachen k�onnen, soll dasplastische Potential schlie�lich ebenso wie die Flie�bedingung als eine stetige und stetigdi�erenzierbare Fl�ache formuliert werden.Experimente wie z. B. von Kim & Lade [49] oder Yamada & Ishihara [98] haben gezeigt,da� die Flie�regel in der Deviatorebene in guter N�aherung koaxial angesetzt werden kann.Das plastische Potential G besitzt somit die Form eines Kreises, vgl. Abbildung 4.11 f�urnS � 1. Eine multiplikative Zerlegung des plastischen Potentials in Anlehnung an dieZerlegung der Flie�bedingung (4.88) wird daher nicht ben�otigt, und die Abh�angigkeit vonder dritten deviatorischen Invarianten ^IIID des Kirchho� -Spannungstensors entf�allt. Die



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 77folgenden Ausf�uhrungen beziehen sich entsprechend ausschlie�lich auf die hydrostatischeEbene.Aufbauend auf der von Ehlers zur Beschreibung von Reibungsmaterialien entwickeltenFlie�bedingung (4.85) und (4.86) wurde der folgende neue Ansatz f�ur das plastische Po-tential konstruiert:G�Î; ÎID; ^IIID; q; r� = �	1 ÎID + 12 ~� Î2 + ~�2 Î4�1=2 +	2 � Î + ~" Î2 : (4.107)Die Entwicklung der Parameter ~�; ~�; ~" wird dabei entsprechend der Flie�bedingung (4.98)und (4.101) gew�ahlt. Sollte dort eine abweichende Form der Verfestigung eingesetzt wer-den, sind die Parameter in (4.107) entsprechend zu w�ahlen, so da� sie denselben Entwick-lungsgleichungen folgen. Der Einfachheit halber wird der Index ~(: : :) f�ur die im Rahmender Verfestigung ver�anderlichen Parameter im folgenden weggelassen. Die beiden neuenMaterialparameter 	1 > 0 und 	2 > 0 dienen in erster Linie der Einstellung des Di-latanzwinkels und k�onnen speziell im Rahmen der strukturellen Verfestigung auch alsFunktionen z. B. des Volumenanteils nS formuliert werden.Der Dilatanzwinkel �̂p ist als das Verh�altnis zwischen den Betr�agen des Kugelanteils unddes deviatorischen Anteils des symmetrischen plastischen Verzerrungsgeschwindigkeitsten-sors D̂Sp de�niert: tan �̂p = D̂KS p � I������D̂DS p������ : (4.108)In Abbildung 4.12 ist der Flie�radius in der hydrostatischen Ebene zusammen mit denVerl�aufen des Dilatanzwinkels �̂p f�ur assoziiertes und nichtassoziiertes Flie�en aufgetragen.F�ur die spezielle Wahl der Parameter 	1 = 	2 = 1 geht die Formulierung des plastischenPotentials G (4.107) in die entsprechende Formulierung der Flie�bedingung f�ur �̂ = 0��uber. Es liegt dann in bezug auf die hydrostatische Ebene assoziiertes Flie�en vor. DieAnpassung der Dilatanzfunktion f�ur Berliner Sand �uber die beiden Parameter 	1 und 	2wurde von Ehlers & M�ullersch�on [29] durchgef�uhrt.Anmerkung: Da die Auswertung der Flie�regel und somit auch des plastischen Potentialsnur f�ur Spannungszust�ande ben�otigt wird, die der Bedingung F = 0 gen�ugen, kann dieAbh�angigkeit von der zweiten deviatorischen Invarianten ÎID ersetzt werden. Mit demkonstant gehaltenen Lodewinkel �̂ = 0� folgt aus der De�nition des Flie�radius r̂ (4.87)1in Verbindung mit (4.88) ÎID = 12 F 2h (̂I; q; r) : (4.109)F�ur konstante Lodewinkel kann somit die Abh�angigkeit des plastischen Potentials vomKirchho� -Spannungstensor �̂ SE auf die Abh�angigkeit von dessen erster Invarianten Î re-duziert werden. Dieses Vorgehen erm�oglicht die Darstellung des Dilatanzwinkels �uber derersten Invarianten Î und wird im weiteren Verlauf u. a. bei der Darstellung der Diagramme4.12 bis 4.14 angewandt.
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-400-600 -100Abbildung 4.12: Dilatanzwinkel �̂p in Abh�angigkeit der ersten Invarianten Î mit den Ma-terialparametern nach M�ullersch�on & Ehlers [29]: � = 0; 001, � = 0; 25, = 0; 569, m = 1; 664, � = 1; 53 � 10�3m2=kN, " = 2; 65 � 10�4m2=kN,� = 1; 0m2=kN und 	1 = 4; 545, 	2 = 0; 770Unter Verwendung der Dilatanzfunktion tan �̂p kann die Flie�regelD̂Sp = � @ G�̂I; ÎID; q; r�@ �̂ SE = �"@ G�̂I; ÎID; q; r�@ Î I+ @ G�̂I; ÎID; q; r�@ ÎID �̂ SDE # (4.110)umgeformt werden zu D̂Sp = �" 12pÎID �̂ SDE + 1p6 tan �̂p I# : (4.111)Die Dilatanzfunktion tan �̂p lautet dabei:tan �̂p = p3	1p2 ÎID �� Î + 4 �2 Î3 + 2r	1 ÎID + Î2 ��2 + �2 Î2� �	2 � + 2 " Î�� : (4.112)Bevor die Erf�ullung der Anforderungen �uberpr�uft wird, soll zun�achst der Einu� der bei-den neuen Parameter 	1 und 	2 auf die Dilatanzfunktion tan �̂p untersucht werden. InAbbildung 4.13 ist die Dilatanzfunktion f�ur den assoziierten Fall, also mit 	1 = 	2 = 1,



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 79und f�ur die Anpassung nach Ehlers & M�ullersch�on [29] �uber der ersten Invarianten desKirchho� -Spannungstensors der Zwischenkon�guration aufgetragen. Bei der Darstellungdes nichtassoziierten Falls wurde jeweils nur einer der beiden Parameter 	1 und 	2 vari-iert, w�ahrend der jeweils andere gleich eins gesetzt, sein Einu� also ausgeschaltet wurde.
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-400 Î [kN/m2]-2-1Abbildung 4.13: Einu� der Parameter 	1 und 	2 auf die DilatanzfunktionDer Wert von 	2 beeinu�t vorwiegend die Nullstelle der Dilatanzfunktion, entspricht alsoim wesentlichen einer Parallelverschiebung der Kurve, w�ahrend 	1 sich auf die Steigungund die Kr�ummung auswirkt, vgl. Abbildung 4.13. Die Trennung der E�ekte der beidenParameter, d. h. die Tatsache, da� sie den Verlauf der Dilatanzfunktion weitgehend un-abh�angig voneinander beeinussen, macht die neue Formulierung (4.107) des plastischenPotentials in weiten Bereichen einer Anpassung gut zug�anglich, auch speziell in Hinsichtauf den Einsatz numerischer Verfahren.Als n�achstes folgt die Betrachtung einiger Grenzwerte der Dilatanzfunktion. Beim �Uber-gang in den Kappenbereich n�ahert sich der Wert des Flie�radius r̂o(̂I) null an. Mit (4.88)und (4.109) eingesetzt in die Dilatanzfunktion (4.112) ergibt sich f�ur den Wert von tan �̂pim Durchsto�punkt der hydrostatischen Achse durch die Flie��ache im Druck- und Zug-bereich tan �̂p = 1 �! �̂p = 90� ;tan �̂p = �1 �! �̂p = �90� : (4.113)Die Kappen bleiben somit auch beim plastischen Potential erhalten. F�ur den Grenz�uber-gang 	1 !1 ergibt sich aus (4.112) umgehendlim	1!1 tan �̂p = 0 : (4.114)Der hydrostatische bzw. volumen�andernde Anteil des symmetrischen, plastischen Ver-zerrungsgeschwindigkeitstensors D̂Sp � I nimmt f�ur steigende Werte von 	1 im Vergleich



80 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGzum deviatorischen Anteil ab, vgl. (4.108). Der Verlauf der Dilatanzfunktion ist in Ab-bildung 4.14 f�ur verschiedene Werte von 	1 bei ansonsten gleichen Materialparameternaufgetragen. Die Funktion n�ahert sich dabei f�ur steigende Werte von 	1 der entsprechen-den Formulierung der assoziierten von-Mises-Plastizit�at an. Diese Eigenschaft ist wiederspeziell bei der Modellierung hochpor�oser Metall- und Polymersch�aume von Interesse.
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-400 Î [kN/m2]-2-1Abbildung 4.14: Ann�aherung des Dilatanzfunktion tan �̂p an die Dilatanzfunktion dervon Mises Formulierung f�ur steigende Werte von 	1Im folgenden sei vorausgesetzt, da� der Kompressionspunkt erreicht sei und die Parame-ter f�; "g im Rahmen der strukturellen Verfestigung den Wert null angenommen haben,vgl. Kapitel 4.3.4. Der Porenschlu� ist zudem mit gegen �1 gehenden hydrostatischenSpannungen verbunden, als Konsequenz aus der Formulierung des elastischen Gesetzes,vgl. Eipper [30]. F�ur das Verh�altnis zwischen Î und pÎID f�ur Spannungszust�ande auf derFlie��ache ergibt sich f�ur den Grenzwert unendlicher Dr�ucke mit " = � = 0limÎ!�1 ÎpÎID = �vuut 1�2 � �2 ; (4.115)vgl. 4.100. Dies beschreibt die Steigung des Drucker & Prager -Kegels in der hydrostati-schen Ebene. Der Grenzwert der Dilatanzfunktion im Bereich des Kompressionspunktesf�ur gegen unendlich gehende Dr�ucke ergibt sich aus (4.112) zulimÎ!�1 tan �̂p�����="=0 = limÎ!�1 p3	1p2 "� ÎpÎID + 2s	1 + �2� ÎpÎID�2	2 �# (4.116)



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 81und in Verbindung mit (4.115) zulimÎ!�1 tan �̂p�����="=0 = p3	1r2 ��2 � �2 � �� � + 2	2 �r	1 ��2 � �2 �+ �2� : (4.117)Die Steigung des "Kegels\ des plastischen Potentials n�ahert sich f�ur den beschriebenenGrenzzustand einem konstanten, endlichen Wert an, der mit Hilfe der Parameter 	1 und	2 unabh�angig von der Flie�bedingung angepa�t werden kann. In Verbindung mit derBedingung (4.100) h�angt das Vorzeichen lediglich vom Klammerausdruck in (4.117) ab.F�ur 	1 � � �2	2��2 � �2�2 � �2 (4.118)besitzt das plastische Potential wie sp�ater ben�otigt eine negative Steigung.Nachdem die ben�otigten Grenzbetrachtungen durchgef�uhrt sind, k�onnen die Anforderun-gen an das plastische Potential veri�ziert werden. Die Einhaltung des Kompressionspunk-tes ist gew�ahrleistet, sofern bei Ann�aherung an nS = 1 und den damit verbundenenunendlichen Dr�ucken die Spur des symmetrischen Anteils des plastischen Deformations-geschwindigkeitstensors D̂Sp gr�o�er oder gleich null ist, vgl. (4.61). Aus (4.111) ergibtsich D̂Sp � I = �r32 tan �̂p : (4.119)Mit (4.117) und unter der Voraussetzung, da� die Bedingung (4.118) durch die Material-parameter 	1 und 	2 erf�ullt wird, ist tan �̂p positiv, und es folgt direkt die Einhaltungdes Kompressionspunktes.Anmerkung: Die Einhaltung der Bedingung (4.118) stellt i. a. keine nennenswerte Ein-schr�ankung f�ur die Parameterwahl dar. F�ur die in Abbildung 4.12 verwendeten Parame-ter erh�alt man beispielsweise 	1 � 0; 000065=	22 � 0; 0081 bzw. mit 	2 = 0; 770 folgt	1 � �0; 0079.Die Abw�artskompatibilit�at der Formulierung ist o�ensichtlich, da das plastische Potentialdirekt aus der Flie�bedingung entwickelt wurde und entsprechend auch deren Eigenschaf-ten enth�alt. Der �Ubergang zu rein volumetrischem Flie�en, der in Punkt drei f�ur dieKappenbereiche gefordert wurde, ist durch (4.113) sichergestellt. Dabei ist zu beachten,da� der deviatorische Anteil der plastischen Deformation in der Flie�regel erst nach Mul-tiplikation mit dem Konsistenzparameter � verschwindet. Um eine endliche plastischeDeformationsgeschwindigkeit zu erhalten, mu�, da tan �̂p !1, der Konsistenzparametergleich null werden, und der erste Anteil in (4.111) verschwindet. Punkt vier wurde durchDiskussion des Einusses der neuen Parameter gezeigt und Punkt f�unf folgt direkt ausder Ableitung des plastischen Potentials aus der Flie�bedingung. In Abbildung 4.15 sinddie Flie��ache und die Dilatanzfunktion �uber der ersten Invarianten Î aufgetragen. ImBereich der Kappen der Flie��ache �ndet rein hydrostatisches Flie�en statt. Die Kappenwerden durch das plastische Potential bzw. die Flie�regel mit abgebildet, wobei aufgrund



82 4.3 KONSTITUTIVE MODELLIERUNGder sehr kleinen Koh�asion des Sandes und somit sehr kleinen Kappe im Zugbereich f�urdie gew�ahlten Parameter die positiven Werte der Funktion tan �̂p in Abbildung 4.15 nichterkennbar sind. Die sechste Bedingung kann dadurch erf�ullt werden, da� der Parameter	1 an eine Verfestigungsformulierung gekoppelt wird, wie z. B. ~m in (4.105) in Verbin-dung mit (4.106) und f�ur steigende Werte sich die Flie�regel der von-Mises-Formulierungann�ahert, vgl. Abbildung 4.14. F�ur 	1 ! 1 wird schlie�lich rein deviatorisches Flie�enerreicht, da tan �̂p nach (4.112) gleich null ist. Die Erf�ullung der siebten Bedingung folgtwieder direkt aus der Wahl des Ansatzes f�ur das plastische Potential (4.107), sofern � > 0gew�ahlt wird (s. o.).
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Abbildung 4.15: Dilatanzfunktion in Abh�angigkeit der strukturellen Verfestigung, vgl.Abbildung 4.9Die Auswahl der ben�otigten Eigenschaften und der daraus resultierenden Konsequen-zen f�ur die Formulierung des plastischen Potentials soll an zwei Beispielen verdeutlichtwerden. Bei Polymer- und Metallsch�aumen beispielsweise geht die Form der Flie�bedin-



KAPITEL 4 PLASTIZIT �AT 83gung bei Ann�aherung an den Kompressionspunkt f�ur gro�e Dr�ucke in die von-Mises-Form �uber. Dies kann entsprechend dem Aufbau der strukturellen Verfestigung in Kapitel4.3.4 durch zus�atzlichen �Ubergang der Parameter � und � zu null abgedildet werden.Der �Ubergang des plastischen Potentials in die gleiche Form ist automatisch durch dieVerwendung der gleichen Verfestigungsformulierung f�ur das plastische Potential sicherge-stellt. Bei der Beschreibung von locker gelagertem Sand hingegen geht die Flie�bedingungin den Drucker & Prager Kegel �uber. Beim plastischen Potential ist der �Ubergang zurvon-Mises-Form zu erwarten, da die dilatanten Volumendehnungen durch die loseste La-gerung begrenzt werden. Das plastische Potential mu� f�ur diesen Fall unabh�angig von derFlie�bedingung die Ann�aherung an die Form der von-Mises-Formulierung sicherstellen.Dies kann durch Wahl sehr gro�er Zahlenwerte f�ur 	1 mittels einer geeigneten Formulie-rung, vorzugsweise im Rahmen der strukturellen Verfestigung, sichergestellt werden.
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Kapitel 5Lokalisierung
Bei por�osen Materialien, speziell Reibungsmaterialien, wird in der Natur h�au�g Lokali-sierung der Deformation beobachtet, oftmals in Verbindung mit gro�en Deformationen,die zum Versagen der Struktur f�uhren k�onnen. Unter dem Begri� der Lokalisierung wirdin diesem Zusammenhang die Anh�aufung der Deformation in einem relativ kleinen, vomrestlichen K�orper klar abgegrenzten Bereich verstanden. An den Grenzen des Bereichstreten dabei hohe Gradienten der Deformation auf. Derartiges Verhalten kann z. B. beimB�oschungs- oder Grundbruch oder aber auch in Materialversuchen wie dem Biaxialversuchbeobachtet werden. Die Ph�anomene beschr�anken sich jedoch nicht nur auf Reibungsma-terialien, sondern treten auch bei anderen Werksto�en auf. Ziel des Kapitels ist es, f�ur diein Kapitel 3 behandelten Modellvarianten (kompressibles/inkompressibles Fluid, Misch-phase) die Voraussetzung f�ur das Entstehen der Lokalisierung im Rahmen der TheoriePor�oser Medien zu untersuchen und ein dem Akkustiktensor des einphasigen Problems(vgl. Hill [43]) entsprechendes Kriterium bereitzustellen. Dabei wird eine Formulierungausschlie�lich in den kinematischen Gr�o�en der Festk�orperlokalisierung angestrebt.Auch wenn Lokalisierung der Deformation zum Versagen der gesamten Struktur f�uhrenkann, was das Interesse an der Untersuchung begr�undet, handelt es sich hierbei um ein lo-kales Kriterium im Gegensatz zu globalen Stabilit�atskriterien (vgl. Bigoni & Hueckel [5])wie z. b. dem klassischen Eulerschen Knickstab oder dem "Snap back\-Problem (de Borst[8]). Die lokale Natur des Kriteriums �au�ert sich u. a. auch darin, da� lediglich loka-le Gr�o�en wie z. B. das Materialverhalten oder der aktuelle Spannungszustand in dasKriterium eingehen. Dies hat den Vorteil, da� der Rechenaufwand relativ gering bleibtim Vergleich zu globalen Stabilit�atskriterien, bei denen eine Untersuchung der gesamtenStruktur n�otig ist. Es l�a�t sich jedoch keine Aussage dar�uber tre�en, ob der der Analy-se zugrunde liegende Versagens- bzw. Deformationsmodus auch tats�achlich eintritt. Dieskann i. a. nur anhand eines globalen Kriteriums gekl�art werden.Das Problem der Lokalisierung der Deformation wurde in der Literatur eingehend disku-tiert, so z. B. in den Arbeiten von Hill [43, 44] und Rudnicki & Rice [74]. In seiner Arbeitvon 1962 identi�ziert Hill [43] Lokalisierung mit einer stehenden Beschleunigungswelle.Der Begri� der Welle wird dabei als ". . . an isolated geometric surface, not necessari-ly plane, that moves relatively to the material and across which certain �eld variables85



86are momentarily discontinuous . . .\ im Sinne Hadamards [38] verstanden, und stellt einesingul�are Fl�ache dar, vgl. Kapitel 2. W�ahrend Hill [43] keine speziellen Materialeigenschaf-ten untersucht, wenden Rudnicki & Rice [74] und Leppin & Wriggers [61] ihre Aufmerk-samkeit Reibungsmaterialien zu, deren Verhalten vom hydrostatischen Spannungszustandabh�angt. In diesem Zusammenhang seien ohne Anspruch auf Vollst�andigkeit einige weite-re Arbeiten zitiert, die sich mit dem Problem der Lokalisierung bei kleinen Deformationenbesch�aftigen. Neilsen & Schreyer [70] untersuchen in ihrer Arbeit von 1993 verschiede-ne lokale Kriterien, sowohl mit di�usem als auch lokalisierendem Verhalten, und stellendie gewonnenen Ergebnisse anhand des kritischen Verfestigungsmoduls hcr (vgl. 4.79) ge-gen�uber. Der Wert von hcr wird f�ur einfache homogene Beispiele bei kleinen Verzerrungenexplizit berechnet. Lokalisierende Versagensmodi unterscheiden sich dabei von di�usendurch die besondere, ihnen zugrunde liegende Kinematik. In diesen Zusammenhang sindauch die Arbeiten von Bigoni & Hueckel [5], Runesson et. al. [76] und Szabo [89] ein-zuordnen. F�ur por�ose Medien ist ein derartiger Zugang kaum geeignet. Speziell im Falleeiner von der Festk�orperbewegung unabh�angigen Fluidbewegung sind kaum homogeneZust�ande zu erwarten, die eine Voraussetzung f�ur die analytischen Bestimmung des kriti-schen Verfestigungsmoduls hcr darstellen. Selbst bei einfachen eindimensionalen Material-versuchen treten bedingt durch die Sickerbewegung des Fluids beispielsweise im Rahmender Konsolidierung i. a. inhomogene Zust�ande auf, vgl. Kapitel 7.1. Die Arbeiten vonChambon [11] und Khen et. al. [48] behandeln das Problem der Lokalisierung im Bereich�niter Deformationen. Khen et. al. [48] weist in seiner Arbeit darauf hin, da� selbst beiVorliegen kleiner Verzerrungen die Lokalisierungsanalyse im Rahmen der �niten Theoriedurchgef�uhrt werden sollte, und untermauert diese Aussage durch Beispiele. Speziell dernumerischen Behandlung des Problems der Lokalisierung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wurde in den letzten Jahren gro�e Aufmerksamkeit gewidmet wie z. B. in denArbeiten von Ortiz et. al. [71], Nacar et. al. [68], Fish & Belytschko [32], Klisinski et. al.[52], Larsson et. al. [58], Steinmann & Willam [87, 88], Loret et. al. [64], Larsson et. al.[57] und Sluys [84]. Im Gegensatz zur sogenannten "schwachen\ Lokalisierung, die imRahmen dieser Arbeit ausschlie�lich betrachtet wird, besch�aftigen sich Steinmann [85],Armero & Garikipati [3], Simo et. al. [82], Armero [1] und Steinmann et. al. [86] mit demProblem der "starken\ Lokalisierung, bei der Diskontinuit�aten des Verschiebungsfelds uSselbst zugelassen werden. Die Arbeiten gehen dabei auch auf die numerischen Aspekte derBehandlung der Lokalisierung ein, beispielsweise durch besondere Elementtechnologien imRahmen der FE-Methode oder durch Einf�uhrung einer k�unstlichen Regularisierung.Das zunehmende Interesse am Problem der Lokalisierung uidgef�ullter Festk�orper spie-gelt sich in der steigenden Anzahl von Ver�o�entlichungen auf diesem Gebiet in den letz-ten Jahren wider. Runesson et. al. [77], Larsson & Larsson [56] und Runesson et. al.[75] beschr�anken sich in ihren Arbeiten auf die Betrachtung des stark vereinfachten Pro-blems lokal undrainierter K�orper mit kompressiblem Porenuid. Die Sickergeschwindig-keit des Fluids wird dabei a priori vernachl�assigt und beide Phasen besitzen die gleicheBewegungsfunktion. Dies erlaubt eine Reduktion des Modells auf eine Einphasenformu-lierung, analog dem Vorgehen bei der Herleitung der Mischphase. W�ahrend in den erstenbeiden Arbeiten kleine Verzerrungen angenommen wurden, betrachten Runesson et. al.[75] �nite Deformationen und verwenden das Konzept der "regularisierten starken Dis-



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 87kontinuit�aten\ , vgl. Larsson et. al. [59]. Loret & Pr�evost [63] untersuchen den dyna-mischen Fall bei kleinen Verzerrungen, der von Schreer et. al. [79] �ubernommen wur-de. In Schreer et. al. [78] wird zus�atzlich der Fall teilges�attigter por�oser K�orper undin Charlier et. al. [12] der Bereich gro�er Deformationen betrachtet, beidesmal jedochohne explizit auf Lokalisierungskriterien einzugehen. Daf�ur wird aber eine unabh�angigeFluidbewegung zugelassen. Die beiden Arbeiten untersuchen mit Hilfe der FE-Methodenumerisch die E�ekte der Lokalisierung uidgef�ullter por�oser K�orper. Schlie�lich sei aufdie Arbeit von Armero & Callari [2] hingewiesen, die sich mit dem Fall starker Dis-kontinuit�aten bei por�osen K�orpern besch�aftigt. Die Arbeiten von Schreer et. al. [79],Runesson et. al. [75], Larsson et. al. [59] und Larsson & Larsson [56] setzen sich dar�uberhinaus mit der numerischen Behandlung der Lokalisierung auseinander, angewandt aufuidgef�ullte, por�ose K�orper.Der Aufbau des Kapitels gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 5.1 werden zuerst die beidenFormen schwacher Lokalisierung, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden, be-schrieben und gegen�uber der starken Lokalisierung abgegrenzt. Anschlie�end werden dief�ur die Untersuchung im Rahmen der Theorie Por�oser Medien ben�otigten Annahmen undVoraussetzung eingef�uhrt. In Abschnitt 5.2 wird das Lokalisierungskriterium in Verbin-dung mit einer singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich der Bewegungsfunktionen ��und in Abschnitt 5.3 in Verbindung mit einer singul�aren Fl�ache erster Ordnung bez�uglichder Geschwindigkeiten 0x� untersucht. Dabei wird jeweils das prinzipielle Vorgehen anhanddes einphasigen Beispiels motiviert, bevor die Kriterien im Rahmen der Theorie Por�oserMedien behandelt werden.5.1 Voraussetzungen und AnnahmenIm folgenden werden zwei verschiedene Formen der schwachen Lokalisierung betrachtet.Im ersten Fall wird das Einsetzen der Lokalisierung mit der m�oglichen Existenz einersingul�aren Fl�ache erster Ordnung bez�uglich der Geschwindigkeiten 0x� identi�ziert. Derzweite Fall setzt Lokalisierung mit der Existenz einer stehenden Beschleunigungswellegleich, vgl. Hill [43], d. h. einer singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich der Bewe-gungsfunktionen ��. Der erste Fall wird �ublicherweise bei der Untersuchung des quasi-statischen Problems und der zweite Fall bei der Untersuchung des dynamischen Problemsangewandt. Die aus den Kompatibilit�atsbedingungen resultierenden Amplitudenvektorenwerden im folgenden im ersten Fall mit dem Buchstaben m� und im zweiten Fall mit ��bezeichnet. Der Normalenvektor �n� bzw. n� wird der �Ubersichtlichkeit halber im folgen-den ohne den Index (: : :)� dargestellt.F�ur eine singul�are Fl�ache erster Ordnung bez�uglich der Geschwindigkeiten 0x� erh�alt manaus den Kompatibilit�atsbedingungen aus Tabelle 2.2 mit  ! 0x� f�ur den Sprung desGradienten des Geschwindigkeitsfeldes in der Referenzkon�guration des Festk�orpershhGrad� 0x�ii =m� 
 �n� =m� 
 FT� n : (5.1)



88 5.1 VORAUSSETZUNGEN UND ANNAHMENAuf die alternative Darstellung in der Referenzkon�guration des Fluids wird an dieserStelle verzichtet, da sie im weiteren nicht ben�otigt wird. S�amtliche Darstellungen in derReferenzkon�guration beziehen sich in diesem Kapitel auf die Referenzkon�guration derFestk�orpermatrix 'S. Entsprechend kennzeichnet �n das Bild des Normaleneinheitsvektorsn auf der Referenzkon�guration des Festk�orpers.Die Kinematik einer singul�aren Fl�ache erster Ordnung bez�uglich der Geschwindigkeitenist in Abbildung 5.1 anhand eines einfachen Beispiels veranschaulicht. Hierbei seien dieVektoren m� und �n� senkrecht zueinander. In den Diagrammen ist der Betrag der je-weiligen Gr�o�e in Abh�angigkeit des Abstands von der Fl�ache � aufgetragen. Der Betragder Diskontinuit�at ist proportional zum Betrag des Amplitudenvektors m�. Obwohl0x�Grad� 0x��m�n Rt
(c)(b)(a)

=)
Grad� x

Abbildung 5.1: Singul�are Fl�ache erster Ordnung bez�uglich der Geschwindigkeitdie Bewegungsfunktion �� und ihr Gradient entsprechend der De�nition einer singul�arenFl�ache erster Ordnung bzgl. 0x� sprungfrei sind, k�onnen im Verlauf der Lokalisierung, d. h.nach Integration �uber die Zeit, auch Spr�unge des Deformationsgradienten F� auftreten,vgl Abbildung 5.1 (c). Es entsteht dabei eine singul�are Fl�ache erster Ordnung bez�uglichder Bewegungsfunktion ��. Da im weiteren Verlauf der Lokalisierungsanalyse von derSprungfreiheit von F� Gebrauch gemacht wird, beschr�anken sich die Untersuchung unddas resultierende Kriterium auf den Beginn der Lokalisierung. Im postkritischen Bereich,d. h. wenn der zugrunde liegende Lokalisierungs- bzw. Deformationsmodus eintritt undF� diskontinuierlich wird, besitzt das Kriterium keine G�ultigkeit mehr. Da die f�ur dieBeispiele verwendete Numerik einen Sprung des Deformationsgradienten jedoch nicht ab-gebilden kann, vgl. Kapitel 6 und 7,. ist die Anwendung des Kriteriums im Bereich derBeispiele immer m�oglich.F�ur eine singul�are Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich der Bewegungsfunktion erh�alt manmit  ! �� aus Tabelle 2.3 f�ur den Sprung des zweiten Gradienten der Bewegungsfunk-tion [[Grad�F�]] = �� 
 �n� 
 �n� = �� 
 FT� n
 FT� n : (5.2)Aus (2.26) folgt mit  ! �� und der Annahme, die singul�are Fl�ache sei materiellbez�uglich der Konstituierenden '�, da� das Geschwindigkeitsfeld kontinuierlich bleibt:[[ 0x� ]] = 0 : (5.3)



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 89Zusammen mit der Sprungfreiheit des Deformationsgradienten (2.22) sind die Vorausset-zungen zur Anwendung der Gleichungen (2.29) und (2.31) gegeben. F�ur die Spr�unge desGradienten des Geschwindigkeitsfelds und der Beschleunigung folgthhGrad� 0x�ii = �u� �� 
 �n� = �u� �� 
 FT� n ;[[ 00x� ]] = (u�)2 �� : (5.4)In Abbildung 5.2 ist die Kinematik einer singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglichder Bewegungsfunktion analog Abbildung 5.1 dargestellt. Im Gegensatz zur Beziehung
� =)n

(c)(b)(a)
Rn��

Grad� xGrad�F�Grad� 0x�

Abbildung 5.2: Singul�are Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich der Bewegungsfunktion(5.4)1 ist der Sprung des Geschwindigkeitsgradienten in Abbildung 5.2 (a) gleich null. Diesresultiert aus der vorweggenommenen Annahme einer stehenden Welle mit der Ausbrei-tungsgeschwindigkeit u� = 0. Durch Integration entlang der Normalenrichtung �uber dieFl�ache erh�alt man aus Abbildung 5.2 den Verlauf des Deformationsgradienten. Im Gegen-satz zur Fl�ache erster Ordnung bzgl. 0x� besitzt der materielle Geschwindigkeitsgradientin diesem Fall (u� = 0) keinen Sprung und der Deformationsgradient bleibt auch w�ahrendder Lokalisierung stetig. Das Kriterium kann ohne Einschr�ankungen jederzeit angewendetwerden. Ein "Sprung\ des Deformationsgradienten ergibt sich erst bei Betrachtung einerendlich dicken Zone, beispielsweise eine Scherbandes. Das Band wird dann durch zweigetrennte singul�are Fl�achen eingegrenzt, vgl. Kapitel 7. Der Fall der singul�aren Fl�achezweiter Ordnung bzgl. �� stell in diesem Zusammenhang den "schw�acheren\ Fall derLokalisierung dar im Vergleich zur singul�aren Fl�ache erster Ordnung bzgl. der Geschwin-digkeiten 0x�. In beiden betrachteten F�allen bleiben die Bewegungsfunktion �� und dieGeschwindigkeit 0x� stetig. Im Gegensatz dazu werden bei der sogenannten "starken\Form der Lokalisierung auch Spr�unge dieser Felder zugelassen.Als n�achstes folgen die Voraussetzungen, die im Rahmen der Theorie Por�oser Medienben�otigt werden. Die bei der Behandlung der Modelle in Kapitel 3 getro�enen Annahmenbehalten auch hier G�ultigkeit. S�amtliche Materialeigenschaften wie z. B. der DarcyscheDurchl�assigkeitskoe�zient kF , die materiellen Dichten ��R oder der elastoplastische Tan-gentenmodul 4Cep seien hinreichend stetig und homogen. Im postkritischen Bereich, der



90 5.1 VORAUSSETZUNGEN UND ANNAHMENnicht Gegenstand der Untersuchung ist, kann es auch hier zu Unstetigkeiten kommen,beispielsweise wenn auf der einen Seite der Fl�ache � elastische Entlastung und auf deranderen Seite elastoplastische Belastung vorliegt. Der Tangentenmodul w�are dann nichtmehr sprungfrei. Die partialen Dichtfunktionen �� stellen im Gegensatz zu den mate-riellen Dichten ��R keine Materialeigenschaften in diesem Sinne dar. Die Volumenkraftb sei ebenfalls hinreichend stetig. Die auftretenden singul�aren Fl�achen d�urfen singul�arbez�uglich aller Konstituierenden sein. Dies bedeutet, da� Lokalisierung aller Konstituie-renden gleichzeitig m�oglich ist und die Kompatibilit�atsbedingungen entsprechend ange-wendet werden k�onnen. Im Verlauf des Kapitels wird sich zeigen, da� z. B. Lokalisierungder Deformation der Festk�orpermatrix mit der des Fluids einhergeht. Lokalisierung einereinzelnen Phase ist i. a. nicht m�oglich und somit auch keine "eigenen singul�aren Fl�achen\f�ur jede Konstituierende '�, d. h. eine Fl�ache, bzgl. der nur sie selbst singul�ar ist. DiesesProblem wird z. T. dadurch umgangen, da� dem Fluid die gleiche Bewegungsfunktionzugeordnet wird wie dem Festk�orper, vgl. z. B. Runesson et. al. [77], Runesson et. al.[75] und Larsson et. al. [59]. Bez�uglich des Verhaltens des Porenuiddrucks werden moti-viert durch seine Natur als Lagrangescher Parameter, der die S�attigungsbedingung regiert(Diebels [15, 16], Ehlers [20]) keinerlei Annahmen getro�en. In der Literatur �nden sichdiesbez�uglich auch andere Ans�atze, z. B. in Larsson & Larsson [56]. Im Verlauf der Lo-kalisierungsanalyse zeigt sich, da� das Verhalten des Porenuiddrucks p im Rahmen derTheorie Por�oser Medien durch die Lokalisierung der beiden Konstituierenden 'S und 'Feindeutig bestimmt ist. Es d�urfen daher keinerlei entsprechende Annahmen getro�en wer-den. Ferner seien die singul�aren Fl�achen materiell bez�uglich des Festk�orperskeletts, d. h.sie ruhen bez�uglich des Festk�orperskeletts und besitzen die gleichen Geschwindigkeiten:0xS = 0x� : (5.5)Dieser Voraussetzung liegt die Tatsache zugrunde, da� f�ur die Stabilit�at des gesamtenProblems i. a. das Festk�orperskelett ausschlaggebend ist. Speziell im auskonsolidiertenZustand tr�agt es die gesamte Last. Beobachtungen in der Natur und in Experimentenbest�atigen die Annahme, wie z. B. bei Scherb�andern.Anmerkung: Im Falle der singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bzgl. der Bewegungs-funktionen �� bedeutet 0xS= 0x�, da� lediglich der Sprung der Geschwindigkeit 0xS desFestk�orperskeletts a priori gleich null ist, vgl. (5.3) und (2.26), und somit die Kompati-bilit�atsbedingungen (2.29) und (2.31) angewandt werden d�urfen. Die Sprungfreiheit derGeschwindigkeit 0xF des Fluids und somit auch der Sickergeschwindigkeit wF folgen erstim Verlauf der Herleitung.Gleichung (5.5) bedingt, sofern die Sickergeschwindigkeit des Fluids nicht a priori zu nullgesetzt wird, da� die singul�are Fl�ache sich relativ zum Fluid mit der Geschwindigkeit wFbewegt bzw. ausbreitet. In diesem Zusammenhang wird eine weitere Annahme getro�en.Die Relativgeschwindigkeit des Porenuids durch die singul�are Fl�ache sei kleiner als dessenSchallgeschwindigkeit. Mit der Schallgeschwindigkeit cF eines kompressiblen Fluids (vgl.Zierep [101]), c2F d �FR�FR = d pp ; (5.6)



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 91ergibt sich f�ur das betrachtete Problem unter der Voraussetzung isothermer Zustands�ande-rung des Porenuids, die aus der Voraussetzung isothermen Verhaltens in Kapitel 3 folgt,uF 2 < c2F = 1@ �FR@ p ��������=konst: : (5.7)Bei den �ublichen Anwendungen der Theorie por�oser Medien ist die Annahme i. a. guterf�ullt und es kann sogar uF 2 � c2F (5.8)angesetzt werden.5.2 1. Fall: Singul�are Fl�ache 2. Ordnung bzgl. ��In Analogie zu Hill [43] werden f�ur die Lokalisierungsanalyse des ersten Falls die Ausbrei-tungsgeschwindigkeiten von Beschleunigungswellen untersucht. Hierbei interessiert spezi-ell, ob eine Ausbreitungsgeschwindigkeit gleich null m�oglich ist, also eine stehende sin-gul�are Fl�ache zweiter Ordnung bzgl. der Bewegungsfunktion ��.5.2.1 Einphasiger K�orperDas Vorgehen wird zuerst anhand des einphasigen Problems demonstriert, vgl. Hill [44],Truesdell & Toupin [93] oder Khen et. al. [48]. Zun�achst werden die Massen- und Impuls-bilanz in den beiden durch die Fl�ache � abgegrenzten Teilk�orpern B+ und B� gebildet.Die Di�erenz �uber die Fl�ache lautet unter Verwendung des Sprungoperatorshh��S�0S + �S div 0xSii = 0 ;hh��S 0xS �0S + �S 0xS div 0xS �divTSii = 0 : (5.9)Die Indizierung der materiellen Zeitableitung (: : :)0S ist trotz der Einphasigkeit des Pro-blems notwendig, um die Bewegungen des K�orpers B und der Fl�ache � zu unterscheiden.Einsetzen der Massenbilanz (5.9)1 in die Impulsbilanz (5.9)2 ergibt zusammen mit derSprungfreiheit der Geschwindigkeiten (5.3) und der materiellen Dichte �S � �SR���S 00xS �� = ��div TS�� : (5.10)Analog dem Vorgehen (3.23) kann die Massenbilanz (5.9)1 analytisch integriert werden:�S = �S0S 1det FS : (5.11)



92 5.2 1. FALL: SINGUL�ARE FL�ACHE 2. ORDNUNG BZGL. ��Ferner l�a�t sich durch Ausrechnen zeigen, da�detFS divTS = Div SPS (5.12)gilt. Eingesetzt in die Impulsbilanz (5.10) folgt�S0S �� 00xS �� = ��Div SPS�� : (5.13)Hierbei wurde von der Sprungfreiheit von detFS Gebrauch gemacht, die aus [[FS]] =0 folgt. Die Homogenit�at des Materials bedingt, da� die Spannungsantwort nur vonder Deformation abh�angt, d. h. PS(FS;XS) ! PS(FS). F�ur die Divergenz des erstenPiola-Kirchho� -Spannungstensors folgtDiv S PS = �@PS@ FS GradS FS�3 I : (5.14)(: : :)3 bedeutet, da� das Ergebnis der Operation einen Tensor dritter Stufe darstellt. Ein-setzen in (5.13) f�uhrt zusammen mit den Spr�ungen (5.4) auf das Eigenwertproblem0 = ��@PS@ FS �23T ��nS 
 �nS�� �S0S (�uS)2 I � �S : (5.15)Damit ein Amplitudenvektor �S 6= 0 existieren kann, mu� die Determinante des Ausdrucksin den eckigen Klammern gleich null sein. F�ur den Fall der stehenden Welle (�uS = 0 bzw.uS = 0) lautet die Bedingung det �Q(�nS) = 0 (5.16)mit dem sogenannten Akkustiktensor�Q(�nS) := �@PS@ FS �23T ��nS 
 �nS� (5.17)bzw. ausgedr�uckt mit Hilfe der Materialtangente der aktuellen Kon�gurationQ(n) = �I
 � S + 4C23T � (n
 n) : (5.18)Aus der Bedingung (5.16) lassen sich die Normalenvektoren n m�oglicher stehender sin-gul�arer Fl�achen und �uber (5.15) die jeweils zugeh�origen Amplitudenvektoren �S bestim-men. Die Lokalisierungsmodi bzw. deren Kinematik ist durch die Vektorpaare fn; �Sgvollst�andig bestimmt. F�ur den Fall, das in der Umgebung des untersuchten ZustandsPlastizit�at auftritt, sind zwei F�alle zu unterscheiden. W�ahrend im Falle der elastischenEntlastung der elastische Tangentenmodul 4Ce verwendet wird, wird im Falle der plasti-schen Belastung der elasoplastische Tangentenmodul 4Cep verwendet. Abschlie�end werdendie lokale Massen- und Impulsbilanz (2.46) auf der singul�aren Fl�ache � betrachtet, derenErf�ullung sicherzustellen ist: hh�S � 0xS � 0x� �ii � n = 0 ;hh�S 0xS 
� 0xS � 0x� ��TSii n = 0 : (5.19)



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 93Mit der Sprungfreiheit der Geschwindigkeiten (5.3) und der Dichte (5.11) ist die Massen-bilanz (5.19)1 identisch erf�ullt. Die Impulsbilanz (5.19.2) reduziert sich auf��TS�� n = 0 ; bzw. ��PS�� �nS = 0 : (5.20)Da aus der Sprungfreiheit der Deformation die Sprungfreihet der Spannungen folgt undder Deformationsgradient ebenfalls sprungfrei ist, ist auch die Impulsbilanz auf der Fl�acheidentisch erf�ullt. Die Beziehung (5.20) wird auch als "Kontinuit�at des Spannungsvektors\bezeichnet. Die Erf�ullung der Bilanzen (5.19) auf der singul�aren Fl�ache kann formal auchdadurch begr�undet werden, da� die Geschwindigkeiten des K�orpers 0xS und der Fl�ache0x� identisch sind. Dadurch werden jedoch a priori Ausbreitungsgeschwindigkeiten uSungleich null ausgeschlossen.5.2.2 Por�oser K�orperBei der Untersuchung im Rahmen der TPM werden zuerst die Anteile der Bilanzgleichun-gen auf der singul�aren Fl�ache (2.46) betrachtet. Die Massenbilanz des inkompressiblenFestk�orpers lautet hhnS � 0xS � 0x� �ii � n = 0 : (5.21)Aus Gleichung (3.23) folgt entsprechend dem Vorgehen bei der Dichte des einphasigenProblems (5.11) in Verbindung mit der Sprungfreiheit des DeformationsgradientenFS, da�der Volumenanteil nS des Festk�orpers sprungfrei ist. Zusammen mit der Sprungfreiheit derGeschwindigkeiten 0xS (5.3) und 0x� ist die Bilanz (5.21) identisch erf�ullt. Die Impulsbilanzdes Festk�orperskeletts hh�S 0xS 
� 0xS � 0x� ��TSii n = 0 (5.22)ergibt durch entsprechendes Vorgehen mit der Aufspaltung des Spannungstensors (3.17)und der Sprungfreihet des deformationsabh�angigen Anteils der Spannungen TSE = 0 ein-gesetzt [[p]] = 0 : (5.23)Dies stellt ein erstes wichtiges Ergebnis dar. Auch bei Existenz einer singul�aren Fl�achebleibt der Porenuiddruck sprungfrei. Die singul�are Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglichder Bewegungsfunktionen stellt somit gleichzeitig eine singul�are Fl�ache mindestens er-ster Ordnung bez�uglich des Porenuiddrucks dar. Die entsprechenden Bilanzen f�ur dasPorenuid lauten hh�F � 0xF � 0x� �ii � n = 0 ;hh�F 0xF 
� 0xF � 0x� ��TFii n = 0 : (5.24)Mit der S�attigungsbedingung (3.7) ergibt sich die Sprungfreiheit des Volumenanteils nFdes Fluids aus der Sprungfreiheit des Volumenanteils nS des Festk�orpers (s. o.), d. h.



94 5.2 1. FALL: SINGUL�ARE FL�ACHE 2. ORDNUNG BZGL. ����nF �� = ��nS�� = 0. Im Falle eines inkompressiblen Fluids mit �FR = konst: folgt aus(5.24)1 mit [[ 0x� ]] = 0 umgehend [[ 0xF ]] � n = 0 : (5.25)Aus der Impulsbilanz (5.24)2 folgt mit (5.25)[[ 0xF ]] = 0 ; [[p]] = 0 : (5.26)Die Fluidgeschwindigkeit mu� somit ebenfalls sprungfrei sein und infolge dessen auchdie Sickergeschwindigkeit wF . Die Kompatibilit�atsbedingungen (2.29) und (2.31) k�onnendaher ebenfalls auf die Fluidbewegung angewandt werden. Im Falle eines kompressiblenFluids erh�alt man statt (5.26)2 ���FR(p)�� = 0 : (5.27)Dies ist ebenfalls unter der Voraussetzung hinreichend stetiger Materialeigenschaften undder Sprungfreiheit des Porenuiddrucks erf�ullt. Dies gilt speziell f�ur die beiden hier ver-wendeten Ans�atze der materielle Dichte �FR des Porenuids (3.21) und (3.46).Die Impulsbilanz des Festk�orperskeletts im K�orper B mit der Massenbilanz eingesetzt�S 00xS �div�TSE � nS p I�� �S b = �p gradnF + (nF )2 FRkF wF (5.28)l�a�t sich mit der S�attigungsbedingung (3.7), (3.23) und (5.12) umformen zunS0S �SR 00xS �DivPSE + nS0S grad p� nS0S �SR b = (nF )2 FRkF wF : (5.29)Durch Sprungbildung unter Beachtung der gegebenen Sprungfreiheiten, speziell der Ge-schwindigkeiten 0xS; 0xF und 0x� und des Terms auf der rechten Seite, folgtnS0S �SR �� 00xS ��� ��Div PSE��+ nS0S [[grad p]] = 0 : (5.30)Aus dem Vergleich mit dem einphasigen Problem (5.13) erh�alt man f�ur das por�ose Problemdie Form��I
 � SE + 4C23T� (n
 n)� nS0S �SR (uS)2� �S � nS0S [[grad p]] = 0 : (5.31)Es verbleibt die Aufgabe, den Sprung des Gradienten des Porenuiddrucks zu bestimmen.Da die vorliegende singul�are Fl�ache mindestens erster Ordnung bez�uglich des Drucks pist, m�ussen auch die entsprechenden Kompatibilit�atsbedingungen gelten:[[GradS p]] = �p �nS ;[[p0S]] = �p uS : (5.32)Dies bedeutet jedoch nicht, da� die Spr�unge (5.32) auch wirklich existieren, d. h. da� dieAmplitude �p ungleich null ist. Lediglich ihre Form ist f�ur den Fall, da� sie existieren,festgelegt. Mit (5.31) und (5.32) verbleibt die Aufgabe, die Amplitude �p zu bestimmen.



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 95Die Impulsbilanz des Fluids mit dessen Massenbilanz in der Formulierung (3.27) eingesetztf�uhrt durch analoges Vorgehen auf[[grad p]] + �FR [[ 00xF ]] = 0 (5.33)und mit dem Sprung der Fluidbeschleunigung eingesetzt auf[[grad p]] = ��FR uF 2 �F : (5.34)Als n�achstes wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit uF bzgl. des Fluids durch das PendantuS bzgl. des Festk�orpers und der Amplitudenvektor �F des Fluids durch den Amplitu-denvektor �S des Festk�orpers ausgedr�uckt. F�ur uF ergibt sich mit den De�nitionen derAusbreitungsgeschwindigkeit (2.1) und der Sichergeschwindigkeit (3.4)uF = � 0x� � 0xF � � n = � 0x� � 0xS + 0xS � 0xF � � n = uS �wF � n : (5.35)Aus dem Vergleich der Impulsbilanz des Fluids in der Form (5.34) mit der Kompati-bilit�atsbedingung f�ur den Sprung des Gradienten des Porenuiddrucks (5.32)1 kann dieAmplitude �p direkt bestimmt werden:�p = ��FR uF 2 �F � n : (5.36)Es gen�ugt daher, einen Zusammenhang zwischen den beiden volumetrischen Anteilen derSpr�unge �F �n und �S �n herzustellen. F�ur den Fall eines kompressiblen Porenuids erh�altman aus der Massenbilanz der Mischung (3.25)�FR div 0xS +nF (�FR)0S+nF �FR divwF+nF wF �grad �FR+�FRwF �gradnF = 0 : (5.37)Die Spr�unge von beispielsweise div 0xS und grad nF lassen sich dabei direkt durch denSprung des Festk�orpers f�S;ng ausdr�ucken. Der Sprung von div 0xS ergibt sich zuhhdiv 0xSii = hhgrad 0xSii � I = �uS �S � n (5.38)und der Sprung von grad nF f�ur gradnS0S � 0 zu��grad nF �� = � ��grad nS�� = �nS0S ��grad det �1FS��= nS0Sdet FS [[grad FS]] FT�1S = nS��S � n�n : (5.39)Die Spr�unge weiterer abgeleiteter Gr�o�en sind im Anhang B.2 zusammengefa�t. Durchden Zusammenhang �FR = �FR(p) k�onnen mit Hilfe der Kettenregel die Ableitungen dermateriellen Dichte des Fluids durch die Ableitungen des Porenuiddrucks ersetzt werden:(�FR)0S = @ �FR@ p p0S ; grad �FR = @ �FR@ p grad p : (5.40)



96 5.2 1. FALL: SINGUL�ARE FL�ACHE 2. ORDNUNG BZGL. ��Sprungbildung von (5.37) und Einsetzen der Beziehungen (5.38), (5.39), (5.40), (5.32) und(5.36) liefert schlie�lich das gew�unschte Resultat�F � n = �S � n nSnF 1uF 2 @ �FR@ p � 1 : (5.41)Im Nenner wurde bewu�t die Ausbreitungsgeschwindigkeit uF der Fl�ache bzgl. des Fluidsbeibehalten. Man erkennt dadurch, da� es f�ur die Umformungen, die auf (5.41) f�uhren,n�otig ist, da� der Nenner ungleich null ist. Dies ist mit der Voraussetzung einer Unter-schallstr�omung (5.7) erf�ullt. F�ur im Verh�altnis sehr kleine Sickergeschwindigkeiten (5.8)wird der Nenner zu �1. F�ur den Fall des inkompressiblen Porenuids kann die Massenbi-lanz der Mischung in der Form (3.59)div 0xS +wF � grad nF + nFdiv wF = 0 (5.42)verwendet werden. Einsetzen der Spr�unge liefert umgehend den Gleichung (5.41) entspre-chenden Ausdruck �F � n = ��S � n nSnF : (5.43)Das Problem der Schallgeschwindigkeit tritt hier nicht auf, da s�amtliche Konstituierendeninkompressibel sind. Einsetzen der Gleichungen (5.32), (5.35), (5.36) und (5.43) oder(5.41), je nachdem ob inkompressibles oder kompressibles Porenuid, in (5.31) liefert dasEigenwertproblem f�ur die Ausbreitungsgeschwindigkeiten uS bzgl. der Festk�orpermatrixund die Amplitudenvektoren �S in der gleichen Formwie beim einphasigen Problem (5.15).F�ur das kompressible Porenuid erh�alt man beispielsweise"�I
 � SE + 4C23T + nS0S �FR nSnF �uS �wF � n�2�uS �wF � n�2@ �FR@ p � 1� (n
 n)� nS0S �FR uS2# �S = 0 :(5.44)F�ur den hier interessierenden Fall der stehenden Beschleunigungswelle mit uS = 0 unduF = wF � n folgen schlie�lich die Akkustiktensoren Por�oser Medien mit kompressiblemPorenuid Qdc und inkompressiblem Porenuid Qdi:Qdc = �I
 � SE + 4C23T + nSnF (wF � n)2 nS0S �FR(wF � n)2 @ �FR@ p � 1 �I
 I�23T � (n
 n)Qdi = �I
 � SE + 4C23T � nS0S �FR nSnF (wF � n)2 �I
 I�23T � (n
 n) (5.45)
Die Auswertung erfolgt wie beim einphasigen Problem. Bei Betrachtung geschlossenpori-gen Materials, in der Literatur auch als "lokal undrainiert\ bezeichnet, vgl. Runesson et.al. [77] und Larsson & Larsson [56], ist wF �n gleich null und die beiden Akkustiktensorenidentisch mit der Form des einphasigen Problems (5.18).



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 97Anmerkung: F�ur den Fall einer bzgl. des Festk�orperskeletts stehenden Welle wird uFzu wF � n. Mit im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit vernachl�assigbarer Sickergeschwin-digkeiten (5.8) sind die Gleichungen f�ur kompressibles (5.41) und inkompressibles (5.43)Porenuid identisch und in Folge dessen auch die beiden Akkustiktensoren (5.45).Anmerkung: Aus der Impulsbilanz des Fluids in der Form (5.33) bzw. (5.34) folgt inVerbindung mit den Kompatibilit�atsbedingungen (5.32) des Porenuiddrucks umgehend,da� der Amplitudenvektor �F des Porenuids parallel zum Normalenvektor n der Fl�ache� ist, vgl. (5.36): � �p�FR uF 2 n = �F : (5.46)Die Lokalisierung bzgl. des Fluids beschr�ankt sich somit auf einen rein volumetrischenSprung. Der Grund liegt darin, da� die Viskosit�at des Porenuids ausschlie�lich �uber denImpulsaustausch mit dem Festk�orperskelett modelliert ist. Speziell bei der Untersuchungvon Scherb�andern bei Reibungsmaterialien, die sowohl dilatante als auch kontraktanteVolumendehnung aufweisen k�onnen, spielt die daraus resultierende volumetrische Kopp-lung eine entscheidende Rolle bez�uglich des Verhaltens. Eine ausf�uhrliche Diskussion derZusammenh�ange erfolgt im Rahmen der Beispiele in Kapitel 7.4.5.3 2. Fall: Singul�are Fl�ache 1. Ordnung bzgl. 0x�Der betrachtete homogene K�orper sei zum Zeitpunkt t = t0 homogen deformiert. S�amtli-che Bilanzgleichungen seien erf�ullt. Ziel der Untersuchung ist es, ob ein (quasistatisches)Deformationsinkrement �F� �uber eine Fl�ache � diskontinuierlich sein kann d. h. derSprung des Deformationsinkrements ungleich null. Das Deformationsinkrement wird da-bei durch �F� = �F��0S � t (5.47)identi�ziert. Im Falle des einphasigen Problems kann anstatt der Zeit auch ein beliebi-ger anderer Pfadparameter verwendet werden, sofern die Betrachtungen auf das stati-sche Problem beschr�ankt bleiben. Da die Bilanzen des por�osen Problems jedoch expliziteZeitabh�angigkeiten in Form von Geschwindigkeiten aufweisen und die Fl�ache annahme-gem�a� materiell bez�uglich des Festk�orpers ist, erweist es sich als vorteilhaft, die mit dessenBewegung gebildete materielle Zeitableitung zu verwenden.Da die Bewegungsfunktionen kontinuierlich bleiben, der materielle Geschwindigkeitsgra-dient (F�)0S aber gem�a� (5.47) sprungbehaftet ist, l�a�t sich das Problem mit einer sin-gul�aren Fl�ache erster Ordnung bez�uglich der Geschwindigkeitsfelder 0x� identi�zieren. Esgelten die entsprechenden Kompatibilit�atsbedingungen f�ur die Spr�unge, siehe Tabelle 2.2.Als Lokalisierungskriterium wird nun gefordert, da� nicht nur die Bilanzen (2.46) aufder Fl�ache � erf�ullt sind, sondern auch deren erste Ableitungen (vgl. Nacar et. al. [68],Khen et. al. [48], Neilsen & Schreyer [70]), d. h. die durch Taylor -Reihenentwicklunglinearisierte Form, mit Abbruch nach dem linearen Glied.



98 5.3 2. FALL: SINGUL�ARE FL�ACHE 1. ORDNUNG BZGL. 0X�Anmerkung: Es sei nochmals darauf hingewiesen, da� die folgenden Betrachtungen inVerbindung mit einer singul�aren Fl�ache erster Ordnung bzgl. 0x� nur f�ur den Beginn der Lo-kalisierung gelten. Sollte ein diskontinuierliches Deformationsinkrement �F� tats�achlichaufgetreten sein, ist der gesamte Deformationsgradient sprungbehaftet und die folgendenBetrachtungen nicht mehr anwendbar, vgl. Kapitel 5.1 und Abbildung 5.1.5.3.1 Einphasiger K�orperDa annahmegem�a� s�amtlich Bilanzgleichungen erf�ullt sind, gilt auch speziell��PS�� �nS = 0 : (5.48)Taylorreihenentwicklung und Abbruch nach dem linearen Glied ergibt��PS0 +�PS�� �nS0 + ��PS0 �� ��nS0 +��nS� = 0 : (5.49)Der Index (: : :)0 kennzeichnet den Zeitpunkt t = t0. Da der Normalenvektor �nS materiellbez�uglich des Festk�orpers ist, bleibt dessen Richtung in der Referenzkon�guration kon-stant. Lediglich seine L�ange kann sich �andern. Daher gilt (�nS0 + ��nS) = � �nS0 , und dielinearisierte Form der Impulsbilanz l�a�t sich durch einsetzen von (5.48) vereinfachen:���PS�� �nS0 = 0 : (5.50)Einsetzen des Ansatzes f�ur das Deformationsinkrement �FS (5.47) und des Sprungs von(FS)0S (5.1) f�uhrt schlie�lich auf das gleiche Kriterium wie bei der stehenden Beschleuni-gungswelle ((5.15) mit uS = 0): @PS@ FS �mS 
 �nS� �nS = 0 : (5.51)Anmerkung: In der Literatur wird, motiviert durch die physikalische Anschauung, dasKriterium der stehenden Beschleunigungswelle auf das dynamische Problem angewandt,w�ahrend eine instantan auftretende Diskontinuit�at der Deformationsgeschwindigkeitenentsprechend im statischen bzw. quasistatischen Fall eingesetzt wird. Formal kann dasKriterium der singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich der Bewegungsfunktion eben-falls auf das statische bzw. quasistatische Problem und umgekehrt das Kriterium dersingul�aren Fl�ache erster Ordnung bez�uglich der Geschwindigkeiten auf das dynamischeProblem angewandt werden. Der erste Fall kann leicht durch Streichen der Beschleuni-gungsterme in (5.13) bzw. des entsprechenden Anteils in (5.15) veri�ziert werden. Da kei-ne Beschleunigungsterme in der Impulsbilanz auf der Fl�ache enthalten sind, (2.46) bzw.(5.19)2, erh�alt man bei Anwendung der Kriteriums in Verbindung mit der singul�arenFl�ache erster Ordnung bzgl. 0x� im dynamischen Fall ebenfalls den Akkustiktensor (5.17).Dies gilt f�ur por�ose Medien f�ur den Fall der singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bzgl. ��ebenfalls. Der umgekehrte Fall bedarf einiger Einschr�ankungen, die im folgenden disku-tiert werden.



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 995.3.2 Por�oser K�orperEntsprechend obigen Ausf�uhrungen werden die inkrementellen Gr�o�en mit der materiellenZeitableitung der Festk�orpermatrix gebildet:� � : : : � = � : : : �0S � t (5.52)Da die Fl�ache � annahmegem�a� die gleiche Geschwindigkeit (vgl.(5.5) ) wie das Festk�orper-skelett besitzt, kann dessen Impulsbilanz reduziert werden:��PSE � nS0S pFT�1S �� �nS = 0 : (5.53)Linearisierung tum Zeitpunkt t = t0 und Einsetzen von (5.53) ergibt@PSE@ FS hh�FS�0Sii �nS � nS0S p hh�FT�1S �0Sii �nS � nS0S FT�1S [[p0S]] �nS = 0 : (5.54)Der �Ubersichtlichkeit wegen wird auf die Indizierung mit t = t0 verzichtet. Aus demVergleich mit der Formulierung des einphasigen Problems (5.50) l�a�t sich die Form�I
 � SE + 4C23T + nS0S p�I
 I�23T � �n
 n�mS � nS0S [[p0S]] n = 0 (5.55)gewinnen. W�ahrend beim Kriterium der singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich�� der Sprung des Gradienten des Porenuiddrucks bestimmt werden mu�te, verbleibtnun die Aufgabe, den Sprung dessen zeitlicher �Anderung zu bestimmen. Hierzu mu�wieder zwischen kompressiblem und inkompressiblem Porenuid unterschieden werden.Die Impulsbilanz f�ur das kompressible Fluid kann unter Verwendung seiner Massenbilanzauf der Fl�ache umgeformt werden zunF �FRwF � n [[ 0xF ]] + ��nF p I�� n = 0 : (5.56)Linearisierung liefert�nF �FRwF �n�0S [[ 0xF ]]+�nF �FRwF �n� [[ ( 0xF )0S ]]+��(nF )0S�� pn+nF [[p0S]] n = 0 : (5.57)Die Sprungfreiheit des Porenuiddrucks selbst folgt wieder aus den entsprechenden Be-trachtungen wie bei der Untersuchung des Problems der singul�aren Fl�ache zweiter Ord-nung bzgl. der Bewegungsfunktionen. Zusammen mit der Sprungfreiheit der Geschwin-digkeiten, die direkt aus der De�nition der sigul�aren Fl�ache erster Ordnung bzgl. derGeschwindigkeiten folgt, und den Spr�ungen (Anhang B.1) eingesetzt, kann nach der Ge-schwindigkeit des Porenuiddrucks aufgel�ost werden[[p0S]] = �FRmF � n �wF � n�2 � nSnF mS � n p : (5.58)Das gleiche Vorgehen liefert f�ur die Massenbilanz des Fluids (5.24)1 auf der Fl�ache@ �FR@ p [[p0S]] = �FR�mF � n� nSnF mS � n� (5.59)



100 5.3 2. FALL: SINGUL�ARE FL�ACHE 1. ORDNUNG BZGL. 0X�und mit (5.58) schlie�lich den Sprung von p0S in Abh�angigkeit von mS und n:[[p0S]] = �nSnF mS � n p� �FR �wF � n�21� @ �FR@ p �wF � n�2 : (5.60)Im Nenner tritt dabei wieder dieMachzahl auf. Die Sickergeschwindigkeit durch die Fl�achemu� daher ungleich der Schallgeschwindigkeit des Porenuids sein (5.7). Im Falle desinkompressiblen Porenuids lautet der entsprechende Ausdruck f�ur den Sprung der Ge-schwindigkeit des Porenuiddrucks:[[p0S]] = nSnF mS � n��FR �wF � n�2 � p� : (5.61)Alternativ kann dieser Ausdruck aus dem Pendant f�ur das kompressible Porenuid (5.60)gewonnen werden, indem @ �FR=@ p zu null gesetzt wird. Der gleiche Ausdruck ergibt sichebenfalls, wenn die Annahme vergleichsweise sehr kleiner Sickergeschwindigkeiten (5.8) in(5.60) eingesetzt wird.Durch Einsetzen der beiden Ausdr�ucke (5.60) bzw. (5.61) in die Impulsbilanz des Festk�or-perskeletts (5.55) erh�alt man schlie�lich die beiden Akkustiktensoren f�ur eine singul�areFl�ache erster Ordnung bei Betrachtung eines kompressiblen Porenuids Qqc bzw. einesinkompressiblen Porenuids Qqi:Qqc = �I
 � SE + 4C23T + nS0S nSnF p� �FR �wF � n�21� @ �FR@ p �wF � n�2 �I
 I�23T � (n
 n)Qqi = �I
 � SE + 4C23T + nS0S nSnF �p� �FR �wF � n�2��I
 I�23T � (n
 n) (5.62)
Anmerkung: Da der Sprung von 0xF gleich null ist, folgt aus (5.57) ebenfalls, da� derAmplitudenvektor mF des Fluids normal zur singul�aren Fl�ache � orientiert ist:mF = [[ nF 0S ]] p+ nF [[p0S]]nF �FR (wF � n)2 n : (5.63)Die Lokalisierung des Porenuids stellt somit auch im Falle der singul�aren Fl�ache er-ster Ordnung bzgl. 0x� eine reine Volumendeformation dar. In diesem Zusammenhang seinochmals auf die Diskussion des Einusses der Modellierung des Porenuids, speziell derMischphase, auf die Lokalisierung der Mischung und des Festk�orperskeletts im Rahmender Beispiele in Kapitel 7.4 verwiesen.Bei der Umformung von (5.57) nach (5.58) wurde die Annahme des quasistatischen Pro-blems ben�otigt. F�ur den Sprung der Ableitung der Fluidgeschwindigkeit 0xF , gebildet mitder Bewegung des Festk�orperskeletts 'S,( 0xF )0S = 00xF � 00xS �grad ( 0xF )wF ; (5.64)



KAPITEL 5 LOKALISIERUNG 101folgt unter Vernachl�assigung der Beschleunigungsterme mit dem Sprung des Geschwin-digkeitsgradienten (5.1) des Fluids eingesetzthh( 0xF )0Sii = �mF (wF � n) : (5.65)Aus dem Vergleich mit der Kompatibilit�atsbedingung (2.26)hh( 0xF )0Sii = hhgrad ( 0xF ) ( 0xS � 0x�)ii (5.66)folgt, da� die Fl�ache sich bzgl. des Fluids mit dessen Geschwindigkeit ausbreitet:wF = 0x� � 0xS : (5.67)Dies entspricht einem "Auftrennen\ der Fl�ache in zwei Fl�achen und erscheint nicht kon-form mit der Annahme einer einzigen, gemeinsamen singul�aren Fl�ache. Das Kriterium istsomit nicht mehr anwendbar, wenn der zugrunde liegende Lokalisierungsmodus einsetzt.Dies entspricht aber lediglich der Feststellung, die bereits zu Beginn des Kapitels getro�enwurde.Es besteht alternativ die M�oglichkeit, die Beschleunigungsterme nicht zu vernachl�assigen.Der Sprung der mit der Bewegung des Festk�orpers gebildeten Ableitung der Fluidge-schwindigkeit ist dann gleich null, vgl. (5.66):hh( 0xF )0Sii = 0 : (5.68)Aus der linearisierten Form der Massenbilanz des Fluids (5.24)1 folgt umgehend bei An-nahme eines inkompressiblen Fluids, da� der Sprung des Festk�orpers keinen volumetri-schen Anteil haben darf: mS � n = 0 : (5.69)Dies l�a�t sich physikalisch dahingehend interpretieren, da� im Falle eines instantan auftre-tenden, volumen�andernden Deformationsinkrements des Festk�orpers das inkompressibleFluid eine unendlich gro�e Beschleunigung erfahren w�urde. F�ur ein kompressibles Fluidergibt sich in Verbindung mit der linearisierten Form der ImpulsbilanznSmS � n 0B@ �FRp @ �FR@ p � 11CA = 0 : (5.70)Um einen volumetrischen Anteil des Sprungs des Festk�orpers erhalten zu k�onnen, mu��FRp = @ �FR@ p (5.71)gelten. Dies ist jedoch nur f�ur ideales Gas (3.21) der Fall. Die Beziehungen (5.69) und(5.71) stellen insoweit eine zu starke Einschr�ankung der m�oglichen Lokalisierungsmodi dar,als da� Reibungsmaterialien im Falle der Lokalisierung i. a. ausgepr�agte Volumendeforma-tionen zeigen, vgl. Kapitel 7 und Desrues et. al. [14]. Die entsprechenden Untersuchungenwerden daher nicht weiter verfolgt.



102 5.3 2. FALL: SINGUL�ARE FL�ACHE 1. ORDNUNG BZGL. 0X�Abschlie�ende BemerkungenEs wurde festgestellt, da� der Porenuiddruck sprungfrei bleibt. Im Falle der Fl�ache zwei-ter Ordnung konnten die Spr�unge (5.32) bestimmt werden. Da die Amplitude �p desSprungs i. a. ungleich null ist (5.36), liegt eine Fl�ache erster Ordnung bez�uglich des Drucksvor. Im Falle der singul�aren Fl�ache erster Ordnung bzgl 0x� wurde lediglich der Sprung vonp0S bestimmt. Es bleibt somit o�en, ob es sich um eine Fl�ache erster Ordnung bez�uglich poder eine Fl�ache nullter Ordnung bez�uglich p0S handelt.�Uber die Diskontinuit�atseigenschaften des Porenuiddrucks p darf jedoch nicht a prioriverf�ugt werden. Bez�uglich des Porenuids konnte lediglich der volumetrische Anteil desSprungs bestimmt werden. Im Falle geschlossener Poren bleibt der Sprung sogar vollkom-men unbestimmt (5.36, 5.60, 5.61), was sich jedoch nicht auf die Lokalisierungsanalyseauswirkt.Der Sprung des Porenuids besitzt in beiden betrachteten F�allen die Form �n
 n, vgl.(5.46), (5.63) und somit einen reinen Volumensprung, da die Extraspannungen des Poren-uids a priori vernachl�assigt wurden. Dies spiegelt sich auch am Einu� des Porenuidsauf die Lokalisierung der gesamten Mischung wider, vgl. Kapitel 7.4. Es sei in diesem Zu-sammenhang nochmals darauf hingewiesen, da� die Spr�unge des Porenuiddrucks p undder beiden Konstituierenden 'S und 'F nicht unabh�angig voneinander sind. Ein Sprungbzw. Lokalisierung des Festk�orpers tritt i. a. immer in Verbindung mit der Lokalisierungdes Drucks und des Fluids auf.W�ahrend das Kriterium der singul�aren Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich der Bewegungs-funktionen �� sowohl auf das dynamische wie auf das quasistatische Problem angewandtwerden kann, ist der Fall der singul�aren Fl�ache erster Ordnung bzgl. der Geschwindigkei-ten 0x� in der hier betrachteten Form auf das quasistatische Problem beschr�ankt.



Kapitel 6Numerische Umsetzung
Zur numerischen L�osung von Anfangsrandwertproblemen der in Kapitel 3 beschriebenenModellvarianten m�ussen die entsprechenden Gleichungssysteme sowohl bez�uglich des Ortsals auch der Zeit diskretisiert werden. F�ur die Ortsdiskretisierung wird die Methode derFiniten Elemente (FEM) verwendet. Die Diskretisierung bez�uglich der Zeit erfolgt durchgeeignete Zeitintegrationsverfahren.In Kapitel 6.1 werden zun�achst als Voraussetzung f�ur die Anwendung der Methode derFiniten Elemente die Bilanzgleichungen in die schwache Form �uberf�uhrt. In Kapitel 6.2folgt deren Linearisierung, die in enger Verbindung mit der Linearisierung des diskre-ten Gleichungssystems steht und f�ur dessen e�ektive L�osung mit dem Newton-Verfahrenben�otigt wird. Das diskrete Gleichungssystem ergibt sich aus der im Anschlu� beschrie-benen Orts- und Zeitdiskretisierung. F�ur die FE-Diskretisierung im quasistatischen Fallwerden quadratische Ans�atze f�ur die Verschiebungen uS und lineare Ans�atze f�ur den Po-renuiddruck p verwendet. Im dynamischen Fall werden zus�atzlich lineare Ans�atze f�ur dieSickergeschwindigkeit wF und quadratische Ans�atze f�ur die Festk�orpergeschwindigkeit vSben�otigt. Die Zeitdiskretisierung wird mittels diagonalimpliziter Runge-Kutta-Verfahrendurchgef�uhrt, vgl. Diebels et. al. [18] und Ellsiepen [31]. Im letzten Abschnitt wird die bisdahin ausgesparte Spannungsberechnung f�ur das in Kapitel 4 vorgestellte elastoplastischeMaterialmodell behandelt. Dabei wird speziell auf dessen konsistente Zeitdiskretisierungund Linearisierung eingegangen.Bez�uglich der Methode der Finiten Elemente werden lediglich die zur Darstellung ben�otig-ten Grundlagen kurz behandelt. Eine umfassende Darstellung der FEM �ndet sich u. a.bei Bathe [4], Zienkiewicz & Taylor [99, 100], Schwarz [80] und speziell bez�uglich derAnwendung auf die Theorie Por�oser Medien bei Ellsiepen [31].6.1 Schwache Form der BilanzgleichungenDie schwachen Formen der Bilanzgleichungen folgen durch Multiplikation mit unabh�angi-gen Testfunktionen und anschlie�ender Integration �uber den K�orper B und dessen Rand103



104 6.1 SCHWACHE FORM DER BILANZGLEICHUNGEN@ B. Zuerst wird das quasistatische, hybride Modell betrachtet. F�ur die Massenbilanzdes Fluids erh�alt man mit der Testfunktion �p (virtuelles Druckfeld) f�ur das Modell mitkompressiblem PorenuidZB �FR div (uS)0S �p dv + ZB nF ��FR�0S �p dv + ZB div �nF �FRwF � �p dv = 0 : (6.1)Umformung unter Verwendung des Divergenztheorems und des Gau� schen Integralsatzesliefert ZB �FR div (uS)0S �p dv + ZB nF ��FR�0S �p dv� ZB nF �FRwF � grad �p dv = � Z@ B nF �FRwF � n �p da : (6.2)Durch Au�osen der Impulsbilanz des Fluids (3.34) kann die Sickergeschwindigkeit wFaus den Feldgleichungen eliminiert werden. Eingesetzt in die Massenbilanz erh�alt manmit (5.40)ZB �FR div �uS�0S �p dv + ZB nF @ �FR@ p (p)0S �p dv+ ZB kFjbj �grad p� �FR b� � grad �p dv = � Z@ B �FR nF wF � n �p da :(6.3)Die Impulsbilanz der Mischung wird mit der Testfunktion �uS gewichtet, die als virtuellesVerschiebungsfeld aufgefa�t werden kann:ZB div�TSE � p I� � �uS dv + ZB �nS �SR + nF �FR�b � �uS dv = 0 : (6.4)Anwendung des Divergenztheorems und des Gau�schen Integralsatzes liefert mit demRandspannungsvektor der Mischung t = tS + tF = �TSE � nS p I�n� �nF p I�nZB �TSE � p I� � grad (�uS) dv � ZB �nS �SR + nF �FR�b � �uS dv = Z@ B t � �uS da : (6.5)Alternativ kann auch die Impulsbilanz des Festk�orpers verwendet werden. Dies f�uhrt je-doch zu dem Problem, da� die �au�ere Last, repr�asentiert durch den Randspannungsvektort, der auf beide Konstituierende gemeinsam einwirkt, im Rahmen der Berechnung vonRandwertproblemen auf die einzelnen Konstituierenden aufzuteilen w�are.Mit den Gleichungen (6.3) und (6.5) liegt die fertige Verschiebungs-Druck-Formulierungder beschreibenden Gleichungen des gekoppelten Mehrfeldproblems f�ur den Fall des hybri-den, quasistatischen Modells vor. Die zuvor eliminierte Sickergeschwindigkeit kann �uber



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 105die Beziehung (3.34) in einer Nachlaufrechnung aus dem Gradienten des Porenuiddrucksbestimmt werden. F�ur den Fall des inkompressiblen Fluids ergibt sich die entsprechendeVerschiebungs-Druck-Formulierung zuZB div �uS�0S �p dv + ZB kFFR �grad p� �FR b� � grad �p dv = � Z@ B nF wF � n �p da ;ZB �TSE � p I� � grad (�uS) dv � ZB �nS �SR + nF �FR�b � �uS dv = Z@ B t � �uS da :(6.6)Anmerkung: F�ur den Fall, da� nicht der Massenstrom q = nF �FRwF � n sonderndie Sickergeschwindigkeit selbst auf dem Rand vorgegeben werden soll, darf sie nichtmehr aus den Feldgleichungen eliminiert werden. Die Impulsbilanz des Fluids ist dannebenfalls in die schwache Form zu �uberf�uhren, vgl. Eipper [30]. Es werden dann z. B.im zweidimensionalen Fall statt drei Feldfunktionen fuSx; uSy; pg f�unf FeldfunktionenfuSx; uSy;wFx;wFy; pg ben�otigt.Im dynamischen Fall kann die Impulsbilanz des Fluids (3.28), die f�ur alle Modellvariantenidentisch ist (vgl. Kapitel 2), nicht mehr nach der Sickergeschwindigkeit wF aufgel�ost wer-den. Sie mu� daher ebenfalls in die schwache Form �uberf�uhrt werden. Um die Ordnung desentstehenden Di�erentialgleichungssystems bez�uglich der Zeit zu reduzieren, wird zus�atz-lich die Festk�orpergeschwindigkeiten vS als unabh�angige Feldvariable eingef�uhrt (Diebels[17]). Das System ist dann um die Verschiebungs-GeschwindigkeitsrelationvS = �uS�0S (6.7)zu erg�anzen, die in der starken Form beibehalten und im Rahmen der Implementierungerf�ullt wird. Die Anzahl der Feldfunktionen steigt dadurch im zweidimensionalen Fall aufsieben an. Die Bilanzgleichungen werden analog dem Vorgehen im quasistatischen Fallin die schwache Form �uberf�uhrt. Das resultierende System ist f�ur den Fall des hybridenModells (kompressibles Fluid oder Mischphase) in Tabelle 6.1 zusammengefa�t.Zur Beschreibung des inkompressiblen Modells gen�ugt es, die Massenbilanz der Mischungin Tabelle 6.1 gegenZB �FR div (vS) �p dv � ZB nF �FRwF � grad (�p) dv = 0 (6.8)auszutauschen.6.2 LinearisierungAls Vorbereitung f�ur die Anwendung des Newton-Verfahrens zur L�osung der diskreten,i. a. nichtlinearen Gleichungssysteme, die im Rahmen der FE-Implementierung entste-hen, werden die schwachen Formen der Bilanzgleichungen linearisiert. Die Darstellung



106 6.2 LINEARISIERUNGMassenbilanz Mischung:ZB �FR div (vS) �p dv + ZB nF @ �FR@ p p0S �p dv � ZB nF �FRwF � grad (�p) dv= � Z@ B nF �FRwF � n �p daImpulsbilanz Fluid:ZB �FR �b� (vS +wF )0S � grad �vS +wF � �wF � nF FRkF wF � �wF dv+ ZB p div (�wF ) dv = Z@ B p �wF � n daImpulsbilanz Mischung:ZB �TSE � p I� � grad (�uS) dv � ZB �nS �SR + nF �FR� �b� (vS)0S� � �uS dv+ ZB nF �FR �(wF )0S � grad �vS +wF �wF� � �uS dv = Z@ B t � �uS daTabelle 6.1: Schwache Formulierung der Bilanzgleichungen f�ur den dynami-schen Fall: Hybrides Modelldieses Abschnitts orientiert sich an den Arbeiten von Wriggers [97] und speziell bez�uglichpor�oser Medien an Eipper [30].Die Linearisierung wird dabei in konsistenter Weise durchgef�uhrt, d. h. alle Gleichungenwerden vollst�andig bez�uglich aller Unbekannten bis zur gleichen Ordnung abgeleitet. Beischwach gekoppelten Problemen k�onnen alternativ sogenannte "staggered\ -Algorithmeneingesetzt werden, bei denen abwechselnd ein Teil des L�osungsvektors konstant gehal-ten und der andere Teil aus den korrespondierenden Gleichungen bestimmt wird. Da dievorliegenden Gleichungen ein stark gekoppeltes Problem darstellen, werden die Bilanz-gleichungen mit Hilfe des Newton-Verfahrens komplett gel�ost und daher bez�uglich allerFeldvariablen vollst�andig linearisiert.Kern der Linearisierung ist die Richtungsableitung,Flin(y) = F (y0) + dd " F (y + "�y)����"=0= F (y0) + DF (y) ��y ; (6.9)auch als Gateaux -Di�erential bezeichnet, mit dem Vektor der Unbekannten y. Dabei stelley0 den Zustand dar, bez�uglich dem linearisiert wird. Wird beispielsweise bez�uglich derVerschiebungen uS linearisiert, stellt y0 die aktuelle Kon�guration dar. Die Linearisierung



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 107entspricht dabei der Bildung eines Tangentenfelds an die Momentankon�guration von 'S.Mit y = XS, also durch Linearisierung bez�uglich der Referenzkon�guration, ergeben sichdie Gleichungen der in�nitesimalen Theorie.F�ur die Richtungsableitung des Deformationsgradienten GradS(uS) erh�alt man aus derDe�nition (6.9) Du(FS) ��uS = dd " GradS(uS0 + "�uS)����"=0= GradS(�uS) : (6.10)Der Index Du des Frechet-Di�erentials kennzeichnet die Gr�o�e, bez�uglich der der Opera-tor angewendet wird. Da die Richtungsableitung einen linearen Operator darstellt, k�onnendie �ublichen Rechenregeln der Di�erentialrechnung angewendet werden. F�ur das Gateaux -Di�erential der Determinante detFS des Deformationsgradienten des Festk�orpers, dasu. a. f�ur die Linearisierung der Volumenanteile ben�otigt wird, ergibt sich unter Verwen-dung der KettenregelDu �detFS� ��uS = �@ detFS@ FS �DuFS� ��uS= detFS div�uS : (6.11)Die geometrische Linearisierung der r�aumlichen Di�erentialoperatoren folgt direkt ausderen Transportverhalten (vgl. Anhang A1). F�ur den Gradienten folgtDu grad (: : :) � uS = Du �GradS(: : :)F�1S � ��uS= �grad (: : :) grad�uS (6.12)unter Verwendung der Richtungsableitung des inversen DeformationsgradientenDu�F�1S � ��uS = �F�1S grad�uS : (6.13)F�ur das weitere Vorgehen, das am Beispiel des hybriden, quasistatischen Modells durch-gef�uhrt wird, werden die schwachen Formen der Bilanzgleichungen zur �ubersichtlicherenund kompakteren Darstellung im Funktionsvektor G = fg1; g2g zusammengefa�t:g1 := ZB �TSE � p I� � grad �uS dv� ZB �nS �SR + nF �FR�b � �uS dv� Z@ B t � �uS da ; (6.14)



108 6.2 LINEARISIERUNGg2 := ZB ��FR div (uS)0S + nF @ �FR@ p p0S� �p dv+ kFjbj �grad p� �FR b� � grad �p dv+ Z@B nF �FRwF � n �p da : (6.15)
Der korrespondierende Vektor der Feldvariablen y setzt sich entsprechend aus uS und pzusammen: y := fuS; pg. Da die Festk�orpergeschwindigkeit lediglich im dynamischen Fallals unabh�angige Feldvariable eingef�uhrt wird und im quasistatischen Fall �uber die Zeit-diskretisierung an die Verschiebungsfreiheitsgrade gekn�upft ist, wird im quasistatischenFall (uS)0S anstatt vS verwendet. Die vollst�andig linearisierte Form von G lautetGlin = G0 +DyG ��y +Dy0S G ��y0S (6.16)mit DyG ��y = � Du g1 ��uS Dp g1 ��pDu g2 ��uS Dp g2 ��p � ;Dy0S G ��y0S = � Du0S g1 ��(uS)0S Dp0S g1 ��p0SDu0S g2 ��(uS)0S Dp0S g2 ��p0S � (6.17)und G0 = G(y0). Die inkrementellen Gr�o�en �y = f�uS;� pg stellen im Rahmen desNewton-Verfahrens die Inkremente der L�osung pro Iteration dar. Die Linearisierung (6.17)erfolgt bei festgehaltener Zeit t = t0 = konst: .Die Linearisierung des Extraspannungsterms in (6.14) bez�uglich der Verschiebungen uSverl�auft analog dem einphasigen Fall und kann der Literatur entnommen werden (Wriggers[97], Eipper [30]), wobei zu beachten ist, da� auch das in�nitesimale Volumenelement dvder aktuellen Kon�guration einen Beitrag zur Tangente leistet:DuhTSE � grad �uS dvi ��uS =h 4C 12 detFS �grad�uS + grad T�uS�+ grad�uS TSEi � grad �uS dv : (6.18)Anmerkung: Im Rahmen der sp�ater folgenden Zeitdiskretisierung ist der Tangenten-modul 4C des elastoplastischen Materialgesetzes unter Beachtung des Integrationsalgo-rithmus durch sein diskretes Pendant zu ersetzen. In diesem Zusammenhang wird der vonSimo & Taylor [83] gepr�agte Begri� des "konsistenten\ Tangentenmoduls verwendet. DieTangente wird dabei unter Beachtung des Integrationsalgorithmus gebildet, der f�ur daslokale elastoplastische Problem eingesetzt wird, vgl. Kapitel 6.5.Die geometrische Linearisierung des Druckterms in (6.14) liefert unter Verwendung von(6.11) und (6.12)Du�� p grad �uS dv� ��uS = phgrad T�uS � div�uS Ii � grad �uS dv : (6.19)



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 109Zur Linearisierung des Volumenkraftanteils in g1 aus (6.14) ist es zweckm�a�ig, den Anteilmit Hilfe von (1.32), (3.23) und (3.7) auf der Referenzkon�guration des Festk�orperskelettsdarzustellen: � ZB (: : :) dv = � ZB0 hnS0S �SR + �detFS � nS0S� �FRib � �uSdV : (6.20)Dabei kennzeichnet B0 das Gebiet des K�orpers in der Referenzkon�guration. Man erkennt,da� lediglich ein Term deformationsabh�angig ist und erh�alt f�ur dessen LinearisierungDu h�nS �SR + nF �FR�b � �uS dvi ��uS = �FR b � �uS div�uS dv : (6.21)Unter der Voraussetzung deformationsunabh�angiger Ober�achenkr�afte t liefert das Ober-�achenintegral �uber den Rand @B des Gebietes in g1 aus (6.14) keinen Anteil zur Linea-risierung.Die Linearisierung bez�uglich des Porenuiddrucks liefert unter Beachtung der Abh�angig-keit der materiellen Dichte des Fluids vom Druck �FR(p) beim hybriden Modell f�ur denFall kompressibler Porenuide:Dph� p I � grad �uSdv � nF �FR(p)b � �uS dvi �� p =��p I � grad �uS dv � nF @ �FR@ p �pb � �uS dv : (6.22)Hierbei wurde von Dp�grad p� ��p = grad�p (6.23)Gebrauch gemacht. Die geometrische Linearisierung des Di�erentialoperators ist bereitsin (6.19) enthalten. Eine Linearisierung bez�uglich y0S = f(uS)0S; p0Sg entf�allt, da die ent-sprechenden Gr�o�en in g1 aus (6.14) nicht explizit auftreten.Die Linearisierung des ersten Summanden in g2 bez�uglich der Verschiebungen uS lie-fert zwei Anteile, einen aus der geometrischen Linearisierung des Di�erentialoperatorsdiv (uS)0S und einen aus der Linearisierung des in�nitesimalen Volumenelements dv deraktuellen Kon�guration mit (6.12) bzw. (6.11):Du h�FR div (uS)0S �p dvi��uS = �FR �div (uS)0S div�uS�grad T (uS)0S �grad�uS� �p dv :(6.24)Der bez�uglich der Festk�orperverschiebungen uS linearisiert zweite Summand in g2 liefertlediglich einen Anteil, was in der Darstellung auf der Referenzkon�guration ersichtlichwird:DuhnF @ �FR@ p p0S �p dvi ��uS = Duh�detFS � nS0S� @ �FR@ p p0S �p dV i ��uS= div�uS @ �FR@ p p0S �p dv : (6.25)



110 6.2 LINEARISIERUNGDas Ergebnis ist wiederum auf der aktuellen Kon�guration dargestellt. Der dritte Sum-mand in g2 aus (6.15) liefert schlie�lichDu hkFjbj �grad p� �FR b� � grad �p dvi ��uS = �� ��grad�uS� grad p� � grad �p+�grad p� �FR b� � �grad �p div�uS � grad�uS grad �p�� kFjbj dv : (6.26)Mir der Voraussetzung eines deformationsunabh�angigen Massenstroms q = nF �FRwF �n�uber die Ober�ache @ B des K�orpers liefert das Ober�achenintegral in (6.15) ebenfallskeinen Beitrag zur Linearisierung.Die Linearisierung der Massenbilanz des Fluids g2 aus (6.15) bez�uglich des Porenuid-drucks ergibt mit (6.23)Dp g2 ��p = �@ �FR@ p div (uS)0S �p+ nF @2 �FR@ p2 �p p0S� �p dv+kFjbj �grad�p� @ �FR@ p �p �pb� � grad �p dv : (6.27)Da die Massenbilanz im Gegensatz zur Impulsbilanz explizit von den Geschwindigkeitender Feldvariablen abh�angt, werden zus�atzlich die Linearisierungen bez�uglich (uS)0S undp0S ben�otigt. F�ur die Richtungsableitung von g2 aus (6.15) bez�uglich (uS)0S folgtD(uS)0S g2 ��(uS)0S = �FR div ��(uS)0S� �p dv (6.28)und f�ur die Richtungsableitung bez�uglich der Geschwindigkeit des Porenuiddrucks p0SDp0S g2 ��p0S = nF @ �FR@ p �p0S �p dv : (6.29)Die fertige, vollst�andig linearisierte Form von G nimmt somit die GestaltDyG ��y = � (6:18) + (6:19) + (6:21) (6:22)(6:24) + (6:25) + (6:26) (6:27) � ;Dy0S G ��y0S = � 0 0(6:28) (6:29) � (6.30)an, wobei die Eintr�age den jeweiligen Formelnummern entsprechen. F�ur den Fall desinkompressiblen Modells wird zus�atzlich der Eintrag (6.29) zu null, d. h. die expliziteAbh�angigkeit des Gleichungssystems von der zeitlichen �Anderung des Porenuiddrucksgeht verloren.Beim dynamische Problem lautet der Variablenvektor y = fuS;vS;wF ; pg und der Funk-tionsvektor G besteht aus der Impulsbilanz der Mischung, der Verschiebungs-Geschwin-digkeitsrelation, der Impulsbilanz des Fluids und der Massenbilanz der Mischung, vgl.Tabelle 6.1. Die Linearisierung verl�auft analog wie im oben beschriebenen quasistatischenFall. Auf die Darstellung der einzelnen Terme wird an dieser Stelle verzichtet.



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 1116.3 OrtsdiskretisierungF�ur die Ortsdiskretisierung mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente wird das Gebietdes K�orpers B in ne Elemente zerlegt:B = ne[e=1 
e : (6.31)
e bezeichnet die Gebiete der einzelnen Elemente. Die Geometrie der Elemente, bzw. derZusammenhang zwischen lokalen Elementkoordinaten (�; �) und globalen Koordinaten(x; y), wird f�ur den zweidimensionalen Fall �uber die Beziehungenx = kuXi=1 Ni(�; �) x(e)i ;y = kuXi=1 Ni(�; �) y(e)i (6.32)approximiert. Hierbei stellen fx(e)i ; y(e)i g die globalen Koordinaten der Elementknoten undku die Anzahl der f�ur die Geometrieapproximation verwendeten Knoten dar. Die Anzahlder Ansatzfunktionen Ni(�; �), die in lokalen Koordinaten de�niert sind, betr�agt eben-falls ku. Bei den im Rahmen dieser Arbeit ausschlie�lich verwendeten isoparametrischenElementen werden f�ur die Verschiebungen die gleichen Ansatzfunktionen wie f�ur die Geo-metrieapproximation verwendet: u(e)S = kuXi=1 Ni uS(e)i : (6.33)(uS)(e)i bezeichnet die Verschiebungsfreiheitsgrade an den Knoten der Elemente und kudie Anzahl der Verschiebungsknoten. u(e)S steht f�ur die Approximation des Verschiebungs-feldes im Gebiet des Elements e und ist nicht zu verwechseln mit den korrespondierendendiskreten Freiheitsgraden der Knoten (uS)(e)i , die durch den zus�atzlichen Index (: : :)i ge-kennzeichnet werden. Da die Ansatzfunktionen f�ur die Geometrie und die Verschiebungengleich gew�ahlt werden, ist auch die Anzahl der jeweiligen Knoten ku identisch. Der Po-renuiddruck p wird mit p(e) = kpXj=1 Mj p(e)j (6.34)angesetzt. Dabei k�onnen sowohl die Anzahl der Knoten als auch die Ansatzfunktionenunterschiedlich zu denen der Verschiebungen gew�ahlt werden.Da die Extraspannungen in der schwachen Form der Impulsbilanz der Mischung (6.5) mitden Verzerrungen und somit den Ableitungen der Ansatzfunktionen f�ur die Verschiebun-gen Ni verkn�upft sind, liegt es nahe, den Porenuiddruck p, der in der Impulsbilanz derMischung im Spannungsausdruck direkt und somit mit der gleichen Ordnung wie die Ex-traspannungen auftritt, eine Ordnung niedriger anszusetzen, vgl. Diebels & Ehlers [17].



112 6.3 ORTSDISKRETISIERUNGDa in der Massenbilanz des Fluids nach Einsetzen seiner Impulsbilanz (6.3) bzw. (6.6) derGradient des Porenuiddrucks steht, mu� im quasistatischen Fall der Druck mindestenslinear und die Verschiebungen somit quadratisch angesetzt werden. In Abbildung 6.1 sinddie entsprechenden zweidimensionalen Elemente mit sechs bzw. 8 Knoten abgebildet.(uS)(e)ip(e)jVerschiebungsfreiheitsgrade:Druckfreiheitsgrade:Gau�punkteAbbildung 6.1: FE-Ans�atze f�ur Dreiecks- und ViereckselementeDie Ortsabh�angigkeit der Feldvariablen uS und p wird dabei durch die AnsatzfunktionenN(�; �) bzw. M(�; �) beschrieben, w�ahrend die Zeitabh�angigkeit in den Freiheitsgradenan den Knoten enthalten ist: (uS)(e)i (t) bzw. p(e)j (t). Die Inkremente der Freiheitsgrade amKnoten w�ahrend einer Newton-Iteration �(uS)(e)ki bzw. �p(e)kj im k-ten Newton-Schrittwerden entsprechend den korrespondierenden Feldgr�o�en angesetzt.Die Gebietsintegrale der schwachen Form der Bilanzgleichungen k�onnen schlie�lich imOrt diskretisiert und aufgrund der lokalen Eigenschaft der Formfunktionen elementweisein lokalen Koordinaten ausgewertet werden, z. B. f�ur Dreieckselemente:ZB (: : :) dv = neXe=1 Z
e (: : :) dv = 12 neXe=1 1Z�=0 1��Z�=0 (: : :) jJej d� d� (6.35)mit der Jacobi-Determinante der Geometrieabbildung des Elements e:Je = det 0BB@ @ x@ � @ x@ �@ y@ � @ y@ � 1CCA : (6.36)Die numerische Integration �uber ein Element wird mit Hilfe der Gau� -Integration durch-gef�uhrt. Die entsprechenden St�utzstellen, an denen die Bilanzgleichungen ausgewertetwerden m�ussen, sind in Abbildung 6.1 eingezeichnet. Sollte die Auswertung der Bilanz-gleichungen von inneren Variablen, auch als History-Variablen bezeichnet, abh�angen wiez. B. im Falle der Plastizit�at, so sind diese an den Gau� -Punkten vorzuhalten, im Gegen-satz zu den knotenorientierten Freiheitsgraden (uS)(e)i und p(e)j .Die Testfunktionen �uS und �p zur Gewichtung der schwachen Form der Bilanzgleichungenwerden beim hier eingesetzten Galerkin-Verfahren identisch mit den Ansatzfunktionen derkorrespondierenden Freiheitsgrade gew�ahlt:�u(e)S = kuPi=1Ni �(uS)(e)i ;�p(e) = kpPi=jMj �p(e)j : (6.37)



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 113Nach der Ortsdiskretisierung durch die Methode der Finiten Elemente kann das Glei-chungssystem G (6.14, 6.15) in der FormF �y;y0; t� =M�y�y0 + k�y�� f(t) = 0 (6.38)dargestellt werden mit der verallgemeinerten Massenmatrix M(y), dem Stei�gkeitsvektork(y) und dem Vektor der Randlasten f(t), vgl. Diebels & Ehlers [17]. (: : :)0 kennzeichnetdabei die totale Zeitableitung d(: : :)=dt undy = fuS(e)1 ; : : : ;uS(e)Ku; p(e)1 ; : : : ; p(e)Kpg (6.39)den Vektor der Knotenfreiheitsgrade mit der Anzahl Ku der Verschiebungsknoten desgesamten Problems und der entsprechenden Anzahl Kp der Druckknoten. Da das Glei-chungssystem (6.38) erst bez�uglich dem Ort, nicht aber bez�uglich der Zeit diskretisiertist, wird es auch als semidiskret bezeichnet. Die Tangente der semidiskreten Gleichungen(6.38) ergibt sich direkt durch die Diskretisierung der Tangente (6.30) des kontinuierlichenProblems G (6.14, 6.15). Hierbei ist jedoch zu beachten, da� der Tangentenmodul 4C imFalle der Plastizit�at durch sein algorithmisch konsistentes Pendant zu ersetzen ist, vgl.Kapitel 6.5.F�ur die Diskretisierung des dynamischen Problems werden zus�atzlich Ans�atze f�ur vS undwF ben�otigt. Durch die Verschiebungs-Geschwindigkeitsrelation (6.7) liegt es nahe, dieFestk�orpergeschwindigkeiten vS entsprechend den Verschiebungen uS quadratisch anzu-setzen. Die Sickergeschwindigkeit wF wird aus den gleichen Gr�unden wie beim Poren-uiddruck p linear angesetzt.6.4 ZeitdiskretisierungDie Zeitdiskretisierung des semidiskreten Problems F (y;y0; t) (6.38) wird mittels diago-nalimpliziter Runge-Kutta-Verfahren durchgef�uhrt, vgl. z. B. T�orning & Spellucci [91],und bez�uglich der Anwendung im Bereich der Theorie Por�oser Medien Diebels et. al. [18]und Ellsiepen [31]. Es handelt sich dabei um mehrstu�ge Einschrittverfahren mit derallgemeine Diskretisierungsvorschrift�F ni(Y ni) � F�Y ni; 1h qii �Y ni � yn � h i�1Xj=1 aij Y 0nj�; tn + ci h� != 0 : (6.40)Das Symbol �(: : :) kennzeichnet das zeitdiskrete und somit vollst�andig diskretisierte Systemund Y ni bzw. Y 0ni die Werte bzw. Geschwindigkeiten der Freiheitsgrade auf der i-ten Stufedes n-ten Zeitschritts. Die aktuellen Zeitableitungen Y 0ni k�onnen dabei �uberY 0ni = Y ni � yn � h i�1Pj=1 aij Y 0njaii h (6.41)



114 6.4 ZEITDISKRETISIERUNGaus den Werten des letzten Zeitschritts yn bzw. den Werten auf den Stufen Y ni berechnetwerden. Im Rahmen des Anfangsrandwertproblems werden Startwerte ben�otigt:y0 = y(t0) : (6.42)Das Gleichungssystem (6.40) f�ur �F ni ist auf jeder der s Stufen des Integrationsverfahrensin den Unbekannten Y ni zu l�osen. Die L�osung zum Zeitpunkt tn+1 ergibt sich aus dergewichteten Summe der Zeitableitungen Y 0ni auf den einzelnen Stufen zuyn+1 = yn + sXi=1 bi Y 0ni ; (6.43)wobei die dabei auftretenden Ableitungen �uber (6.41) berechnet werden k�onnen. Die Ko-e�zienten aij, bi und ci, die das Verfahren charakterisieren, werden �ublicherweise in einerTabelle, dem sogenannten Butcher -Tableau, angeordnet:c1 a11... ... . . .cs as1 � � � assb1 � � � bsb̂1 � � � b̂s (6.44)
F�ur diagonalimplizite Verfahren m�ussen die Koe�zienten aij zwingend eine untere Drei-ecksmatrix bilden, vgl. (6.44). Dadurch sind die Gleichungssysteme auf den einzelnenStufen �F ni voneinander entkoppelt und k�onnen einzeln gel�ost werden. F�ur die speziellenWerte s = 1 und a11 = b1 = c1 = 1 erh�alt man das implizite Euler -Verfahren. Mit h := � tlautet dann die Berechnungsvorschrift (6.40), (6.41) und (6.43)�F n+1�yn+1� � F�yn+1; 1� t �yn+1 � yn�; tn +� t� != 0 ;y0n+1 = yn+1 � yn� t ;yn+1 = yn +� ty0n+1 : (6.45)Es gen�ugt f�ur den Fall des impliziten Euler -Verfahrens o�ensichtlich, lediglich die ersteGleichung in den neuen Werten yn+1 zu l�osen. Die beiden folgenden Gleichungen habenhier formalen Charakter.Die Hauptaufgabe besteht darin, auf jeder der s Stufen das diskrete Gleichungssystem�F ni f�ur i = 1; ::; s zu l�osen und anschlie�end �uber (6.41) und (6.43) die L�osung yn+1 zumZeitpunkt tn+1 zu bestimmen. F�ur die Anwendung des Newton-Verfahrens wird derenLinearisierung ben�otigt. Mit @ Y 0kni@ Y kni = 1aii h (6.46)



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 115kann die Tangente in der FormD �F kni = @ �F kni@ Y kni + @ �F kni@ Y 0kni @ Y 0kni@ Y kni= @ �F kni@ Y kni + 1h aii @ �F kni@ Y 0kni (6.47)dargestellt werden. k bezeichnet hierbei den Newton-Schritt des Gleichungssystem auf deri-ten Stufe des n-ten Zeitschritts. Unter Verwendung der Darstellung des semidiskretenProblems (6.38) ergibt sich die Tangente des vollst�andig diskretisierten Problems zuD �F kni = @Mkni@ Y kni Y 0kni + @ kkni@ Y kni + 1h aii Mkni (6.48)mit der verallgemeinerten Massenmatrix Mkni und dem Stei�gkeitsvektors kkni des k-tenNewton-Schritts. Mkni und kkni ergeben sich dabei aus der Ortsdiskretisierung der Linea-risierung des kontinuierlichen Problems aus Kapitel 6.2 entsprechend Kapitel 6.3.Anmerkung: Es besteht die M�oglichkeit mit Hilfe sogenannter eingebetteter Verfahrenden Fehler der L�osung abzusch�atzen und darauf aufbauend eine Steuerung der Zeitschritt-weite durchzuf�uhren. Bei eingebetteten Verfahren werden hierf�ur zwei L�osungen mit Ver-fahren unterschiedlicher Ordnung berechnet. F�ur beide Verfahren werden die L�osungen aufden gleichen Stufen ausgewertet und somit keine neuen L�osungen des nichtlinearen Glei-chungssystems (6.40) ben�otigt. Lediglich die L�osungen yn+1 werden mit unterschiedlichenGewichten berechnet. F�ur das Verfahren h�oherer Ordnung werden die Gewichte bi undf�ur das Verfahren niederer Ordnung die Gewichte b̂i verwendet, vgl. (6.44). Der Mehrauf-wand beschr�ankt sich damit auf wenige Linearkombinationen der L�osungsvektoren Y ni.Aus den L�osungen unterschiedlicher Ordnung kann dann der Fehler abgesch�atzt werden.Die hier verwendeten Verfahren zur Fehlersch�atzung und die darauf aufbauende Zeit-schrittweitensteuerung wurden von Ellsiepen �ubernommen und k�onnen in Diebels et. al.[18], Diebels & Ehlers [17] und Ellsiepen [31] nachgelesen werden. Ein Verfahren dieserGruppe ist das Alex21 -Verfahren. Es handelt sich hierbei um ein Verfahren zweiter Ord-nung mit einem eingebetteten Verfahren erster Ordnung.Eine weitere Modi�kation liegt in der M�oglichkeit, sogenannte steif genaue Verfahreneinzusetzen. Hierbei wird bi = asi gesetzt. Sie bieten sich speziell zur L�osung di�eren-tialalgebraischer Gleichungssysteme an, da sie die algebraischen Nebenbedingungen zumneuen Zeitpunkt tn+1 erf�ullen. Di�erentialalgebraische Gleichungssysteme liegen hier z. B.im Falle des quasistatischen Problems vor, vgl. (6.30). Da die Massenmatrix dabei singul�arist, handelt es sich um ein di�erentialalgebraisches Gleichungssystem erster Ordnung inder Zeit.6.5 SpannungsberechnungIn diesem Abschnitt wird die Berechnung des Extraspannungstensors TSE bzw. SSE desFestk�orperskeletts beschrieben, basierend auf dem in Kapitel 3 vorgestellten elastoplasti-



116 6.5 SPANNUNGSBERECHNUNGschen Materialmodell. Die Frage, ob rein elastisches oder elastoplastisches Materialverhal-ten vorliegt, wird anhand des sogenannten "Trialstate\ entschieden, vgl. Simo [83]. Dabeiwerden die plastischen Deformationen konstant gehalten und das gesamte Deformations-inkrement der Stufe als rein elastisch angenommen. Sollte die Flie�bedingung erf�ullt sein,also F � 0, war die Annahme korrekt und der Schritt rein elastisch. Andernfalls mu� dasfolgende elastoplastische DAE-System gel�ost werden.Das elastoplastische DAE-System wird im folgenden auch als "lokales\ DAE-System be-zeichnet, im Gegensatz zum "globalen\ DAE-System (6.40). W�ahrend letzteres in denKnotenfreiheitsgraden formuliert ist und das gesamte Randwertproblem umfa�t, kanndas lokale DAE-System an jedem Gau� -Punkt unabh�angig und somit lokal gel�ost wer-den. Die Freiheitsgrade des lokalen Systems, die sogenannten "History\- bzw. innerenVariablen sind im Gegensatz zu den Freiheitsgraden des globalen Systems an den Gau� -Punkten de�niert.Neben der eigentlichen Berechnung des Extraspannungstensors SSE, der f�ur die Auswer-tung der schwachen Form der Impulsbilanz (6.14) der Mischung ben�otigt wird, mu� diesogenannte "konsistente\ Tangente d (SSE)kni=d (CS)kni des aktuellen Newton-Schritts aufder i-ten Stufe des n-ten Zeitschritts bereitgestellt werden, vgl. Simo & Taylor [83]. Kon-sistent bedeutet in diesem Zusammenhang, da� die Linearisierung des lokalen Algorith-mus zur Spannungsberechnung unter Beachtung des verwendeten Integrationsverfahrensdurchgef�uhrt wird. Die konsistente Linearisierung stellt eine entscheidende Voraussetzungf�ur die quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens auf der i-ten Stufe des globalenSystems (6.40) dar.Zun�achst werden, soweit n�otig, die Gleichungen des elastoplastischen Modells auf diegleiche Kon�guration transportiert und ihre Abh�angigkeiten ebenfalls in Gr�o�en dieserKon�guration dargestellt. Der Einfachheit halber wird die Darstellung auf der Referenz-kon�guration gew�ahlt.Da das neue plastische Potential (4.107) lediglich von der ersten und zweiten deviatori-schen Invarianten des Extraspannungstensors abh�angt, kann die Flie�regel (4.71) umge-formt werden zûDSp = � h @ G@ ÎID �̂ SE + @ G@ Î Ii= � �d(̂I; ÎID; ^IIID; q; r) �̂ SDE + h(̂I; ÎID; ^IIID; q; r) I� ; (6.49)vgl. (4.110) mit den Abk�urzungend(̂I; ÎID; ^IIID; q; r) = 	12q	1 ÎID + 12 �Î2 + �2 Î4 ;h(̂I; ÎID; ^IIID; q; r) = � Î + 4 �2 Î32q	1 ÎID + 12 �Î2 + �2 Î4 +	2 � + 2 � Î : (6.50)Die Faktoren d und h beschreiben dabei die Anteile der deviatorischen bzw. der volumetri-schen plastischen Form�anderung. Der �Ubersichtlichkeit halber werden die Abh�angigkeiten



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 117der Funktionen h und d im folgenden weggelassen. Sie k�onnen au�er von den Invarian-ten Î, ÎID und ^IIID �uber die Abh�angigkeit der Parameter im Rahmen der strukturellenVerfestigung auch von den Gesamtdeformationen abh�angen. Mit Abbildung 4.3 erh�altman aus dem kontravarianten R�uckw�artstransport des symmetrischen plastischen Ge-schwindigkeitsgradienten D̂Sp auf die Referenzkon�guration die materielle Zeitableitungdes plastischen Greenschen Verzerrungstensors�ESp�0S = 12 �CSp�0S = FSTp D̂SpFSp (6.51)und f�ur die Ableitung des plastischen rechten Cauchy-Green-Tensors nach Einsetzen derFlie�regel (6.49) (CSp)0S = 2� �dCSp SSECSp + �h� d3 SSE �CSp�CSp� : (6.52)Alternativ dazu ist auch die kovariante Darstellung der Flie�regel m�oglich:(CS�1p )0S = �2� �dSSE + �h� d3 SSE �CSp�CS�1p � : (6.53)Das elastische Teilgesetz liegt mit (4.50) bereits auf der Referenzkon�guration vor. Die ska-laren Funktionen F (̂I; ÎID; ^IIID; q; r) = 0, h(̂I; ÎID; ^IIID; q; r), d(̂I; ÎID; ^IIID; q; r) und dieEvolutionsgleichungen q0S = �Q(pD; pV ;Wp) der materiellen Verfestigung m�ussen nichttransportiert werden. Ihre Argumente m�ussen jedoch in Gr�o�en der Referenzkon�gurationbzw. deren Zeitableitungen dargestellt werden. Die Abh�angigkeit von den Parametern rkann direkt durch die Abh�angigkeit von CS bzw. FS ersetzt werden. F�ur die InvariantenÎ, ÎID und ^IIID des Extraspannungstensors �̂ SE der Zwischenkon�guration, ausgedr�ucktmit Hilfe von SSE und CSp und unter Verwendung der Invarianten niedrigerer Ordnung,erh�alt man Î = CSp � SSE ;ÎID = 12 �CSp SSE� � �SSECSp�� 16 Î2 ;^IIID = 13 �SSECSp SSE� � �CSp SSECSp�� 23 Î ÎID � 127 Î3 : (6.54)Die Argumente der materiellen Verfestigung pD, pV (4.66) undWp (4.67) lassen sich eben-falls durch SSE und CSp ausdr�ucken, da sie ebenso wie Î, ÎID und ^IIID skalare Invariantendarstellen:pD = Z 23 D̂DS p �D̂DS p dt=Z h16 �CS�1p (CSp)0S���CS�1p (CSp)0S�� 19 �CS�1p � (CSp)0S�2idt;pV = Z 13 D̂Sp � I dt =Z 16 CS�1p � (CSp)0S dt ;Wp = Z �̂ SE � ��̂Sp�4p =Z 12 (CSp)0S � SSE dt : (6.55)



118 6.5 SPANNUNGSBERECHNUNGMit diesen Vorarbeiten kann das lokale, elastoplastische DAE-System vollst�andig in Gr�o�ender Referenzkon�guration formuliert werden. Der Variablenvektor des Systems lautety = f�;CSp; qg und der Funktionsvektor G = fg1; g2; g3g bestehend aus der Flie�bedin-gung g1, der Flie�regel g2 und den Entwicklungsgleichungen der materiellen Verfestigungg3: g1 := F (CSp;SSE; q;CS) ;g2 := (CSp)0S � 2� hdCSp SSE CSp + �h� d3 SSE �CSp�CSpi ;g3 := q0S � �Q(CSp;SSE; q;CS) : (6.56)Die Funktion g1 stellt dabei die algebraische Nebenbedingung des lokalen DAE-Systemsdar. Es werden die gleichen Bezeichnungen G und y wie bei der Formulierung des globalenDAE-Systems verwendet, da beide Systeme konsistent, d. h. mit dem gleichen Verfahrenintegriert werden. In diesem Zusammenhang sei auf die alternative Darstellung der beidenDAE-Systeme in einem gemeinsamen System hingewiesen, s. Ellsiepen [31]. Das elasti-sche Teilgesetz (4.50) wurde nicht explizit in den Funktionsvektor G aufgenommen, umdie Anzahl der Gleichungen des lokalen Systems zu reduzieren. Es wird implizit bei derBerechnung der Invarianten Î; ÎID; ^IIID in Abh�angigkeit der Gesamtdeformation CS undder plastischen Deformation CSp eingesetzt. Bei der Darstellung der Abh�angigkeiten in(6.56) sind zus�atzlich die Beziehungen (6.54) und (6.55) zu beachten. Die Abh�angigkeitdes Gleichungssystems (6.56) von der Gesamtdeformation CS ist erst bei der Berechnungder konsistenten Tangente von Bedeutung. W�ahrend der L�osung des Systems sind dieGesamtdeformationen konstant und stellen in diesem Sinne keinen Freiheitsgrad sonderneinen Parameter des Systems dar. Die Abh�angigkeit des Systems von der strukturellenVerfestigung ist in der Abh�angigkeit der Funktionen h, d und F von den Gesamtdeforma-tionen CS enthalten. Daraus wird ersichtlich, das die strukturelle Verfestigung nur einengeringen Mehraufwand f�ur die Berechnung darstellt.Eine Ortsdiskretisierung des lokalen DAE-Systems wird nicht ben�otigt. F�ur die Zeitdis-kretisierung werden die Abk�urzungen�y := yn + h i�1Xj=1 aij Y 0nj ;�T := h aii (6.57)eingef�uhrt. Die Stufenableitungen (6.41) lauten mit Hilfe der Abk�urzungen (6.57) im k-tenNewton-Schritt der L�osung des globalen DAE-SystemsY 0kni = 1�T �Y kni � �yk� : (6.58)F�ur die Diskretisierungsvorschrift (6.40) des lokalen Systems erh�alt man mit den Abk�urzun-gen (6.57) Gk�Y kni� � G�Y kni; 1�T �Y kni � �yk�; tn + ci h� != 0 : (6.59)



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 119Dabei wird die Analogie zwischen der L�osung des Problems auf der Stufe und eines Zeit-schritts des impliziten Euler -Verfahren deutlich. Die L�osung des i. a. nichtlinearen Glei-chungssystems (6.59) erfolgt ebenfalls mit Hilfe des Newton-Verfahrens. Der Index k kenn-zeichnet den Newton-Schritt des globalen Systems und ist nicht zu verwechseln mit derNewton-Iteration des lokalen Systems. Das lokale System ist viel mehr f�ur jede Iterationdes globalen Newton-L�osers komplett auszuwerten und bedarf daher der Indizierung k desglobalen DAE-Systems. Die Tangente des lokalen DAE-Systems, die f�ur dessen e�ektiveL�osung mit dem Newton-Verfahren ben�otigt wird, kann in der gleichen Weise wie beimglobalen System aufgebaut werden. Auf eine ausf�uhrliche Darstellung wird an dieser Stel-le verzichtet. Die Aufdatierung der History-Variablen erfolgt entsprechend der Vorschrift(6.43): yn+1 = yn + bi sXi=1 Y 0ni : (6.60)Anmerkung: Mit Hilfe der Zeitdiskretisierung kann der Trialstate des Extraspannungs-tensors (SSE)tr, der f�ur die Entscheidung, ob rein elastisches oder elastoplastisches Mate-rialverhalten vorliegt, ben�otigt wird, mit dem elastischen Gesetz S angegeben werden:�(SSE)kni�tr = Sh(CSp)n(i�1); (CS)knii : (6.61)Die L�osung des lokalen Gleichungssystems (6.59) entspricht dem "Nachziehen\ der Zwi-schenkon�guration bei festgehaltener aktueller Kon�guration (vgl. Abbildung 6.2). DieGesamtdeformationen (CS)kni sind konstant und stellen im Gegensatz zum L�osungsvektory = f�kni;CSpkni; qknig, in dem u. a. auch die neuen plastischen Deformationen (CSp)knienthalten sind, einen Parameter des Systems dar.An dieser Stelle wird der Vorteil der Formulierung des Gleichungssystems in Gr�o�en derReferenzkon�guration sichtbar. S�amtliche Abh�angigkeiten von der plastischen Deforma-tion treten explizit auf. Bei einer Formulierung in Gr�o�en der Zwischenkon�guration sindbeispielsweise die Extraspannungen �̂ SE �uber die Kon�guration von den plastischen De-formationen abh�angig, was auch in der Formulierung der Invarianten (6.54) sichtbar ist.Da die Gesamtdeformation w�ahrend der L�osung des lokalem DAE-Systems (6.59) kon-stant bleibt, hat die strukturelle Verfestigung keinen Einu� auf den Vorgang der L�osungdes Systems (6.59) mit Hilfe des Newton-Verfahrens, wohl aber auf die Werte des L�osungs-vektors Y kni. Da auch keine zus�atzlichen inneren Variablen und Entwicklungsgleichungenzu deren Bestimmung ben�otigt werden, ist die Implementierung der strukturellen Verfe-stigung mit sehr geringem Aufwand verbunden. Es gen�ugt, die Funktionen h(nS) (4.101)und hd(nS) (4.106) auszuwerten und die neuen Werte der Parameter ~"; ~�; ~� und ~m zuBeginn der Iteration zu bestimmen, die w�ahrend des gesamten L�osungsvorgangs konstantbleiben.Es verbleibt die Aufgabe, den konsistenten Tangentenmodul dSSE=dCSjkni, der f�ur die Li-nearisierung des globalen DAE-Systems ben�otigt wird, zu bestimmen. Die Berechnungerfolgt mit Hilfe der impliziten Di�erentiation, siehe Bronstein & Semendjajew [46] undspeziell bez�uglich der Anwendung bei der Berechnung elastoplastischer Materialmodelle



120 6.5 SPANNUNGSBERECHNUNG
(FSe)kni(FSp)kni �(FSp)kni

(FS)kni = konst:

(FSp)kn(i�1) Zwischenkon�guration(FSe)kn(i�1)

Kon�gurationaktuellekon�gurationReferenz-Abbildung 6.2: L�osung des lokalen DAE-Systems: Berechnung von �(FSp)kniHartmann [39]. Hierbei wird die Abh�angigkeit der L�osung Y kni des Gleichungssystems(6.59) von dessen Parametern (CS)kni bestimmt. Da das Gleichungssystem (6.59) ledig-lich von den Werten der L�osung auf der neuen Stufe abh�angt, kann vereinfacht G(Y kni)geschrieben werden. F�ur die totale Ableitung von G(Y kni) nach den Gesamtverzerrun-gen (CS)kni folgt unter Beachtung der Abh�angigkeit der L�osung Y kni von G von denParametern (CS)kni und der Abh�angigkeit des Systems G selbst von (CS)kni, also mitG(Y kni) = G(Y kni(CS)kni; (CS)kni), mit der KettenregeldG(Y kni)d (CS)kni = @G(Y kni)@ Y kni dY knid (CS)kni + @G(Y kni)@ (CS)kni : (6.62)Da G(Y kni) im ausiterierten, gel�osten Zustand gleich null ist, gilt dies auch f�ur dessenAbleitung. Durch Au�osen folgt somitdY knid (CS)kni = ��@ G(Y kni)@ Y kni ��1 @ G(Y kni)@ (CS)kni : (6.63)Da� das elastische Gesetz nicht explizit in den Funktionsvektor G aufgenommen wurdehat zwar den Vorteil, da� das zu l�osende lokale System kleiner ist, jedoch auch den Nach-teil, da� die gesuchte Ableitung dSSE=dCSjkni nicht im Vektor dY kni=d (CS)kni in (6.63)enthalten ist. Es wird daher noch ein weiterer Schritt ben�otigt:d (SSE)knid (CS)kni = @ (SSE)kni@ (CS)kni + @ (SSE)kni@ (CSp)kni d (CSp)knid (CS)kni : (6.64)Die Ableitung d (CSp)kni=d (CS)kni ist im Vektor dY knid (CS)kni in (6.63) enthalten. Nach derL�osung des lokalen DAE-Systems (6.59) mit Hilfe des Newton-Verfahrens kann �uber (6.63)



KAPITEL 6 NUMERISCHE UMSETZUNG 121und (6.64) die konsistente Tangente ausschlie�lich aus partiellen Ableitungen bestimmtwerden.6.6 Auswertung der AkkustiktensorenBei der Auswertung der Akkustiktensoren wird im Falle kompressibler Fluide von kleinenSickergeschwindigkeiten (5.7) im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit des Fluids ausgegan-gen: (wF � n)2 @ �FR@ p � 0 : (6.65)Die Akkustiktensoren k�onnen f�ur den Fall (5.62) einer singul�aren Fl�ache erster Ordnungbez�uglich der Geschwindigkeiten und f�ur den Fall (5.45) einer singul�aren Fl�ache zweiterOrdnung bez�uglich der Bewegungsfunktionen in der allgemeinen FormhI
 � SE + 4C23T + � �I
 I�23T i (n
 n) (6.66)zusammengefa�t werden. Der Faktor � ist unter Beachtung der Voraussetzung (6.65)unabh�angig davon, ob das Fluid kompressibel oder inkompressibel ist. F�ur den Fall derFl�ache erster Ordnung bzgl. der Geschwindigkeiten ergibt sich� = nS0S nSnF �p� �FR (wF � n)2� (6.67)und f�ur den Fall der Fl�ache zweiter Ordnung bez�uglich der Bewegungsfunktionen� = �nS0S nSnF �FR (wF � n)2 : (6.68)Im Falle des ebenen Verzerrungszustandes kann der Normalenvektor n in Abh�angigkeitdes Winkels � angegeben werden. Es folgtn = 0@ cos�sin�0 1A ei (6.69)bzw. nach Skalierung mit 1= cos� ~n = 0@ 1tan�0 1A ei : (6.70)Die Skalierung und somit der Verlust der Normierung des Normalenvektors hat keinenEinu� auf die Auswertung der Akkustiktensoren. Zum einen ist die Normierung f�urdie Herleitung der Lokalisierungsanalyse ohne Bedeutung, vgl. Kapitel 2.1, zum anderenkann durch Multiplikation der Bestimmungsgleichung det (Q) = 0 mit (1= cos�)6 die



122 6.6 AUSWERTUNG DER AKKUSTIKTENSORENentsprechende Form in ~n gewonnen werden. Einsetzen des Normalenvektors (6.70) in dieBestimmungsgleichungdet h�I
 � SE + 4C23T + � �I
 I�23T � (n
 n) i = 0 (6.71)liefert ein Polynom 6-ten Grades in tan�. Da s�amtliche zur Auswertung der Akkustikten-soren ben�otigten Werte, der Kirchho� -Extraspannungstensor, der elastoplastische Tan-gentenmodul, die Volumenanteile und die Sickergeschwindigkeit, an den Gau� -Punktenvorliegen, wird die Bestimmungsgleichung ebenfalls am Gau� -Punkt ausgewertet. DieNullstellen werden sukzessive durch Anwendung des Newton-Verfahrens und anschlie�en-de Polynomdivision bestimmt. Die letzten drei Nullstellen werden, sofern es sich um reelleNullstellen handelt, mit Hilfe der Cardanischen Formeln ausgewertet. Aus den Nullstel-len des Polynoms liegen �uber (6.70) die Normalenvektoren ~n und nach Normierung nvor. Die zugeh�origen Amplitudenvektoren �S bzw.mS, die zur vollst�andigen Bestimmungdes Lokalisierungsmodus ben�otigt werden, k�onnen im Anschlu� daran aus dem linearenGleichungssystem Q(n)mS = 0 (6.72)bestimmt werden.



Kapitel 7Beispiele
Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Materialmodelle wurden entsprechend Kapitel 6in das FE-System PANDAS [27] implementiert. Die modulare Struktur von PANDAS er-m�oglicht dabei die Verwendung verschiedener impliziter Zeitintegrationsverfahren undeiner zugeh�origen Zeitschrittweitensteuerung (Ellsiepen, [31]), vgl. Kapitle 6.4. Dar�uberhinaus stehen verschiedenste Elementans�atze zur Verf�ugung, speziell 6-knotige Dreiecks-elemente, 8-Knotige Viereckselemente und 20-knotige Quaderelemente, die im folgendenVerwendung �nden. Bei den zweidimensionalen Rechnungen wurde aussschlie�lich derebene Verzerrungszustand betrachtet.Das erste Beispiel dient der Veri�zierung der Materialmodellierung. Hierbei wird speziellauf den Kompressionspunkt im Rahmen der elastoplastischen Formulierung eingegangenund der Einu� der strukturellen Verfestigung und der Mischphase diskutiert. Die Unter-suchungen werden anhand des Konsolidationsproblems durchgef�uhrt, das in Kapitel 7.1beschrieben wird. Es folgen in Kapitel 7.2 die Validierung der Kompressionspunkte deselastoplastischen Materialmodells und darauf aufbauend der Mischung unter Verwendungder Mischphase. In Kapitel 7.3 wird die Leistungsf�ahigkeit des Materialmodells anhandeines Vergleichs mit Materialversuchen von Polyethylensch�aumen unterschiedlicher Poro-sit�at demonstriert.In Kapitel 7.4 werden grundlegende E�ekte der Lokalisierung por�oser Medien bestehendaus Festk�orper und Porenuid mit Hilfe des auch in der Litaratur h�au�g anzutre�endenBiaxialversuchs diskutiert. Besondere Beachtung gilt dabei dem Einu� des Porenuids.Dabei haben sowohl dessen Kompressibilit�at als auch die Permeabilit�at kF einen gro�enEinu� auf das Lokalisierungsverhalten. Anhand dieses Beispiels wird zus�atzlich die Aus-wertung des Akkustiktensors f�ur por�ose Medien durchgef�uhrt.7.1 KonsolidationsproblemBeim Konsolidationsproblem (s. Abbildung 7.1) wird das Stauchen einer Wanne betrach-tet. An den seitlichen W�anden sind die Horizontalverschiebung und am Boden die Ver-tikalverschiebung behindert. Die Ober�ache ist drainiert, d. h. der Druck ist gleich dem123



124 7.1 KONSOLIDATIONSPROBLEMUmgebungsdruck p0 = 108845 N/m2, und das Porenuid kann aussickern. Die restlichenR�ander sind undrainiert. Die Belastung der Ober�ache wird innerhalb 1/1000 Sekunde aufden Maximalwert von 10 MN/m2 gesteigert und dann konstant gehalten. Die Materialpa-rameter sind in der Tabelle in Abbildung 7.1 zusammengefa�t. Auf eventuell abweichendeParameter wird im Text explizit hingewiesen. Das gleiche Randwertproblem liegt ebenfallsden Kapiteln 7.2 und 7.3 zugrunde. Die Probe besteht zu 67 % aus einem rein elastischenFestk�orperskelett und zu 33 % aus Porenuid. Der Wet von �LR beschreibt im Rahmender Mischphase die materielle Dichte des inkompressiblen Anteils des Porenuids.

0,33 m
drainiert (p0)

1 m
0,3 m

Materialparameter�LR 1000 �SR 2600 kg/m3nF 0; 33 kF 1,00�10�6 m/s� 10; 00 � 12,00 MN/m2Plastisches Potential Flie��ache 1 4,545 � 0,01 2 0,770 � 0,25 1,664� 1,53�10�7 m2/kN" 2,65�10�7 m2/kN� 1,0 N/m2m 0,5690(Ehlers & M�ullersch�on, [29])Abbildung 7.1: Stauchen einer Wanne: Randwertproblem und MaterialparameterAufgrund der Fluidviskosit�at ist der Proze� auch unter Vernachl�assigung dynamischerE�ekte im Rahmen der quasistatischen Formulierung zeitabh�angig. Nach der Lastauf-bringung ergibt sich dirket unter der Ober�ache ein Druckgradient, und das Porenuidbeginnt auszusickern, vgl. Abbildung 7.2. Die Vektoren in der Abbildung stellen die Sicker-



KAPITEL 7 BEISPIELE 125geschwindigkeit wF dar, die bez�uglich des jeweiligen Maximalwertes normiert ist. Im Ver-lauf des Konsolidationsproze�es panzt sich der Druckgradient �uber das gesamte Rand-wertproblem fort. Nach 1000 Sekunden ist der Konsolidationsproze� weitgehendst ab-geschlossen. Der Porenuiddruck entspricht im gesamten K�orper dem Umgebungsdruckp0. Es kann somit kein Porenuid mehr aussickern. In diesem Zustand tr�agt allein dasFestk�orperskelett die Belastung und es ergibt sich der Deformationszustand, den ein lee-res Festk�orperskelett instantan liefert.
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen

Institut für Mechanik (Bauwesen),  Universität Stuttgart,  Lehrstuhl II,  Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

PANDAS>

1,0�105

1,11�1078,9�1066,7�1064,5�1062,3�106<

Porenuiddruck p [MN/m2]

Abbildung 7.2: Stauchen einer Wanne: Porenuiddruck p und Sickergeschwindigkeit wF(normiert) zu den Zeitpunkten t = 1 s, t = 10 s, t = 100 s und t = 1000 sDas Verhalten des Anfangsrandwertproblems h�angt dabei stark von der Modellierung desPorenuids ab.W�ahrend bei einem inkompressiblen Porenuid eine Deformation des K�orpers lediglichdurch Ausstr�omen m�oglich ist, kann im Falle eines kompressiblen Fluids zus�atzlich eineDeformation aufgrund dessen Kompressibilit�at eintreten.In Abbildung 7.3 ist die Absenkung der Ober�ache in Abh�angigkeit der Zeit f�ur 0 : : : 100Sekunden dargestellt. Es wurden dabei ideales Gas (MLG = 0, vgl. 3.44), Mischphase mit25 % Volumenanteil inkompressiblen Porenuids im Ausgangszustand (MLG = 257; 8), 50% Volumenanteil (MLG = 773; 4) und vollst�andig inkompressibles Porenuid (MLG =1)modelliert. Der Einu� der Kompressibilit�at des Porenuids auf die Last-Setzungs-Kurveist in Abbildung 7.3 deutlich zu erkennen.



126 7.1 KONSOLIDATIONSPROBLEMJe h�oher der Anteil kompressiblen Porenuids ist, desto gr�o�er ist die Kompressibilit�at derMischphase und entsprechend h�oher die Anfangssetzung. Es folgt die Konsolidationsphase.Hierbei kommt es durch Ausstr�omen des Porenuids zu einer weiteren Absenkung derOber�ache. Die Last-Setzungs-Kurven n�ahern sich dabei im auskonsolidierten Zustandeinem gemeinsamen Grezwert an. Da im auskonsolidierten Zustand der Porenuiddruckim gesamten K�orper gleich dem Umgebungsdruck p0 ist, tr�agt allein das Festk�operskelettdie gesamte Last. Es ergibt sich somit ein vom Fluid unabh�angiger Grenzwert, der alleinaus dem elastischen Gesetz folgt. Dies ist in Abbildung 7.4 gut zu erkennen, in der derZeitbereich von 0 bis 1000 Sekunden dargestellt ist. F�ur die elastoplastische Formulierunggilt dies jedoch nicht mehr.In Abbildung 7.5 und 7.6 sind die Verschiebungsverl�aufe f�ur den Fall einer linearen Last-steigerung mit 100 kN/(m2s) aufgetragen. Der Volumenanteil des Festk�orpers in der Refe-renzkon�guration betr�agt nS0S = 0; 25 und der Durchl�assigkeitskoe�zient kF = 10�6m=s.Die Verl�aufe n�ahern sich f�ur unterschiedliche Porenuide wieder dem gleichen Grenzwertan, der aus dem elastischen Gesetz resultiert.In Abbildung 7.5 ist gut zu erkennen, wie der Deformationsproze� bei Verwendung derMischphase zuerst durch die Kompressibilit�at des Fluids dominiert wird. Die Kurvenentsprechen in diesem Bereich weitgehendst dem Verlauf mit idealem Gas. Bei weitererLaststeigerung und einhergehender Kompression des Porenuids nimmt die Bedeutung derKonsolidation zu und die Kurven zeigen das gleiche Verhalten auf, wie im Falle vollst�andiginkompressiblen Fluids (MLG =1). Der Punkt des Umschaltens h�angt dabei von der Zu-sammensetzung der Mischphase ab. Je h�oher der Anteil inkompressiblen Fluids ist, destofr�uher wird die Last-Setzungs-Kurve durch den Konsolidationsmechanismus dominiert.Aus den Beispielen ist der Einu� der Modellierung des Porenuids und der Bedeutungder Mischphase o�ensichtlich. Speziell das Deformationsverhalten bei kleiner Permeabi-lit�at bzw. hoher Belastungsgeschwindigkeit h�angt stark von der Kompressibilit�at des Po-renuids ab. Dies ist bei der Verwendung por�oser Materialien zur D�ampfung und Energie-absorption (Crash) von besonderem Interesse. Weiter wurde gezeigt, da� die Mischphasedie F�alle des ideal kompressiblen und des inkompressiblen Porenuids enth�alt.
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Abbildung 7.3: Konsolidationsproblem: Einu� der Modellierung des Porenuids beisprunghafter Laststeigerung f�ur t = 0 : : : 100 Sekunden0
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0Abbildung 7.4: Konsolidationsproblem: Einu� der Modellierung des Porenuids beisprunghafter Laststeigerung f�ur t = 0 : : : 1000 Sekunden



128 7.1 KONSOLIDATIONSPROBLEM
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Abbildung 7.5: Konsolidationsproblem: Einu� der Modellierung des Porenuids bei li-nearer Laststeigerung f�ur t = 0 : : : 400 Sekunden
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Abbildung 7.6: Konsolidationsproblem: Einu� der Modellierung des Porenuids bei li-nearer Laststeigerung f�ur t = 0 : : : 2500 Sekunden



KAPITEL 7 BEISPIELE 1297.2 KompressionspunktZuerst wird der Kompressionspunkt der elastoplastischen Formulierung anhand des drai-nierten Problems veri�ziert und darauf aufbauend der Kompressionspunkt der gesamtenMischung unter Verwendung der Mischphase anhand des undrainierten Problems.Zur (weitgehenden) Erreichung des Kompressionspunktes wird der K�orper immer weiterkomprimiert. Eine vollst�andiges Erreichen ist dabei nicht m�oglich, da der Kompressi-onspunkt mit gegen 1 gehenden hydrostatischen Spannungen verbunden ist. Bei demgew�ahlten Volumenanteil des Festk�opers von nS0S = 0; 66 und der H�ohe der Wanne vonh = 1 m betr�agt die maximale Verschiebung der Ober�acheumax = (1� nS0S) h = 0; 33m : (7.1)Eine weitere Deformation ist aufgrund der materiellen Inkompressibilit�at des Festk�orper-skeletts nicht m�oglich. Der Volumenanteil betr�agt im Kompressionspunkt nS = 1.
TSE22,

4,03,02,01,0p;TS E 22[MN/m2
]

Verschiebung [m]
drainiertdrainiertundrainiertundrainiertp,

00,0

p,TSE22,

-0.33-0,2-0,1Abbildung 7.7: Drainiertes und undrainiertes Problem ohne VerfestigungIn Abbildung 7.7 sind die Vertikalspannungen TSE22 und der Porenuiddruck p �uberder Absenkung der Ober�ache f�ur den Fall des drainierten und des undrainierten Pro-blems aufgetragen. Es wurde beidesmal ideales Gas als Porenuid verwendet. Um E�ekte,die auf dem Konsolidationsproze� beruhen, weitgehend auszuschalten, ist der DarcyscheDuchl�assigkeitsparameter kF auf 1,0 m/s gesetzt. Das Randwertproblem kann somit zu je-dem Zeitpunkt als vollst�andig auskonsolidiert betrachtet werden. Das Festk�orperskelett istidealplastisch modelliert, d. h. ohne jegliche Form der Verfestigung, weder materieller nochstruktureller Art. Im undrainierten Fall wird das eingeschlossene Porenuid vollst�andigkomprimiert, und der Druck steigt gem�a� dem idealen Gasgesetz (3.21) gegen 1 an. DieFestk�orperextraspannungen bleiben aufgrund der idealen Plastizit�at konstant. Die �au�ereLast wird somit vorwiegend vom Porenuid getragen, und der Kompressionspunkt f�ur dasgesamte Randwertproblem wird eingehalten. F�ur den Fall der drainierten Wanne bzw. des



130 7.2 KOMPRESSIONSPUNKTquasi leeren Festk�orperskeletts ist der Porenuiddruck im gesamten Problem gleich demUmgebungsdruck p = p0. Die �au�ere Last wird somit ausschlie�lich vom Festk�orperskelettgetragen. Da eine Steigerung der Extraspannungen bedingt durch die ideale Plastitzit�atausgeschlossen ist, eine weitere Kompression jedoch entsprechend dem elastischen Gesetz(4.49) nur mit einer Erh�ohung der Spannungen einhergehen kann, ergibt sich, da� wedereine weitere Kompression noch eine weitere Laststeigerung statt�nden k�onnen. Dies stehtjedoch in klarem Widerspruch zu Beobachtungen in Experimenten, die einen deutlichenAnstieg der Spannungen im Bereich des Kompressionspunktes zeigen. Dies gilt sowohl f�urrein elastisches wie auch f�ur elastoplastisches Materialverhalten, vgl. Gibson & Ashby [34].Bei Verwendung eines elastischen Gesetzes ohne Kompressionspunkt k�onnen im Rahmeneiner elastoplastischen Formulierung sogar negative Volumina auftreten, bedingt durchanhaltende kontraktante Deformation.Es ergibt sich die Notwendigkeit, den Kompressionpunkt auch bei elastoplastischem Ma-terialverhalten zu modellieren. Dies wird mit Hilfe der strukturellen Verfestigung bewerk-stelligt. In Abbildung 7.8 sind die entsprechenden Last-Verschiebungs-Verl�aufe f�ur ver-schiedene Werte des Parameters � der strukturellen Verfestigung aufgetragen. Die Kur-ven entsprechen den typischen Verl�aufen por�oser, elastoplastischer Sch�aume, wie z. B.von Metall- oder Polymersch�aumen, vgl. Gibson & Ashby [34], Weber [95]. Nach einemrelativ kleinen elastischen Bereich schlie�t sich das sogenannte "plastische Plateau\ mitgro�en Volumendehnungen bei kleinen Spannungs�anderungen an. Ihm folgt der Bereichder Verdichtung. Die Verdichtung bzw. Ann�aherung an den Kompressionspunkt ist miteinem gro�en Anstieg der hydrostatischen Spannungen verbunden. Das Materialverhal-ten wird hier wieder elastisch, jedoch mit einer deutlich steileren Tangente als im erstenBereich. Der Kompressionspunkt und somit auch die ihm zugrunde liegende Forderungnach Einhaltung der Massenbilanz sind sichergestellt, was in Abbildung 7.8 deutlich zuerkennen ist. Das Ansprechverhalten der strukturellen Verfestigung kann dabei durch denParameters � in weiten Bereichen variiert werden, vgl. Abbildung 7.8. F�ur � = 0 ist dieAbw�artskompatibilit�at zur idealen Plastizit�at sichergestellt.Mit Hilfe der strukturellen Verfestigung ist es somit auf nat�urlichemWege m�oglich, por�oseMedien bei gro�er, elastoplastischer Volumendeformation und o�enen Poren zu beschrei-ben. Aufgrund der Abw�artskompatibilit�at des Modells ist es f�ur den Fall, da� die Fluidpha-se nur einen geringen Einu� hat, sogar m�oglich, Anfangsrandwertprobleme allein durchdas Festk�orperskelett zu beschreiben. Dies spart neben der Modellierung des Fluids auchdie entsprechenden Freiheitsgrade im Rahmen der FE-Implementierung und erm�oglichtden Einsatz des Materialgesetzes in vielen kommerziellen FE-Programmen.Zur Veri�zierung der Forderung nach Kombinierbarkeit mit materieller Verfestigung inKapitel 4.3.5 wurde die strukturelle Verfestigung mit der von Ehlers & M�ullersch�on in[29] vorgestellten Formulierung kombiniert. Es handelt sich dabei um eine Verfestigungs-formulierung in Abh�angigkeit der plastischen Arbeit Wp (4.67), die einen S�attigungswertbesitzt. Die Beschreibung des Modells und die Materialparameter k�onnen [29] entnommenwerden. Das Modell wurde von Ehlers & M�ullersch�on f�ur den Bereich kleiner Deforma-tionen angepa�t. Die Last-Verschiebungs-Verl�aufe sind in Abbildung 7.9 dargestellt. Diematerielle Verfestigung allein versagt bei der Ann�aherung an den Kompressionspunktebenso wie die ideale Plastitzit�at. Dies liegt nicht an der Anpassung f�ur kleine Deforma-tionen im Rahmen der linearen Theorie. Der Hauptgrund liegt in der der Formulierung
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-0,101,0 Verschiebung [m] -0.33-0,20,0Abbildung 7.8: Sicherung des Kompressionspunktes duch die strukturelle Verfestigunginherenten S�attigung der Verfestigung. In Kombination mit der strukturellen Verfestigungkann der Kompressionspunkt wieder sichergestellt werden, und es ergibt sich ein stetigerVerlauf der Last-Verschiebungs-Kurve, vgl. Abbildung 7.9. Die beiden Formen der Verfe-stigung, materielle und strukturelle, sind problemlos kombinierbar und erg�anzen sich beider Beschreibung realer Materialien.Als letztes wird schlie�lich der Kompressionspunkt der gesamten Mischung, bestehend auseinem elastoplastischen Festk�orperskelett und der Mischphase, veri�ziert. Hierzu wird derobere Rand wieder undrainiert modelliert, um Konsolidation und somit Ausstr�omen desPorenuids zu vermeiden. Die Gesamtdeformation resultiert somit ausschlie�lich aus derKompression des Porenuids. Es wurden hierf�ur verschiedene Zusammensetzungen derMischphase verwendet, mit den ParameternVolumenanteil nLR0F in % MLG1,0 7,81210,0 85,9350,0 773,490,0 6961 .
Dabei beschreibt der Volumenanteil, wieviel Prozent der Volumens der Mischphase imAusgangszustand (p = p0) aus inkompressiblem Fluid bestehen. Die Konstante MLG folgtgem�a� (3.44). In Abh�angigkeit des Massenanteils stellen sich unterschiedliche Kompres-sionspunkte des Randwertproblems ein, die sich aus den Volumenanteilen der materiellinkompressiblen Phasen des Festk�opers 'S und des Fluids 'L ergeben, vgl. Abbildung7.10. Je h�oher der Anteil inkompressiblen Fluids an der Mischphase ist, desto geringer istdie maximal m�ogliche Volumendeformation. Es wird dabei der jeweilige Kompressions-punkt erreicht.



132 7.2 KOMPRESSIONSPUNKT
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KAPITEL 7 BEISPIELE 1337.3 Anpassung des Modells an einen PolymerschaumZur Demonstration der Anpassungsf�ahigkeit des Materialmodells wurden Polyethylen-sch�aume mit unterschiedlichen Dichten und somit Volumenanteilen nS des Festk�orpersverwendet. Das Randwertproblem ist in Abbildung 7.11 dargestellt.

1,0 m
0,1 m 0,1 mAbbildung 7.11: Einaxialer KompressionsversuchF�ur die Vernetzung wurden 20-knotige Quaderelemente verwendet. Da bei o�enporigen,luft- bzw. gasgef�ullten Sch�aumen das Fluid keinen nennenswerten Einu� hat, wurde derDarcysche Duchl�assigkeitsparameter kF auf 1,0 m/s gesetzt. In Verbindung mit der schlan-ken Form des Randwertproblems und den damit verbundenen kurzen Drainagewegen istder Einu� des Fluids weitgehendst ausgeschaltet. Die Form der Probe selbst hat unterVernachl�assigung der Konsolidation keinen Einu� auf das Ergebnis. Das Festk�orperske-lett ist elastoplastisch ohne materielle und mit struktureller Verfestigung modelliert.In Abbildung 7.13 sind die experimentell bestimmten Verl�aufe nach Gibson & Ashby [34]S. 180 aufgetragen und in Abbildung 7.14 die Verl�aufe der Simulationsrechnungen. DieMaterialparameter sind in Abbildung 7.12 zusammengefa�t. Sie wurden dabei f�ur jedenPolyethylenschaum einzeln angepa�t.W�ahrend die Kurven (a) - (d) nahezu deckungsgleich angepa�t werden konnten und dieParameter ensprechend dem Volumenanteil nS0S in der Referenzkon�guration monotoneReihen bilden (vgl. Abbildung 7.12), war eine �ahnlich gute Anpassung f�ur die Kurve (e)nicht m�oglich. Die bei hochpor�osen Sch�aumen dominanten strukturbedingten E�ekte, diedie Verl�aufe der Kurven (a) - (d) regieren, werden durch die strukturelle Verfetigung sehr



134 7.3 ANPASSUNG DES MODELLS AN EINEN POLYMERSCHAUMgut abgebildet. Bei dem Schaum (e) hingegen liegt ein deutlich h�oherer VolumenanteilnS0S der Festk�orpermatrix vor. Dadurch nimmt der Einu� materielle E�ekte wie z. B.materielle Verfestigung und speziell Sch�adigung an Bedeutung zu. Diese wurden jedochnicht mit modelliert.Dar�uber hinaus besteht in dem verwendeten elastischen Gesetz von Eipper [30] keineM�oglichkeit, das Ansprechverhalten im Bereich des Kompressionpunktes zu steuern, wiedies beispielsweise bei der strukturellen Verfestigung �uber den Parameter � m�oglich ist.Anmerkung: Der Knick in Abbildung 7.14 beim �Ubergang des elastischen Bereichs indas plastische Plateau ist Folge der nicht modellierten materiellen Verfestigung.Die Besonderheiten por�oser Sch�aume bei gro�en Deformationen, speziell im Kompressi-onsbereich, werden sehr gut durch die strukturelle Verfestigung abgebildet. Hierin liegtauch ein besonderes Interesse der Modellierung und darauf aufbauenden Simulation, dadas Kompressionsverhalten derartige Materialien h�au�g zur Energieabsorption genutztwird, z. B. bei Crashtests. a b c d enS0S % 0,05 0,90 7,50 11,0 20,0� MN/m2 0,40 0,58 1,80 2,00 23,70� MN/m2 0,40 0,58 1,80 2,00 23,70� m2/N 7,75�10�6 4,50�10�6 1,90�10�6 1,80�10�6 2,5�10�6" m2/N 5,05�10�5 2,70�10�5 1,05�10�5 9,50�10�6 1,75�10�6� N/m2 1,25�105 1,75�105 3,00�105 4,20�105 1,75�107Abbildung 7.12: Materialparameter f�ur Polyethylensch�aumeAnmerkung: Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingeweisen, da� der Kompressions-punkt sowohl im elastischen wie auch im plastischen Teilsto�gesetz ber�ucksichtigt werdenmu�. Die Ber�ucksichtigung in nur einem der beiden Teilsto�gesetze oder gar in keinemf�uhrt speziell bei gro�en Volumendeformationen zu unsinnigen und falschen Ergebnissen.
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Abbildung 7.13: Kompressionsversuch von Ployethylensch�aumen unterschiedlicher Poro-sit�at: Versuche nach Gibson & Ashby [34] S. 180
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Abbildung 7.14: Kompressionsversuch von Ployethylensch�aumen unterschiedlicher Poro-sit�at: FE-Simulation mit struktureller Verfestigung



136 7.4 BIAXIALVERSUCH7.4 BiaxialversuchDie Lokalisierung und speziell der Einu� des Porenuids und seiner Kopplung mit demFestk�operskelett werden anhand des auch in der Literatur h�au�g diskutierten Biaxialver-suchs durchgef�uhrt, vgl. Simo & Meschke [81], Schreer et. al. [78], Schreer et. al. [79],Loret & Pr�evost [63] und Gawin et. al. [33].7.5 AnfangsrandwertproblemDas Anfangsrandwertproblem ist in Abbildung 7.15 dargestellt. Es besteht aus 200 qua-dratischen 8-Knotenelementen. Die seitlichen R�ander sind drainiert, w�ahrend der Bodenund die Fl�ache unter der Last undrainiert sind. Zun�achst werden s�amtliche freien Ober-�achen mit einer linear ansteigenden Fl�achenlast beaufschlagt, deren Maximalwert nach1010 Sekunden 100 kN/m2 betr�agt. Aufgrund der langsamen Steigerung der Last kanndie Probe zu diesem Zeitpunkt als vollst�andig auskonsolidiert betrachtet werden. An-schlie�end wird die Last konstant gehalten und die Ober�ache mit v0 = 0; 0018 mm/sverschiebungsgesteuert abgesenkt.Die Materialparameter entsprechen wieder denen des koh�asionslosen Sandes nach Ehlers& M�ullersch�on [29]. Das Fluid ist inkompressibel. Auf etwaige Abweichungen der Mate-rialparameter wird im Text bzw. in den Abbildungen explizit hingewiesen.

undrainiert
F(t) 0,35 m

F(t), u(t)

0,175 m
F(t)

drainiert drainiertundrainiert

Abbildung 7.15: Randwertproblem des BiaxialversuchsIn Abbildung 7.16 ist eine f�ur den Biaxialversuch typische Last-Setzungs-Kurve darge-stellt. F�ur die Berechnung der Last wurden sowohl die Vertikalspannung als auch der



KAPITEL 7 BEISPIELE 137Porenuiddruck �uber den oberen Rand integriert und addiert, da die Last von der ge-samten Mischung getragen wird. Hierbei wurde das grau unterlegte Element im mittlerenBereich des Netzes geschw�acht, indem die Werte der Lam�eschen Konstanten um 15 %verringert wurden, siehe Abbildung 7.15.

-30,0
-33,0

-3,0-27,0 -4,0-3,5-2,5

(a)

Setzung [mm](a) (b)
(c)

Last [kN/m2]-36,0 (b)

-2,0-1,5Abbildung 7.16: Last-Setzungs-Kurve des BiaxialversuchsNachdem die Probe plastisch geworden ist, steigt die Last immer geringer, bis sie schlie�-lich ihren Maximalwert erreicht hat. Die Probe wird in diesem Bereich instabil, und dieKurve zeigt einen deutlichen Abfall der Last auf. Es setzt Lokalisierung in Form einesScherbandes ein. In Abbildung 7.17 ist die plastische Volumendehnung ep und in Ab-bildung 7.18 zus�atzlich das Ergebnis der Lokalisierungsanalyse aufgetragen, wobei diejeweiligen Maximal- und Minimalwerte unter den einzelnen Bildern stehen. Es wurdehierzu aus den in Kapitel 5 genannten Gr�unden das Kriterium einer singul�aren Fl�achezweiter Ordnung bez�uglich der Bewegungsfunktionen (5.45) verwendet. Die Vektoren inAbbildung 7.18 stellen die Einheitsnormalenvektoren n� an m�ogliche singul�are Fl�achendar. Dabei entspricht die linke Abbildung dem Zustand in Punkt (a), die mittlere demZustand in Punkt (b) und die rechte dem Zustand in Punkt (c) der Last-Setzungs-Kurvein Abbildung 7.16.In Abbildung 7.17 ist die plastische Volumendeformation dargestellt und das typische"Kreuz\ zu erkennen, mit dem die Lokalisierung beim Biaxialversuch beginnt. Nach �uber-schreiten des Maximums der Last-Verschiebungskurve, dem Bifurkationspunkt, "schl�aft\eines der beiden sich kreuzenden B�ander ein und Lokalisierung �ndet nur noch im anderenBand statt. Dies wird auch durch die Lokalisierungsanalyse in Abbildung 7.18 best�atigt.Beide B�ander k�onnen allein aus geometrischen �Uberlegungen nicht aktiv bleiben. Nachdem Abfall der Last schlie�t sich ein Bereich mit nahezu konstanter Last bei fortschrei-tender Deformation im Scherband an. Das Lokalisierungskriterium zeigt nur noch anden R�andern des Bandes m�ogliche singul�are Fl�achen an. Dies steht in �Ubereinstimmung



138 7.5 ANFANGSRANDWERTPROBLEM
PANDAS

ep;min = -1,449�10�2ep;max = 1,482�10�3ep;min = -5,574�10�4ep;max = -1,849�10�4ep;min = -3,368�10�4ep;max = -2,101�10�4

plastische Volumendehnung ep

ep;min
ep;max

Abbildung 7.17: Plastische Volumendehnung f�ur die Zust�ande (a), (b), und (c)mit Kapitel 5, in dem Scherb�ander f�ur den betrachteten Fall (singul�ar zweiter Ordnungbzgl. den Bewegungsfunktionen) B�ander endlicher Dicke darstellen, die durch singul�are
PANDAS

ep;max = 1,482�10�3ep;min = -5,574�10�4ep;max = -2,101�10�4ep;min = -3,368�10�4 ep;max = -1,849�10�4 ep;min
ep;max

ep;min = -1,449�10�2

plastische Volumendehnung ep

Abbildung 7.18: Plastische Volumendehnung und Lokalisierungsanalys f�ur (a), (b), (c)



KAPITEL 7 BEISPIELE 139Fl�achen eingegrenzt werden, vgl. Abbildung 5.2. Die Dicke des Bandes betr�agt dabei circaein Element, was bereits einen Hinweis auf die Netzabh�angigkeit des Problems darstellt.Zur �Uberwindung des Bifurkationspunktes wurde das Element in der N�ahe der Mittegeschw�acht.In Abbildung 7.19 ist der Porenuiddruck dargestellt. Da das Scherband, bedingt durchdas gew�ahlte plastische Materialmodell, kontraktante Volumendehnungen aufweist (vgl.Abbildung 7.17), erh�oht sich schlagartig der Druck in dessen Bereich, vgl. Abbildung 7.19(b). Im weiteren Verlauf gleicht sich der Druck durch Konsolidation wieder aus und dessenGradient nimmt ab, vgl. Abbildung 7.19 (c).
PANDAS

pmax = 1,895�103pmin = 0,0

Porenuiddruck p in N/m2

pmin = 0,0 pmin = 0,0

pmax
pminpmax = 1,937�103 pmax = 3,833�103Abbildung 7.19: Porenuiddruck f�ur die Zust�ande (a), (b), und (c)Anmerkung: In dem Zustand, in dem die Instabilit�at beginnt sich zu entwickeln, ist einem�oglichst exakte Zeitintegration n�otig, vgl. Simo & Meschke [81] und Ellsiepen [31]. F�urdie Rechnungen in diesem Kapitel wurde daher das impliziteAlex21 -Verfahren, kombiniertmit einer Zeitschrittweitensteuerung von Ellsiepen [31], die speziell f�ur por�ose Medienentwickelt wurde, eingesetzt.7.6 Einu� des PorenuidsZur genaueren Untersuchung des Einusses des Porenuids und speziell der volumetri-schen Kopplung zwischen Fluid und Festk�oper die sich bereits in Kapitel 5 gezeigt hat,werden im folgenden zwei unterschiedliche Materialien betrachtet. Beim ersten handelt essich um den bisher beschriebenen koh�asionslosen Sand, der i. a. kontraktante Scherb�ander



140 7.6 EINFLUSS DES PORENFLUIDSliefert. Beim zweiten Material sind die Parameter " und � zu null gesetzt. Dies entsprichtdem Grenzzustand der strukturellen Verfestigung und garantiert somit dilatante plasti-sche Volumendeformationen, d. h. D̂Sp � I � 0. Die Flie��ache hat im hydrostatischenBereich die Form eines Kegels, �ahnlich dem Drucker & Prager -Kriterium, mit einer ab-gerundeten Kappe im Zugbereich. Um den Bifurkationspunkt im betrachteten Bereich zuvermeiden, wurde das untere grau unterlegte Element in Abbildung 7.15 geschw�acht.W�ahrend das erste Material bedingt durch die Kappe im Druckbereich kontraktante pla-stische Volumendehnungen zeigt, vgl. Abbildung 7.20 (links), treten in Abbildung 7.20(rechts) f�ur den zweiten Fall die erwarteten dilatanten Volumendehnungen auf.
PANDASPANDAS

3,842�10�31,587�10�3

plastische Volumendehnung ep

-1,449�10�2
6,096�10�3

plastische Volumendehnung ep1,060�10�2

0,0
8,350�10�3

-1,129�10�2
-1,482�10�3
-8,099�10�3-4,905�10�3-1,712�10�3

Abbildung 7.20: Vergleich der plastischen Volumendehnung und der Lokalisierungsanaly-se. Links: Koh�asinsloser Sand nach Ehlers & M�ullersch�on , [29]. Rechts:Grenzzustand der strukturellen Verfestigung (� = " = 0).Als Folge der Volumendeformation stellt sich ein unterschiedlicher Verlauf des Porenuid-drucks ein, vgl. Abbildung 7.21. Beim linken Bild zeigt sich, bedingt durch kontraktanteDehnungen in Verbindung mit inkompressiblem Porenuid und der Tatsache, da� dasFluid nicht instantan ausstr�omen kann, ein �Uberdruck. Im rechten Bild stellt sich entspre-chend ein Unterdruck im Scherband ein. Da beim Modell mit inkompressiblem Porenuiddie Variable p lediglich einen Di�erenzdruck, nicht aber den absoluten Druck, darstellt,kann es dabei zu extremen Unterdr�ucken kommen, die weit au�erhalb des realistischenBereichs liegen, vgl. Gawin et. al [33].In Abbildung 7.20 ist das Ergebnis der Lokalisierungsanalyse f�ur die beiden unterschiedli-chen Materialien zusammengefa�t. Die Vektoren entsprechen dabei wieder den Normalen-einheitsvektoren n� an m�ogliche singul�are Fl�achen. Der Zustand im rechten Bild entsprichtdabei dem Zustand (a) in Abbildung 7.16. Es stellen sich auch hier im weiteren Verlaufsingul�are Fl�achen an den R�andern des Bandes ein, vgl. Abbildung 7.20. In Abbildung


