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Einleitung

Pordse, fluidgeséttigte, deformierbare Festkorper gewinnen zunehmend an Bedeutung fiir
die Behandlung relevanter Probleme der Ingenieurspraxis. Es handelt sich hierbei um
Materialien, die aus einem pordsen Festkorperskelett bestehen, dessen Porenraum mit
Fliissigkeiten oder Gasen gefiillt ist. Sie finden sich in den unterschiedlichsten Anwen-
dungsbereichen, so z. B. in der Bodenmechanik beim Konsolidationsproblem, in der Bio-
mechanik bei der Beschreibung pordéser Knochen oder blutdurchstromtem Gewebes oder
auch bei hochporosen Polymer- und Metallschidumen, deren Porenraum i. a. mit Gas
gefiillt ist. Auch wenn die Materialien speziell im Bereich plastischer Deformation teilwei-
se unterschiedlichstes Verhalten aufzeigen, wie beispielsweise Sand und Polymerschdume,
ist ihnen gemein, dafl das Deformationsverhalten des Festkorpers erheblich vom Porenfluid
beeinflufit werden kann.

Das gestiegene Interesse an porosen, fluidgefiillten Festkorpern liegt zum Teil an der Ent-
wicklung neuer Materialien und optimierter Herstellungsprozesse, die die Moglichkeit bie-
ten, kostengiinstig ausreichende Mengen fiir den industriellen Einsatz zur Verfiigung zu
stellen und neue Einsatzmoglichkeiten zu erschliefen. Auch der immer stiarker werdende
Zwang zur Leichtbauweise fiihrt zum verstiarkten Einsatz beispielsweise als kostengiinsti-
ger Ersatz fiir Verbundwerkstoffe. In diesem Zusammenhang ist auch die Verwendung
hochporoser Schiume als Dadmpfungsmaterial im Fahrzeugbau zur Erh6hung der passiven
Sicherheit zu nennen. Ein weiterer Grund liegt in der rasanten Entwicklung der Compu-
tertechnik, die die Beschreibung immer komplexerer Randwertprobleme ermdoglicht.

In dem Mafle, wie das Interesse an pordsen, fluidgefiillten Korpern steigt, gewinnt auch
deren Modellierung als Grundlage der Simulation an Bedeutung.

Eine Modellierung, die der Praxis gerecht wird, ist oftmals durch die klassische Kontinu-
umsmechanik allein nicht ausreichend moglich. Zur Beschreibung des volumengekoppelten
Festkorper-Fluid-Problems wird im Rahmen dieser Arbeit ein Zugang mit Hilfe der Theo-
rie Poréser Medien (TPM) gewihlt, vgl. Bowen [9, 10], Ehlers [20]. Die TPM folgt aus der
Mischungstheorie, einer kontinuumsmechanischen Theorie fiir heterogen zusammengesetz-
te Korper mit inneren Wechselwirkungen, ergéinzt um das Konzept der Volumenanteile.
Dabei liegt die Vorstellung eines statistisch verschmierten Modells zugrunde, bei dem
alle Phasen, hier Festkorper und Fluid, gleichzeitig den gesamten Raum der Mischung
einnehmen.

Bei der Wahl der konstitutiven Anséitze poroser Materialien sind einige Besonderheiten zu
beachten. So zeigen Metall- und Polymerschdumen in ihrem iiblichen Anwendungsbereich
grofle elastoplastische Deformationen. Dies bedingt die Beschreibung im Rahmen der fi-
niten bzw. geometrisch nichtlinearen Theorie. Beim Kompressionsversuch beispielsweise
schlief3t sich an einen relativ kleinen elastischen Bereich ein plastisches Plateau mit nahezu
konstanten Spannungen und groflen Volumendeformationen an. Thm folgt der Bereich der
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Verdichtung mit einem extremen Anstieg der hydrostatischen Spannungen. Um diesem
Verhalten Rechnung zu tragen, wird in dieser Arbeit ein elastoplastisches Materialgesetz
fiir die Festkorpermatrix entwickelt, das mit Hilfe der ,strukturellen Verfestigung“ den
Kompressionspunkt sicherstellt. Die vorgeschlagene Formulierung hat dariiber hinaus den
Vorteil, daf} sie nahezu keinen Mehraufwand bei der Berechnung im Vergleich zur klassi-
schen Verfestigungsformulierung erfordert, bei der innere Variablen und die Auswertung
der zugehorigen Entwicklungsgleichungen bendtigt werden. Es wird besonderst auf eine
sehr flexible Formulierung Wert gelegt, um eine moglichst umfassende Gruppe poroser
Materialien mit z. T. unterschiedlichstem Verhalten, speziell im Bereich der Plastizitit,
beschreiben zu konnen.

Bei der Beschreibung realer Porenfluid zeigen sich sowohl inkompressible als auch ideal-
kompressible Fluide, d. h. Fluide, die bis auf einen Punkt komprimierbar sind, wie z. B.
ideales Gas, als ungeeignet. Um den Einflufl des Porenfluids auf das Verhalten der gesam-
ten Mischung mdoglichst realistisch abbilden zu konnen, wird ein kompressibles Porenfluid
benotigt, das lediglich bis zu einer maximalen, kritischen Dichte komprimiert werden
kann. Hierzu wird konsistent im Rahmen der Theorie Poréser Medien aufbauend auf ei-
nem kompressiblen und einem inkompressiblen Porenfluid eine Mischphase entwickelt.

Speziell bei porosen Medien, deren Festkorperskelett sich wie Reibungsmaterialien ver-
halten, wird in der Natur hiufig Lokalisierung beobachtet. Unter dem Begriff der Lokali-
sierung wird in diesem Zusammenhang die Anhdufung der Deformation in einem relativ
kleinen, vom restlichen Korper klar abgegrenzten Bereich verstanden. Man spricht auch
von Scherbandbildung. An den Grenzen des Bereichs treten dabei hohe Gradienten der
Deformation auf. Derartiges Verhalten kann z. B. beim B&schungs- oder Grundbruch oder
aber auch in Materialversuchen wie dem Biaxialversuch beobachtet werden und fiihrt i. a.
zum Versagen der Struktur. Auch wenn vorwiegend das Festkorperskelett fiir die Stabilitét
der gesamten Struktur ausschlaggebend ist, hat das Porenfluid einen betréichtlichen Ein-
flufl auf dessen Lokalisierungsverhalten und somit auf das Versagen der gesamten Struk-
tur. Es wird hierzu eine Lokalisierungsanalyse im Rahmen der Theorie Poroser Medien
durchgefiihrt, um den Einfluf} des Fluids aufzuzeigen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, im Rahmen der TPM ein Modell zur Beschreibung
einer moglichst groflen Gruppe unterschiedlicher Materialien bereitzustellen, das den oben
genannten Anforderungen geniigt. Dabei wird speziell auf das elastoplastische Festkorper-
skelett und das Porenfluid eingegangen. Die Lokalisierungsanalyse wird im Rahmen der
TPM durchgefiihrt, um den Einflufl des Porenfluids erfassen zu kénnen.

Gliederung und Umfang der Arbeit

In Kapitel 1 werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen der Theorie Poréser Me-
dien eingefiihrt. Hierzu wird zuerst das Konzept der Volumenanteile beschrieben. Darauf
aufbauend werden die Kinematik und die allgemeinen Bilanzgleichungen erortert.

In Kapitel 2 werden singulédre Fliachen eingefiihrt. Es handelt sich dabei um nichtmateri-
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elle, innere Flichen, iiber die eine beliebige Grofle diskontinuierlich bzw. sprungbehaftet
sein kann. Sie bilden die Voraussetzung fiir die in Kapitel 5 folgende Lokalisierungsanalyse,
bei der Lokalisierung mit singuldren Fléchen identifiziert wird. Aufbauend auf Hadamards
Lemma und dem Theorem von Mazwell angewandt auf Mehrphasenkontinua im Rahmen
der Theorie Pordser Medien werden Kompatibilitdtsbedingungen fiir die Spriinge der Ab-
leitungen diskontinuierlicher Gréflen gewonnen. Zusétzlich werden die Bilanzgleichungen
unter Beachtung singulédrer Flichen behandelt.

In Kapitel 3 werden die Modellgleichungen fiir ein pordses Medium bestehend aus inkom-
pressiblem Festkoérper und wahlweise kompressiblem oder inkompressiblem Porenfluid be-
handelt. Um das Verhalten realer Fluide mdoglichst genau beschreiben zu kénnen, wird
aus einem inkompressiblen und einem kompressiblen Fluid eine Mischphase mit Hilfe
der Theorie Poroser Medien abgeleitet. Sie geniigt aufgrund ihrer Herleitung sowohl den
Grenzzustinden eines inkompressiblen als auch eines ideal-kompressiblen Porenfluids fiir
die Annidherung des Drucks gegen null und oco. Prinzipiell handelt es sich dabei um eine
Dreiphasenmodellierung, die aufgrund der getroffenen kinematischen Kopplung der bei-
den Porenfluide (es ist keine Entmischung zugelassen) einer Beschreibung mittels zweier
Phasen zugénglich ist. Es ergibt sich somit kein Mehraufwand im Bereich der numerischen
Umsetzung und Berechnung im Vergleich zu den Modellen mit ideal-kompressiblem oder
inkompressiblem Porenfluid.

Das elastoplastische Materialgesetz zur Beschreibung des Deformationsverhaltens der
Festkorpermatrix wird in Kapitel 4 ausfiihrlich erortert. Hierbei nimmt der Kompres-
sionspunkt bzw. seine Sicherstellung eine zentrale Bedeutung ein. Beim Kompressions-
punkt handelt es sich um den Zustand vollstindig geschlossener Poren. Eine weitere Vo-
lumendeformation ist aufgrund der Annahme eines inkompressiblen Festkorperskeletts
nicht mehr moglich. Im Gegensatz zur Metallplastizitdt mit volumenneutralen plasti-
schen Forminderungen zeigen pordse Materialien sowohl ausgeprigte dilatante wie auch
kontraktante plastische Volumendehnungen, die durch den Kompressionspunkt begrenzt
werden. Hierfiir wird eine geeignete Verzerrungsenergiefunktion von Fipper [30] mit einer
neuen Formulierung fiir die Fliefliche und das plastische Potential kombiniert. Sie basie-
ren auf der in dieser Arbeit vorgestellten ,,strukturellen Verfestigung“, die die Sicherstel-
lung des Kompressionspunktes auch im Bereich plastischer Deformationen gewihrleistet.
Sie kommt dabei ohne zusétzliche innere Variablen und Entwicklungsgleichungen und dem
damit verbundenen Aufwand aus.

In Kapitel 5 wird eine Lokalisierungsanalyse fiir die in Kapitel 3 beschriebenen Modelle
unter Verwendung singulédrer Flichen durchgefiihrt. Es wird angenommen, daf§ die Lo-
kalisierung der Festkorperdeformation fiir die Stabilitdt der Struktur entscheidend ist.
Ziel ist es, ein dem Akkustiktensor (vgl. Hill [43]) des einphasigen Problems entspre-
chendes Kriterium bereitzustellen. Dieses wird ausschlielich in kinematischen Groflen
des Festkorperskeletts formuliert, ohne dabei jedoch den Einflul des Porenfluids zu ver-
nachldssigen. Durch Auswertung des Akkustiktensors 148t sich feststellen, ob Lokalisierung
moglich ist, und falls ja, deren Kinematik, d. h. beispielsweise im Falle eines Scherbandes
dessen Ausrichtung. Sie erlaubt dariiber hinaus auch Einblick in die Kopplung der Phasen
und speziell den Einflu} des Porenfluids.
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Kapitel 6 befaf3t sich mit der numerischen Implementierung der Modelle und der Lokali-
sierungsanalyse. Hierzu werden die Modellgleichungen in eine schwache Form {iberfiihrt
und im Ort mit Hilfe der Methode der finiten Elemente diskretisiert. Das entstehen-
de semidiskrete differentialalgebraische Gleichungssystem wird mittels diagonalimpliziter
Runge-Kutta-Verfahren in der Zeit diskretisiert. Um das entstandene, nichtlineare, dis-
krete Gleichungssystem effektiv mit Hilfe des Newton-Verfahrens 16sen zu kénnen, kommt
der Linearisierung eine entscheidende Bedeutung zu. Dabei sind sowohl geometrische
Nichtlinearitéiten, als auch Nichtlinearitéiten die aus der Kopplung der Phasen (Fluid
und Festkorper) und deren nichtlinearem Materialerhalten resultieren zu beriicksichtigen.
Besondere Bedeutung kommt dabei der Linearisierung des Algorithmus zur Berechnung
der Festkorperspannungen im Rahmen der elastoplastischen Formulierung zu.

In Kapitel 7 werden zunéchst die Eigenschaften der entwickelten Modelle, speziell der
strukturelle Verfestigung und der Mischphase, verifiziert. Die Leistungsfihigkeit aber auch
die Grenzen der Modellierung werden anhand der Anpassung an einen hochporosen Po-
lymerschaum demonstriert. Der Einflufl des Fluids auf die Lokalisierung der Festkorper-
deformation wird am Beispiel des Biaxialversuchs diskutiert. In diesem Zusammenhang
wird auch die Lokalisierungsanalyse verifiziert.

Die Arbeit schlieft mit einer kurzen Zusammenfassung und einem Ausblick.



Kapitel 1

Die Mechanik der
Mehrphasenkontinua

Ziel des Kapitels sind die Einfiihrung der Notation und Bereitstellung der kontinuumsme-
chanischen Grundlagen fiir die Beschreibung poroser, fluidgefiillter Festkdrper mit Hilfe
der Theorie Poréser Medien (TPM).

Ausgehend von der Mischungstheorie, einer kontinuumsmechanischen Theorie fiir hete-
rogen zusammengesetzte Korper mit inneren Wechselwirkungen, folgt die TPM durch
Ergdnzung um das Konzept der Volumenanteile. Die Volumenanteile stellen dabei makro-
skopische Strukturvariablen zur Beschreibung der inneren Struktur des pordsen Koérpers
bzw. Mehrphasenproblems dar. Die Theorie Pordser Medien stellt somit eine phdnomeno-
logische Theorie dar, bei der die Beschreibung des Korpers im Rahmen makroskopischer
Betrachtungen durchgefiihrt wird, ohne auf die vorliegende Mikrostruktur einzugehen.

Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der Mischungstheorie und der Theorie Poréser Medien
sei auf Bowen [9, 10], Truesdell & Toupin [93], de Boer & FEhlers [7] und Ehlers [20, 24]
verwiesen. Die geschichtliche Entwicklung der Mischungstheorie und der Theorie Pordser
Medien findet sich bei Ehlers [20].

1.1 Konzept der Volumenanteile

Fiir die Beschreibung poroser Korper auf der Basis der Mischungstheorie wird das Modell
eines makroskopischen Ersatzkorpers vorausgesetzt. Es wird weiter angenommen, dafl alle
Partialkorper ¢*(« = 1,..,n) in idealer Unordnung iiber den Kontrollraum verteilt sind,
vgl. Abbildung 1.1. Dies bedingt die Betrachtung eines hinreichend grofien Bereichs.

Jeder Partialkérper nimmt somit das gesamte Volumen des Ersatzkorpers ein (super-
ponierte Kontinua) und alle Groflen der Partialkorper wie z. B. Bewegung, Spannung
und Impuls sind im gesamten Gebiet definiert. Sie sind als statistische Mittelwerte der
tatsdchlich auftretenden Gréflen zu verstehen. Daraus folgt, dafl jeder Raumpunkt x zu

5
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do”
L—» —>> s
WAl :

geometrische verschmiertes Volumenanteile
Darstellung Modell

Abbildung 1.1: Beispiel eines pordsen Mediums bestehend aus dem Festkorperskelett ¢°
gefiillt mit dem Porenfluid o

jeder Zeit t von Partikeln aller Konstituierenden ¢® eingenommen wird und jede Konsti-
tuierende ihrer eigenen Bewegungsfunktion x,, folgt. Die einzelnen Konstituierenden sind
aber trotzdem unmischbar. Thre Anteile am Gesamtkorper werden durch die Volumen-
anteile n®(x,t) definiert, die als lokale Verhéltnisse der Teil- bzw. Partialvolumina dv®
zum Gesamtvolumen dv definiert sind und i. a. eine Funktion des Ortes x und der Zeit ¢
darstellten: do®
N v
nt =g (1.1)

Der Index (...)* kennzeichnet hierbei die einzelnen Konstituierenden, die im folgenden
auch als Phasen bezeichnet werden. Gleichung (1.1) stellt das Konzept der Volumenanteile
dar. Aus der Definition der Volumenanteile n® folgt durch Integration iiber den Kérper

B fiir die Partialvolumina
Ve = / dv® = / n®dv. (1.2)
B B

Die folgenden Betrachtungen werden auf den Fall geséttigter pordser Korper beschriankt.
Sattigung bedeutet in diesem Zusammenhang, dafl die Summe der Partialvolumina gleich
dem Volumen des Mischungskorpers ist:

V:ZVO‘, dv:Zdvo‘. (1.3)

Die Porenrdume sind vollstéindig gefiillt, und es gibt keine leeren Radume bzw. kein ,,Va-
kuum*. Mit der Definition der Volumenanteile n® folgt die Sattigungsbedingung

1=> n". (1.4)

Analog zu den Partialvolumina lassen sich partiale Oberflichenelemente da® einfiihren
(Delesse [13]):

da® =n%da. (1.5)

Dabei kennzeichnet da die Oberfliche des Gesamtvolumens der Mischung und da® den
Oberflichenanteil der Konstituierenden ¢*. Mit dem nach auflen orientierten Normalen-
einheitsvektor n und

da=nda, da®=nda" (1.6)
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folgt aus der Annahme superponierter Kontinua
da® =n"da. (1.7)

Das Konzept der Volumenanteile bedingt zwei verschiedene Dichtefunktionen. Zum einen
die sogenannte materielle Dichte p®%, die als Quotient aus der Masse dm® der Konstitu-
ierenden ¢* und dem von ihr ausgefiillten Partialvolumen dv® definiert ist:

«
R _ dm
doe

p (1.8)

Die materielle Dichte p®® entspricht der effektiven Dichte der Konstituierenden ¢®. Bei
der Partialdichte p® wird die Partialmasse dm® auf das gesamte Mischungsvolumen dv

bezogen:
dm®

¢ = . 1.9
p T (1.9)

Mit der Definition des Volumenanteils n® folgt die Beziehung zwischen der materiellen
und der partialen Dichtefunktion

p* =npf. (1.10)

Die Dichte des Mischungskorpers (Mischungsdichte) p folgt durch Summation der Parti-
aldichten iiber alle Konstituierenden ¢®:

p:;pa:;napa}l. (111)

1.2 Kinematik der Mischung

1.2.1 Bewegungsfunktion

Ein Korper B sei die zusammenhéngende Menge der materiellen Kérperpunkte X*. Die
Menge der Randpunkte wird als Oberfliche 0B bezeichnet. Zur Beschreibung der Lage
der materiellen Korperpunkte X im dreidimensionalen, eigentlich Euklidschen Raum
E3 ist die Vorgabe eines raumfesten Bezugspunktes, des Ursprungs O, erforderlich. Die
Plazierung eines materiellen Punktes X“ zum Zeitpunkt ¢ wird durch die vektorwertige
Bewegungsfunktion

X = X, (X 1) (1.12)

angegeben. Aus der Bewegungsfunktion folgt, daf} sich zu jedem Zeitpunkt ¢ Partikel aller
Konstituierenden ¢® gleichzeitig im Raumpunkt x befinden, obwohl sie unterschiedliche
Referenzlagen

Xo = Xa(X 1) (1.13)

besitzen konnen. Dies entspricht der Vorstellung superponierter Kontinua, vgl. Abbildung
1.2.
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aktuelle Konfiguration ()

Referenzkonfiguration (tp)

€3

Abbildung 1.2: Bewegungsfunktionen und Referenzlagen eines zweiphasigen Mediums

Mit der Definition der Referenzlage X, der Phase ¢® kann die materielle Beschreibung
der Bewegung (1.12) in die Lagrangesche Form iiberfiihrt werden:

X = X, (Xa, 1) - (1.14)
Mit der hinreichenden Voraussetzung, dafl die Jacobi-Determinante .J, der Bewegung x,,,

aXa(Xav t)

a:dt »
J e X,

(1.15)
ungleich null ist, 148t sich die Lagrangesche Bewegungsfunktion durch Invertierung in die

FEulersche Form tiberfithren:
Xo =X, (x,1). (1.16)

Da jeder Konstituierenden eine eigene Bewegungsfunktion zugeordnet ist, besitzen sie
auch eigene Geschwindigkeitsfelder. Die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes X®
der Phase ¢ ist durch die materielle Zeitableitung der Bewegung X, definiert:

/ d
Oé: 5, Xaat . ]_]_7
o= XX 1) (117)

Mit der inversen Bewegungsfunktion folgt die Fulersche Darstellung der Geschwindigkeit:

!

Xo=%Xq X2 (X, 1), 1] =X, (x,1) . (1.18)

Die Beschleunigung eines materiellen Punktes ist analog iiber die Zeitableitung der Ge-
schwindigkeit gegeben:
n a " n "

Xo= 5o %o (Xayt)  baw.  Xe=%a [X2'(%,1),1] =X (x,1) . (1.19)
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Die verschiedenen Geschwindigkeiten >Ica bedingen die Existenz unterschiedlicher Zeitab-
leitungen. Sei ¢ eine differenzierbare, skalarwertige Funktion der Variablen x und ¢, dann
existiert geméf (1.14) fiir jede Bewegungsfunktion x, eine unabhéngige Zeitableitung:

datp
W = =
o (1.20)
= E+grad¢-}lca )
Fiir eine vektorwertige Funktion 1) lautet die materielle Zeitableitung
0
(¥)o = 8—? + (grad ¢b) X, . (1.21)

Der Operator grad (.. .) bezeichnet die Ableitung nach dem Ortsvektor der aktuellen Kon-
figuration, wihrend Grad,(...) die Ableitung nach dem Ortsvektor der Referenzkonfigu-
ration der Phase ¢* darstellt. Da jeder Phase eine eigene Bewegungsfunktion zugeordnet
ist, besitzt sie auch einen eigenen materiellen Deformationsgradienten

_ 0xo(Xa,t)

F, = X, Grad, x, (1.22)

der ein Ma$ fiir die lokale Deformation darstellt. Der inverse Deformationsgradient (F,)

lautet
0X,,

(Fa)_l ~ ox

= grad X, . (1.23)

1.2.2 Natiirliche Koordinaten

Durch die Einfiihrung konvektiver, krummliniger Koordinaten (6,)" (i=1,2,3) fiir jede
Phase ¢® kann der Ortsvektor eines materiellen Punktes X* in der Referenzkonfiguration
X, und in der aktuellen Konfiguration x durch

Xo = Xo((0a)' 1), x=x((0,)"1) (1.24)
ausgedriickt werden. Es wir dabei gefordert, dafl die jeweiligen Umkehrfunktionen

(02)" = ()" (Xa, to), ()’ = () (x, 1) (1.25)

existieren. Die Ableitung des Ortsvektors X, der Referenzkonfiguration nach den Koor-
dinatenlinien (6,)" liefert als natiirliche Basis im materiellen Punkt X die kovarianten
Tangentenvektoren (h,);; die Ableitung des Ortsvektors x nach den mitverformten Ko-
ordinatenlinien der aktuellen Konfiguration die kovarianten Tangentenvektoren (a,);, s.

Abbildung 1.3:
0X,, ox

o0 N B

7 ’
Die zugehorigen dualen (kontravarianten) Basissysteme ergeben sich aus den Vorschriften

(ha)"+ (ha); =0}, (aa)" (aa); = ;- (1.27)

(ha)i = (1.26)
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Referenzkonfiguration

aktuelle Konfiguration

0

Abbildung 1.3: Krummlinige Koordinaten und kovariante Basisvektoren

Sie lassen sich auch aus den Ableitungen der inversen Darstellung (1.25) bestimmen:
0(0)* 9(0a)*

) (aa)k = .
0X,, 0x
Mit den natiirlichen Basissystemen (1.26), (1.28) und der Kettenregel erhélt man den
Deformationsgradienten F, in natiirlicher Basisdarstellung:
ox  0x - 0(0,)!
0Xo 00, ~ 09X,
Der Deformationsgradient stellt somit einen Zweifeldtensor dar, da seine beiden Basissy-

steme auf verschiedenen Konfigurationen definiert sind. Fiir den inversen Deformations-
gradienten (F,)~" erhiilt man analog

(hy)* = (1.28)

F, = = (aa); ® (hy)". (1.29)

(Fo)™' = (hy); ® (aa)" . (1.30)
Die Anwendung von F, auf (h,), liefert mit (1.27)
F, (h,); = [(aa)k (ha)k] (ha)i = (aa)k 55 = (an)i - (1.31)

F,, stellt einen kovarianten Vorwirtstransport dar, bzw. (F,) ! einen kovarianten Riickwiirt-
stransport. Die kontravarianten Vorwirts- bzw. Riickwirtstransporte werden mit (FL)~!
bzw. F. durchgefiihrt. Die Transporte sind in Tabelle 1.1 zusammengefaft.

Transporttheoreme

Mit Hilfe des materiellen Deformationsgradienten lassen sich differentielle Linien-, Flichen-
und Volumenelemente dX,, dA, und dV,, der jeweiligen Referenzkonfiguration in die ent-
sprechenden Groflen dx, da und dv der aktuelle Konfiguration abbilden und umgekehrt.
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kovarianter Transport kontravarianter Transport

(hy); i, (ay); (h,) (Fa)™" (a,)

(30)s ((Fa) (b | (a) _Fo . (hy

Tabelle 1.1: Transportverhalten natiirlicher Basisvektoren

Der Transport von differentiellen Linienelementen ist durch den Deformationsgradienten
selbst gegeben (vgl. Tabelle 1.1). Die Transporttheoreme fiir Flichen- und Volumenele-
mente lassen sich aus dem Deformationsgradienten ableiten, vgl. de Boer [6]:

dx = F, dX,
da = det F,FI~' dA, (1.32)
dv = det F, dv,

1.2.3 Deformations- und Verzerrungsmafle

Der materielle Deformationsgradient F, kann mit Hilfe der polaren Zerlegung
F,=R,U,=V,R, (1.33)

durch den eigentlich orthogonalen Tensor R,, und den symmetrischen und positiv definiten
rechten bzw. linken Strecktensor U, bzw. V, dargestellt werden. Die Deformation eines
Linienelements dX, auf der Referenzkonfiguration von ¢® 148t sich damit in eine reine
Streckung und eine Drehung zerlegen:

dx = Ro(Ua dX,) = Va(Ra dX,). (1.34)

Die Deformationsmafle werden iiber die Abbildung der Quadrate der Linienelemente aus
der Referenzkonfiguration in die aktuelle Konfiguration und umgekehrt eingefiihrt. Mit
den Lingen der infinitesimalen Linienelemente ds auf der aktuellen Konfiguration und
dS, auf der Referenzkonfiguration der Konstituierenden ¢?,

ds:=|dx| = Vdx-dx dS, = |dX,|=vdX, - dX,, (1.35)

folgt fiir das Quadrat der Linienelemente, ausgedriickt durch die Linienelemente der jeweils
anderen Konfiguration,

ds? = dx-dx = (F,X,) - (FoX,)
= dX, C,dX,, (1.36)

ds? = dx-B,'dx.

[0}
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C, wird als rechter Cauchy-Green-Tensor und B, als linker Cauchy-Green-Tensor be-

zeichnet:
c,= F'F, =U,U,,
(1.37)
B, = F,Fl =V,V,.

Beide Cauchy-Green-Deformationstensoren sind symmetrisch und positiv definit. Wahrend
der rechte Cauchy-Green-Tensor C, bei Darstellung in natiirlichen Koordinaten kontra-
variante Basissysteme besitzt und auf der Referenzkonfiguration definiert ist, besitzt der
linke Clauchy-Green-Tensor kovariante Basissysteme und ist auf der aktuellen Konfigura-
tion definiert:

Co = (aa)ik (hoz)i ® (ha)k , Ba= (ha)ik (a0)i ® (a0 - (1.38)

Hierbei sind (aq)ix und (hq)® die Metrikkoeffizienten der jeweiligen Basissysteme. Durch
Vorwirtsrotation kann C, in B, iiberfiihrt werden:

B, =R,C,R}. (1.39)

Uber die Differenz der Quadrate der Linienelemente (ds?> —dS?) in der aktuellen und
der Referenzkonfiguration konnen der kontravariante Eulersche Verzerrungstensor E, der
Referentkonfiguration und der kontravariante Almansische Verzerrungstensor A, der ak-
tuellen Konfiguration eingefiihrt werden:

—_
—_

Ea = 5 (Ca - I) = 5 [( a)z’k - (ha)zk] (ha)i ® (ha)k )
1 ; | (1.40)
Aa = 5 (I - B;I) - 5 [( a)ik - (ha)zk] (aa)l ® (aa)k :

Die Koeffizienten von E, und A, stellen die Differenz der Metriken der aktuellen Kon-
figuration und der Referenzkonfiguration dar. Der Almansische Verzerrungstensor geht
durch kontravarianten Vorwértstransport der Basissysteme aus dem Fulerschen Verzer-
rungstensor hervor (vgl. Tabelle 1.1):

A,=FI'E,F ' (1.41)

1.2.4 Deformations- und Verzerrungsgeschwindigkeiten

Aus den Definitionen des materiellen und des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten,

/
(Fa), = g;a = Grad, X, , (1.42)
a /
L, = axa = grad X, (1.43)
X

erhilt man die Beziehungen zwischen den beiden Groéfien

L, = (F,), F,'. (1.44)
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Der rdumliche Verzerrungsgeschwindigkeitsgradient L, kann eindeutig in seinen symme-
trischen Anteil D, und seinen schiefsymmetrischen Anteil W, zerlegt werden:

L,=D,+W, (1.45)
mit
(Lo+L]) ; D,=D],
(1.46)
W,=- (L, —L) ; Wo=-W[.
2
Durch Differentiation der Transporttheoreme (1.32) lassen sich die materiellen Zeitablei-
tungen der differentiellen Linien-, Flachen und Volumenelemente dx, da und dv der ak-

tuellen Konfiguration mit Hilfe des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten ausdriicken
(vgl. de Boer [6]):

(dx)! = L,F,dX, =L, dx,
(da), = [(La-I)I-Lg]da =[(D,-I)I-L,]da, (1.47)
(dv), = (Lo -T) du = div x, dv.

Durch formale Zeitdifferentiation des rechten Cauchy-Green-Deformationstensors C,, erhélt
man fiir den Deformationsgeschwindigkeitstensor (C,)"

(Ca), = (FFa), = (FO),Fo +F] (Fo),
(1.48)
= F! (L] +L,)F,=2F.D,F,.

Somit stellt (Ca)'a den kontravarianten Riickwértstransport von 2 D, dar, dem symmetri-
schen Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten. Fiir die materielle Zeitableitung
des linken Clauchy-Green-Deformationstensors folgt

(B.), =L,B, +B,L". (1.49)

Ausgangspunkt der Darstellung der Verzerrungsgeschwindigkeiten bildet, analog der Ein-
fiihrung der Verzerrungstensoren, die Geschwindigkeit der Differenz der Quadrate der
Linienelemente:

(ds? —=dS2), = (ds?) . (1.50)
Mit dem Greenschen Verzerrungstensor (1.40) erhilt man
(ds* —dS2) . = (dX, - 2E,dX,) ), =2dX, - (E,) L dX, = dX, - (C,) L dX,. (151)

Fiir den Almansi-Verzerrungstensor folgt mit Hilfe der materiellen Zeitableitung eines
Linienelements (1.47)

(ds* —dS2),, = (dx-2A,dx))

= dx-2 (LA, + (A, + A, L,) dx (1.52)

A
= dx-2 A, dx.
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Der Operator (...)5 bezeichnet die obere Oldroyd- bzw. Lie-Ableitung, die als relative
Zeitableitung einer rdumlichen Grofle interpretiert werden kann, d. h. als Zeitableitung
der Tensorkomponenten bei festgehaltenen natiirlichen Basisvektoren der Momentankon-
figuration:

)2 =(C )L +LI )+ () L,. (1.53)
Die Oldroyd-Ableitung des Almansi-Verzerrungstensors ist dabei gleich dem symmetri-
schen Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten,

(An)s =D, (1.54)

«

und geht durch kontravarianten Vorwértstransport aus dem Greenschen Verzerrungsge-
schwindigkeitstensor (E,)! hervor:

(Ao)y =F," (Ea), F,'. (1.55)

Eine Zusammenfassung der Transportbeziehungen der Deformationsmafle und Deforma-
tionsgeschwindigkeiten befindet sich in Kapitel 4 Abbildung 4.2 und 4.3.

1.2.5 Spannungsmafle

Ausgangspunkt fiir die Einfiihrung der Spannungstensoren bildet das Theorem von Cau-
chy. Die Kraftwirkungen, die infolge Nahwirkung (Kontakt) auf eine Phase ¢* einwirken,
werden durch den partialen Oberflichenspannungsvektor t* erfafit. Durch das Theorem
von Cauchy

T(x,1) =t*®n (1.56)
wird der partiale Cauchy-Spannungstensor T definiert. n stellt den nach auflen gerichte-
ten Normaleneinheitsvektor an die Oberfliche dar. Der Cauchysche Spannungstensor wird
auch als wahrer Spannungstensor bezeichnet, da er die in der aktuellen Konfiguration wir-
kenden Spannungen auf das aktuelle Oberflichenelement bezieht. Fiir den Kraftvektor,
der auf ein differentielles Flichenelement da wirkt, folgt

dk® =t"da = T*nda = T%da. (1.57)

Mit Hilfe dieser Darstellung lassen sich weitere Spannungstensoren einfiihren. da sei ein
Flachenelement mit der gleichen Normalenrichtung wie da und gewichtet mit dem Faktor
det F, = dv/dV,. Es folgt

dk® =T%detF,da =: 7*da (1.58)
mit dem Kirchhoff- bzw. gewichteten Cauchy-Spannungstensor
7 =detF, T". (1.59)

Der Bezug der wahren Spannungen auf ein Oberflichenelement der Referenzkonfiguration
dA,, liefert mit Hilfe der Transporttheoreme (1.32) die Definition des ersten Piola-Kirch-
hoff-Spannungstensors:

dk® = T*det (F,) FL'dA, = P*dA,. (1.60)
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Wihrend der Cauchy- und der Kirchchoff-Spannungstensor in der Regel symmetrisch
sind, ist der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor aufgrund des kovarianten Riickwérts-
transports des zweiten Basissystems unsymmetrisch. Dieser Umstand motiviert die Ein-
fiihrung des zweiten Piola- Kirchhoff-Spannungstensors, indem auch das erste Basissystem
auf die Referenzkonfiguration zuriickgezogen wird:

S*:=F,'P*=F,' r*F . (1.61)
Aus der unteren Oldroyd-Ableitung (Lie-Ableitung)
()Y =(. ) —La(.)—(.)LL. (1.62)

eines kovarianten Tensors ergibt sich der Oldroydsche Spannungsflufl der Kirchhoff-Span-
nungen zu
(7% = (T, = La (%) = (%) Ly,
(1.63)
= F,(S"),Fo,

der einen objektiven Spannungsflufl darstellt, siehe z. B. Marsden & Hughes [65].

1.3 Bilanzgleichungen

Die Struktur der Bilanzgleichungen fiir Mehrphasenmaterialien basiert auf den von Trues-
dell eingefiihrten ,,Metaphysischen Prinzipien®, siehe Truesdell [92]:

1. All properties of the mixture must be mathematical consequences of properties of
the constituents.

2. So as to describe the motion of a constituent, we may in imagination isolate it from
the rest of the mixture, provided we allow properly for the actions of the other
constituents upon it.

3. The motion of the mixture is governed by the same equations as is the single body.

Da sich demzufolge die Bilanzgleichungen der Mischung aus den Bilanzgleichungen der
einzelnen Konstituierenden ¢ ergeben, werden zuerst die allgemeinen Formen der Bi-
lanzgleichungen fiir eine einzelne Konstituierende mit Hilfe der zweiten Truesdellschen
Forderung behandelt. Im Anschlufl daran werden die Bilanzgleichungen der Mischung mit
Hilfe der ersten und dritten Truesdellschen Forderung motiviert und die auftretenden
Grofen identifiziert. Die Darstellung wurde aus Ehlers [24] entnommen.

Mit der zweiten Forderung lautet die Bilanz einer skalarwertigen mechanischen Grofie ¢
beziehungsweise vektorwertigen mechanischen Grofie ¢® einer Phase p®:

da .
— | Y*dv = /@a-nda+/aadv+/wadv,

dt
S B B

B

da o ~a

E/w dv = /@“nda—i—/aadv-i-/tb dv.
B B

S B

(1.64)



16 1.3 BILANZGLEICHUNGEN

Darin sind ¥® bzw. ¥® die volumenspezifische, skalar- bzw. vektorwertige Dichte der zu
bilanzierenden mechanischen Grofie (z. B. Massendichte, Bewegungsgrofie, Energie), ¢ -n
bzw. ®* n die Oberfléichendichte (bzw. der Ausflufl) der mechanischen Grofie infolge dufie-
rer Nahwirkung und n ist der nach auflen orientierte Oberflichennormaleneinheitsvektor.
o bzw. o stellt die Zufuhr der mechanischen Grofle infolge &uflerer Fernwirkung dar und
U* bzw. @Aba die Produktion der mechanischen Groéfie infolge moglicher Kopplungsmecha-
nismen der Phase ¢® mit seiner Umgebung, speziell mit anderen Phasen. Der Ausdruck
d,/dt(...) bezeichnet die materielle Zeitableitung, die mit der Geschwindigkeit der Pha-
se p® gebildet wird, vgl. (1.20) bzw. (1.21). Die Struktur der Gleichung entspricht der
eines Einphasenmaterials, erginzt um den Austauschterm 1/;0‘ bzw. {bo‘. Die speziellen
Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls, Drall, Energie und Entropie kénnen Tabelle 1.2
entnommen werden (vgl. Ehlers [24]).

LR o, B o, o ERTN
Masse p* 0 0 Pa
Impuls p° X T p* b? §*
Drall X X (po‘ )lca ) x x T X X (po‘ bo‘) h®
Energie || p* (5“ + % },ca . >Ica ) T },ca —q® | p* (ba- >Ica —l-ro‘) e
Entropie pen” —o, oy N>

Tabelle 1.2: Bilanzrelationen fiir eine einzelne Konstituierende o®

Die totalen Produktionsterme in Tabelle 1.2 kénnen in einen direkten Anteil und einen
Anteil, der durch die ,niedrigeren“ Produktionsgréfien verursacht wird, zerlegt werden:

s :ﬁaxa+f)aa
A QU ~ /‘a, ~
h :xx(p + p xa)—l—m,

e N ~o ! o Lo !
e = £ +p.xa+p (8 +§Xa.xa),

,'/,70( — Ca_'_pAana.

Hierbei kann z. B. in (1.65); die direkte Impulsproduktion p* als volumenbezogene, lokale
Interaktionskraft zwischen der Phase ¢® und den iibrigen Konstituierenden verstanden
werden, wihrend der erste Summand den Anteil der Impulsproduktion darstellt, der in-
folge der Dichteproduktion p® entsteht. Analog kann m® als volumenbezogenes, lokales
Interaktionsmoment betrachtet werden, wihrend die restlichen Anteile in (1.65)5 die durch
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die totale Impulsproduktion verursachte Drallproduktion beschreiben. In gleicher Weise
lassen sich €% und n* als entsprechende direkte Anteile verstehen, wiahrend der Rest der
Gleichungen (1.65)3 und (1.65); wiederum Anteile aufgrund der ,niedrigeren“ Bilanzen
darstellen.

Mit den iiblichen Voraussetzungen der Stetigkeit und stetigen Differenzierbarkeit lassen
sich aus den globalen Formen der Bilanzgleichungen (1.64) die lokalen Formen gewinnen:

(d}a):l + ,[7/}04 le }I{'_a = le q)a + o-a + ,[7/:,04 :
(1.66)
(Wl); + wa div }I(a = div ¢ + o’ + {ba ‘

Aus dem ersten Truesdellschen Prinzip folgt, daf§ die Bilanzgleichungen der Mischung sich
aus den Bilanzgleichungen der einzelnen Konstituierenden durch Summation ergeben. Da
die Mischung nicht ,,weif}“, ob sie eine Mischung ist oder nicht, haben ihre Bilanzglei-
chungen die gleiche Form, wie die eines Einphasenmaterials (vgl. drittes Truesdellschen
Prinzip). Fiir die globalen Formen folgt umgehend

d .
a/wdv = /Cb-nda—i-/adan/wdv,
B

S

B B
d .
&/wdv = /<I>nda+/0'dv+/¢dv.
B B B

S

(1.67)

Die auftretenden Groflen haben die gleiche Bedeutung wie bei den Bilanzgleichungen der
einzelnen Konstituierenden ¢®. Beim Mischungskorper gibt es aber in der Regel keine
Produktionsterme, vergleiche Tabelle 1.3. Die lokale Form der Bilanzgleichungen fiir den
Mischungskorper ergeben sich analog denen der einzelnen Phasen:

(W) +pdivk = div® +o0+1,

(¥) + Y divk = div® + o + .

(1.68)

Dabei bezeichnet (...) bzw. d/dt die mit der Mischungsgeschwindigkeit
1 /
X = — P Xo mit p = p* 1.69
o2 2 e
gebildete Zeitableitung. Die speziellen Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls, Drall, Energie

und Entropie kénnen Tabelle 1.3 entnommen werden (vgl. Ehlers [24]).

Aus der Forderung der Truesdellschen Prinzipe, da} die Bilanzenrelationen der gesam-
ten Mischung durch Summation aus den Bilanzen (1.66) der einzelnen Konstituierenden
hervorgehen, ergeben sich Zwangsbedingungen in Form von Summenrelationen. Fiir die
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v, P o P 0,0 zﬁ, '(2;
Masse p 0 0 0
Impuls pX T pb 0
Drall X X (px) x x T X X (pb) 0
Energie p(s+%>’c->’c) T'x—q |p(b-x+7) 0
Entropie pn -o, o Ul

Tabelle 1.3: Bilanzrelationen fiir die Mischung

vektorwertigen mechanischen Gréfien erhilt man z. B.:

e mechanische Grofle

Yo=Y P°

o Fluf Bn = Y [0y (%, —%)| n
e Zufuhr o = i o
e Produktion : {b = i f(ZJa

(1.70)

Aus dem Vergleich von Tabelle 1.2 und Tabelle 1.3 erhilt man zusétzlich Zwangsbedin-
gungen fiir die Produktionsterme der einzelnen Konstituierenden:

> =0,

(1.71)



Kapitel 2

Singulire Flichen

In Kapitel 5 wird Lokalisierung anhand singulérer Flédchen untersucht. Hierfiir werden
Kompatibilitdtsbedingungen der Ableitungen diskontinuierlicher Feldgroflen benotigt, die
sich aus der in Kapitel 2.1 behandelten Kinematik singuldrer Flichen ergeben. Es werden
speziell singulire Flichen erster und zweiter Ordnung betrachtet.

Anschlieflend werden die Bilanzgleichungen in Kapitel 2.2 ebenfalls als Vorbereitung fiir
die Lokalisierungsanalyse unter Beachtung moglicher Diskontinuitdten der betrachteten
Groflen behandelt.

Die folgenden Ausfiithrungen werden direkt fiir Mehrphasenkontinua im Sinne der TPM
dargestellt. Sie orientieren sich im Bereich der Kinematik an dem Vorgehen von Truesdell
& Toupin [93] fiir den einphasigen Korper und beziiglich der Bilanzgleichungen an Haupt
[42]. Eine ausfiihrliche Darstellung der Kinematik singulérer Flichen kann Kosinski [53]
entnommen werden.

2.1 Kinematik

nr, Uy

N

Xr

Abbildung 2.1: Singulére Fliche T’

19
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Gegeben sei ein Korper B und eine Fliche T, die ihn in die Teilkérper B* und B~ un-
terteilt, vgl. Abbildung 2.1. Die Fléiche T" ist immateriell und bedarf daher lediglich im
Falle der Beschreibung relativ zu einer Konstituierenden ¢® der Indizierung mit (...),, so
z. B. beim Bild ', der Fliche in der Referenzkonfiguration der Phase ¢®. nr ist der Nor-
maleneinheitsvektor auf die Fliche I' in der aktuellen Konfiguration in Richtung von B~
nach Bt und u, die Geschwindigkeit, mit der sich die Fliche relativ zum Partialkorper
der Konstituierende ¢* bewegt. Die Geschwindigkeit u, kann ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit senkrecht zur Fliche I' angenommen werden:

Uy = gnr  mit  u = (Xr — Xa) - 0. (2.1)

xp stellt die Geschwindigkeit der Fliche dar. Eine skalarwertige Funktion v (x,t) sei in
Bt und B~ kontinuierlich (stetig und hinreichend oft stetig differenzierbar) und besitze
auf der Fliche T', d. h. fiir xy € ', die Grenzwerte

+ o .
¢t = Timy(x, +enr),

’17/}7 = hm@/)(xo —8111“).

e—0

(2.2)

Die Funktion 1 (x,?) mufl auf " selbst nicht notwendigerweise definiert sein. Der Sprung
der Funktion ¢ iiber die Fliche T ist definiert als die Differenz der Grenzwerte der Funk-
tion in den Teilkérpern BT und B~ an die Fliche:

[¥(x,1)] := Yt —pT = ll_{% {¥(xo +enr) — (%o —enr)} . (2.3)

Falls der Sprung von ¢ iiber I' existiert und ungleich null ist, wird die Fliche singulér
beziiglich ¢ genannt. Eine singuldre Fldche n-ter Ordnung ist dadurch definiert, dafl die
Spriinge simtliche Ortsableitungen der Ordnungen 0,...,n — 1 gleich null sind:

[Gradly] =0, fir k=0,...,n—1. (2.4)

Hierin bezeichnet Grad® die k-te Ortsableitung der Funktion ¢. Eine Einbeziehung der
partiellen Ableitung nach der Zeit in die Definition der singulidren Fliche n-ter Ordnung,
wie sie in der Literatur zum Teil anzutreffen ist, ist nicht moéglich, da die Spriinge der
Zeitableitungen direkt an die der Ortsableitungen gekoppelt sind, vgl. (2.26). Der Norma-
lenvektor nr und die Ausbreitungsgeschwindigkeit u,, der Fliche relativ zum Partialkorper
der Phase ¢ sind ihrer Natur nach sprungfrei.

2.1.1 Hadamards Lemma

Gegeben sei die kontinuierliche und stetig differenzierbare Ortskurve xp = xr(/) auf I' in
Abhéngigkeit des Linienparameters [. Die Ortskurve Xr, = Xr, () auf der Referenzkon-
figuration der Phase ¢®, d. h. die Ortskurve beziiglich des Bildes 'y, der Fliche I' auf der
Referenzkonfiguration der Phase ¢®, folgt durch Transport:

Xpa = F;l Xr. (25)
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Es wird an dieser Stelle die Darstellung auf der Referenzkonfiguration gewihlt. Eine
Darstellung auf der aktuellen Konfiguration ist ebenfalls moglich, jedoch umstéandlicher.
[, wird im folgenden auch als Synonym fiir die Fliche selbst verwendet. Die Funktion
Yt = T(X(I)) sei entlang Xrpo(l) in BT stetig differenzierbar, d. h. der Grenzwert der
Funktion 1 in B* an die Fliche T, entlang der Kurve Xr,(l) ist stetig differenzierbar.
Fiir die Ableitung von 9™ nach dem Linienparameter [ folgt

oyt 9yt 9Xral(l)

= 2.6
ol 0Xra(l) dl (2:6)

Im Teilkorper B~ ergibt sich analog
877&7 o 677&7 . aXFa(l) ) (27)

ol 0Xra(l) dl

Da die Ortsfunktion Xry(l) auf Ty kontinuierlich und stetig differenzierbar ist, ist der
Tangentenvektor an 'y, in Xpq, 0 Xrq (1) /01, sprungfrei iiber die Flidche. Aus der Differenz
der Grenzwerte der Ableitungen ergibt sich damit

Dyt Dy :< dut 9y >_3Xm(l), (28)
ol 0l 0Xra(l)  0Xrall) 0l
bzw. mit Hilfe des Sprungoperators
%M - [{agi(o]] 'axap?(n - __a)?pi(n ' a%;?(oﬂ ! (29)
und somit schliellich 5 90T
swi= 5] 2.10)

Die tangentiale Ableitung des Sprungs von 1 ist somit gleich dem Sprung der tangentialen
Ableitung. Diese Aussage ist von zentraler Bedeutung und bildet den Ausgangspunkt fiir
die folgenden Herleitungen der benétigten Kompatibilititbedingungen. Da 1™ und ¢~ im
allgemeinen nicht miteinander verbunden sind, folgt fiir die Ableitung von 1 auf T, in
Normalenrichtung

0
[[ }b ]] = unbeschrankt. (2.11)
8 nr,
Hierbei stellt nr, das Bild des Normaleneinheitsvektors nr auf der Referenzkonfiguration
der Konstituierenden ¢® dar
fir, = FX np (2.12)

und somit i. a. keinen Einheitsvektor mehr, s. (2.20), (2.21). Die Gleichungen (2.10) und
(2.11) werden als Hadamards Lemma bezeichnet (Hadamard [38]) und stellen die erste
wichtige Kompatibilitdtsbedingung fiir die (tangentiale) Ableitung einer Funktion ¢ auf
einer beziiglich 1) singuldren Fléche I' dar.

Da die Funktion 1 in beiden Teilkérpern Bt und B~ kontinuierlich ist, sind auch die
Funktionen ihrer Grenzwerte auf der Fliche T', (2.2) kontinuierlich und es folgt, daf
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der Sprung von v ebenfalls kontinuierlich auf ', ist. Daher mufl Hadamards Lemma fiir
beliebige Parameterlinien (6r)" gelten:

9 oy 90X,
0 (fr) vl = H&Xaﬂ 9 (6r)i (2.13)

Hierbei stellen (fr)(i = 1,2) die natiirlichen Parameterlinien auf I' bzw. T, dar. Im
Gegensatz zum vorhergehenden Kapitel werden die krummlinigen Koordinaten (fr)® nicht
mit der Phase ¢® indiziert, sondern mit der immaterielle Fliche T, auf die sie sich
beziehen.

Hadamards Lemma ist in Tabelle 2.1 fiir skalarwertige Funktionen 1), vektorwertige Funk-
tionen 1 und tensorwertige Funktionen ¥ zusammengefaft, unter Verwendung der Tan-
gentenvektoren (hr,); = 0X,/0 (0r)" an das Bild T, der Flidche T" in der Referenzkonfi-

guration der Phase ¢.

) T o T

gy W = |ax, | (Breds
) T oy

a(er)z [W]] = “aXa_- (hFa)i
) ToW

d (Or) 7] = 10X, | (Bra):

Tabelle 2.1: Hadamards Lemma in Gréflen der Referenzkonfiguration

2.1.2 Kompatibilititsbedingung zweiter Ordnung

Als néchstes folgt die Darstellung der Kompatibilitétsbedingungen fiir die zweite tangen-
tiale Ableitung von 1 auf I' bzw I',. Fiir die tangentiale Ableitung von (2.10) fiir ¢» auf
I, ergibt sich mit Tabelle 2.1 und der Produktregel

s 5mr ™ = sy (las] - 0we))

- 8(2F)k [[68;(&&]] - (hpg); + [{88)?&]] - (hra)ig -

Hadamards Lemma (2.13), angewandt auf den Gradienten der Funktion ¢ liefert

a(?py Haafa]] - [[axa%ﬂ (Bra);- (2.15)

(2.14)
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Durch Einsetzen in (2.14) folgt die Kompatibilitétsbedingung fiir die zweite tangentiale
Ableitung der Funktion ) iiber I" bzw. [':

82 62 ¢ 677/}
W [W]] - H:m:” . (hl"a)i & (hl"a)k: + |:|:8Xa:|:| . (hl"a)i,k: ) (216)

Auf die Darstellung des Ergebnisses fiir vektor- und tensorwertige Funktionen wird an
dieser Stelle verzichtet.

2.1.3 Theorem von Maxwell

Im folgenden werden die Kompatibilitdtsbedingungen (2.10) und (2.16) auf die speziellen
Fille singuldrer Flichen erster und zweiter Ordnung angewendet. Die daraus resultieren-
den Bedingungen werden spéter im Rahmen der Lokalisierungsanalyse fiir porése Medien
benoétigt. Die folgenden Betrachtungen bleiben auf die ben6tigten Gleichungen beschrankt.

Singulire Fliache erster Ordnung

Fiir eine singulére Fliche erster Ordnung beziiglich ¢ folgt aus der Definition (2.4), dafl
lediglich der Sprung der Gréfle selbst gleich null ist, also [¢)] = 0, und somit auch dessen
Ableitung entlang der Fliche. Aus Hadamards Lemma (2.13) folgt

o= 5% sy - o] oo 10

mit den Tangentenvektoren (hp,); an T'y. Da das Skalarprodukt zwischen dem Sprung des
Gradienten von ¢ und den Tangentenvektoren gleich null sein soll, folgt, dafl die Richtung
des Sprungs des Gradienten normal zur Fliche ', orientiert sein muf}. Fiir die Form des
Sprungs von Grad, ¢ ergibt sich somit

9
Hagﬂ] — B, . (2.18)

Dieser Zusammenhang geht auf Mazwell [66] zuriick und wird als Mazwells Theorem
bezeichnet. Der Proportionalitdtsfaktor 148t sich durch skalare Multiplikation mit dem
Normalenvektor nr, bestimmen:

0 nr, 0 nr,
p= |28 Dre OV Bra (2.19)
aXa Nry - Npg 0 Xa Nry - Npg
Die Ergebnisse fiir skalarwertige Funktionen 1), vektorwertige Funktionen 1) und tensor-
wertige Funktionen ¥ sind in in Tabelle 2.2 zusammengefaf3t.

Dabei sind /3 eine skalarwertige, 3 eine vektorwertige und B eine tensorwertige Grofle. Die
Kompatibilitdtsbedingungen in Tabelle 2.2 gelten nicht nur fiir den Fall der singuléren
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oy ,  [o¢  hra

--a X_a 1 - /8 nFOL 9 mlt /8 - --a X_a . ﬁl"a X nraﬂ
6 ’(,b T _ _ . _ T a ’(:b ﬁl"a

__8 on Al B B ® fra ’ it 13 B __8 Xa ﬁFa . ﬁFa]]

IREAA _ ) Tow np,

7%, | = BQ®nr, ,mit B = 19X, - nFa]]

Tabelle 2.2: Mazwells Theroem

Fliche erster Ordnung, sondern auch fiir singulére Fldchen hoherer Ordnung, die ebenfalls
die Bedingung [¢] = 0 erfiillen, und fiir den allgemeineren Fall, wenn der Sprung von
selbst zwar ungleich null aber konstant auf ', bzw. T ist.

Anmerkung: Da nr normiert eingefiihrt wurde, folgt, daf np,, i. a. nicht normiert ist. Der
Normaleneinheitsvektor nr kann in natiirlichen Basen durch np = 1/ \/aTr3 ad ausgedriickt
und dann mittels kontravariantem Riickwértstransport auf die Referenzkonfiguration der
Phase ¢ abgebildet werden (vgl. Tabelle 1.1):

1 1,

nr, = Fonr = ——F a} = ——hj,. (2.20)
arp arp
Die Norm von nr, ergibt sich somit zu
n Nr, = vt 1 2.21
nl"a'nl"oz—?% . ( )
r

Alternativ kann anstatt np, jedes beliebige Vielfache von nr, fiir die Formulierung der
Kompatibilitdtsbedingungen verwendet werden, insbesondere der Normaleneinheitsvektor

on it — «/a33 /B33 §©
der Referenzkonfiguration nf, = \/a?/hi? nr,.

Singulédre Fliche zweiter Ordnung

Fiir eine singuliire Fliche zweiter Ordnung beziiglich ¢ folgt aus deren Definition (2.4)

[v]=0 ,  [Grada¢]=0. (2.22)

Die Kompatibilitéitsbedingung der zweiten tangentialen Ableitung (2.16) vereinfacht sich
dadurch zu

0 - [{axaﬁﬂ (Bra)s ® (Bra)s | (2.23)

Der Sprung der zweiten tangentialen Ableitung einer Funktion ¢ iiber eine singulére
Flache zweiter oder héherer Ordnung ist somit ebenfalls normal zu der Fliche ', ori-
entiert. Die daraus resultierenden Formen der Spriinge fiir skalarwertige Funktionen 1,
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vektorwertige Funktionen 1) und tensorwertige Funktionen W sind in Tabelle 2.3 zu-
sammengefaflt (vgl. Tabelle 2.2). Hierbei stellen £ skalarwertige, & vektorwertige und x
tensorwertige Groflen dar. Die Beziehungen in Tabelle 2.3 wurden erstmals von Hadamard
[37] fiir den Fall des einphasigen Problems angegeben.

9% _ _
loxaxc] = €moom
mit €= |y e S |
C0Xa®0Xa (firg - fira)’

% _ _
loxax] = ¢omonm

mit ¢ = 9% Np, ® Npg }
10X ® 00Xy (firg - Airg)
0> W _ _
[[m]] = X ®Npg @ Np,
mit xz[ OL B @mur, ]
0Xo® 00X, (fipg - Airg)” |

Tabelle 2.3: Kompatibilitdtsbedingung fiir den den Sprung des zweiten Gradi-
enten {iber eine singuldre Fliche zweiter Ordnung

2.1.4 Kompatibilititsbedingungen der Zeitableitungen

Aus den Kompatibilitdtsbedingungen der tangentialen Ableitungen konnen Kompatibi-
litdtsbedingungen fiir die Zeitableitungen iiber eine singuléire Fliche gewonnen werden.
Aus der Differenz der materiellen Zeitableitungen (1.21) der Funktion 1, gebildet mit der

Geschwindigkeit )Icr der Fldche I' und der Geschwindigkeit ),ca der Konstituierenden ¢,

¢ = IV arad (4): %a.

ot (2.24)
] a¢ /
v = S grad (9): %,
erhalt man , /
Yy, — r = grad (¢) - (%o — Xr) . (2.25)

Mit der Annahme einer singulédren Fliche mindestens erster Ordnung beziiglich v folgt,
daf8 der Sprung von ¢ iiber T, gleich null ist. Somit ist auch der Sprung von -, also der
Sprung der mit der Bewegung der Fliche gebildeten Zeitableitung, die ein mitbewegter
Beobachter wahrnimmt, ebenfalls null. Die Anwendung des Sprungoperators liefert dann

/ !

[v] = [(FL7 Grada(w)) - (%0 = 0] |. (2.26)
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Der Zusammenhang gilt ebenfalls nicht nur fiir singulére Flichen n-ter Ordnung mit
n > 0, sondern auch bereits, wenn der Sprung von ¢ auf I',, konstant ist.

Fiir die Herleitung der letzten beiden Kompatibilititsbedingungen wird eine singulére
Flache mindestens zweiter Ordnung beziiglich i) vorausgesetzt. Neben der Geschwindigkeit
der Flache ),cF seien nun zusétzlich der Deformationsgradient F, und die Geschwindigkeit

),ca sprungfrei. Eine Verifizierung dieser zusétzlichen Voraussetzungen erfolgt im Rahmen
der Anwendung in Kapitel 5.1. Anwendung der Kompatibilitdtsbedingung (2.26) fiir den
Sprung der Zeitableitung von ¢ auf die Zeitableitung von Grad, liefert

[[(Gradazb);ﬂ = [Grad,¢]

2 , . (2.27)
0X,®0X,

Mit der Sprungfreiheit von )lca, }ICF und F, folgt durch Umformung und mit Tabelle 2.3
und (2.12) fiir den Sprung der Zeitableitung des Gradienten

, o2 o

— npg [np-(;ca . ir)] .

Mit der Definition der Ausbreitungsgeschwindigkeit wu, der Fléche I' relativ zum Partial-
korper der Konstituierenden ¢, vgl. (2.1), folgt schlieBlich fiir den Sprung von Grad ¢/,

[(Grad,v). ] = [Gradat,] = —usEnr, | (2.29)

Aus dem Vergleich mit Tabelle 2.3 erkennt man, dafl die Spriinge der zweiten tangentialen
Ableitung und der materiellen Zeitableitung der ersten tangentialen Ableitung nicht un-
abhéngig voneinander sind. Ist z. B. der Sprung von Grad,, bestimmt, folgt der Sprung
der zweiten tangentialen Ableitung durch einsetzen von £ in Tabelle 2.3 und umgekehrt.
Im weiteren Verlauf wird von dieser Eigenschaft Gebrauch gemacht.

Fiir die letzte benotigte Kompatibilitdtsbedingung gilt die oben genannte Annahme einer
singuliren Fliche mindestens zweiter Ordnung beziiglich v, wobei wieder }lca, },cF und F,
sprungfrei seien. Aus der Kompatibilitdtsbedingung fiir die materielle Zeitableitung des
Gradienten (2.26), angewandt auf die erste Zeitableitung von v erhélt man

! /

[vr] = [Gradv\ F.'- (ko = %)]

(2.30)
= [Grady,] F3' - (%0 — Xr).
Einsetzen von (2.29) ergibt mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit u, (2.1)
[val = ug €. (2.31)

Die Herleitungen fiir vektor- und tensorwertige Funktionen verlaufen analog. Auf ihre
Darstellung wird an dieser Stelle verzichtet.
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2.2 Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt werden die Bilanzgleichungen portser Medien unter Beachtung dis-
kontinuierlicher Feldgrofien dargestellt. Ausgehend von den globalen Formen (1.64) werden
die lokalen Formen mit Hilfe des modifizierten Reynoldsschen Transporttheorems, d. h.
unter Beachtung moglicher Diskontinuitéiten der zu bilanzierenden mechanischen Grofie,
zur Verfiigung gestellt.

2.2.1 DModifiziertes Reynoldssches Transporttheorem

Ausgangspunkt der Herleitung des modifizierten Reynoldsschen Transporttheorems stellt
die materielle Zeitableitung des Integrals der mechanischen Grofle ¢ iiber das Gebiet des
Korpers B dar, vgl. (1.64):

da i l
E/wdv — /[(w)a dv + ¢*dv),]

B B
(2.32)

- /{aai dv + grad ¥*- x, dv + 1™ dv’,

Mit Hilfe des Divergenztheorems und der materiellen Zeitableitung des Transporttheorems
(1.47) fiir Volumenelemente folgt

da N o Lt
= [uman= [ 125 v %] do. (2.3
B B

Man beachte, daf} sich die Geschwindigkeit >Ica auf das Transporttheorem auswirkt. Mit
dem Gauf$schen Integralsatz kann der zweite Summand von einem Volumen- in ein Ober-
flichenintegral umgewandelt werden:

d
da [0 gy —
a ) ot

a [o%
4 dv—l—/ b Xq -nda. (2.34)
S
Angewandt auf zwei verschiedene Bewegungen x, und X erhélt man durch Differenzbil-
dung

da @ dg @ « ! !
a/w dv:a/w dv—i—/w (Xa—Xg)-ndU. (2.35)
B B S

Im weiteren existiere eine Fliche I, die den Kérper B in die beiden Teilkérper B* und
B~ unterteilt und sich mit der Geschwindigkeit )Icr bewegt, vgl. Abbildung 2.2. Alle Feld-
funktionen seien in den Teilkérpern Bt und B~ und auf der Fliche T selbst stetig. Uber
die Flache I" seien Unstetigkeiten bzw. Spriinge der Feldgréfien zugelassen. Die Fliache T’
wird als Diskontinuititsfliche bezeichnet und stellt eine singuldre Fliche im Sinne des
vorhergehenden Abschnitts dar.
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Abbildung 2.2: Singulire Fliche T’

Da die totale Zeitableitungen in (2.35) nicht notwendigerweise mit den Bewegungsfunk-
tionen der Phasen gebildet werden miissen, kann fiir die zweite Geschwindigkeit statt )Icﬂ

auch },cF eingesetzt wird, d. h. die totale Zeitableitung wird mit der Bewegung der sin-
guldren Fliche T' gebildet. Auswerten der Gleichung (2.35) in beiden Teilkérpern Bt und

B~ liefert mit der Sprungfreiheit der Geschwindigkeit )IcF

inB /w perdy + /w —xp|-n"da
8" (2.36)
() | (%)~ d
—+ F/ |:X Xp] nr da
in Bt : /zp“ = wo‘dv + /wo‘ ,p]-n+da
o8t (2.37)
s [ (%)= %0 ] nida.
r

Die Indizes (...)” und (...)" bezeichnen die Grenzwerte der Groflen auf den beiden Sei-
ten der singuldren Fliche T, vgl. (2.2). Der Oberflichenterm aus Gleichung (2.35) wurde
dabei in zwei Anteile aufgespalten. Das eine Integral geht {iber @ B~ bzw. 9 B*, die Ober-
fliche des Teilkorpers mit dem nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektor n~ bzw.
n*, die auch gleichzeitig Oberfliiche des gesamten Korpers B ist, d. h. iiber die ,,&uflere“
Oberfliche des Teilkorpers. Der zweite Anteil geht aus der Integration iiber die ,innere*
singuliire Fliche hervor. nj' und ny bezeichnen die nach aufien gerichteten Normalenein-
heitsvektoren der Teilkérper (vgl. Abbildung 2.1) im Bereich von T' mit

n' =-n;. =: —nr. (2.38)
An dieser Stelle sei auf den Unterschied zwischen den Begriffen des Teilkorpers und des
Partialkdrpers hingewiesen. Mit dem Begriff des Partialkérpers wird der Kérper, der durch
eine Phase o™ gebildet wird, bezeichnet, wihrend der Begriff des Teilkorpers einen Teil
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des gesamten Mischungskorpers, der durch die Fliche T' abgetrennt wird, bezeichnet. Aus
der Summe der Gleichungen (2.36) und (2.37) folgt mit (2.38)

da a dr a ar ! '
E/¢ dv = E/’Q/} dv-l-/@/} [Xa_xf‘]'nda
B B 0B

- / ()" | (k) "= %r | -nrda = (%) (%)™ %r | -nrda.

r

(2.39)

Durch Einsetzen der materiellen Zeitableitung (2.34) und Anwendung der Definition des
Sprungoperators (2.3) folgt die fertige Form des modifizierten Reynoldsschen Transport-

theorems:
d
@ @ dy =
dt/ vhdy /
B

B

o yP” 0!
97 dv + /¢ (xa-n)da
o8

— [ [# e =50)] -meda

r

(2.40)

Die linke Seite des Reynoldsschen Transporttheorems beschreibt die materielle Anderung
von ¥“ in bezug auf ein materielles (zeitlich verdnderliches) Volumenelement dv. Die
rechte Seite beschreibt mit dem ersten Summanden die lokale Anderung von )® bezogen
auf ein rdumlich fixiertes (zeitlich konstantes) Volumenelement dv. Der zweite Summand
stellt den Konvektionsflufl von 1 durch ein ebenfalls konstantes Oberflichenelement da

des Kontrollraums dar. Fiir x, # xp beschreibt das Integral iiber [ ™ ()lca - },{F) ] nr den
inneren Flufl der mechanischen Grofle @ iiber die Diskontinuitatsfliche I' hinweg.

2.2.2 Globale Form der Bilanzgleichungen

Die Feldfunktionen ¢)®, ®* und ¢® bzw. ¥, ®* und * und )lca seien in B und B~ und auf
der Fléche I' selbst stetig, aber unstetig beim Sprung iiber I'. Die globalen Bilanzrelationen
in der Form (1.64) haben nach wie vor Giiltigkeit fiir die beiden Teilkérper B~ und BT,
die selbst keine Diskontinuitétsflichen enthalten:

da —
inB~ : % zpo‘dv:/cbo‘-nda + /(CDO‘) -np da

B~ 0B~ r

. (2.41)
+ /Uo‘dv—l-/\lfadv

B~ B~
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dg
inB": E/@badv:/q)a-nJ’da + /(q)a)Jr-nfEda
B+

o8t g (2.42)
+ /Uo‘dv—l-/ U dy
B+ B+

Analog der Herleitung des modifizierten Reynoldsschen Transporttheorems (2.36) bzw.
(2.37) muf} dabei das Oberfléichenintegral iiber den Flufl ®* - n in zwei Anteile aufgespal-
ten werden, einen iiber die ,Aulenfliiche* des Teilkorpers (0 B~ bzw. 0 B1), und einen
iiber die Diskontinuitéiitsfliche I'. Dabei ergeben 0 BT U T bzw. d B~ U T die gesamte
Oberflache des jeweiligen Teilkorpers. Aus der Summe der Bilanzen der beiden Teilkérper
(2.41) und (2.42) folgt die globale Form der Bilanzgleichung unter Beriicksichtigung einer
Diskontinuitétsfliche T':

2 [urao= [t [iraos [ nda- [ 9] meae. | )
B

B B oB r

2.2.3 Lokale Form der Bilanzgleichungen

Mit Hilfe des modifizierten Reynoldsschen Transporttheorems (2.40) kann die globale
Form der Bilanzgleichungen (2.43) direkt in die lokale Form iiberfiihrt werden. Einsetzen
von (2.40) in (2.43) ergibt

/ aali“ dv+/ $* (Xo - 1) da—/ [[zpa(;ca - ;(F)]] - nrda
0B

B r

:/q)a-nda—/[[@a]]-npda—l-/aadv—i-/@@adv.

oB r B B

(2.44)

Umwandlung der beiden Oberflichenterme iiber 0 B mit dem Gaufschen Integralsatz und
Zusammenfassen der Terme auf der singuldren Flache liefert

/{85”: +div (1 x,) — div @ — ¢° —z@a}dv

s (2.45)

:/ [ (ke = %0) = ] - e .
T

Da das Volumenintegral auBerhalb der Fléche I" kontinuierlich ist, und die Aussage (2.45)
fiir beliebige Teilvolumina gilt, erhélt man die auf den materiellen Punkt X bezogene
lokale Aussage bzw. lokale Form der Bilanzgleichung, die identisch mit der Form (1.66) ist.
Analog ergibt sich die lokale Aussage auf der Diskontinuitétsfliche I', die fiir skalarwertige
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Groflen ¢ und vektorwertige Groflen 1 dargestellt ist:

[o (o o) =] om = 0 o

/

[v°® (%0 —%r) -2 mr = 0.

Im Falle mehrere Diskontinuititsflichen beschreibt I die Summe der einzelnen Flachen.
Die Beziehungen (2.46) gelten entsprechend auf jeder einzelnen Fléche.

Die speziellen lokalen Formen der Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls, Drall, Energie und
Entropie konnen wieder mit Hilfe der Tabelle 1.2 gewonnen werden. Fiir die lokale Form
der Bilanzgleichungen der Mischung auf der singuléren Fliche I erhélt man in Verbindung
mit Tabelle 1.3 und (1.70) entsprechend

(2.47)
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2.2 BILANZGLEICHUNGEN




Kapitel 3

Modellgleichungen

Basierend auf der Theorie Poroser Medien werden in diesem Kapitel die Modellgleichungen
fiir ein Zweiphasenmodell behandelt, bestehend aus einer pordsen Festkdrpermatrix ¢,
die mit einem viskosen Porenfluid o gesiittigt ist, vgl. de Boer & Ehlers [7] und Ehlers
20, 22]. Séttigung bedeutet in diesem Zusammenhang, dafl das gesamte Porenvolumen im
Festkorperskelett vom Porenfluid ausgefiillt wird, d. h. es existiert kein leerer Porenraum.
Die Betrachtungen beschrianken sich dabei auf den isothermen Fall.

Das Festkorperskelett wird grundsétzlich als inkompressibel modelliert, da dessen ma-
terielle Kompressibilitidt im Vergleich zur Kompressibilitiat der Makrokstruktur in guter
Niherung vernachlissigt werden kann. Die partiale Dichte p® der Makrostruktur kann
sich jedoch trotzdem iiber den Volumenanteil n® &ndern, vgl. (1.10).

Es werden drei Varianten behandelt, die sich in der Modellierung des Porenfluids unter-
scheiden. Das Porenfluid wird wahlweise ebenfalls als materiell inkompressibel angesetzt,
z. B. zur Beschreibung nahezu inkompressibler Fluide wie entgastem Wasser, oder als
kompressibel zur Darstellung von Gasen (Ehlers & Droste [25]). Der dritte Ansatz dient
der Beschreibung von kompressiblen Porenfluiden mit ausgezeichnetem Kompressions-
punkt, im folgenden als Mischphase bezeichnet. Hierfiir wird ein neuer Ansatz entwickelt,
bei dem die Eigenschaften der Mischphase aus denen eines kompressiblen und eines in-
kompressiblen Porenfluids im Rahmen der TPM abgeleitet werden. Die Herleitung erfolgt
formal {iber ein vereinfachtes Dreiphasenmodell, dessen Modellgleichungen unter Verwen-
dung der Mischphase zur Beschreibung der beiden Porenfluide als eine gemeinsame Phase
die identische Form annehmen wie beim kompressiblen Modell. Im folgenden werden die
beiden letztgenannten Modellvarianten gemeinsam als ,hybrides Modell“ bezeichnet.

Zunichst werden die allen Modellen gemeinsam zugrunde liegenden Voraussetzungen ein-
gefiihrt. AnschlieBend wird das Modell mit kompressiblem Porenfluid unter Beachtung
der Trigheitsterme zur Einbeziehung dynamischer Effekte behandelt und fiir den quasi-
statischen Fall vereinfacht. Darauf aufbauend wird das hybride Modell mit Mischphase
eingefiihrt, dessen Modellgleichungen formal mit denen des hybriden Modells mit kom-
pressiblem Porenfluid iibereinstimmen. Das Modell mit inkompressiblem Fluid, als ,,in-
kompressibles Modell“ bezeichnet, wird zum Schlufl analog behandelt.
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Das elasto-plastische Materialgesetz zur Beschreibung der Festkorperspannungen wird im
nichsten Kapitel ausfiihrlich vorgestellt.

Auf die Auswertung der Entropieungleichung wird an dieser Stelle verzichtet. Es werden
lediglich die benotigten Ergebnisse angegeben. Eine ausfiihrliche Darstellung der Entro-
pieungleichung und der daraus resultierenden thermodynamischen Restriktionen, die den
Rahmen fiir die Modellierung der konstitutiven Ansétze bilden, findet sich bei Ehlers
[20, 22] und speziell beziiglich des hybriden Modells bei Diebels [15].

3.1 Annahmen und Voraussetzungen

Die Bewegung des Festkorpers wird mit Hilfe des Verschiebungsvektors ug in der Lagrange-
schen (materiellen) Form dargestellt:

U.SZX—XS_ (31)
Daraus ergeben sich die Festkorperverschiebungsgeschwindigkeit

(us)s = Xs (3.2)
und der materielle Deformationsgradient des Festkorperskeletts
FS = Grads (Xs+U5) :I—i-Gradg Ug . (33)

Fiir das Porenfluid wird eine modifizierte Eulersche bzw. rdumliche Beschreibung basie-
rend auf der Sickergeschwindigkeit

gewahlt. Simtliche materiellen Zeitableitungen werden mit Hilfe der Bewegung des Fest-
korpers ° ausgedriickt. Aus der Definition der materiellen Zeitableitung (1.21) folgt der
Zusammenhang zwischen den materiellen Ableitungen, gebildet mit den Geschwindigkei-
ten des Festkorpers und des Porenfluids:

(. )p=(.)s+grad(...) - wp. (3.5)
Angewandt auf die Sickergeschwindigkeit ergibt sich

(Wr) =xp — xg —grad (xp) Wp. (3.6)

Die Séttigungsbedingung (1.4) lautet fiir die betrachteten Zweiphasenmodelle, bestehend
aus den beiden Konstituierenden ¥ und ¢,

n® +nf =1 (3.7)
und ihre materielle Zeitableitung, gebildet mit der Bewegung des Festkorpers ¢,

(%) =—(n")s . (3.8)
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Die Forderung nach materieller bzw. mikroskopischer Inkompressibilitit des Festkorper-
skeletts bedingt lediglich, da die effektive Dichte p°F konstant ist und die mit seiner
Bewegung gebildete materielle Zeitableitung von p°® gleich null:

(p°") =0. (3.9)

Die Partialdichte p® kann sich nach wie vor, zum Beispiel infolge von Konsolidationspro-
zessen, iiber den Volumenanteil n° findern:

(ps)i9 = (ns)i9 PPR£0. (3.10)

Die duBlere Volumenkraft b* pro Massenheit wird fiir beide Konstituierenden gleich an-
genommen:

b*=b" =b. (3.11)

Dariiber hinaus seien Massenaustauschprozesse zwischen dem Festkorper und der Fliissig-
keit, z. B. infolge chemischer Reaktionen oder Phasenumwandlung wie beim Schmelzen
von Eis, ausgeschlossen. Fiir die Dichteproduktionsterme folgt

p’=p"=0. (3.12)

Da in der Mischung die einzelnen Konstituierenden im allgemeinen nur fiir sehr kurze
Zeit unterschiedliche Temperaturen haben kénnen, wird von einer gemeinsamen Tempe-
ratur fiir den Festkorper und das Porenfluid ausgegangen, die aufgrund der isothermen
Annahme konstant ist:

0°=0F=0 mit ©6=0. (3.13)
Mit der zusétzlichen Einschrinkung, dafl die Temperaturverteilung homogen sei, also
grad © = 0, sind die materiellen Zeitableitungen der Temperatur ebenfalls null (vgl. 1.20):

(©) = (), = 0. (3.14)

Die lokale Form der Drallbilanz einer Konstituierenden liefert unter Einbeziehung der
bisherigen Annahmen unsymmetrische Partialspannungen

T =TT — M°, (3.15)

bedingt durch den schiefsymmetrischen Drallkopplungsterm Me. Die Partialspannungs-
tensoren sind im Rahmen der Mischungstheorie somit lediglich fiir den Fall M = 0
symmetrisch, vgl. Kelly [47]. Fiir den Fall nichtpolarer Konstituierenden, die sich in ih-
rem Mikrobereich im Prinzip wie Einphasenmaterialien verhalten wird im folgenden das
Verschwinden des Drallkopplungsterms M® vorausgesetzt (vgl. de Boer & Ehlers [7], Has-
sanizadeh & Gray [40]):

M®=0. (3.16)
Aus der Auswertung der Entropieungleichung lassen sich thermodynamische Restriktio-
nen gewinnen, die den Rahmen fiir die konstitutiven Ansétze bilden. An dieser Stelle
werden lediglich die benétigten Ergebnisse wiedergegeben. Beziiglich einer ausfiihrlichen
Darstellung sei auf die Arbeiten von Ehlers [20] und Diebels [15] verwiesen.
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Durch Einbringen der Séttigungsbedingung (3.7) im Sinne einer Zwangsbedingung mit
Hilfe des Lagrangeschen Multiplikators p in die Entropieungleichung wird ersichtlich, dafl
sowohl die Partialspannungstensoren T° und T als auch die Impulsproduktion p” des
Fluids in zwei Anteile aufgespalten werden konnen:

T = T%—nspl,

T = T —n"pl, (3.17)
p" = pL+pgradn’.

Der Lagrangeschen Multiplikator p 148t sich dabei als effektiver Porenfluiddruck identifi-
zieren. Fiir die Extragrofien, gekennzeichnet durch den zusétzlichen Index (...)s, werden
konstitutive Ansiitze benétigt. Die Festkorperextraspannungen T4 werden nach Terzaghi
[90] auch als effektive Spannung bezeichnet.

Analog dem in der Hydromechanik iiblichen Vorgehen werden die Extraspannungen des
Porenfluids a priori vernachléssigt:

TL =24 "Dp~o0. (3.18)

Die innere Reibung bzw. Viskositéit des Porenfluids wird ausschliellich durch den Impuls-
austausch mit dem Festkorperskelett modelliert:

(nF)2 ,YFR
LF
Hierbei bezeichnet vI'® = |b| pf'? die effektive (wahre) Wichte des Fluids, k' den Darcy-
schen Durchléssigkeitskoeffizienten und wp die Sickergeschwindigkeit. In FEhlers et. al.
[28] wurde gezeigt, dafl die Vernachldssigung der Fluidextraspannungen keinen nennens-
werten Einflufl auf die Ergebnisse hat. Im Rahmen dieser Arbeit wird ndherungsweise

angenommen, daf§ der Permeabilititskoeffizient k¥ deformationsunabhiingig sei.

ph=— W . (3.19)

Das Materialmodell zur Beschreibung der Extraspannungen des Festkoérperskeletts wird
in Kapitel 4 ausfiihrlich behandelt.

3.2 Hybrides Model

Fiir das hybride Modell wird zusétzlich zu den allgemeinen Annahmen ein konstitutiver
Ansatz fiir die Entwicklungsgleichung der materiellen Dichte pf'® des Fluids benétigt:

pt =" (p). (3.20)
Fiir die Beschreibungen von Gasen als Porenfluid, wie z. B. im Falle von gasgefiillten
Aluminium- oder Kunststoffschaumen, wird das ideale Gasgesetz verwendet:
M
Fr_ M
~PRre
Darin bezeichnet © die absolute Kelvinsche Temperatur, M die molare Masse des Gases
und R = 8,314 kJ/(kmol K) die universelle Gaskonstante.

) (3.21)
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Auswertung der Massenbilanzen

Die lokale Form der Massenbilanz einer einzelnen Konstituierenden folgt aus (1.66); in
Verbindung mit Tabelle 1.2 und (3.12):

(p™). +p*div Xo =0 mit p*=0. (3.22)

Die Massenbilanz des Festkorpers kann aufgrund der Annahme materieller Inkompressibi-
litdt mit Hilfe der Anfangsbedingung Fg(¢ = 0) = I und der Definition des Volumenanteils
des Festkorpers in der Referenzkonfiguration nje := n®(t = 0) analytisch integiert werden

und liefert
s

S S "os
=n’(detFg) = —=—. 3.23
n = e Fs) = ot () (3.23)
Die Massenbilanz des Fluids enthilt aufgrund der Kompressibilitit des Fluids und der
somit zeitlich verdnderlichen Dichte einen zusétzlichen Term im Vergleich zum Festkorper
und kann nicht mehr analytisch integriert werden:

(nF);j Pl nt (pFR);j +n" p" R div xp=0. (3.24)

Die materiellen Zeitableitungen gebildet mit der Bewegung des Fluids werden in die Zeita-
bleitung gebildet mit der Bewegung des Festkorpers mit (3.5) umgeformt. Einsetzen der
Séttigungsbedingung (3.7) bzw. (3.8) liefert schlieBllich

oI’ div xg + div (n" p"Fwr) +n” (pFR)IS =0. (3.25)
Anmerkung: Anstatt die Massenbilanzen der einzelnen Konstituierenden ¢° und ¢
auszuwerten, ist es auch moglich, eine der beiden Bilanzgleichungen durch die Massenbi-
lanz der Mischung zu ersetzen. Sie darf aber nicht als zusétzliche Gleichung ausgewertet
werden, da sie aus deren Summe hervorgeht und somit linear abhéngig ist. An dieser Stelle
sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, daf§ die materielle Dichte des Fluids p/'%

in (3.25) vom Druck abhéngt und somit auch eine Funktion der Zeit darstellt, wihrend
die materielle Dichte des Festkorpers p°F konstant bzgl. Ort und Zeit ist.

Auswertung der Impulsbilanzen

Fiir die lokale Form der Impulsbilanz einer Konstituierenden ¢® erhélt man aus (1.66) in
Verbindung mit Tabelle 1.2 und unter Verwendung der Massenbilanz (3.22) mit (1.65);,
(3.11) und (1.71)

p* Xy —divT® — p"b =p® mit p°=p". (3.26)

Als néichstes werden die konstitutiven Ansétze (3.17), fiir die Fluidspannungen und (3.18)
fiir die Extraspannungen des Fluids eingesetzt. Mit den Ansétzen fiir den Impulsaustausch
(3.17)3 und (3.19) lautet die Impulsbilanz des Fluids

nt pf'R xp + div (anI) —nl" pI"®b = pgradn’ — W (3.27)
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Die Fluidgeschwindigkeit wird durch die Sickergeschwindigkeit wp ersetzt. Mit dem Zu-
sammenhang (3.5) zwischen der materiellen Zeitableitung gebildet mit der Bewegung des
Fluids und der des Festkorpers eingesetzt folgt:

TLF FR

LF
Die Impulsbilanz des Festkorpers ergibt mit den konstitutiven Ansétzen (3.17)

gradp + p"® |xs —b + (Wr)s + grad(wp-+ Xs ) WF] + wr=0. (3.28)

p° 525 —div (T% — nSpI) —p’b=—p". (3.29)

Durch Addition der Impulsbilanz Fluid (3.27) und der Impulsbilanz des Festkorpers (3.29)
folgt die Impulsbilanz der Mischung:

div (T% —pI) + (nSpSR + anFR) (b— éés )
(3.30)

—nl pf'k [(WF)'S — grad (WF—|— Xg ) WF] =0.

Mit der Massenbilanz (3.25) des Fludis, der Impulsbilanz (3.28) des Fluids und der Im-
pulsbilanz (3.30) der Mischung stehen die fertigen Modellgleichungen fiir den Fall des
hybriden Modells mit inkompressiblem Festkorperskelett und kompressiblem Porenfluid
zur Verfiigung. Der Variablensatz besteht aus der Festkdrperverschiebung ug, der Sicker-
geschwindigkeit wr und dem effektiven Porenfluiddruck p. Die Massenbilanz (3.23) des
Festkorpers beschreibt dabei die Abhéingigkeit des Volumenanteils n° des Festkorpers von
der Deformation Fg, bzw. iiber die Sittigungsbedingung (3.7) auch des Volumenanteils

n¥ des Fluids: ;

F F Nos
n n ( e S) et Fg ( )

Durch Einsetzen in die Massenbilanz (3.25) des Fluids entsteht die Massenbilanz der
Mischung. Im folgenden wird daher (3.25) auch als Massenbilanz der Mischung bezeichnet.

Quasistatischer Fall

Fiir die quasistatische Formulierung werden die Beschleunigungsterme vernachléssigt,
d. h. die zweiten Ableitungen (1.19) der Bewegungen nach der Zeit sind null:

" n

Xg =Xp = 0. (332)

Aufgrund der konvektiven Anteile der materiellen Zeitableitungen (vgl. (1.20) bzw. (1.21))
ist die materielle Ableitung der Sickergeschwindigkeit, gebildet mit der Festkdrperbewe-
gung, ungleich null:
!
(wr)s = —grad (xp) wp . (3.33)
Wihrend die Massenbilanzen von den Vereinfachungen des quasistatischen Falls unberiihrt
bleiben, kann die Impulsbilanz des Fluids (3.28) mit (3.33) direkt nach der Sickergeschwin-
digkeit wr aufgelost werden:
k" FR
Wi = ~F TR (gradp — p""b) . (3.34)
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Die quasistatische Form der Impulsbilanz (3.34) des Fluids entspricht somit dem Darcy-
schen Filtergesetz. Die Impulsbilanz der Mischung lautet fiir den quasistatischen Fall

div (T — pI) + (n°p°F + n"p" )b =0. (3.35)
Einsetzen der Sickergeschwindigkeit (3.34) in die Massenbilanz (3.25) der Mischung liefert

kF
PP div xg +div | p"R TR (p""b — grad p)| +n" (pFR)/S =0. (3.36)
Mit den Gleichungen (3.35) und (3.36) erhélt man fiir den quasistatischen Fall ein redu-
ziertes System in den Freiheitsgraden ug und p. Die Sickergeschwindigkeit wg ist durch
Auflésen der Impulsbilanz des Fluids als Variable aus dem System eliminiert worden.

Anmerkung: Im folgenden wird daher bei der Darstellung der Bilanzgleichungen )lcS
durch (ug)'s ersetzt.

3.3 Hybrides Modell mit Mischphase

Unter dem Begriff der Mischphase werden Fluide mit ausgezeichnetem Kompressions-
punkt verstanden, d. h. Fluide, die lediglich bis zu einer maximalen (kritischen) Dichte
pER komprimiert werden konnen. Der neue Ansatz kann sowohl zur Modellierung echter
Mischphasen, wie z. B. Wasser mit dispergierten, kompressiblen Luftblasen, als auch zur
Beschreibung realer Gase eingesetzt werden.

Ausgehend von den Eigenschaften eines vollstindig kompressiblen Fluids ¢ (,Gas®) und
eines inkompressiblen Fluids % (,Fliissigkeit bzw. Liquid“) wird die Dichtefunktion der
Mischphase mit Hilfe der Theorie Poroser Medien hergeleitet. Es handelt sich dabei prinzi-
piell um ein Dreiphasenmodell, das aufgrund der folgenden Annahmen einer Beschreibung
mittels zweier Phasen zugiinglich ist. Der Index (...)" fiir die Mischphase wurde in Ana-
logie zum vorangegangenen Modell gewihlt, da die Modellgleichungen unter Verwendung
der Mischphase die gleiche Form annehmen.

Die partiale Mischungsdichte des Porenfluids p™ ergibt sich direkt aus der Summe der
partialen Dichten der beiden Fluide ¢“ und ¢ bzw. aus der Summe ihrer materiellen
Dichten, gewichtet mit den jeweiligen Volumenanteilen:

'I’I,F pFR — TLG pGR 4 TLL pLR ] (337)

Die materielle Dichte der Fliissigkeit p™# ist bedingt durch die Annahme materieller In-
kompressibilitit konstant (vgl. (3.9)), wihrend die materielle Dichte p“% des kompres-
siblen Fluids einer Entwicklungsgleichung folgt, z. B. dem idealen Gasgesetz (3.21). Die
Séttigungsbedingung (1.4) lautet fiir die dreiphasige Formulierung

1=n%4+n%+nk (3.38)

bzw. bei Betrachtung der Mischphase als Summenphase der beiden Porenfluide ¢ und
©% im Sinne der TPM

1=n"+n" mit n" =n% +nl. (3.39)
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Es wird im folgenden vorausgesetzt, dafl keine Entmischung der beiden Fluide stattfin-
det und die Mischphase homogen bleibt. Die beiden Fluide ¢“ und ¢” folgen somit der
gleichen Bewegungsfunktion x und besitzen die gleichen Geschwindigkeiten:

},{FI:},{L:},{G . (340)

Dies stellt die zentrale Annahme dar, die die Mischphase in dem hier vorgestellten Modell
charakterisiert.

Mit der Voraussetzung, dafl Massenaustauschprozesse zwischen den beiden Porenfluiden,
wie sie z. B. beim Losen von Gas im inkompressiblen Fluid auftreten, ausgeschlossen sind,
ergeben sich die Massenbilanzen der beiden Fluide zu

(pG)IF + p% div },(F: 0, (3.41)
(pF); + pf" div },{F: 0.

Die materiellen Zeitableitungen wurden dabei fiir beide Fluide mit der Bewegung der

Mischphase gebildet, vgl. (3.40). Auflésen der beiden Massenbilanzen nach div Xp und
gleichsetzen ergibt

- . (3.42)

Analytische Integration fiihrt auf
pt = p“ Mg (3.43)

mit der Integrationskonstanten M, die direkt aus Volumenanteilen und materiellen
Dichten der beiden Fluide zum Zeitpunkt ¢ = ¢, bestimmt werden kann:

L LR L LR
n-p or PoF

Mg = ————= = ) (3.44)
n< p t=to nop PSR

M7 stellt in diesem Sinne keinen zuséatzlichen Materialparameter dar, der aus Versuchen
bestimmt werden miifite, sondern vielmehr einen Strukturparameter, der die Zusammen-
setzung der Mischphase und somit ihre Eigenschaften kontrolliert. Zusammen mit (3.39),
folgt der Volumenanteil des Gases ¢ in Abhiingigkeit seiner materiellen Dichte p“F:

1
n =n(p")=n" — . (3.45)

1+MLG’;L—R

Eingesetzt in die Dichtefunktion der Mischphase (3.37) folgt nach kurzer Umformung der
gewiinschte Zusammenhang zwischen dessen materieller Dichte p# und dem Druck p:

14+ M
p"(p) = p"* i)CL;R (3.46)
Mg+ L

P

)
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mit p“® = p%E(p). Der umgekehrte Zusammenhang p(p™®) folgt aus der inversen For-
mulierung des verwendeten Gasgesetzes p = p(p“%). Die materielle Dichte des Gases p“F
bestimmt sich dabei zu

P
peR = e |- (3.47)

14 Mg (1—;—R>

Gegeniiber einem rein konstitutiven Ansatz fiir die Dichtefunktion der Mischphase mit
Kompressionspunkt hat die Herleitung iiber die Theorie Poréser Medien den Vorteil, dafl
keine zusétzlichen Materialparameter bestimmt werden miissen. Dariiber hinaus geniigt
der vorliegende Ansatz als Konsequenz aus der Herleitung automatisch den Grenzzusténden
fiir rein kompressibles bzw. rein inkompressibles Fluid und den Grenzzustédnden des Drucks
p — 0 und p — oo.

Fiir rein kompressibles Fluid, also n = 0 und n% = n'", folgt aus (3.44) M; = 0 und
fiir die materielle Dichte der Mischphase

1+ M
lim pff = lim p'* ;Lizz = p“(p). (3.48)
Mpag—0 Mpag—0 P
My + O

Fiir den Fall, daB ausschlieflich inkompressibles Fluid ¢” vorhanden ist, folgt mit n% = 0

und n” = n! entsprechend
li e A4

s T (3:49)

Sinkt der Druck auf null ab, mufl die Dichte der Mischphase ebenfalls auf null absin-

ken. Unter der Voraussetzung, dafl die materielle Dichte des kompressiblen Fluids dieser

Eigenschaft geniigt, wie z. B. beim idealen Gasgesetz, folgt fiir die Mischungsdichte pf'®

LR GR 14+ Mg

. FR __ 1: .
W P R M+ pPR

(3.50)

Bei einer Steigerung des Drucks auf unendlich wird die kritische bzw. maximale Dichte

pER erreicht:

: 1+ Mg
lim " = ptf = pe" (3.51)
Mie + —x
Pc
Hierbei kennzeichnet pG&F die kritische Dichte des kompressiblen Fluids (¢
lim p%f = Gk, (3.52)
p—00

Wird die materielle Dichte des kompressiblen Fluids beispielsweise iiber das ideale Gasge-
setz (3.21) beschrieben, betriigt die kritische Dichte des Gases p&® = oo und die kritische
Dichte p&ft der Mischphase lautet

FR:pLR1+MLG_

3.93
: T (353)
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Abbildung 3.1: Entwicklung der materiellen Dichte der Mischphase in Abhéngigkeit des
Drucks mit p"® = 1000 kg/mg, R =8,314kJ/kmol K, © = 293,15 °K und
M = 28,96 kg/kmol.

Da das Gas kein Volumen mehr einnimmt, wird die Gesamtmasse auf das Volumen des
inkompressiblen Fluids ¢ bezogen.

In Abbildung 3.1 ist der Verlauf des Drucks iiber der materiellen Dichte des Fluids fiir
verschiedene Zusammensetzungen der Mischphase aufgetragen. Es wurden dabei Mate-
rialparameter fiir Wasser und Luft verwendet (s. Abbildung 3.1). Die Summe der Volu-
menanteile der beiden Fluide ¢ und ¢ betriigt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
jeweils eins und die Dichte des Gases in der Referenzkonfiguration 1,293 kg/m3. Die Mas-
senverhiltnisse My und die kritischen Dichten p5f sind fiir die drei in Abbildung 3.1
dargestellten Fille in Tabelle 3.1 zusammengefafit.

ngs ngls M | pG" [kg/m)
0,75 0,25 2320,16 1000,43
0,5 0,9 773,40 1001,29
0,25 0,75 257,78 1003,88

Tabelle 3.1: Massenverhéltnisse M und kritische Dichte p5f der Mischphase

Alle drei Kurven néhern sich ihrer kritischen Dichte p5® an, mit unterschiedlichen Stei-
gungen, bedingt durch die verschiedenen Volumenanteile der beiden Fluide. W&hrend der
Effekt der Mischphasenformulierung auf die kritische Dichte pE® von geringer Bedeutung
ist, ist der Einfluf} auf den Porenfluiddruck p bzw. den Zusammenhang p"%(p) von grofier
Bedeutung. Dies trifft speziell im Bereich grofler Deformationen wie zu, wie z. B. beim
Porenschluf}, d. h. dem Zustand vollstédndig geschlossener Poren des Festkorperskeletts,
vgl. Kapitel 7. Der Porenfluiddruck p wirkt sich dabei besonderst bei Reibungsmaterialien
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aus, deren Eigenschaften vom hydrostatischen Spannungszustand abhéngen.

Auswertung der Bilanzgleichungen

Die Massenbilanz der Mischphase folgt direkt aus der Summe der Massenbilanzen der
beiden Porenfluide (3.41):

(% + p")' + (0 + p*) div xp= 0. (3.54)

Sie ergibt durch Einsetzen der Definition (3.37) der materiellen Dichte der Mischpha-
se die gleiche Form wie im Falle eines einphasigen Porenfluids (3.24), entsprechend den
Truesdellschen Prinzipien. Die Summe der Impulsbilanzen (3.26) der beiden Porenfluide
©% und ¢ ergibt unter Verwendung von (3.40)

(n"p" 4 nCpH) Xp + div [(n" +n%) pI] + (n"p"* + nCpF) b = p. (3.55)

Dabei wurden die konstitutiven Ansétze fiir die Fluidspannungen (3.17) und (3.18) fiir
beide Porenfluide getrennt getroffen. Der Impulsaustausch hingegen wird entsprechend
der physikalischen Anschauung nach wie vor zwischen der gesamten Mischphase ¢! und
dem Festkorperskelett ¢° iiber (3.17) und (3.19) modelliert. Dariiber hinaus wurde der
Volumenkraftvektor b fiir beide Fluide gleich angenommen: b = b” = b. Mit der materi-
ellen Dichte p!'® der Mischphase (3.37) und der Beziehung zwischen den Volumenanteilen
(3.39) hat die Impulsbilanz des Fluids der Mischphase wieder die identische Form wie im
Falle des einphasigen, kompressiblen Porenfluids (3.27).

Das hybride Modell mit Mischphase kann somit auf eine zweiphasige Beschreibung redu-
ziert werden, die mit der Beschreibung eines einzelnen, kompressiblen Porenfluids identisch
ist. Es geniigt fiir die Implementierung, die Entwicklungsgleichung der materiellen Dichte
des kompressiblen Porenfluids (3.21) durch das entsprechende Ergebnis fiir die Mischphase
(3.46) 7zu ersetzen.

3.4 Inkompressibles Modell

Im Gegensatz zum hybriden Modell (3.20) wird nun auch das Porenfluid materiell inkom-
pressibel angenommen:

pI* = konst. bzw. (pFR)IF =0. (3.56)

Die materielle Zeitableitung der Dichte des Fluids p'® beziiglich der Bewegung des
Festkorpers ist aufgrund des Konvektionsterms (vgl. (3.33) bzw. (3.5)) ungleich null:

(pFR)IS = —wp - grad p'®. (3.57)

Einsetzen in die Massenbilanz (3.25) des Fluids fiihrt auf

p" T div (ug)s + div (n” p"Fwp) — n" wp - grad (p"7) =0. (3.58)
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Weitere Umformung mit Hilfe der Tensorrechung und der Definition (3.4) der Sickerge-
schwindigkeit liefert die gewiinschte Form der Massenbilanz des Fluids:

div((us)s + n" wr) =0. (3.59)

Der Volumenanteil des Fluids n” ist dabei ebenso wie beim hybriden Modell iiber die
Séttigungsbedingung (3.7) und die integrierte Form der Massenbilanz des Festkorpers
(3.23) an den Freiheitsgrad der Festkorperverschiebung ug gekoppelt, vgl. (3.31). In Ver-
bindung mit (3.31) stellt (3.59) wieder die Massenbilanz der Mischung dar, die fiir den
vorliegenden Fall des inkompressiblen Modells in eine reine Volumenbilanz iibergegangen
ist. Die Impulsbilanzen des Fluids und der Mischung bleiben identisch mit den Formen
des hybriden Modells (3.28) und (3.30).

Die Modellgleichungen fiir den Fall eines inkompressiblen Fluids sind durch die Gleichun-
gen (3.59), (3.28) und (3.30) gegeben. Die Freiheitsgrade sind, ebenso wie beim hybriden
Modell, die Festkorperverschiebung ug, die Sickergeschwindigkeit wx und der Porenfluid-
druck p.

Quasistatischer Fall

Fiir den quasistatischen Fall werden die zweiten Ableitungen nach der Zeit vernachléssigt,
vgl. (3.32). Die Impulsbilanz (3.28) des Fluids, die identisch mit der des hybriden, quasi-
statischen Modells ist, kann ebenfalls nach wr aufgelost werden, vgl. (3.34). Eingesetzt
in die Massen- bzw. Volumenbilanz der Mischung (3.59) erhélt man die Form

kF
div | (ug)s + o (P""b —grad p)| =0. (3.60)

Die Impulsbilanz der Mischung ist wiederum identisch mit der quasistatischen Form des
hybriden Models (3.35) und ergibt zusammen mit der Massen- bzw. Volumenbilanz (3.60)
der Mischung das fertige System der Modellgleichungen in den Freiheitsgraden ug und p.
Es ist dabei jedoch zu beachten, dafi die materielle Dichte p™® beim vollstindig inkom-
pressiblen Modell im Gegensatz zum hybriden Modell einen konstanten Materialparameter
darstellt und keine Abhéngigkeit vom Porenfluiddruck aufweist.



Kapitel 4

Plastizitat

4.1 Einfiihrung

In der finiten Elastoplastizitit kommt der Zerlegung der Deformation in reversible, ela-
stische und irreversible, plastische Anteile zentrale Bedeutung zu. Im Rahmen der geome-
trisch linearen Theorie, auch als Theorie kleiner Deformationen bezeichnet, wird im all-
gemeinen der linearisierte Greensche Verzerrungstensor additiv in einen elastischen und
einen plastischen Anteil aufgespalten, motiviert durch das Verhalten einer einachsigen
Zugprobe unter Be- und Entlastung:

€5 =Egc +E5p - (4.1)

Fiir die finite Theorie hat sich die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
in einen elastischen und einen plastischen Anteil bewéhrt,

Fg= FSe FSpa (42)

die Lee [60] zugeschrieben wird. Der multiplikative Ansatz geht dabei in das additive
Konzept der geometrisch linearen Theorie (4.1) iiber (vgl. Ehlers [20], Haupt [41]).

Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten und die damit einhergehende
Einfiihrung einer gedachten, spannungsfreien Zwischenkonfiguration wurde in der Litera-
tur eingehend diskutiert, so z. B. in dem Ubersichtsartikel von Naghdi [69], oder den Ar-
beiten von Green & Naghdi [36], Kleiber [50], Haupt [41], Ehlers [21] und Holsapple [45].

Aufbauend auf der Kinematik, die aus der multiplikativen Zerlegung resultiert, werden
konstitutive Anséitze zur Formulierung des materialabhéngigen Verhaltens benétigt. Hier-
zu gehoren die Fliefifliche, die den elastischen vom plastischen Bereich trennt und den
Beginn der plastischen Forménderung beschreibt, das im Rahmen dieser Arbeit verwen-
dete isotrope Verfestigungsgesetz, da$$ die Anderung der FlieBbedingung bzw. FlieBfliche
wihrend des i. a. plastischen Deformationsprozesses regiert und eine Fliefiregel, die die
Entwicklung der plastischen Deformation beschreibt. Dariiberhinaus wird ein elastisches

45



46 4.1 EINFUHRUNG

Teilstoffgesetz fiir den Zusammenhang zwischen den Spannungen und den elastischen De-
formationen benétigt.

Bei porésen Medien miissen die Materialgesetze im Bereich grofier Verzerrungen zusétz-
lichen bzw. anderen Anforderungen geniigen als z. B. im Falle der Metallplastizitit. So
kann es bei porosen Medien trotz materieller Inkompressibilitit des Festkorperskeletts zu
sehr groen Volumendehnungen der Festkdrpermatrix kommen. Die makroskopischen Vo-
lumendehnungen resultieren dabei aus lokalen Porositdtsdnderungen und werden durch
den sogenannten Kompressionspunkt begrenzt. Es handelt sich dabei um den Zustand
vollsténdig geschlossener Poren. Es ist dann keine weitere Kompression des Porenraums
mehr moglich ist. Das Porenfluid weicht dabei wihrend der Deformation der Festkorper-
matrix falls inkompressibel modelliert durch Ausstromen und falls kompressibel modelliert
zusitzlich durch Kompression aus, vgl. Kapitel 7.1. Dies hat zur Folge, das sich die par-
tialen Dichten p® auch bei materieller Inkompressibilitiat der Konstituierenden iiber die
Volumenanteile n* dndern kénnen (vgl. (1.10)).

Zur Beschreibung des elastischen Verhaltens wird ein Gesetz von FEhlers & Fipper [26]
verwendet, das die Grenzbedingung des Kompressionspunktes einhélt. Im Rahmen der
elastoplastischen Formulierung mufl der Kompressionspunkt jedoch unter Beachtung der
plastischen Vordeformation modelliert werden. Lediglich der Porenanteil, der nach der
plastischen Deformation verbleibt bzw. auf der Zwischenkonfiguration vorliegt, kann durch
die elastische Deformation geschlossen werden.

Aus der Porositédt in Verbindung mit der Forderung nach Einhaltung des Kompressions-
punktes folgen speziell fiir die Modellierung der Plastizitéit zusétzliche Anforderungen an
die konstitutive Formulierung. Die in der Plastizitédtstheorie fiir nichtporése metallische
Werkstoffe iibliche Forderung nach plastischer Inkompressibilitéit fiir das Festkorperske-
lett kann nicht aufrecht erhalten werden. So zeigen 7. B. Versuche in der Geotechnik
sowohl dilatantes als auch kontraktantes Materialverhalten im Bereich plastischer Defor-
mation, vgl. Kim & Lade [49] sowie Lade & Kim [54, 55]. Die Forderung der plastischen
Inkompressibilitét ist vielmehr im Kompressionspunkt anzusetzen. Bei geschlossenem Po-
renraum diirfen keine kontraktanten Deformationen mehr auftreten, weder plastische noch
elastische. Dilatante Volumendehnung, d. h. eine Aufweitung des Porenraums, bleibt aber
nach wie vor moglich. Erreicht wird dies durch die Kombination aus einer geeigneten
Fliefifliche, einem neuen isotropen Verfestigungsgesetz und der zugehorigen Fliefiregel.

Das Verfestigungsgesetz sorgt dabei dafiir, daf} fiir den Grenzfall vollstindig geschlosse-
ner Poren die Flie3fliche und somit der elastische Bereich im Spannungsraum den Bereich
unendlicher Driicke umfafit. Die Fliefiregel ermdglicht dariiber hinaus keine kontraktan-
ten Volumendehnungen mehr, falls es z. B. durch Scherung zu plastischer Deformation
kommt. Es hat sich dariiber hinaus in Experimenten (Yamada & Ishihara [98]) gezeigt,
daf} fiir pordse Medien und speziell Reibungsmaterialien assoziierte Fliefiregeln ungeeignet
sind. Es wird eine nichtassoziierte Formulierung benétigt, die die Moglichkeit bietet, den
Dilatanzwinkel an Versuche anzupassen.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dafl die konstitutive Formulierung des ela-
stoplastischen Materialmodells moglichst flexibel gestaltet sein sollte, um eine moglichst
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grofle Klasse pordser Materialien mit z. T. unterschiedlichstem Verhalten beschreiben zu
konnen wie beispielsweise Polymer- und Metallschiume oder Geomaterialien.

Die Betrachtungen in diesem Kapitel bleiben auf die rein mechanische Theorie beschrankt.
Beziiglich der thermodynamischen Aspekte sei auf die Arbeiten von Miehe [67], Naghdi
[69] und Zitate darin verwiesen, sowie Ehlers [20], wo speziell auf die Thermodynamik im
Rahmen der Theorie Pordser Medien eingegangen wird.

Der Aufbau des Kapitels gliedert sich wie folgt: In Kapitel 4.2 wird zuerst die Kinema-
tik, die aus der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten resultiert, darge-
stellt. In Kapitel 4.3 wird darauf aufbauend das konstitutive Modell beschrieben. Dazu
wird zunéchst nach einer kurzen Zusammenfassung der Grundlagen geschwindigkeitsun-
abhingiger Plastizitit auf das verwendete elastische Gesetz von Eipper [30] eingegangen.
Es folgen die FlieBfliche von Ehlers [23], die in Verbindung mit dem neuen Verfesti-
gungsgesetz und dem neuen plastischen Potential die plastische Inkompressibilitit im
Kompressionspunkt sicherstellt.

4.2 Kinematik

Gegeben sei ein Korper B nach beliebiger, elastoplastischer Deformation. Dabei bezeich-
net Xg den Ortsvektor in der Referenzkonfiguration eines materiellen Punktes X°, Xg
den ,,Ortsvektor® in der plastischen Zwischenkonfiguration und x den Ortsvektor in der
aktuellen Konfiguration, vgl. Abbildung 4.1. Die Groflen dX g, dXg und dx bezeichnen die
jeweiligen differentiellen Linienelemente.

Zwischenkonfiguration

Referenz- Ob
[

Konfiguration

- aktuelle
dxs konfiguration

Abbildung 4.1: Zerlegung des Deformationsgradienten und Einfiithrung der plastischen
Zwischenkonfiguration
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Die Wegnahme &duflerer Lasten fiihrt auf eine kompatible Konfiguration, deren Zustand
aber in der Regel nicht spannungsfrei ist. Erst lokale Entlastung durch gedachtes Zer-
schneiden des Korpers in hinreichend kleine Teile fiihrt auf einen spannungsfreien Zu-
stand und somit zum gesamten Abbau elastischer Deformation. Dies ist Voraussetzung
fiir die eindeutige Zerlegung der Deformation in elastische und plastische Anteile. Die
dabei entstehende Konfiguration, im folgenden als plastische Zwischenkonfiguration oder
kurz Zwischenkonfiguration bezeichnet, ist im allgemeinen inkompatibel. Die Kompatibi-
litdt wird durch die Deformation, die mit dem FEigenspannungszustand einhergeht, wieder
hergestellt. Die Zerlegung des Deformationsgradienten in einen rein elastischen und einen
rein plastischen Anteil geht somit mit der Einfiihrung der inkompatiblen, plastischen Zwi-
schenkonfiguration einher.

Aus der Vorstellung, dafl die Zwischenkonfiguration durch lokale Entlastung gewonnen
werden kann, wird im allgemeinen geschlossen, dafl die plastische Deformation der elasti-
schen vorgeschaltet ist, die Zerlegung also Fg = Fg, Fg, und nicht Fg = Fg, Fg, lautet.
Die alternative Formulierung ist aber ebenfalls denkbar (s. Kleiber [50]).

Die aus der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten resultierenden elasti-
schen und plastischen Anteile kénnen dabei in der Regel nicht als Gradientenfelder der
Form

Fs, = 8Ax = Gradgx,
8XS
X (4.3)
Fo = 9% _ Gradsx
Sp DX < s Xg

aufgefaflt werden, da die Zwischenkonfiguration inkompatibel ist. Dabei bezeichnet Gradg
den ,,Gradienten®“ beziiglich der Zwischenkonfiguration des Festkorperskeletts .

Die Grofien Fg, und Fg, sind vielmehr als tensorielle Punktfunktionen zu verstehen, die
sich als lokale Grenzwerte des ebenfalls lokalen Entlastungsprozesses beim Wegschneiden
des umgebenden Materials ergeben, vgl. Ehlers [20], Kleiber [50].

Entsprechend der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten (1.33) lassen sich auch
dessen elastischer und plastischer Anteil in einen eigentlich orthogonalen Tensor Rg, bzw.

R, und einen rechten bzw. linken Strecktensor zerlegen:

FSe = RSe USe = VSe RSea
(4.4)

Fs, = Ry, Us, = Vg, Rg,.

Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten (4.2) ist lediglich bis auf einen
eigentlich orthogonalen Tensor Q bestimmbar

FS’ = FSeFSp = FSeQQTFSp

o (4.5)
- FSe FS’p

und die Zwischenkonfiguration somit bis auf eine {iberlagerte Starrkoérperrotation.
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Deformations- und Verzerrungsmafle

Uber die Differenz der Quadrate der Linienelemente auf den verschiedenen Konfigu-
rationen lassen sich entsprechend dem Vorgehen in Kapitel 1.2.3 Verzerrungstensoren
einfiihren.

Die Differenz der Quadrate der Linienelemente auf der Zwischenkonfiguration (ds%) und
auf der Referenzkonfiguration (dS%) ergibt mit der multiplikativen Zerlegung (4.2) des
Deformationsgradienten in Groflen der Referenzkonfiguration ausgedriickt

g% —dSZ = dxg - dxks — dXg - dXg
= (Fs,dXs) - (Fs,dXs) — dXg - dXs (4.6)
— Xy -2Eg, dXg

mit dem plastischen Greenschen Verzerrungstensor der Referenzkonfiguration
1
Es) =5 (Csp — 1) . (4.7)
Ausgedriickt in Gréflen der Zwischenkonfiguration erhélt man
ds% —dS% = dxs-2Ag,dxs (4.8)

mit dem plastischen Almansi-Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration
. 1 -
Ag, =3 (I - Bg; ) . (4.9)

Cg, stellt dabei den rechten plastischen und BS;D den linken plastischen Cauchy-Green
Tensor dar, die analog den entsprechenden gesamten Deformationsmafien (1.37) definiert
sind:

Csp= FsyFs, ,  Bg

T
P - FSpFSp )

p

) (4.10)
CSe - FS’ZFSe ) BSe - FSeFSZ-
Aus dem Vergleich der beiden Formen (4.6) und (4.8) folgt, daf der plastische Greensche

Verzerrungstensor Eg, der Referenzkonfiguration durch kontravarianten Vorwértstrans-

port mit FS;F’I(. ) .)Fszj1 in den plastischen Almansi-Verzerrungstensor Agp der Zwi-
schenkonfiguration iibergeht:

Fsl 'Eg,Fs,' = Ag,. (4.11)

Entsprechend (4.6) folgt fiir die Differenz der Quadrate der Linienelemente auf der Zwi-
schenkonfiguration (d$%) und auf der aktuellen Konfiguration (ds)?

ds? —ds% = dx-2Ag.dx
A (4.12)
— dkg- 2B, dkg
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mit den elastischen Almansi- bzw. Greenschen Verzerrungstensoren Ag, und Eg,:

(Cs.—1I) , Ag.=-(I-Bg ). (4.13)

DN =

Der elastische Greensche Verzerrungstensor Eg, der Zwischenkonfiguration geht durch
kontravarianten Vorwirtstransport mit Fg’ ~'(...)Fgs," in den elastischen Almansi-Ver-
zerrungstensor der aktuellen Konfiguration Ag, iiber

Fs!'Eg,Fs.' = Ag, . (4.14)

Aus der Summe der beiden Beziehungen (4.6) und (4.12) 148t sich aus der Differenz der
Quadrate der Linienelemente der Referenz- und der aktuellen Konfiguration der Verzer-
rungstensor der Zwischenkonfiguration I's motivieren:

ds® — dSZ =: dxg - (2T's) dxs (4.15)

mit
f‘S:ESe+ASp = f‘Se+f‘Sp- (416)

Die elastischen und plastischen Verzerrungsanteile liegen dabei in entkoppelter Form vor.
Durch Transport von L'y auf die aktuelle Konfiguration bzw. auf die Referenzkonfigurati-
on,
Fs) TsFs, = Fg) (Ts. +Ts,)Fs, =Eg, +Eg,,
X X X (4.17)
Fs! 'I'sFs,' = Fs! ' (s, +Ts,)Fs.' = Ag. + Ag,,

lassen sich die elastischen und plastischen Anteile des Almansi- bzw. des Greenschen
Verzerrungstensors identifizieren. Mit (4.15), (4.17); und (4.17), liegen somit additive
Zerlegungen der Verzerrungsmafe in elastische und plastische Anteile auf allen drei Kon-
figurationen vor. Das Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten
ist somit kompatibel mit dem Konzept der additiven Zerlegung (4.1) des Verzerrungs-
tensors der linearen Theorie, in dem Sinne, dafl auf jeder Konfiguration entsprechende
Verzerrungsmafle zur Verfiigung stehen. Das Transportverhalten der einzelnen Verzer-
rungstensoren bzw. ihrer Anteile ist in Abbildung 4.2 zusammengefaf3t.

Anmerkung: Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf} Agp und Ag, bzw. ESe und
Eg, nicht identisch sind. Es handelt sich dabei vielmehr um die Pendants auf der jeweils
anderen Konfiguration, die aus dem Transport von I'g= f‘ge + f‘sp hervorgehen.

Deformations- und Verzerrungsgeschwindigkeiten

Die multiplikative Zerlegung (4.2) des Deformationsgradienten eingesetzt in die Definition
des rdumliche Geschwindigkeitsgradient Lg (1.43) ergibt

Ls = [(Fse)’s Fsgl] +Fs, [(Fsp)’s F5;1] Fg.'. (4.18)
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Es liegt nahe, entsprechend der Definition des rdumlichen Geschwindigkeitsgradient (1.43)
die GroBen

_ A ! —1 _ 8X ! a}A(S
Lge = (Gradsx)SFSe = <—63A(S>S —ax s
(4.19)
A , d(%s)’
Lsp = (Gradgig)SFS;I = (XS)S

ox

einzufiihren. Mit der Voraussetzung, dafl nur solche Gréfien als Geschwindigkeitsgradien-
ten eingefiihrt werden sollen, die im Falle homogener Deformationen tatséchlich Geschwin-
digkeitsgradienten darstellen, sich also formal als Gradient eines Geschwindigkeitsfeldes
beziiglich x oder xg darstellen lassen, gibt es nur den rdumlichen Geschwindigkeitsgra-
dienten Lg und den plastischen rdumlich Geschwindigkeitsgradienten f;gp, vgl. Ehlers
[20]:
Ly = FgFg' mit dxg =Lgdx,
(4.20)
flsp: FSPFS;I mit d(}zs)ig :]ispdf{s.

Da xg nicht konstant beziiglich der Zeit ist, besitzt Lg, nicht die Form eines Geschwin-
digkeitsgradienten. Die symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteile der Geschwin-
digkeitsgradienten Lg und Lg, werden analog zu (1.46) eingefiihrt:

Ds = (Ls +L£) ) Ws = (LS —Lg);

(4.21)

~

(i‘sp + IA’S;Z) ) Ws, =

N — DN —
N = N =

f)Sp - (f‘Sp - f‘SpT) :

Ausgangspunkt der Darstellung der Verzerrungsgeschwindigkeiten bilden die Geschwin-
digkeiten der Differenz der Quadrate von Linienelementen auf den jeweiligen Konfiguratio-
nen, d. h. deren mit der Bewegung des Festkorpers ¢° gebildete materielle Zeitableitung.
Wie bereits bei der Darstellung der Verzerrungsmafle werden zuerst die Verzerrungsge-
schwindigkeiten, die mit der elastischen bzw. der plastischen Teildeformation einhergehen,
behandelt. Die Summe der beiden Fille fiihrt schliellich auf die additive Zerlegung der
gesamten Verzerrungsgeschwindigkeiten in einen elastischen und einen plastischen Anteil.

Aus der materiellen Zeitableitung der Differenz der Quadrate eines Linienelements (d$%)
auf der Zwischenkonfiguration und (dS%) auf der Referenzkonfiguration folgt

(ds% —dS2), = (dkg-dxg —dXg-dXs)y
= dXs- (2Es,),dXs (4.22)
~ N A .
= dXS -2 (Asp)p dXS .

Die obere plastische Lie- bzw. Oldroyd-Ableitung des plastischen Almansi-Verzerrungstensors,
definiert durch

(.05 =(2)s+Lsl ((2)+(.7.) Ls,, (4.23)
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ist dabei gleich dem symmetrischen Anteil des plastischen Geschwindigkeitsgradienten:
(Asy)y =Dyg,. (4.24)

Im folgenden beziehen sich alle Lie- bzw. Oldroyd-Ableitungen auf die Bewegung des
Festkorperskeletts ¢°. Eine Indizierung mit (...)s erfolgt nicht.

Die materielle Zeitableitung der Differenz der Quadrate eines Linienelements (ds?) der
aktuellen Konfiguration und (ds%) der Zwischenkonfiguration lautet mit (4.12)

(ds? —ds2)y = dx-2(Ag,)"dx
A (4.25)
= dxg-2(Eg,)> dxs .

Fiir die Differenz der Quadrate eines Linienelements auf der aktuellen Konfiguration und
auf der Referenzkonfiguration erhilt man aus der Summe von (4.22) und (4.25) mit (4.16):

R !
(ds? — dS2), = (dfcs 2T dfcs)s
= dxg-2(Ts)) dks (4.26)

— dxs -2 [(ESB)§+ (Asp)g] dxs .

Ebenso wie bei den Verzerrungsmafen selbst erhélt man auch fiir deren Geschwindigkeiten
(I's)5 auf der Zwischenkonfiguration eine additive Aufspaltung in einen elastischen Anteil

(T se)p und einen plastischen Anteil (T sp)y - Die entsprechenden Aufteilungen auf der Re-
ferenzkonfiguration und der aktuellen Konfiguration ergeben sich durch die Transporte mit
Fs!7'(...)Fs.' bzw. Fg] (...) Fg,. Das Transportverhalten der einzelnen Verzerrungs-
geschwindigkeitstensoren bzw. ihrer elastischen und plastischen Anteile ist in Abbildung
4.3 zusammengefaflt.
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aktuelle Konfiguration
As = A5 +Ag,
ngil(. . .)Fsgl = I- Fgfl FEI
-
1
Ase = 3 (I-Fs! 'Fg.')
1
As, = 3 (Fs!7'Fs,' - F{'F3')
Zwischenkonfiguration
Ty = fSe + fsp = ESe + Asp
1 T T—1pg -1
FL (. )FS!
N 1 ~
FSe = 5 (FSZ1 FSe - I) = ESe
N 1 B B ~
s, = ) (I B FSZ ' Fs, 1) = Agy
Referenzkonfiguration
Es = Es. + Eg,
1
= 3 (FiFg - 1)
T—1 -1 1
Fs,~'(...)Fs, Es, = 5 (FLFs - Fs! F,)
1 T
Esp, = ) (FSp Fsp - I)

Abbildung 4.2: Zerlegung in elastische und plastische Anteile und Transportverhalten der
Greenschen und Almansi-Verzerrungstensoren
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4.2 KINEMATIK

aktuelle Konfiguration

FSZLI(...)F ;1 (AS)A = (ASe)A+ (ASp)A = Dg
H

(ASe)A

(ASP)A

Zwischenkonfiguration
(f‘S)ﬁ = (f‘Se)ﬁ + (f‘Sp);?
3 FL (. )FS!
(I‘Se)ﬁ
(f‘Sp)ﬁ = ]5517
Referenzkonfiguration
(Es)s = (Ese)s + (Esp)ls
Bses = 5 ((Cs)s— (Cs)k)
T-1 -1 e/s 2 s pls
Fs,  (...)Fs, ,
(ESP).IS' = 9 (CSP)IS

Abbildung 4.3: Zerlegung in elastische und plastische Anteile und Transportverhalten der
Greenschen und Almansi-Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren
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4.3 Konstitutive Modellierung

Aufbauend auf den kinematischen Betrachtungen in Kapitel 4.2 werden die konstitutiven
Ansétze des verwendeten elastoplastischen Materialgesetzes vorgestellt. Die Betrachtun-
gen beschrianken sich dabei auf die rein mechanische Theorie. Eine umfassende Darstellung
der Auswertung der Entropiebilanz bzw. Entropieungleichung fiir ein elastoplastisches
pordses Medium bestehend aus Festkorper und Porenfluid findet sich bei Ehlers [20]. Es
werden hier lediglich die benétigten Ergebnisse zitiert.

Beim vorgestellten elastoplastischen Materialmodell handelt es sich um eine klassische
flielflaichenbehaftete und geschwindigkeitsunabhingige Formulierung. Es wird im folgen-
den sowohl im elastischen als auch im plastischen Bereich des Materialverhaltens Isotropie
vorausgesetzt.

4.3.1 Elastisches Materialverhalten

Ausgehend vom Prinzip der materiellen Objektivitit kann gezeigt werden, dafl die freie
Helmholtzsche Energie ¢° des Festkorperskeletts nicht mehr von den elastischen und
plastischen Deformationsgradienten selbst, sondern von den symmetrischen elastischen
und plastischen Greenschen Verzerrungstensoren Eg, und Eg, abhéngt:

,Q/}S(@aFSeaFSp) — ’Q/}S(@,Ese,Esp) . (427)

Das Prinzip der materiellen Objektivitit wurde dabei sowohl auf die Abhéngigkeit der
freien Energie von Fg, als auch von Fg, angewandt, s. Ehlers [20], wobei letzteres in der
Literatur auch als ,Forderung der Invarianz der Materialgleichungen gegeniiber Drehung
der plastischen Zwischenkonfiguration® bezeichnet wird, vgl. Hartmann [39]. Die fehlende
Eindeutigkeit der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten (4.5) hat somit
keine Auswirkung auf die Formulierung der Materialgleichungen. In (4.27) wurde vor-
ausgesetzt, dafl die freie Energie des Festkorpers nur von dessen Prozefivariablen, nicht
aber von denen des Porenfluids abhingt (vgl. Ehlers [20]). Mit der Beschrinkung auf
hyperelastisches Materialverhalten kann die freie Helmholtzsche Energie in der Form

ws (97 ES@J ESp) — we (6) + wse (ESe) + wSp (ESea ESp) . (428)

angesetzt werden. Der Anteil °¢(Eg,) stellt dabei die gespeicherte elastische Energie dar.
Mit Hilfe von Tabelle 4.2 148t sich der elastische Greensche Verzerrungstensor durch rein
elastische und rein plastische Deformationsanteile ausdriicken:

1 1,

Es. =3 (Cs — Cs,) =Fg. 3 (Cse —I)Fyg,. (4.29)
Fiir die Darstellung der gespeicherten elastischen Energie folgt unter Beachtung der Ob-
jektivitat

- 77/}56 (CSea ESp)

V5 (Bse) = ¢° (Cse, Fp) (4.30)

ng:konst. Esp:konst.
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Die Abhéngigkeit der gespeicherten elastischen Energie von der (festgehaltenen) plasti-
schen Deformation 1483t sich anhand des Kompressionspunktes veranschaulichen: Wahrend
zur Beschreibung des Kompressionspunktes rein elastischen Materialverhaltens zusétzli-
che Parameter geniigen, die in Abhéingigkeit der Anfangsporositiit 1 —nj¢ formuliert sind
(vgl. Ehlers [20], Eipper [30]), muf} im Falle elastoplastischen Materialverhaltens die Po-
rositit auf der Zwischenkonfiguration ng eingehen. Je nach plastischer Vordeformation
stellt sich somit unterschiedliches elastisches Materialverhalten ein. Da der plastische De-
formationsgradient F g, wihrend rein elastischer Deformation konstant bleibt, kann er in
diesem Sinne als Parameter der gespeicherten elastischen Energie 1)°¢ und somit auch des
elastischen Gesetzes aufgefa3t werden. Eine ausfiihrliche Diskussion des Zusammenhangs

folgt in Kapitel 4.3.2.

Wie bei Ehlers [20] gezeigt wurde, kann der Extraanteil des Cauchy-Spannungstensors
(3.17) auch bei einem fluidgefiillten, pordsen Festkoérper analog der klassischen Theorie
unter Beachtung materieller Objektivitét {iber

a¢Se
8]'—_‘)Se

bestimmt werden. Da die weiteren Ausfithrungen sich ausschliefilich auf die Extraanteile
beziehen, wird dies nicht mehr explizit erwidhnt. Sie werden lediglich durch den Index
(...)r kenntlich gemacht. Fiir den Kirchhoff-Spannungstensor 75 = det Fg, T3, der ak-
tuellen Konfiguration, i'% der Zwischenkonfiguration und den zweiten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor S, erhiilt man analog

8,17[}56
T% = pOSFsaES FTE;?

TS = p° Fg F. (4.31)

. wSe

o o= pOSngaE Fs,, (4.32)
awSe

S% = pOSS aES )

mit der Partialdichte pjq = nj3g p°F des materiell inkompressiblen Festkorpers in dessen
Referenzkonfiguration Das Transportverhalten der Spannungstensoren kann Abbildung
4.4 entnommen werden.

Elastizitidtstensoren

Uber die materielle Zeitableitung des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors bei fest-
gehaltener plastischer Zwischenkonfiguration,

0S5
(S%)S aES (ESe)S ) (433)

liBt sich durch Einsetzen der Beziehung S}, = Fg' 73 FL™! der Elastizititstensor der
Referenzkonfiguration motivieren:

4 82 Se
B.= p 4

S S— 4.34
05 9Eg, ® 0Eg, (4.34)
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aktuelle Konfiguration
Fs.(...)Fs, 95
r T% = pOSS aASe
\Y
(T%)
Zwischenkonfiguration
awSe T
i S Fs(..)F
# - S
E Pos ol s
L S\V
(7%),
Referenzkonfiguration
awSe
% S% = pgS 8E56
S7)’
Fs,(.. )Fs” (SE)s

Abbildung 4.4: Transportverhalten der Spannungstensoren und Spannungsgeschwindig-
keiten

Dem Konzept der Lie- bzw. Oldroyd-Ableitung folgend ergibt sich durch kovarianten
Vorwirtstransport mit Fg (...) F§ auf die aktuelle Konfiguration der entsprechende Aus-
druck fiir den Kirchhoff-Spannungstensor

(r3)" = Fg(S5),FL
(4.35)

4

= Fy|B. (Bs.),| FY
mit der unteren Lie- bzw. Oldroyd-Ableitung

v
() =(.).~Ls(...)~(...)LL. (4.36)
Einsetzen der Transportbeziehung zwischen der materiellen Zeitableitung (Eg, ) des ela-
stischen Greenschen Verzerrungstensors und der oberen Lie- bzw. Oldroyd-Ableitung
(Ag,)? des elastischen Almansi-Verzerrungstensors der aktuellen Konfiguration (vgl. Ta-
belle 4.3) liefert
- 4
(r%)" = Fs [Be (F% (Age)® FS)FE]
(4.37)
4 A
= C, (ASe)
mit dem Elastizitétstensor der aktuellen Konfiguration (vgl. Fhlers [20])

4 23 4 23

C.= (Fs®Fs)" B, (FLoFL)". (4.38)
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Mit der Einfiihrung der unteren plastischen Lie- bzw. Oldroyd-Ableitung der Zwischen-
konfiguration

~\V ~\/ o N “ oo
()7 = (1), =Ly () = (1) L] (4.39)
erhilt man analog iber kovarianten Vorwértstransport der materiellen Zeitableitung des
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors (4.33) mit Fg, (...) Fg auf die Zwischenkon-
figuration
L S\V

(7%), = Fs, (SE)sFsy
. / . (4.40)
= Fs,| B, (Es.)y| Fs].

Einsetzen des Transports der materiellen Zeitableitung des elastischen Greenschen Ver-
zerrungstensor auf die Zwischenkonfiguration (vgl. Abbildung 4.3) liefert schlielich

4

LS\Y A & \A
(%), =C. (T's.), (4.41)
mit dem Elastizitatstensor der Zwischenkonfiguration
C.= (Fs,®Fs,) B, (Fs, ®Fg)" . (4.42)

Die Elastizitatstensoren und ihr Transportverhalten sind zusammen mit der alternativen
Darstellung iiber die Ableitung aus der gespeicherten elastischen Energie 1)°¢ in Abbildung
4.5 zusammengefaflt.

23 23
T T T
(Fse ®Fse) (-.)(Fse @ Fs.) aktuelle Konfiguration
T
é _ pS 82 77bSe
‘ 08 0 ASe ® aASe
Zwischenkonfiguration
23 23
é Ly (Fs@Fs) (...)(FL o FL)T
© T S ST, ®ars,
% Referenzkonfiguration
ﬁ B pS 62 wSe
23 23 e 0S aESe ® 8ESe
(FSP ® FSP)T(' ) (FSZ; ® FSZ)T

Abbildung 4.5: Elastizititstensoren und deren Transportverhalten
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Elastizititsgesetz

Fiir die vorliegende Arbeit wurde eine Verzerrungsenergiefunktion vom Neo-Hooke-Typ
verwendet, die einen volumetrischen Erweiterungsterm zur Beschreibung des Kompres-
sionspunktes enthilt. Die Verzerrungsenergiefunktion und das daraus abgeleitete elasti-
sche Gesetz wurden fiir rein elastisches Materialverhalten von Ehlers & Eipper [26] vor-
geschlagen und in Eipper [30] ausfiihrlich diskutiert.

Die Verzerrungsenergiefunktion, modifiziert zur Anwendung im Rahmen einer elastopla-
stischen Formulierung, lautet

1 LLS 2 [ Jge — 1 Jse ns
Se e S S S € P
= B (15— 3) = 45 In(Js.) + 25 (1 - S P

(4.43)
Hierbei stellt Ig die erste Invariante des linken bzw. rechten elastischen Cauchy-Green-
Deformationstensors Bg, bzw. C se dar und Jg, = det Fg, die Determinante des elasti-
schen Anteils des Deformationsgradienten. Der Ausdruck ng beschreibt den Volumenanteil
des Festkorpers auf der Zwischenkonfiguration:

S Ngs
= . 4.44
np det Fsp ( )
Der Kompressionspunkt ist erreicht, wenn
n® =1 (4.45)

gilt, d. h. auf der aktuellen Konfiguration kein Porenvolumen mehr vorhanden ist. Aus der
integrierten Form der Massenbilanz des Festkorpers (3.23) folgt mit der multiplikativen
Zerlegung (4.2) des Deformationsgradienten

S

det Fg, det Fg, = —25 | (4.46)
n

Durch Umformung mit der Definition (4.44) des Volumenanteils auf der Zwischenkonfi-
guration und der Definition der elastischen und plastischen Volumendehnungen Jg, und
Jsp

S

S
n n
detFg = %5 2 —. Jo Js. 4.47
etrg ngns SpJs ( )

erhilt man fiir den Kompressionspunkt mit n° = 1 die alternative Darstellung

Jse =n3 |. (4.48)

p

Die elastische Volumendehnung Jg. ist durch die Porositdt auf der Zwischenkonfigu-
ration beschrinkt und der Kompressionspunkt erreicht, wenn der volumetrische Anteil
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Js. der elastischen Deformation gleich der Porositidt auf der Zwischenkonfiguration ist.
Der Kirchhoff-Spannungstensor f'% der Zwischenkonfiguration folgt aus der Funktion ¢
durch Ableitung nach dem elastischen Verzerrungstensor I se der Zwischenkonfiguration,
vgl. Abbildung 4.4

~ A — 2 Je Je A —
T%:/jjs (I—Csel)+)\s (1—”5) <1_SnS_JS in_g) CSela (4.49)
P e

wobei 2Kg, = (I— Cg_!) den elastischen Karni-Reiner-Verzerrungstensor der Zwischen-
konfiguration darstellt. Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und der Kirchhoff-
Spannungstensor der aktuellen Konfiguration lauten:

L Jse Jse _
S = 0 (O = C5) % (1 m)” (1255 - ) o5,
p e p
T, = U (BSB—I)—i—)\ (l—np) TRy - I.
p € p

R
Hierin stellen 2 Kg, = (Bg, —1I) und 2 Kg.= (CS;1 — Cgl) die elastischen Karni-Reiner-
Verzerrungstensoren der aktuellen und der Referenzkonfiguration dar. Die Elastizitétsten-

soren ergeben sich aus den zweiten Ableitungen der Funktion ¢°¢ nach den jeweiligen
4

Verzerrungsmaflen. Die Elastizititstensoren der Zwischenkonfiguration C., der Referenz-

4 4
konfiguration B, und der aktuellen Konfiguration C, lauten:

23

! R R T R R
C. =a (ngl ® ngl) +3 (Cs;1 ® Cse‘l) ,
4 23
B, =a (C3'eoC;))" 44 (C5'eCy), (4.51)
4 23
C. =a (IaD’ +3(IT).
Hierin bezeichnen o und f skalare Groflen (vgl. Eipper [30]):
Jse — 1
— 45 —2\5(1—nS) Jg, 22—
o = (1—ny) Js o
(4.52)

JZ, — Qn;? Jge + (ng)2

(se = n5)”

B =2 [(1-n))Jse

4.3.2 Plastisches Materialverhalten

Motivation

Einen zentralen Aspekt der Formulierung der materialabhéingigen Gleichungen der Pla-
stizitdt stellt die Frage dar, auf welcher Konfiguration die konstitutiven Gleichungen ein-
gefiihrt werden sollen. Aufbauend auf der Arbeit von Paulun [72] wird die Frage anhand
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der plastischen Volumendehnung e, behandelt:
ep, =detFg, — 1. (4.53)

Fiir die materielle Ableitung der plastischen Volumendehnung des Festkorperskeletts, ge-
bildet mit dessen Geschwindigkeit xg, erhilt man mit (4.19)

(ey)s = (det Fs,) Fsl ™" - (Fg,), = det Fg, (Lg, - I) (4.54)

bzw. unter Ausnutzung der Tatsache, dafl das innere Produkt eines schiefsymmetrischen
Tensors mit einem symmetrischen Tensor gleich dem inneren Produkt zwischen deren
symmetrischen Anteilen ist

(ey)y = det Fs, (Dg, - 1). (4.55)

Bei der Betrachtung von metallischen, nichtporésen Materialien wird i. a. von plastischer
Inkompressibilitit ausgegangen. Die plastische Volumendehnung (4.53) ist somit konstant:

e, = konst. (ep)ls =0. (4.56)

Es folgt, daBl zur Sicherung plastischer Inkompressibilitét der plastische Deformationsge-
schwindigkeitstensor Dg, die Form eines Deviators aufweisen mufi:

A ~ D
Dg, = Dy, . (4.57)

Fiir die materielle Zeitableitung der plastischen Volumendehnungen (4.55) folgt:
(e,) = det Fs, (Dg, - T) = 0. (4.58)

Die Einhaltung der Bedingung (4.56) ist somit sichergestellt. Der hochgestellte Index
(...)” bezeichnet dabei den Deviator eines Tensors. Da, wenn beispielsweise D sp auf der
Zwischenkonfiguration die Form eines Deviators besitzt, die entsprechende Grofie der Re-
ferenzkonfiguration (Eg,)s bzw. der aktuellen Konfiguration (Agp)A i. a. nicht mehr die
Form eines Deviators aufweist, liegt es nahe, die Flieregel auf der Zwischenkonfiguration
einzufiihren. Die Formulierungen auf der aktuellen und der Referenzkonfiguration ergeben
sich durch die entsprechenden Transporte (vgl. Abbildung 4.3).

Im Falle poroser Festkorperskelette konnen die Bedingungen (4.56) im allgemeinen nicht
aufrechterhalten werden, da plastische Volumendeformationen zugelassen sind, vgl. Ka-
pitel 4.2. Stattdessen ist die Einhaltung des Kompressionspunktes zu fordern. Dies kann
alternativ iiber

Jge > nf; oder n® <1 (4.59)

formuliert werden. Fiir die plastische Volumendehnung e, folgt mit (4.46) und (4.44)

det FS

S
M

ep:dethp -1 S

~1 | (4.60)
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Es darf somit lediglich der Porenraum, der nach Abzug der elastischen Volumendeforma-
tion verbleibt, durch plastische Deformation geschlossen werden. Im Falle geschlossener
Poren darf aufgrund der materiellen Inkompressibilitidt der Festkorpermatrix keine wei-
tere kontraktante plastische Volumendehnung ((e,)s < 0) mehr auftreten. Dilatante und
volumenneutrale plastische Volumendehnungen, also (e,)s > 0, bleiben jedoch nach wie
vor moglich. Die Poren kénnen sich sowohl durch elastische als auch durch plastische De-
formationen wieder 6ffnen. Fiir den plastischen Deformationsgeschwindigkeitstensor D Sp
folgt die Bedingung

lim Dg,-I>0 |. (4.61)

nS—1

Die beiden im Falle plastischer Inkompressibilitéit zu erfiillenden Gleichungen (4.56) sind
fiir den Fall poroser Festkorper durch die Pendants (4.60) und (4.61) zu ersetzen.

Aufgrund der Struktur der Gleichung (4.61), die ebenfalls die Spur f)gp -T des plastischen
Deformationsgeschwindigkeitstensors enthélt, liegt es auch im Falle pordser Festkorper
aus den gleichen Griinden wie im Falle der klassischen Metallplastizitdt nahe, die Mate-
rialgleichungen auf der Zwischenkonfiguration einzufiihren. Dariiber hinaus ist eine For-
mulierung der konstitutiven Ansétze der Plastizitdt in Abhéingigkeit des Volumenanteils
n® und somit des gesamten Deformationsgradienten Fg notig, um die Bedingung (4.61)
sicherstellen zu koénnen.

Der Effekt des Kompressionspunktes soll an einem eindimensionalen Beispiel, bestehend
aus einer porosen Festkdrpermatrix mit einer einfachen, periodischen Struktur ohne Po-
renfluid unter horizontaler Belastung (vgl. Abbildung 4.6) verdeutlicht werden. Die grau
unterlegten Flachen entsprechen der Festkérpermatrix. Eine Deformation entspricht der
Anderung des Abstands der Strukturelemente, deren Inkompressibilitiit sich in der auf
allen Konfigurationen gleichen Dicke r duflert. Die Linge der Struktur sei konstant.

Die Porositit 1 — n° entspricht in Abbildung 4.6 dem Verhiltnis der Flichen zwischen
den Strukturelementen zur Gesamtfliche. Da das Matrixmaterial selbst inkompressibel
angenommen wurde, reduziert sich der Volumenanteil n° auf das Verhiltnis der Breite
der Strukturelemente r zur Periodenléinge d. Die Porositit lautet somit

1-n%=1- (4.62)

r
E
Zuerst wird die aktuelle Konfiguration betrachtet. Die gesamte Volumendehnung ist durch
den Porenschlufl begrenzt, d. h. die Elemente der Struktur diirfen sich maximal beriihren
und es mufl » < d gelten. Durchdringung und Kompression der Strukturelemente selbst
sind ausgeschlossen. Die Porositit mufl den beiden Ungleichungen

s
s

1>1-n"=1--—-95_>
- " detFS -

(4.63)

geniigen. Fiir das Beispiel erhiilt man mit njq = r/dy und det Fg = d/d,

r <d, (4.64)
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Zwischenkonfiguration

e THTIT =

Referenz-

. aktuelle
konfiguration Konfiguration

r e
| iy
T

SN

- o~

d
0 Fq

Abbildung 4.6: Eindimensionales Beispiel mit periodischer Struktur zur Verdeutlichung
der strukturellen Verfestigung

was auch aus Abbildung 4.6 umgehend ersichtlich ist. Auf der Zwischenkonfiguration muf}
entsprechend r < d gelten. Mit d > d, d. h. im Fall der Kompression ist die Beziehung
jedoch bereits iiber (4.64) sichergestellt. Man erhélt keine neue Aussage. Der Kompres-
sionspunkt kann ausschliefilich durch Betrachtung des Volumenanteils bzw. der Porositét
auf der aktuellen Konfiguration sichergestellt werden.

Anmerkung: Die Einhaltung des Kompressionspunktes stellt keine konstitutive Annah-
me dar, sondern folgt vielmehr aus der Einhaltung der Massenbilanz des Festkorpers.
Dies wird in der Form (4.45) deutlich, die direkt aus der Massenbilanz des Festkorpers
(3.23) folgt. Da die Abhéngigkeit der konstitutiven Gleichung der Plastizitéit von der
Gesamtdeformation aus der Struktur resultiert, wird sie im folgenden als ,strukturelle
Verfestigung“ bezeichnet, im Gegensatz zur Verfestigung des Matrixmaterials, der ,,ma-
teriellen Verfestigung“. Die strukturelle Verfestigung stellt dabei keinen Ersatz fiir die
materielle Verfestigung dar, sondern vielmehr eine im Bereich finiter Deformation poroser
Medien notwendige Ergéinzung des Materialgesetzes. So sind ihr bereits durch ihre re-
versible Natur enge Grenzen bei der Modellierung realer Werkstoffe gesetzt, vgl. Kapitel
7.3.

4.3.3 Struktur der Materialgleichungen

Bevor die eigentlichen konstitutiven Gleichungen zur Beschreibung des plastischen Materi-
alverhaltens behandelt werden, folgt zunéchst ein kurzer Uberblick iiber die Struktur bzw.
allgemeine Formulierung der geschwindigkeitsunabhéngigen, flieiflichenbehafteten, iso-
tropen Plastizitat. Aufgrund der Betrachtungen im vorhergehenden Abschnitt werden die
folgenden Ausfiihrungen vorwiegend in Groflen der Zwischenkonfiguration dargestellt. Die
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entsprechenden Formulierungen auf der Referenzkonfiguration bzw. der aktuellen Konfi-
guration folgen durch Transport.

Der Bereich rein elastischen Materialverhaltens, auch als elastischer Bereich bezeichnet,
und der Bereich elastoplastischen Materialverhaltens werden durch die Fliebedingung F
getrennt:
F(‘i’%, q, r) <0 , elastisch
(4.65)
F(‘i’%, q, r) =0 , plastisch

Die im Spaltenvektor g subsummierten Parameter beschreiben die Abhéngigkeit der Flief3-
bedingung von der plastischen Deformationsgeschichte (materielle Verfestigung) und die
im Spaltenvektor r enthaltenen Parameter von der gesamten Deformation Fg (strukturelle
Verfestigung). Unter die erstgenannte Gruppe g fallen die klassischen Verfestigungsmo-
dellierungen die i. a. in Abhéngigkeit der hydrostatischen und deviatorischen plastischen
Verzerrungspfade p” und p¥

2 - 1 -~
pszngp-D?pdt , pV:/gDSP-Idt (4.66)
oder der plastischen Arbeit W,
W, = / 75 - D, dt (4.67)

formuliert werden. Die Darstellung der Menge aller Punkte im Spannungsraum, die der Be-
dingung F ('f‘%, q, r) = 0 geniigen wird als Fliefifliiche bezeichnet. Unter der Voraussetzung
isotropen Materialverhaltens kann die FlieSbedingung F' in Abhéngigkeit der ersten, zwei-
ten deviatorischen und dritten deviatorischen Invarianten des Kirchhoff-Spannungstensors
der Zwischenkonfiguration formuliert werden

F=F(,1I" 11", q,7) (4.68)
mit . p
I = TE 'I,
7D 1 ~SD ~SD
11D 1 ~SD 1ASD ~SD ~SD

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im folgenden fiir die Darstellung die Abhéingigkeit
vom gesamten Spannungstensor 7‘% beibehalten. Im Falle rein elastischen Materialverhal-
tens, also fiir F' < 0, wird die Spannungs-Dehnungsbeziehung allein durch das elastische
Gesetz (4.31) bei konstanten plastischen Deformationen bestimmt. Fiir den Fall, daf} die
FlieBbedingung (4.65) erfiillt ist, ist die Entwicklung plastischer Deformation zusitzlich
an die Belastungsbedingung gekoppelt:

OF <0 : Entlastung,
— . (+§E): =0 : neutrale Belastung, (4.70)
OTp >0 :  plastische Belastung.
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(%;)IY stellt dabei die untere plastische Lie-Ableitung des Kirchhoff-Spannungstensors
der Zwischenkonfiguration, d. h. die Spannungsédnderung bei festgehaltener Zwischenkon-
figuration, dar und unter der Voraussetzung, daB F(#5,q,r) = 0 gilt, OF (5, q,7)/0 #3

die Normale an die Fliefifliche im Spannungsraum.

Fiir den Fall, dal sowohl die FlieSbedingung (4.65) als auch die Belastungsbedingung

(4.70) erfiillt sind, wird die Entwicklung der eintretenden plastischen Deformation durch

die Fliefiregel

GG(%%, q, r)
075

bestimmt und die Entwicklung der isotropen materiellen Verfestigung durch deren Evo-

lutionsgleichungen Q:

Dg, = A (4.71)

(2), = 2\Q(73.9,Ds,) . (4.72)
Die Funktion G stellt das plastische Potential dar. Im Falle der Isotropie kénnen die Ent-
wicklungsgleichungen (4.71) und (4.72) ebenso wie die FlieBbedingung (4.68) in Abhéingig-
keit der Invarianten dargestellt werden. Fiir assoziierte Plastizitéit geht das plastische Po-
tential G in die FlieBfliche F iiber. Die skalare Variable \ wird als plastischer Parameter
oder Konsistenzparameter bezeichnet. Letztere Bezeichnung resultiert aus der Tatsache,
daf3 A durch die sogenannte Konsistenzbedingung bestimmt werden kann.

Da die Entwicklung plastischer Deformationen an die Flielbedingung gekoppelt ist und
somit nur fiir F' = 0 stattfinden kann, muf} die Flielbedingung auch wihrend des gesamten
plastischen Deformationsprozesses eingehalten werden. Es folgt daraus die Konsistenzbe-
dingung unter Beachtung der strukturellen Verfestigung:

g P O0F gy OF y OF '
[F(Fpaor)]s=0= P (Tr)s + 5q  @s+ 50 () (4.73)
Einsetzen der unteren plastischen Lie-Ableitung des Kirchhoff-Spannungstensors (4.39)
aF ~S AV a F ~S 2 a F ! a F !
0 = . DY D - . - .
s DT 2 (55 E) Do+ So @+ ()

und der Evolutionsgleichungen (4.71) fiir D sp und (4.72) fiir g liefert

OF OF
5 _(+§)v+__r,s
Ly v or 4.75
L (ha) ey -
ory ") oty Oa

Somit kann der Konsistenzparameter A in den Evolutionsgleichungen (4.71) und (4.72)
ersetzt werden.

4
Der elastoplastische Tangentenmodul Cep, auch als Gesamtstofftensor bezeichnet, ver-

kniipft den gesamten Verzerrungsgeschwindigkeitstensor (I s)pA mit der unteren plasti-

v

schen Lie-Ableitung des Kirchhoff-Spannungstensors (‘i-%)p :

4
(+§): —C,, ([5)2. (4.76)

p
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Die inkrementelle Materialgleichung entspricht dabei dem Pendant (4.41) fiir den Fall

rein elastischen Materialverhaltens. Die Elastoplastizititstensoren auf den verschiedenen
4 4
Konfigurationen, B, auf der Referenzkonfiguration, C,, auf der Zwischenkonfiguration

4
und C,, auf der aktuellen Konfiguration, besitzen das gleiche Transportverhalten wie die
entsprechenden Elastizitédtstensoren, vgl. Abbildung 4.5.

Zur Herleitung der Elastoplastizititstensoren wird die additive Zerlegung der Verzerrungs-
geschwindigkeiten (4.26) in die Elastizitdtsbeziehung (4.41) eingesetzt,

4
(7)) =C. (Ps—Ts,).", (4.77)

p

und ergibt mit der Fliefiregel (4.71) und A aus (4.75)

4
. S\V _ A~ o 1 (O0F . gv OF ,\ 0G
(T%)p :Ce |:(].-‘S)p _E (@ (T%)p +T"r‘5> @] . (478)
Der skalare Faktor h oF . op
h=2(_—th) s +5— 4.79
<a+§ TE) 075 T aq @ (4.79)

wird auch als Verfestigungsmodul bezeichnet, in Analogie an die Form des elastoplasti-
schen Tangentenmoduls der von-Mises-Plastizitit. Da die Parameter » von den Gesamt-
verzerrungen abhingen, erhilt man mit

oF oF A VA

Ty Te T e o (Fs)- (4.80)
aus (4.78)
4
LS\V _ A c\a 1 (O0F  gwv OF o A\ O0G
(7r), = Ce l(rs)p - <@ - (77), +—afs : (rs)p> %%] : (4.81)

Auflésen nach dem Ausdruck (8 F/d775) - (%%)IY und Einsetzen in (4.81) liefert schlieflich
nach einigen Umformungen den inkrementellen Zusammenhang der Form (4.76) zwischen
der Spannungsidnderung und den gesamten Verzerrungsgeschwindigkeiten mit dem elasto-
plastische Tangentenmodul der Zwischenkonfiguration unter Beachtung der strukturellen

Verfestigung:

4
., OF oF
Co—s + ——

4
h+ée<aG® aF)

S S
oty 0Ty

(4.82)

Anmerkung: Unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit der elastischen Beziehung
(4.31), die vom hier gewéhlten Ansatz (4.49) von Eipper [30] gewéhrleistet wird, konnen
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die Gesamtverzerrungen T's in Abhéngigkeit der Spannungen 'f'% und der plastischen
Verzerrungen I'g,, angegeben werden:

~

#5 =T (Ps,Ps,) = Ps=T'(#5.Ts,) . (4.83)

Hierbei bezeichnet T° den funktionalen Zusammenhang zwischen Spannungen und Ver-
—S—1 .. . . . )
zerrungen und T~ ~ die entsprechende inverse Formulierung. Durch Einsetzen der inversen
Formulierung in die FlieBbedingung geht die Abhéngigkeit der Parameter r von den Ge-
samtverzerrungen iiber in eine Abh#ngigkeit von den Spannungen und den plastischen
Verzerrungen: X X
r(T's) — »(#3.Ts,). (4.84)

Die Abhéngigkeit der Parameter » kann somit identisch wie die Abhéngigkeit der Para-
meter q dargestellt werden. In der FlieBbedingung (4.65) kann somit formal die explizite
Abhéingigkeit von den Gesamtverzerrungen vermieden werden.

Motiviert durch die physikalische Anschauung wird im folgenden die Formulierung in
Abhéangigkeit der Gesamtverzerrungen beibehalten. Sie bietet nicht nur Vorteile bei der
Formulierung der konstitutiven Beziehungen, vgl. Kapitel 4.3.4 und 4.3.5, sondern dariiber
hinaus auch bei der numerischen Implementierung. Da » keine inneren Variablen darstel-
len, werden somit auch keine Evolutionsgleichungen und der damit verbundene Aufwand
fiir » benoétigt, vgl. Kapitel 6.

4.3.4 Flie3bedingung

Die verwendete FlieBbedingung zur Beschreibung pordser Materialien wurde von Fhlers
entwickelt und in [22] ausfiihrlich diskutiert. An dieser Stelle wird lediglich die Fliebedin-
gung mit ihren wichtigsten Eigenschaften und den durchgefiihrten Anderungen vorgestellt.

Die FlieBbedingung lautet
F=0Y24p31+c12—k (4.85)
mit !
o = I°(1+99)" + - al?+ 4621
2 (4.86)

~

) = 1P
Durch Einfiihrung der Reuffschen Variablen, 7 und )
- 1 V27 1117
r=V2IIP © = —arcsin| — —) , (4.87)
3 2 IIP

im folgenden als Fliefiradius und Lodewinkel bezeichnet, 148t sich die Beschreibung der
FlieBfliche multiplikativ in zwei Anteile aufspalten:

#(0,1) = F, (1) Fy(0). (4.88)
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Dabei wird der Fliefiradius 7, der den Abstand der FlieBfliche von der hydrostatischen
Achse im Hauptspannungsraum darstellt, in Abhéingigkeit der ersten Invarianten I iiber
die Funktion F}, und in Abhéngigkeit des Lodewinkels © iiber die Funktion Fj; dargestellt:

. . . . 1/2
F, = V2 [(52_52) 251 + (52— % —26/4;) 2_opkrit+r?|
(4.89)

Foo=[1+ 2y (3(1))]_"1/2

= — 7y Sln .

d \/ﬁ Y

In Abbildung 4.7 ist die FlieBbedingung im Hauptspannungsraum fiir einen kohé&sionslosen
Sand mit Materialparametern nach Ehlers & Miillerschon [29] dargestellt.

4 [KN/m?]

A

—

Abbildung 4.7: Flielbedingung von Ehlers [22] fiir einen kohisionslosen Sand mit den
Parametern nach FEhlers & Miillerschin [29]: « = 0,001, 8 = 0,25,
v =1,664, m = 0,569, 6 = 1.53-10~* m?/kN, ¢ =2.65-10~* m?2/kN,
£=1,0 m?/kN.

Durch die multiplikative Darstellung (4.88) der FlieBfliche sind die hydrostatische und
die deviatorische Ebene einer getrennten Betrachtung zuginglich.
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Hydrostatische Ebene

Die Form der Flielbedingung in der hydrostatischen Ebene wird durch die fiinf Para-
meter {«, 3,0,¢, k} bestimmt. Im Rahmen der klassischen isotropen Verfestigung kénnen
prinzipiell alle fiinf Parameter beispielsweise in Abhéngigkeit der plastischen Vergleichs-
dehnungen p” und p" aus (4.66) oder in Abhéingigkeit der plastischen Arbeit W, aus
(4.67) formuliert werden. Die im Rahmen der Beispiele in Kapitel 7 eingesetzte materielle
Verfestigung wurde FEhlers & Miillerschin [29] entnommen. Im folgenden wird lediglich
die Formulierung der strukturellen Verfestigung vorgestellt. Bei hochporésen Materialien,
wie z. B. Polymerschdumen, geniigt diese im allgemeinen zur Beschreibung des plastischen
Verfestigungsverhaltens, vgl. Kapitel 7.3.

Die Tatsache, dafl Reibungsmaterialien bei héheren hydrostatischen Spannungen auch
eine erhohte Scherfestigkeit aufweisen, ist zwar ebenfalls eine Eigenschaft, die auf der
Struktur des Materials beruht, jedoch kein Vefestigungseffekt im eigentlichen Sinne, weder
struktureller noch materieller Natur. Wihrend Verfestigung im hier verwendeten Sinne
die Anderung der Fliefbedingung beschreibt, resultiert die erhohte Scherfestigkeit aus
deren Form. Sie stellt vielmehr einen verfestigungsihnlichen Effekt dar.

Fiir die weiteren Betrachtungen geniigt es aufgrund der multiplikativen Aufspaltung (4.88)
der FlieSfliche, die hydrostatische Ebene bei konstantem Lodewinkel zu betrachten, z. B.
fiir den Fall der einfachen Scherung mit © = 0°:

#(6,1) =: 7o (1) (4.90)

©=0°

Zur Beschreibung des Kompressionspunktes ist es nun nétig, dafl die Fliefifliche im Haupt-
spannungsraum fiir sich schlieBende Poren, also fiir zunehmenden Volumenanteil n° des
Festkorpers, den Bereich immer grofierer hydrostatischer Spannungen umfafit und die ent-
sprechenden Spannungszustinde somit im elastischen Bereich liegen. Fiir den Grenzzu-
stand vollstdndig geschlossener Poren mufl die Fliefifliche den Bereich unendlicher Driicke
umfassen. Unter Beachtung der Konvexitit der FlieBbedingung und der Forderung nach
Erhalt des Schnittpunktes der Fliefifliche mit der hydrostatischen Achse im Zugbereich
148t sich dies durch eine durchweg negative Steigung der FlieBbedingung sicherstellen:

1m18E@)go . (4.91)
nS—1 ol

Eine Moglichkeit zur geeigneten Erweiterung der FlieBbedingung von FEhlers liegt darin,
die Abwirtskompatibilitdt des Modells zu nutzen. So hat Ehlers in [22] gezeigt, daf} fiir
spezielle Wahl der Materialparameter die FlieSbedingung auch die Darstellung einfacherer
bekannter Flielkriterien beinhaltet.

Mit der speziellen Wahl der Parameter

a=0=ec=0 (4.92)
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folgt fiir den hydrostatischen Anteil der Flieffliche F}, die Form
Fu(l) = vV2(k - 81), (4.93)

die vor allem als Versagenskriterium geeignet ist. Es handelt sich bei der Form (4.93)
um das Kriterium nach Drucker & Prager [19], das im Hauptspannungsraum einen im
Druckbereich offenen Kegel beschreibt. Fiir die spezielle Wahl der Parameter

B=0=c=0 (4.94)

geht der hydrostatische Anteil F), der FlieBbedingung in das Kriterium von Green [35] zur
Beschreibung duktiler Materialien {iber:

N N 1/2
(IID n %12) k=0, (4.95)

Wird zusiéitzlich noch der Parameter o zu null gesetzt, erhéilt man schliellich nach kurzer
Umformung die FlieBbedingung nach von-Mises [94]:

MmP° —k2=0. (4.96)

Da das Drucker & Prager-Kriterium die zur Beschreibung des Kompressionspunktes
gewiinschten bzw. benttigten Eigenschaften erfiillt, liegt es nahe, fiir den hydrostatischen
Anteil F, der FlieBbedingung den Ubergang von der urspriinglichen Form (4.89) zur ent-
sprechenden Formulierung des Drucker & Prager-Kriteriums durchzufiihren. Es wurde
der folgende Ansatz gewéhlt

Fp =2 [(52 — 01"+ 2881 + <62 — % - 255) 2—28kl+ /-@2] | (4.97)
mit .
£ =1¢p h(ns) , d =4 h(ns) , a = a h(ns) ) (4.98)
Die Funktion h(n®) mufl dabei den folgenden Eigenschaften geniigen:
h(noss) =1,
h(1) = 0, (4.99)
h(O) = 0.

Die erste Bedingung stellt die Abwirtskompatibilitit zur Formulierung ohne struktureller
Verfestigung sicher und die zweite Bedingung den Ubergang des hydrostatischen Anteils
der Ehlers-Fliefbedingung (4.89) zum Drucker & Prager-Kriterium (4.93) bei Erreichen
des Kompressionspunktes mit n® = 1. Die dritte Bedingung besagt, da8 die Festigkeit
der Struktur bei unendlicher Ausdehnung auf null absinkt. Sie ist bei der Formulierung
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von Reibungsmaterialien eher von theoretischem Interesse, da sie in der Natur oftmals
nur eine geringe bis gar keine Kohésion aufweisen und es somit kaum zu nennenswerten
Volumenaufweitungen kommen kann, ohne dafl Materialversagen eintritt.

Anmerkung: In der Praxis ist es nicht notig, auch den Parameter a: zu null zu setzen.
Die Auswertung der Bedingung (4.91) liefert, dafl die Parameter o und  der Ungleichung

B>, (4.100)

| R

geniigen miissen. Fiir den Fall & = 0 entwickelt sich zudem die Kappe im Zugbereich zu
einer Spitze. Die Ableitung der Fliebedingung ist an dieser Stelle nicht mehr stetig, was
speziell bei der numerischen Losung der Plastizitdt zu Problemen fiihren kann.

Fiir die Funktion h(n®) wurde der Ansatz

nie 1—n%\"
h(n®) = <nLSS T n55> (4.101)

gewihlt mit dem Materialparameter 1. Die Funktion h ist in Abbildung 4.8 iiber dem
Volumenanteil n° fiir verschiedene Werte von 7 aufgetragen.

h(ns)
| |
— n=0,75
60 fF,: ] e n= 1,0 1
---p=1,25 1
40 s
20 .
— : | nS
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Abbildung 4.8: Funktion h(n®) zur Beschreibung der Verfestigung in Abhiingigkeit des
Volumenanteils n°

Es ist mit komplexeren Ansitzen zwar moglich, das Verhalten realer Werkstoffe unter
Verwendung zusétzlicher Parameter genauer zu beschreiben, jedoch um den Preis ent-
sprechend hoherer Anforderungen an die im Bereich von Reibungsmaterialien ohnehin
sehr aufwendige Versuchstechnik und Parameterbestimmung.

In Abbildung 4.9 sind die FlieSradien 7 in der hydrostatischen Ebene in Abhéingigkeit
der ersten Invarianten I des Kirchhoff-Spannungstensors der Zwischenkonfiguration fiir
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verschiedene Volumenanteile n° aufgetragen. Der Volumenanteil in der Referenzkonfi-
guration betriigt beim gewihlten Beispiel njs = 0,66 und der Parameter 7 eins. Die
Anndherung der Form der FlieBbedingung an das Kriterium von Drucker & Prager fiir
steigende Volumenanteile bzw. sich schlielende Poren ist deutlich zu erkennen. Auch die
Verkleinerung der Flielfliche bei grofler Volumenaufweitung ist modelliert. Dieser Bereich
ist vorwiegend bei hochpordsen, duktilen Materialien von Bedeutung.

o [kN/m?]
| | |
600 - n®=0,56 T
[N n® = ngg
i I n®=0,76 ]
~ S
N nS=0,86 |
400 + ~ — — nS5—0.96
~
- ~ ]
\
e T R ~
200 \\ _
N
L LT T T SN _
o —=X
0 : | n L I [MN/mQ]
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0

Abbildung 4.9: Darstellung der strukturellen Verfestigung der Flie3fliche fiir sich schlie-
fiende Poren in Abhéingigkeit des Volumenanteils n® iiber der ersten Inva-
rianten I

Anmerkung: Zur Beschreibung von Metall- oder Polymerschiumen ist diese Formu-
lierung nur bedingt geeignet, da sie sich nur in einem gewissen Bereich wie Reibungs-
materialien verhalten. Bei steigenden hydrostatischen Spannungen steigt auch die aus
der Struktur der Materialien resultierende Scherfestigkeit nahezu beliebig an. Ab einem
gewissen Wert tritt eine Séittigung ein, bedingt durch den Maximalwert der Scherfestig-
keit des reinen Matrixmaterials. Es ist in diesem Fall im Bereich grofler hydrostatischer
Driicke eine Annéherung der Form der Fliebedingung an den von-Mises-Typ (4.96) ent-
sprechend dem reinen Matrixmaterial zu erwarten. Eine Modellierung ist durch Nutzung
der Abwértskompatibilitdt zur von Mises-Formulierung (4.96) im Rahmen der struktu-
rellen Verfestigung ebenfalls méglich. Hierbei sind zusétzlich zur bisherigen Formulierung
die Parameter a und  mit einzubeziehen. Bei echten Reibungsmaterialien spielt dieser
Effekt eine geringere Rolle, vorausgesetzt die Zerstorung der einzelnen granularen Korner
wird ausgeschlossen.

Deviatorebene

Die Form der FlieBbedingung in der Deviatorebene wird durch die Parameter {m,~y}
bestimmt. Zur weiteren Betrachtung wird, analog dem Vorgehen in der hydrostatischen
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Ebene, die erste Invariante I konstant gehalten:

#(.1) = Fu(T) F4(0) =:74(0) . (4.102)

I=konst. I=konst.

Durch einen Schnitt durch den Fliekoérper in Abbildung 4.7 senkrecht zur hydrostatischen
Achse erhélt man die Darstellung der Fliebedingung in der Deviatorebene in Abb. 4.10.

Abbildung 4.10: Form der Fliefbedingung (4.89) in der Deviatorebene mit den Parame-
tern m = 0,569 und v = 1, 664.

Die Fliefradien 7 fiir die speziellen Lodewinkel © = 0° 4+ n - 60°, © = 30° + n - 120°
und © = 90° 4+ n - 120° werden als Radius einfacher Scherung, Extensionsradius und
Kompressionsradius bezeichnet:

iy =7(I,n-60°),

iy =7(1,30° +n-120°) =7 (1+ %7)’"/2 ) (4.103)
io =7(1,90° +n-120°) =7 (1— L)*m”.

V27

In Abbildung 4.10 ist die fiir Reibungsmaterialien typische Abweichung vom Radius der
einfachen Scherung 7, in Richtung der Extensions- und Kompressionsradien 7; und 7, zu
erkennen. Das Verhalten einiger Materialien ndhert sich im Kompressionspunkt, der nicht
mit dem Kompressionsradius zu verwechseln ist, entsprechend obigen Uberlegungen dem
Verhalten des reinen Matrixmaterials an. Dies bedingt speziell bei der Beschreibung von
Metall- und Polymerschiumen die Annéherung der Form der FlieBbedingung an die Form
des von Mises-Kriteriums. Mit der durch Experimente fundierten Annahme, die Form der
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FlieBbedingung solle der Dreiecksform mdoglichst nahe kommen, vgl. Ehlers [22] und Zitate
darin, lassen sich aus der Forderung nach Konvexitéit (Grenzfall) die Bedingungen
V27 6

= ) m >
O9m —2 11

0 (4.104)
ableiten. Der Ansatz fiir die Entwicklung von m in Abhéngigkeit des Volumenanteils des
Festkorpers n® zur Modellierung des Ubergangs lautet

m = mg hg(n®) (4.105)

mit der monotonen und stetigen Funktion hy(n®). Im Gegensatz zur strukturellen Ver-
festigung in der hydrostatischen Ebene sind dabei an die Entwicklung von m und somit
von hq(n¥) andere Anforderungen zu stellen.

Zum einen muf} die aus der Konvexitéitsbedingung resultierende Schranke (4.104), einge-
halten werden. Vorausgesetzt mg geniige der Bedingung (4.104)s, folgt direkt hq(n®) > 1.
Zum anderen soll der Wert von 7 fiir n° — 1 gegen unendlich gehen, wodurch die Flie-
bedingung in der Deviatorebene die Form eines Kreises annimmt. Dariiber hinaus soll die
Funktion hg(n®) im Bereich 0...n5¢ mdglichst gering ansteigen. Der Grund dafiir liegt
darin, dafl die Bedingung der Abwirtskompatibilitéit die fiir den hydrostatischen Teil
beriicksichtigt wurde (4.99) nicht mehr mdglich ist. Sie soll daher zumindest méglichst
weitgehend angenihert werden. Eine exakte Erfiillung ist im allgemeinen nicht mehr
moglich, da mit my = m(ngjs) und h(n”) monoton steigend bei fallendem Volumenan-
teil n° auch m fillt und die Verletzung der Konvexititsbedingung (4.104), droht. Der
gewihlte Ansatz fiir die Funktion h4(n®) lautet

ha(n®) = (1 + - 171”5)"2 (4.106)

mit den Materialparametern 7; und 7. Auf die Darstellung der Funktion h4(n®) selbst
wird an dieser Stelle verzichtet.

In Abbildung 4.11 ist die Form der Flieibedingung in der Deviatorebene in Abhéingigkeit
des Volumenanteils n¥ dargestellt. Die gewiinschte Eigenschaft, daf die Form im Bereich
0 < n® < njg moglichst unveréindert bleiben soll, konnte eingehalten werden, ebenso wie
die Annidherung der Form an einen Kreis bei geschlossenen Poren. Das Ansprechverhalten
dieser Form der strukturellen Verfestigung, d. h. wie schnell die Verinderung der Form
in Abhingigkeit des Volumenanteils n° eintritt, kann durch die Parameter n; und 7, in
weiten Bereichen zur Anpassung an verschiedene Materialtypen variiert werden.

4.3.5 Flieflregel und plastisches Potential

Die Beschreibung der Entwicklung plastischer Deformation bei porésen Medien, speziell
im Bereich grofier Deformationen, stellt ebenfalls besondere Anforderungen an die For-
mulierung der konstitutiven Ansétze. So sind zum einen theoretische Grenzzustinde wie
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Abbildung 4.11: Entwicklung der Form der FlieBbedingung in der Deviatorebene fiir
veridnderliche Volumenanteile n® mit den Parameter: 1, = 0,001,
n2 = 6,0, mg = 0,569 und v = v/27/(9m — 2) = 1,665.

beim bereits diskutierten Kompressionspunkt zu beriicksichtigen und zum anderen An-
forderungen, die aus der Beobachtung realen Materialverhaltens, speziell Experimenten,
resultieren. Besonders der letzte Punkt erfordert ein grofles Mafl an Flexibilitéit bei der
Formulierung der konstitutiven Ansétze, um eine moglichst grole Gruppe poroser Ma-
terialien beschreiben zu konnen. So zeigt bereits der gleiche Sand in Abhéngigkeit der
Lagerungsdichte im Bereich grofier Driicke ein génzlich unterschiedliches Verhalten. Der
dicht gelagerte Sand zeigt deutlich ausgeprégtere dilatante, plastische Deformationen als
der locker gelagerte Sand, vgl. Lade & Kim [55] und Wood [96]. Bei der Entwicklung
des plastischen Potentials G(i‘%, q, r), aus der die Flieiregel durch Ableitung nach dem
Kirchhoff-Spannungstensor 'f'% der Zwischenkonfiguration hervorgeht, wurden speziell die
folgenden Anforderungen beriicksichtigt:

1. Einhaltung des Kompressionspunktes,

2. Abwartskompatibilitit zu bestehenden Modellen,

3. im Kappenbereich Ubergang zu rein volumetrischem FlieBen,
4

. Anpassung des Dilatanzwinkels zur Beschreibung assoziierten
und nichtassoziierten Fliefens,

5. sowohl strukturelle als auch materielle Verfestigung,
6. Modellierung des Ubergangs zu rein deviatorischem FlieBen,

7. stetige und stetig differenzierbare Einflichenformulierung.
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Dabei ist die gleichzeitige Erfiillung aller Anforderungen nicht immer nétig. So sind beson-
ders die Punkte 4 - 6 lediglich als Optionen zur Modellierung speziellen Materialverhaltens
zu verstehen, die iiber Materialparameter zu steuern sind. Sie sind nicht als fest eingebaute
Eigenschaften des konstitutiven Modells zu formulieren.

Der erste Punkt wurde bereits ausgiebig diskutiert und bedarf keiner weiteren Erlaute-
rung. Es sei lediglich angemerkt, daf es zur Erfiillung der Anforderung geniigt, die Einhal-
tung der Gleichung (4.61) sicherzustellen. Die zweite Anforderung ist weder theoretischer
Natur, noch direkt durch Experimente begriindet. Thr liegt vielmehr die Uberlegung zu
Grunde, in Verbindung mit der Abwértskompatibilitét der FlieSbedingung (4.93), (4.95)
und (4.96) die Abwértskompatibilitit des gesamten plastischen Materialmodells sicherzu-
stellen. Dariiber hinaus kénnen die sich aus der Abwértskompatibilitéit ergebenden Eigen-
schaften zur Sicherung der anderen Anforderungen genutzt werden, wie dies z. B. auch
bei der Formulierung der strukturellen Verfestigung der FlieBbedingung durch den Uber-
gang zum Drucker & Prager-Kriterium durchgefiihrt wurde. Die dritte Anforderung ist
offensichtlich, besagt sie doch nichts anderes, als daf bei rein hydrostatischen Spannungs-
zustdnden keine deviatorischen plastischen Deformationen einsetzen konnen. Dariiber hin-
aus handelt es sich hierbei auch um eine Konsequenz aus der Forderung nach stetiger Dif-
ferenzierbarkeit des plastischen Potentials. Da speziell Reibungsmaterialien ausgeprégtes,
nichtassoziiertes Flieen aufweisen, vgl. Kim & Lade [49], Lade & Kim [54], [55] und Wood
[96], wurde die vierte Anforderung aufgenommen. Dem fiinften Punkt liegt die Tatsache
zugrunde. dafl das plastische Potential bzw. die Fliefiregel nur fiir Spannungszustéinde aus-
gewertet wird, die auf der Flie3fliche liegen, also fiir F(f'%, g,r) = 0. Es liegt daher nahe,
das plastische Potential gemeinsam mit der FlieBbedingung zu verfestigen, ungeachtet der
Art der Verfestigung. Der sechsten Anforderung liegen zwei verschiedene Effekte zugrun-
de. Zum einen ist speziell bei Polymer- und Metallschdumen bei Annéherung bzw. Errei-
chen des Kompressionspunktes davon auszugehen, dafl auch die Flieregel sich der Form
des reinen Matrixmaterials anndhert. Ob dabei die Poren , verschweiflen“ oder nicht ist
von untergeordneter Bedeutung, da die durch Reibungseffekte erzeugte strukturbedingte
Scherfestigkeit bei groflen Driicken entsprechend ansteigt und somit die Scherfestigkeit des
Matrixmaterials den Grenzwert darstellt. Zum anderen stellt sich bei einigen Reibungs-
materialien, z. B. locker gelagerten Sanden, nur eine geringe Dilatanz wihrend der plasti-
schen Deformation ein, da die loseste Lagerung einen natiirlichen Grenzwert darstellt. Die
Fliefiregel mufl daher die Moglichkeit bieten, speziell auch im Rahmen der strukturellen
Verfestigung den Ubergang zu isochorem FlieBen abzubilden, d. h. eine Anniiherung des
plastischen Potentials an die Form der von-Mises-FlieBbedingung (4.96). Zur Vermeidung
von Problemen, die Unstetigkeiten bei der Implementierung verursachen konnen, soll das
plastische Potential schliefllich ebenso wie die FlieSbedingung als eine stetige und stetig
differenzierbare Fliche formuliert werden.

Experimente wie z. B. von Kim & Lade [49] oder Yamada & Ishihara [98] haben gezeigt,
daf} die Flieregel in der Deviatorebene in guter Ndherung koaxial angesetzt werden kann.
Das plastische Potential G besitzt somit die Form eines Kreises, vgl. Abbildung 4.11 fiir
n® ~ 1. Eine multiplikative Zerlegung des plastischen Potentials in Anlehnung an die
Zerlegung der FlieBbedingung (4.88) wird daher nicht benétigt, und die Abh#ngigkeit von

der dritten deviatorischen Invarianten IIIP des Kirchhoff -Spannungstensors entféllt. Die
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folgenden Ausfiihrungen beziehen sich entsprechend ausschliellich auf die hydrostatische
Ebene.

Aufbauend auf der von FEhlers zur Beschreibung von Reibungsmaterialien entwickelten
Fliebedingung (4.85) und (4.86) wurde der folgende neue Ansatz fiir das plastische Po-
tential konstruiert:

~ A ~ ~ ~ ~ AN\ 1/2 ~ ~
G(I,HD,HID,q,r) - (\11111D+§c112+6214) LU, 14 ET . (4.107)

Die Entwicklung der Parameter &, 5, £ wird dabei entsprechend der FlieBbedingung (4.98)
und (4.101) gewihlt. Sollte dort eine abweichende Form der Verfestigung eingesetzt wer-
den, sind die Parameter in (4.107) entsprechend zu wihlen, so daf} sie denselben Entwick-
lungsgleichungen folgen. Der Einfachheit halber wird der Index (N) fiir die im Rahmen
der Verfestigung verdnderlichen Parameter im folgenden weggelassen. Die beiden neuen
Materialparameter ¥y > 0 und ¥, > 0 dienen in erster Linie der Einstellung des Di-
latanzwinkels und konnen speziell im Rahmen der strukturellen Verfestigung auch als
Funktionen z. B. des Volumenanteils n® formuliert werden.

Der Dilatanzwinkel 7, ist als das Verhéltnis zwischen den Betrigen des Kugelanteils und
des deviatorischen Anteils des symmetrischen plastischen Verzerrungsgeschwindigkeitsten-
sors Dg,, definiert:

~ K
D, 1

tan 7, = If)g : (4.108)
Sp

In Abbildung 4.12 ist der Fliefiradius in der hydrostatischen Ebene zusammen mit den
Verldufen des Dilatanzwinkels 7, fiir assoziiertes und nichtassoziiertes Flieflen aufgetragen.
Fiir die spezielle Wahl der Parameter ¥y = Wy = 1 geht die Formulierung des plastischen
Potentials G (4.107) in die entsprechende Formulierung der FlieSbedingung fiir © = 0°
iiber. Es liegt dann in bezug auf die hydrostatische Ebene assoziiertes Flielen vor. Die
Anpassung der Dilatanzfunktion fiir Berliner Sand iiber die beiden Parameter ¥; und W,
wurde von Ehlers & Miillerschon [29] durchgefiihrt.

Anmerkung: Da die Auswertung der Flieregel und somit auch des plastischen Potentials
nur fiir Spannungszustinde bendtigt wird, die der Bedingung F' = 0 geniigen, kann die
Abhéngigkeit von der zweiten deviatorischen Invarianten 17 ersetzt werden. Mit dem
konstant gehaltenen Lodewinkel © = 0° folgt aus der Definition des Fliefiradius 7 (4.87);
in Verbindung mit (4.88)

A 1 -

I’ = 3 F}(1,q,7). (4.109)
Fiir konstante Lodewinkel kann somit die Abhéngigkeit des plastischen Potentials vom
Kirchhoff-Spannungstensor 'f'% auf die Abhéngigkeit von dessen erster Invarianten I re-
duziert werden. Dieses Vorgehen erméglicht die Darstellung des Dilatanzwinkels iiber der

ersten Invarianten I und wird im weiteren Verlauf u. a. bei der Darstellung der Diagramme
4.12 bis 4.14 angewandt.
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#(I) [kN/m?] tan 7,

I I I I I I
() .

100 F) — @, = 4,545 W, =0,770 1
o assoziiert

80 13

60
I \ 12

40 -/ i

-600 -400 -200 0 I [kN/m?]

Abbildung 4.12: Dilatanzwinkel 7, in Abh#ngigkeit der ersten Invarianten I mit den Ma-
terialparametern nach Miillerschén & Ehlers [29]: « = 0,001, 8 = 0,25,
v =10,569, m = 1,664, 6 = 1,53 -10"*m?/kN, ¢ = 2,65 - 10~* m?/kN,
k=1,0m?/kN und ¥; = 4,545, ¥5 = 0,770

Unter Verwendung der Dilatanzfunktion tan 7, kann die Fliefiregel

s ap .
b )\BG(I,H ,q,’r) _ BG(I

Sp — N
87‘%

" q,7) - 8G(T,IA{D,q,fr)
o1 o11P

%%D] (4.110)

umgeformt werden zu

. 1
Dg, = A§D+— tan i, 1| . (4.111)
e
Die Dilatanzfunktion tan 7, lautet dabei:
tan i, = L [ai+452ia +2 \/\Ill P 4 12 (% +521?) (q/25+zgi)] . (4.112)
U, V211P

Bevor die Erfiillung der Anforderungen iiberpriift wird, soll zunéchst der Einfluf} der bei-
den neuen Parameter ¥y und ¥, auf die Dilatanzfunktion tan 7, untersucht werden. In
Abbildung 4.13 ist die Dilatanzfunktion fiir den assoziierten Fall, also mit ¥y = ¥y =1,
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und fiir die Anpassung nach Ehlers & Miillerschon [29] iiber der ersten Invarianten des
Kirchhoff-Spannungstensors der Zwischenkonfiguration aufgetragen. Bei der Darstellung
des nichtassoziierten Falls wurde jeweils nur einer der beiden Parameter ¥; und W, vari-
iert, wihrend der jeweils andere gleich eins gesetzt, sein Einflufl also ausgeschaltet wurde.

tan i,
2 | | | T T
| =~ ¥ =1,0 , Yy,=0,770 _
""" Uy =4,545, Yy =1,0
1 | — assoziiert .
0
-1+
2 .
| | | | I [kN/m2]
-600 -400 -200 0

Abbildung 4.13: Einfluf} der Parameter ¥; und ¥, auf die Dilatanzfunktion

Der Wert von ¥y beeinfluflt vorwiegend die Nullstelle der Dilatanzfunktion, entspricht also
im wesentlichen einer Parallelverschiebung der Kurve, wihrend ¥, sich auf die Steigung
und die Kriimmung auswirkt, vgl. Abbildung 4.13. Die Trennung der Effekte der beiden
Parameter, d. h. die Tatsache, daf} sie den Verlauf der Dilatanzfunktion weitgehend un-
abhéingig voneinander beeinflussen, macht die neue Formulierung (4.107) des plastischen
Potentials in weiten Bereichen einer Anpassung gut zugénglich, auch speziell in Hinsicht
auf den Einsatz numerischer Verfahren.

Als niichstes folgt die Betrachtung einiger Grenzwerte der Dilatanzfunktion. Beim Uber-
gang in den Kappenbereich nédhert sich der Wert des Fliefiradius fo(i) null an. Mit (4.88)
und (4.109) eingesetzt in die Dilatanzfunktion (4.112) ergibt sich fiir den Wert von tan 2,
im Durchstopunkt der hydrostatischen Achse durch die FlieBfliche im Druck- und Zug-

bereich

tan, = oo — 1, = 90°,
(4.113)
tan, = —oo — 1, = —90°.

Die Kappen bleiben somit auch beim plastischen Potential erhalten. Fiir den Grenziiber-
gang ¥, — oo ergibt sich aus (4.112) umgehend

lim tano, =0. (4.114)

\111%00

Der hydrostatische bzw. volumenéindernde Anteil des symmetrischen, plastischen Ver-
zerrungsgeschwindigkeitstensors Dy, - I nimmt fiir steigende Werte von ¥, im Vergleich
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zum deviatorischen Anteil ab, vgl. (4.108). Der Verlauf der Dilatanzfunktion ist in Ab-
bildung 4.14 fiir verschiedene Werte von ¥, bei ansonsten gleichen Materialparametern
aufgetragen. Die Funktion nihert sich dabei fiir steigende Werte von W, der entsprechen-
den Formulierung der assoziierten von-Mises-Plastizitdt an. Diese Eigenschaft ist wieder
speziell bei der Modellierung hochporoser Metall- und Polymerschdume von Interesse.

tan i,
2 I I I I I I
L _\11121,0 s \1]2:]_,0 |
----- U, =11,0, Ty=1,0
1 | ---- U, =101,0, Ty =1,0 .
(R en———
-1 FE
-2 | L L L L 2 2
[ [kN/m?]
-600 -400 -200 0

Abbildung 4.14: Anndherung des Dilatanzfunktion tan#, an die Dilatanzfunktion der
von Mises Formulierung fiir steigende Werte von ¥y

Im folgenden sei vorausgesetzt, dafl der Kompressionspunkt erreicht sei und die Parame-
ter {0,} im Rahmen der strukturellen Verfestigung den Wert null angenommen haben,
vgl. Kapitel 4.3.4. Der Porenschluf} ist zudem mit gegen —oo gehenden hydrostatischen
Spannungen verbunden, als Konsequenz aus der Formulierung des elastischen Gesetzes,

vgl. Eipper [30]. Fiir das Verhéltnis zwischen [ und VII? fiir Spannungszustinde auf der
FlieBflache ergibt sich fiir den Grenzwert unendlicher Driicke mit e = ¢ = 0

, (4.115)

vgl. 4.100. Dies beschreibt die Steigung des Drucker & Prager-Kegels in der hydrostati-
schen Ebene. Der Grenzwert der Dilatanzfunktion im Bereich des Kompressionspunktes
fiir gegen unendlich gehende Driicke ergibt sich aus (4.112) zu

; o
lim tanu, = lim \/3 U, + — (—A) U, (4.116)
f——oc0 beo  T—c0 U1V/2 IID [P
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und in Verbindung mit (4.115) zu

- V3 (—a+2‘1’25\/\1/1 (62—%)+9)- (4.117)

/ 2
b=e=0 g, [2 (62 _ %)

Die Steigung des ,,Kegels“ des plastischen Potentials n&hert sich fiir den beschriebenen
Grenzzustand einem konstanten, endlichen Wert an, der mit Hilfe der Parameter ¥; und
Wy unabhingig von der Fliebedingung angepaf3t werden kann. In Verbindung mit der
Bedingung (4.100) hingt das Vorzeichen lediglich vom Klammerausdruck in (4.117) ab.

lim tan,
I—»—00

Fiir
(i) 5
T, > 2950 — 2 (4.118)
2 _
=3

besitzt das plastische Potential wie spéter ben6tigt eine negative Steigung.

Nachdem die bendtigten Grenzbetrachtungen durchgefiihrt sind, konnen die Anforderun-
gen an das plastische Potential verifiziert werden. Die Einhaltung des Kompressionspunk-
tes ist gewihrleistet, sofern bei Anniherung an n® = 1 und den damit verbundenen
unendlichen Driicken die Spur des symmetrischen Anteils des plastischen Deformations-
geschwindigkeitstensors f)sp grofler oder gleich null ist, vgl. (4.61). Aus (4.111) ergibt
sich

. 3
Dg, 1= A \@ tan, . (4.119)

Mit (4.117) und unter der Voraussetzung, da§ die Bedingung (4.118) durch die Material-
parameter WU, und W, erfiillt wird, ist tan 7, positiv, und es folgt direkt die Einhaltung
des Kompressionspunktes.

Anmerkung: Die Einhaltung der Bedingung (4.118) stellt i. a. keine nennenswerte Ein-
schrinkung fiir die Parameterwahl dar. Fiir die in Abbildung 4.12 verwendeten Parame-
ter erhiilt man beispielsweise U; > 0,000065/%2 — 0,0081 bzw. mit ¥, = 0,770 folgt
v, > —0,0079.

Die Abwartskompatibilitat der Formulierung ist offensichtlich, da das plastische Potential
direkt aus der FlieSbedingung entwickelt wurde und entsprechend auch deren Eigenschaf-
ten enthilt. Der Ubergang zu rein volumetrischem FlieBen, der in Punkt drei fiir die
Kappenbereiche gefordert wurde, ist durch (4.113) sichergestellt. Dabei ist zu beachten,
daf} der deviatorische Anteil der plastischen Deformation in der Flieregel erst nach Mul-
tiplikation mit dem Konsistenzparameter A verschwindet. Um eine endliche plastische
Deformationsgeschwindigkeit zu erhalten, muf, da tan 2, — oo, der Konsistenzparameter
gleich null werden, und der erste Anteil in (4.111) verschwindet. Punkt vier wurde durch
Diskussion des Einflusses der neuen Parameter gezeigt und Punkt fiinf folgt direkt aus
der Ableitung des plastischen Potentials aus der Fliebedingung. In Abbildung 4.15 sind
die FlieBfliiche und die Dilatanzfunktion iiber der ersten Invarianten I aufgetragen. Im
Bereich der Kappen der Flieifiiche findet rein hydrostatisches Flieflen statt. Die Kappen
werden durch das plastische Potential bzw. die Flieiregel mit abgebildet, wobei aufgrund
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der sehr kleinen Kohésion des Sandes und somit sehr kleinen Kappe im Zugbereich fiir
die gewdhlten Parameter die positiven Werte der Funktion tan 7, in Abbildung 4.15 nicht
erkennbar sind. Die sechste Bedingung kann dadurch erfiillt werden, daf} der Parameter
U, an eine Verfestigungsformulierung gekoppelt wird, wie z. B. m in (4.105) in Verbin-
dung mit (4.106) und fiir steigende Werte sich die Fliefiregel der von-Mises-Formulierung
anndhert, vgl. Abbildung 4.14. Fiir ¥; — oo wird schliefflich rein deviatorisches Flieflen
erreicht, da tan 2, nach (4.112) gleich null ist. Die Erfiillung der siebten Bedingung folgt
wieder direkt aus der Wahl des Ansatzes fiir das plastische Potential (4.107), sofern o > 0
gewahlt wird (s. o.).

S e n$=0,56 | %
— N - ~ nS:ngS —
~< | n® =0,76
~ - nS:0,86 —400 —
- NN — — n5=0,96 | ZE
-------- ~ S
~ 4200 =
N
| ,”/ ‘\\\\*\~§\ |
| LV | 0

Abbildung 4.15: Dilatanzfunktion in Abh#ngigkeit der strukturellen Verfestigung, vgl.
Abbildung 4.9

Die Auswahl der benétigten Eigenschaften und der daraus resultierenden Konsequen-
zen fiir die Formulierung des plastischen Potentials soll an zwei Beispielen verdeutlicht
werden. Bei Polymer- und Metallschdumen beispielsweise geht die Form der Fliebedin-
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gung bei Anndherung an den Kompressionspunkt fiir grofle Driicke in die von-Mises-
Form iiber. Dies kann entsprechend dem Aufbau der strukturellen Verfestigung in Kapitel
4.3.4 durch zusitzlichen Ubergang der Parameter o und § zu null abgedildet werden.
Der Ubergang des plastischen Potentials in die gleiche Form ist automatisch durch die
Verwendung der gleichen Verfestigungsformulierung fiir das plastische Potential sicherge-
stellt. Bei der Beschreibung von locker gelagertem Sand hingegen geht die Flielbedingung
in den Drucker & Prager Kegel iiber. Beim plastischen Potential ist der Ubergang zur
von-Mises-Form zu erwarten, da die dilatanten Volumendehnungen durch die loseste La-
gerung begrenzt werden. Das plastische Potential muf fiir diesen Fall unabhéngig von der
FlieSbedingung die Annéherung an die Form der von-Mises-Formulierung sicherstellen.
Dies kann durch Wahl sehr grofler Zahlenwerte fiir ¥; mittels einer geeigneten Formulie-
rung, vorzugsweise im Rahmen der strukturellen Verfestigung, sichergestellt werden.
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Kapitel 5

Lokalisierung

Bei porésen Materialien, speziell Reibungsmaterialien, wird in der Natur hiufig Lokali-
sierung der Deformation beobachtet, oftmals in Verbindung mit groflen Deformationen,
die zum Versagen der Struktur fiihren kénnen. Unter dem Begriff der Lokalisierung wird
in diesem Zusammenhang die Anhdufung der Deformation in einem relativ kleinen, vom
restlichen Korper klar abgegrenzten Bereich verstanden. An den Grenzen des Bereichs
treten dabei hohe Gradienten der Deformation auf. Derartiges Verhalten kann z. B. beim
Boschungs- oder Grundbruch oder aber auch in Materialversuchen wie dem Biaxialversuch
beobachtet werden. Die Phinomene beschrinken sich jedoch nicht nur auf Reibungsma-
terialien, sondern treten auch bei anderen Werkstoffen auf. Ziel des Kapitels ist es, fiir die
in Kapitel 3 behandelten Modellvarianten (kompressibles/inkompressibles Fluid, Misch-
phase) die Voraussetzung fiir das Entstehen der Lokalisierung im Rahmen der Theorie
Poroser Medien zu untersuchen und ein dem Akkustiktensor des einphasigen Problems
(vgl. Hill [43]) entsprechendes Kriterium bereitzustellen. Dabei wird eine Formulierung
ausschliefllich in den kinematischen Groflen der Festkorperlokalisierung angestrebt.

Auch wenn Lokalisierung der Deformation zum Versagen der gesamten Struktur fiihren
kann, was das Interesse an der Untersuchung begriindet, handelt es sich hierbei um ein lo-
kales Kriterium im Gegensatz zu globalen Stabilitatskriterien (vgl. Bigoni & Hueckel [5])
wie z. b. dem klassischen Fulerschen Knickstab oder dem ,,Snap back“-Problem (de Borst
[8]). Die lokale Natur des Kriteriums &ufiert sich u. a. auch darin, daf§ lediglich loka-
le Groflen wie z. B. das Materialverhalten oder der aktuelle Spannungszustand in das
Kriterium eingehen. Dies hat den Vorteil, dafl der Rechenaufwand relativ gering bleibt
im Vergleich zu globalen Stabilitétskriterien, bei denen eine Untersuchung der gesamten
Struktur notig ist. Es 148t sich jedoch keine Aussage dariiber treffen, ob der der Analy-
se zugrunde liegende Versagens- bzw. Deformationsmodus auch tatséchlich eintritt. Dies
kann i. a. nur anhand eines globalen Kriteriums geklart werden.

Das Problem der Lokalisierung der Deformation wurde in der Literatur eingehend disku-
tiert, so z. B. in den Arbeiten von Hill [43, 44] und Rudnicki & Rice [74]. In seiner Arbeit
von 1962 identifiziert Hill [43] Lokalisierung mit einer stehenden Beschleunigungswelle.
Der Begriff der Welle wird dabei als ,,...an isolated geometric surface, not necessari-
ly plane, that moves relatively to the material and across which certain field variables
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43

are momentarily discontinuous ...“ im Sinne Hadamards [38] verstanden, und stellt eine
singuldre Fliche dar, vgl. Kapitel 2. Wihrend Hill [43] keine speziellen Materialeigenschaf-
ten untersucht, wenden Rudnicki & Rice [74] und Leppin & Wriggers [61] ihre Aufmerk-
samkeit Reibungsmaterialien zu, deren Verhalten vom hydrostatischen Spannungszustand
abhéngt. In diesem Zusammenhang seien ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit einige weite-
re Arbeiten zitiert, die sich mit dem Problem der Lokalisierung bei kleinen Deformationen
beschiftigen. Neilsen & Schreyer [70] untersuchen in ihrer Arbeit von 1993 verschiede-
ne lokale Kriterien, sowohl mit diffusem als auch lokalisierendem Verhalten, und stellen
die gewonnenen Ergebnisse anhand des kritischen Verfestigungsmoduls h,,. (vgl. 4.79) ge-
geniiber. Der Wert von h,, wird fiir einfache homogene Beispiele bei kleinen Verzerrungen
explizit berechnet. Lokalisierende Versagensmodi unterscheiden sich dabei von diffusen
durch die besondere, ihnen zugrunde liegende Kinematik. In diesen Zusammenhang sind
auch die Arbeiten von Bigoni & Hueckel [5], Runesson et. al. [76] und Szabo [89] ein-
zuordnen. Fiir porése Medien ist ein derartiger Zugang kaum geeignet. Speziell im Falle
einer von der Festkorperbewegung unabhéngigen Fluidbewegung sind kaum homogene
Zustinde zu erwarten, die eine Voraussetzung fiir die analytischen Bestimmung des kriti-
schen Verfestigungsmoduls h,, darstellen. Selbst bei einfachen eindimensionalen Material-
versuchen treten bedingt durch die Sickerbewegung des Fluids beispielsweise im Rahmen
der Konsolidierung i. a. inhomogene Zustédnde auf, vgl. Kapitel 7.1. Die Arbeiten von
Chambon [11] und Khen et. al. [48] behandeln das Problem der Lokalisierung im Bereich
finiter Deformationen. Khen et. al. [48] weist in seiner Arbeit darauf hin, da8 selbst bei
Vorliegen kleiner Verzerrungen die Lokalisierungsanalyse im Rahmen der finiten Theorie
durchgefiihrt werden sollte, und untermauert diese Aussage durch Beispiele. Speziell der
numerischen Behandlung des Problems der Lokalisierung im Rahmen der Finite-Elemente-
Methode wurde in den letzten Jahren grofie Aufmerksamkeit gewidmet wie z. B. in den
Arbeiten von Ortiz et. al. [71], Nacar et. al. [68], Fish & Belytschko [32], Klisinski et. al.
[52], Larsson et. al. [58], Steinmann & Willam [87, 88|, Loret et. al. [64], Larsson et. al.
[57] und Sluys [84]. Im Gegensatz zur sogenannten ,schwachen“ Lokalisierung, die im
Rahmen dieser Arbeit ausschliefllich betrachtet wird, beschéftigen sich Steinmann [85],
Armero & Garikipati [3], Simo et. al. [82], Armero [1] und Steinmann et. al. [86] mit dem
Problem der ,starken“ Lokalisierung, bei der Diskontinuitéiten des Verschiebungsfelds ug
selbst zugelassen werden. Die Arbeiten gehen dabei auch auf die numerischen Aspekte der
Behandlung der Lokalisierung ein, beispielsweise durch besondere Elementtechnologien im
Rahmen der FE-Methode oder durch Einfiihrung einer kiinstlichen Regularisierung.

Das zunehmende Interesse am Problem der Lokalisierung fluidgefiillter Festkorper spie-
gelt sich in der steigenden Anzahl von Verdffentlichungen auf diesem Gebiet in den letz-
ten Jahren wider. Runesson et. al. [77], Larsson & Larsson [56] und Runesson et. al.
[75] beschrénken sich in ihren Arbeiten auf die Betrachtung des stark vereinfachten Pro-
blems lokal undrainierter Kérper mit kompressiblem Porenfluid. Die Sickergeschwindig-
keit des Fluids wird dabei a prior: vernachldssigt und beide Phasen besitzen die gleiche
Bewegungsfunktion. Dies erlaubt eine Reduktion des Modells auf eine Einphasenformu-
lierung, analog dem Vorgehen bei der Herleitung der Mischphase. Wihrend in den ersten
beiden Arbeiten kleine Verzerrungen angenommen wurden, betrachten Runesson et. al.
[75] finite Deformationen und verwenden das Konzept der ,regularisierten starken Dis-
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kontinuitdten*, vgl. Larsson et. al. [59]. Loret & Prévost [63] untersuchen den dyna-
mischen Fall bei kleinen Verzerrungen, der von Schrefler et. al. [79] iibernommen wur-
de. In Schrefler et. al. [78] wird zusétzlich der Fall teilgesittigter pordser Korper und
in Charlier et. al. [12] der Bereich grofier Deformationen betrachtet, beidesmal jedoch
ohne explizit auf Lokalisierungskriterien einzugehen. Dafiir wird aber eine unabhéngige
Fluidbewegung zugelassen. Die beiden Arbeiten untersuchen mit Hilfe der FE-Methode
numerisch die Effekte der Lokalisierung fluidgefiillter poréser Korper. Schliellich sei auf
die Arbeit von Armero & Callari [2] hingewiesen, die sich mit dem Fall starker Dis-
kontinuititen bei pordsen Korpern beschiiftigt. Die Arbeiten von Schrefler et. al. [79],
Runesson et. al. [75], Larsson et. al. [59] und Larsson & Larsson [56] setzen sich dariiber
hinaus mit der numerischen Behandlung der Lokalisierung auseinander, angewandt auf
fluidgefiillte, porose Korper.

Der Aufbau des Kapitels gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 5.1 werden zuerst die beiden
Formen schwacher Lokalisierung, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden, be-
schrieben und gegeniiber der starken Lokalisierung abgegrenzt. Anschliefend werden die
fiir die Untersuchung im Rahmen der Theorie Poréser Medien benotigten Annahmen und
Voraussetzung eingefiihrt. In Abschnitt 5.2 wird das Lokalisierungskriterium in Verbin-
dung mit einer singulédren Fliche zweiter Ordnung beziiglich der Bewegungsfunktionen x,,
und in Abschnitt 5.3 in Verbindung mit einer singuldren Fléche erster Ordnung beziiglich

der Geschwindigkeiten >Ica untersucht. Dabei wird jeweils das prinzipielle Vorgehen anhand
des einphasigen Beispiels motiviert, bevor die Kriterien im Rahmen der Theorie Pordser
Medien behandelt werden.

5.1 Voraussetzungen und Annahmen

Im folgenden werden zwei verschiedene Formen der schwachen Lokalisierung betrachtet.
Im ersten Fall wird das Einsetzen der Lokalisierung mit der mdoglichen Existenz einer

singuldren Fliche erster Ordnung beziiglich der Geschwindigkeiten )Ica identifiziert. Der
zweite Fall setzt Lokalisierung mit der Existenz einer stehenden Beschleunigungswelle
gleich, vgl. Hill [43], d. h. einer singuldren Fliche zweiter Ordnung beziiglich der Bewe-
gungsfunktionen x,. Der erste Fall wird iiblicherweise bei der Untersuchung des quasi-
statischen Problems und der zweite Fall bei der Untersuchung des dynamischen Problems
angewandt. Die aus den Kompatibilitdtsbedingungen resultierenden Amplitudenvektoren
werden im folgenden im ersten Fall mit dem Buchstaben m, und im zweiten Fall mit &,
bezeichnet. Der Normalenvektor fip bzw. np wird der Ubersichtlichkeit halber im folgen-
den ohne den Index (...)r dargestellt.

Fiir eine singulédre Fliche erster Ordnung beziiglich der Geschwindigkeiten },ca erhilt man

aus den Kompatibilitdtsbedingungen aus Tabelle 2.2 mit —>>/ca fiir den Sprung des
Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes in der Referenzkonfiguration des Festkorpers

[[Grada )lca]l =m,®@n, =m,® FZ: n. (5.1)
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Auf die alternative Darstellung in der Referenzkonfiguration des Fluids wird an dieser
Stelle verzichtet, da sie im weiteren nicht benétigt wird. Simtliche Darstellungen in der
Referenzkonfiguration beziehen sich in diesem Kapitel auf die Referenzkonfiguration der
Festkorpermatrix ¢°. Entsprechend kennzeichnet ii das Bild des Normaleneinheitsvektors
n auf der Referenzkonfiguration des Festkorpers.

Die Kinematik einer singuldren Fliche erster Ordnung beziiglich der Geschwindigkeiten
ist in Abbildung 5.1 anhand eines einfachen Beispiels veranschaulicht. Hierbei seien die
Vektoren m, und n, senkrecht zueinander. In den Diagrammen ist der Betrag der je-
weiligen Grofle in Abhéngigkeit des Abstands von der Fliche I' aufgetragen. Der Betrag
der Diskontinuitdt ist proportional zum Betrag des Amplitudenvektors m,. Obwohl

! !
Grad, x, X, Grad, x

A A A

J
t
- :>

!

Y
Y

(a) (b) (c)

Abbildung 5.1: Singulire Fliche erster Ordnung beziiglich der Geschwindigkeit

die Bewegungsfunktion x,, und ihr Gradient entsprechend der Definition einer singuléren

Fliche erster Ordnung bzgl. )lca sprungfrei sind, konnen im Verlauf der Lokalisierung, d. h.
nach Integration iiber die Zeit, auch Spriinge des Deformationsgradienten F, auftreten,
vgl Abbildung 5.1 (c). Es entsteht dabei eine singulire Fliche erster Ordnung beziiglich
der Bewegungsfunktion x,. Da im weiteren Verlauf der Lokalisierungsanalyse von der
Sprungfreiheit von F, Gebrauch gemacht wird, beschrinken sich die Untersuchung und
das resultierende Kriterium auf den Beginn der Lokalisierung. Im postkritischen Bereich,
d. h. wenn der zugrunde liegende Lokalisierungs- bzw. Deformationsmodus eintritt und
F. diskontinuierlich wird, besitzt das Kriterium keine Giiltigkeit mehr. Da die fiir die
Beispiele verwendete Numerik einen Sprung des Deformationsgradienten jedoch nicht ab-
gebilden kann, vgl. Kapitel 6 und 7,. ist die Anwendung des Kriteriums im Bereich der
Beispiele immer moglich.

Fiir eine singulédre Fliche zweiter Ordnung beziiglich der Bewegungsfunktion erh&lt man
mit ¢ — x,, aus Tabelle 2.3 fiir den Sprung des zweiten Gradienten der Bewegungsfunk-
tion

[GradaF,] =¢,®n, 00, =€, QF. n®F n. (5.2)
Aus (2.26) folgt mit ¢» — x, und der Annahme, die singulire Fliche sei materiell
beziiglich der Konstituierenden ¢®, dafy das Geschwindigkeitsfeld kontinuierlich bleibt:

[[Xa]]zo- (53)
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Zusammen mit der Sprungfreiheit des Deformationsgradienten (2.22) sind die Vorausset-
zungen zur Anwendung der Gleichungen (2.29) und (2.31) gegeben. Fiir die Spriinge des
Gradienten des Geschwindigkeitsfelds und der Beschleunigung folgt

[[Grada ),ca]l = —u*¢,®n,=-u"¢, @F n, 5.4

"

[xa] = (u")’¢&,.

In Abbildung 5.2 ist die Kinematik einer singuldren Fliche zweiter Ordnung beziiglich
der Bewegungsfunktion analog Abbildung 5.1 dargestellt. Im Gegensatz zur Beziehung

Grad, x, Crad, F,, Crad, x
A A A

4
_—

!

—
y

Y

(a) (b) (c)

Abbildung 5.2: Singuldre Fliche zweiter Ordnung beziiglich der Bewegungsfunktion

(5.4); ist der Sprung des Geschwindigkeitsgradienten in Abbildung 5.2 (a) gleich null. Dies
resultiert aus der vorweggenommenen Annahme einer stehenden Welle mit der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit u® = 0. Durch Integration entlang der Normalenrichtung iiber die
Fliache erhdlt man aus Abbildung 5.2 den Verlauf des Deformationsgradienten. Im Gegen-

satz zur Fliche erster Ordnung bzgl. >Ica besitzt der materielle Geschwindigkeitsgradient
in diesem Fall (u* = 0) keinen Sprung und der Deformationsgradient bleibt auch wéhrend
der Lokalisierung stetig. Das Kriterium kann ohne Einschréankungen jederzeit angewendet
werden. Ein ,Sprung“ des Deformationsgradienten ergibt sich erst bei Betrachtung einer
endlich dicken Zone, beispielsweise eine Scherbandes. Das Band wird dann durch zwei
getrennte singulire Flichen eingegrenzt, vgl. Kapitel 7. Der Fall der singuldren Fléiche
zweiter Ordnung bzgl. x, stell in diesem Zusammenhang den ,schwicheren® Fall der
Lokalisierung dar im Vergleich zur singuléren Fliche erster Ordnung bzgl. der Geschwin-

digkeiten >Ica. In beiden betrachteten Féllen bleiben die Bewegungsfunktion x, und die

Geschwindigkeit },ca stetig. Im Gegensatz dazu werden bei der sogenannten ,starken
Form der Lokalisierung auch Spriinge dieser Felder zugelassen.

Als néchstes folgen die Voraussetzungen, die im Rahmen der Theorie Pordser Medien
benotigt werden. Die bei der Behandlung der Modelle in Kapitel 3 getroffenen Annahmen
behalten auch hier Giiltigkeit. Simtliche Materialeigenschaften wie z. B. der Darcysche
Durchliissigkeitskoeffizient k¥, die materiellen Dichten p®f oder der elastoplastische Tan-

4
gentenmodul C,, seien hinreichend stetig und homogen. Im postkritischen Bereich, der
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nicht Gegenstand der Untersuchung ist, kann es auch hier zu Unstetigkeiten kommen,
beispielsweise wenn auf der einen Seite der Fliche I' elastische Entlastung und auf der
anderen Seite elastoplastische Belastung vorliegt. Der Tangentenmodul wére dann nicht
mehr sprungfrei. Die partialen Dichtfunktionen p* stellen im Gegensatz zu den mate-
riellen Dichten p®® keine Materialeigenschaften in diesem Sinne dar. Die Volumenkraft
b sei ebenfalls hinreichend stetig. Die auftretenden singuléren Flichen diirfen singuldr
beziiglich aller Konstituierenden sein. Dies bedeutet, dafl Lokalisierung aller Konstituie-
renden gleichzeitig moglich ist und die Kompatibilitdtsbedingungen entsprechend ange-
wendet werden kdnnen. Im Verlauf des Kapitels wird sich zeigen, daf z. B. Lokalisierung
der Deformation der Festkorpermatrix mit der des Fluids einhergeht. Lokalisierung einer
einzelnen Phase ist i. a. nicht moglich und somit auch keine ,,eigenen singuldren Fliachen®
fiir jede Konstituierende ¢%, d. h. eine Fliche, bzgl. der nur sie selbst singulér ist. Dieses
Problem wird z. T. dadurch umgangen, dafl dem Fluid die gleiche Bewegungsfunktion
zugeordnet wird wie dem Festkorper, vgl. z. B. Runesson et. al. [77], Runesson et. al.
[75] und Larsson et. al. [59]. Beziiglich des Verhaltens des Porenfluiddrucks werden moti-
viert durch seine Natur als Lagrangescher Parameter, der die Sittigungsbedingung regiert
(Diebels [15, 16], Ehlers [20]) keinerlei Annahmen getroffen. In der Literatur finden sich
diesbeziiglich auch andere Ansitze, z. B. in Larsson & Larsson [56]. Im Verlauf der Lo-
kalisierungsanalyse zeigt sich, dal das Verhalten des Porenfluiddrucks p im Rahmen der
Theorie Pordser Medien durch die Lokalisierung der beiden Konstituierenden ¢° und ¢
eindeutig bestimmt ist. Es diirfen daher keinerlei entsprechende Annahmen getroffen wer-
den. Ferner seien die singuldren Fldchen materiell beziiglich des Festkorperskeletts, d. h.
sie ruhen beziiglich des Festkorperskeletts und besitzen die gleichen Geschwindigkeiten:

/ !

X5 =Xr . (5.5)

Dieser Voraussetzung liegt die Tatsache zugrunde, daf§ fiir die Stabilitit des gesamten
Problems i. a. das Festkorperskelett ausschlaggebend ist. Speziell im auskonsolidierten
Zustand tragt es die gesamte Last. Beobachtungen in der Natur und in Experimenten
bestéitigen die Annahme, wie z. B. bei Scherbidndern.

Anmerkung: Im Falle der singuldren Fliche zweiter Ordnung bzgl. der Bewegungs-

funktionen x, bedeutet },{S:},{F, daf lediglich der Sprung der Geschwindigkeit },cs des
Festkorperskeletts a priori gleich null ist, vgl. (5.3) und (2.26), und somit die Kompati-
bilitdtsbedingungen (2.29) und (2.31) angewandt werden diirfen. Die Sprungfreiheit der

Geschwindigkeit )lcF des Fluids und somit auch der Sickergeschwindigkeit w folgen erst
im Verlauf der Herleitung.

Gleichung (5.5) bedingt, sofern die Sickergeschwindigkeit des Fluids nicht a priori zu null
gesetzt wird, dafl die singulére Fléche sich relativ zum Fluid mit der Geschwindigkeit w g
bewegt bzw. ausbreitet. In diesem Zusammenhang wird eine weitere Annahme getroffen.
Die Relativgeschwindigkeit des Porenfluids durch die singulére Fléche sei kleiner als dessen
Schallgeschwindigkeit. Mit der Schallgeschwindigkeit cr eines kompressiblen Fluids (vgl.
Zierep [101]),

, dp™ dp

c = —, 5.6
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ergibt sich fiir das betrachtete Problem unter der Voraussetzung isothermer Zustandsédnde-
rung des Porenfluids, die aus der Voraussetzung isothermen Verhaltens in Kapitel 3 folgt,

ut < = —rr : (5.7)

0 p ©=konst.

Bei den iiblichen Anwendungen der Theorie poréser Medien ist die Annahme i. a. gut

erfiillt und es kann sogar

W’ < o (5.8)

angesetzt werden.

5.2 1. Fall: Singulare Fliche 2. Ordnung bzgl. x,,

In Analogie zu Hill [43] werden fiir die Lokalisierungsanalyse des ersten Falls die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten von Beschleunigungswellen untersucht. Hierbei interessiert spezi-
ell, ob eine Ausbreitungsgeschwindigkeit gleich null moglich ist, also eine stehende sin-
guldre Fliche zweiter Ordnung bzgl. der Bewegungsfunktion x,,.

5.2.1 Einphasiger Korper

Das Vorgehen wird zuerst anhand des einphasigen Problems demonstriert, vgl. Hill [44],
Truesdell & Toupin [93] oder Khen et. al. [48]. Zunéchst werden die Massen- und Impuls-
bilanz in den beiden durch die Fliche I" abgegrenzten Teilkorpern B™ und B~ gebildet.
Die Differenz iiber die Fliche lautet unter Verwendung des Sprungoperators

[(°)s+ 0 div x5] = o,
o o o (5.9)
[[(p XS)S—l—p xg div XS—dIVT]] = 0.

Die Indizierung der materiellen Zeitableitung (...)s ist trotz der Einphasigkeit des Pro-
blems notwendig, um die Bewegungen des Koérpers B und der Fléiche I' zu unterscheiden.
Einsetzen der Massenbilanz (5.9); in die Impulsbilanz (5.9), ergibt zusammen mit der

Sprungfreiheit der Geschwindigkeiten (5.3) und der materiellen Dichte p° = p%

[0° x5] = [div T5] . (5.10)

Analog dem Vorgehen (3.23) kann die Massenbilanz (5.9); analytisch integriert werden:

1

S S
= _—. 5.11
Pos det FS ( )

p
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Ferner 148t sich durch Ausrechnen zeigen, dafl
det FgdivT® = Div gP° (5.12)

gilt. Eingesetzt in die Impulsbilanz (5.10) folgt

5 [xs] = [DivsP] . (5.13)

Hierbei wurde von der Sprungfreiheit von det Fg Gebrauch gemacht, die aus [Fg] =
0 folgt. Die Homogenitit des Materials bedingt, dal die Spannungsantwort nur von
der Deformation abhingt, d. h. P*(Fg,Xg) — P*(Fg). Fiir die Divergenz des ersten
Piola-Kirchhoff-Spannungstensors folgt

oP°
OFg

(...)2 bedeutet, daf} das Ergebnis der Operation einen Tensor dritter Stufe darstellt. Ein-
setzen in (5.13) fithrt zusammen mit den Spriingen (5.4) auf das Eigenwertproblem

3
Div ¢ P = ( Grads FS) I. (5.14)

0= [(g;’z)?(m@ns) ~ s (aS)?I] . (5.15)

Damit ein Amplitudenvektor £¢ # 0 existieren kann, muf§ die Determinante des Ausdrucks
in den eckigen Klammern gleich null sein. Fiir den Fall der stehenden Welle (@° = 0 bzw.
u® = 0) lautet die Bedingung

det Q(fig) = 0 (5.16)
mit dem sogenannten Akkustiktensor
o OPS\T,
Q(ns) := (8F5) (ns ® ng) (5.17)
bzw. ausgedriickt mit Hilfe der Materialtangente der aktuellen Konfiguration
4 23
Q(n) = (I®TS+CT> (n®n). (5.18)

Aus der Bedingung (5.16) lassen sich die Normalenvektoren n mdglicher stehender sin-
guldrer Flachen und iiber (5.15) die jeweils zugehorigen Amplitudenvektoren €¢ bestim-
men. Die Lokalisierungsmodi bzw. deren Kinematik ist durch die Vektorpaare {n,&g}
vollstdndig bestimmt. Fiir den Fall, das in der Umgebung des untersuchten Zustands
Plastizitdt auftritt, sind zwei Félle zu unterscheiden. Wahrend im Falle der elastischen

4
Entlastung der elastische Tangentenmodul C, verwendet wird, wird im Falle der plasti-

4
schen Belastung der elasoplastische Tangentenmodul C,, verwendet. Abschlieend werden
die lokale Massen- und Impulsbilanz (2.46) auf der singulidren Fliche I' betrachtet, deren
Erfiillung sicherzustellen ist:

[0 (ks = %)) n =0,

! !

[[ps )Ics ®(Xs —Xr)—TS]] n — 0. 19
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Mit der Sprungfreiheit der Geschwindigkeiten (5.3) und der Dichte (5.11) ist die Massen-
bilanz (5.19); identisch erfiillt. Die Impulsbilanz (5.19.2) reduziert sich auf

[Tl n=0, bzw. [P°] ng=0. (5.20)

Da aus der Sprungfreiheit der Deformation die Sprungfreihet der Spannungen folgt und
der Deformationsgradient ebenfalls sprungfrei ist, ist auch die Impulsbilanz auf der Fléiche
identisch erfiillt. Die Beziehung (5.20) wird auch als ,,Kontinuitit des Spannungsvektors*
bezeichnet. Die Erfiillung der Bilanzen (5.19) auf der singuliren Fliche kann formal auch

dadurch begriindet werden, dafl die Geschwindigkeiten des Korpers >IcS und der Fliche

>IcF identisch sind. Dadurch werden jedoch a priori Ausbreitungsgeschwindigkeiten u°

ungleich null ausgeschlossen.

5.2.2 Poroser Korper

Bei der Untersuchung im Rahmen der TPM werden zuerst die Anteile der Bilanzgleichun-
gen auf der singuldren Fliche (2.46) betrachtet. Die Massenbilanz des inkompressiblen
Festkorpers lautet

|7 (ks —%r)] -n=0. (5.21)

Aus Gleichung (3.23) folgt entsprechend dem Vorgehen bei der Dichte des einphasigen
Problems (5.11) in Verbindung mit der Sprungfreiheit des Deformationsgradienten Fg, dafl
der Volumenanteil n° des Festkorpers sprungfrei ist. Zusammen mit der Sprungfreiheit der
Geschwindigkeiten xg (5.3) und xp ist die Bilanz (5.21) identisch erfiillt. Die Impulsbilanz
des Festkorperskeletts

[[ps xs ®(xg — xr ) — TS]] n=o (5.22)

ergibt durch entsprechendes Vorgehen mit der Aufspaltung des Spannungstensors (3.17)
und der Sprungfreihet des deformationsabhéngigen Anteils der Spannungen T% = 0 ein-
gesetzt

[p] =0. (5.23)

Dies stellt ein erstes wichtiges Ergebnis dar. Auch bei Existenz einer singuléren Fliche
bleibt der Porenfluiddruck sprungfrei. Die singuldre Fliche zweiter Ordnung beziiglich
der Bewegungsfunktionen stellt somit gleichzeitig eine singulire Fliche mindestens er-
ster Ordnung beziiglich des Porenfluiddrucks dar. Die entsprechenden Bilanzen fiir das

Porenfluid lauten
[[/)F(),(F_;(F)]] n = 0,

, / / (5.24)
[[pF XF®(XF—XF)—TF]] n =20.

Mit der Séttigungsbedingung (3.7) ergibt sich die Sprungfreiheit des Volumenanteils n?
des Fluids aus der Sprungfreiheit des Volumenanteils n° des Festkorpers (s. o.), d. h.
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[n"] = [»°] = 0. Im Falle eines inkompressiblen Fluids mit p"# = konst. folgt aus
(5.24); mit [ Xp ] = 0 umgehend

[xr]-n=0. (5.25)
Aus der Impulsbilanz (5.24), folgt mit (5.25)

[xr]=0 , [p]=0. (5.26)

Die Fluidgeschwindigkeit mufl somit ebenfalls sprungfrei sein und infolge dessen auch
die Sickergeschwindigkeit wp. Die Kompatibilitdtsbedingungen (2.29) und (2.31) kénnen
daher ebenfalls auf die Fluidbewegung angewandt werden. Im Falle eines kompressiblen
Fluids erhélt man statt (5.26),

[/ (p)] =0. (5.27)

Dies ist ebenfalls unter der Voraussetzung hinreichend stetiger Materialeigenschaften und
der Sprungfreiheit des Porenfluiddrucks erfiillt. Dies gilt speziell fiir die beiden hier ver-
wendeten Ansétze der materielle Dichte p™® des Porenfluids (3.21) und (3.46).

Die Impulsbilanz des Festkorperskeletts im Koérper B mit der Massenbilanz eingesetzt
(nF)24FR
LF

148t sich mit der Sattigungsbedingung (3.7), (3.23) und (5.12) umformen zu

p° xs —div (T% — nSpI) —p°b = —pgradn’ + Wp (5.28)

(TLF)2 ,YFR
kF

Durch Sprungbildung unter Beachtung der gegebenen Sprungfreiheiten, speziell der Ge-

nas p°ft xs —DivP% + nys grad p — nag p*fb = W (5.29)

schwindigkeiten ),(5, )IcF und )Icr und des Terms auf der rechten Seite, folgt
nys p°f [[525]] — [Div PE] + ngs [erad p] = 0. (5.30)

Aus dem Vergleich mit dem einphasigen Problem (5.13) erhélt man fiir das pordse Problem
die Form

4 23
[(I ® T + CT> (m®n) —nig p°F (u®)?| €g — nis [grad p] = 0. (5.31)

Es verbleibt die Aufgabe, den Sprung des Gradienten des Porenfluiddrucks zu bestimmen.

Da die vorliegende singulére Fliche mindestens erster Ordnung beziiglich des Drucks p
ist, miissen auch die entsprechenden Kompatibilitdtsbedingungen gelten:

[Gradsp] = &ms,

[Ps] = & u®.

Dies bedeutet jedoch nicht, da8 die Spriinge (5.32) auch wirklich existieren, d. h. daf§ die
Amplitude &, ungleich null ist. Lediglich ihre Form ist fiir den Fall, daf} sie existieren,
festgelegt. Mit (5.31) und (5.32) verbleibt die Aufgabe, die Amplitude &, zu bestimmen.

(5.32)
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Die Impulsbilanz des Fluids mit dessen Massenbilanz in der Formulierung (3.27) eingesetzt
fithrt durch analoges Vorgehen auf

[grad p] + o [xp ] =0 (5.33)
und mit dem Sprung der Fluidbeschleunigung eingesetzt auf
[grad p] = —p™' " ul”’ €. (5.34)

Als niichstes wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit u” bzgl. des Fluids durch das Pendant
u® bzgl. des Festkorpers und der Amplitudenvektor &, des Fluids durch den Amplitu-
denvektor €4 des Festkorpers ausgedriickt. Fiir u” ergibt sich mit den Definitionen der
Ausbreitungsgeschwindigkeit (2.1) und der Sichergeschwindigkeit (3.4)

uf’ = (}ICF—}I(F) ‘n = ()ICF—)ICS—i—),cS—)IcF) n=u’—wp-n. (5.35)
Aus dem Vergleich der Impulsbilanz des Fluids in der Form (5.34) mit der Kompati-

bilitdatsbedingung fiir den Sprung des Gradienten des Porenfluiddrucks (5.32); kann die
Amplitude &, direkt bestimmt werden:

&=—p""u" g, . (5.36)

Es geniigt daher, einen Zusammenhang zwischen den beiden volumetrischen Anteilen der
Spriinge €z -n und &g -n herzustellen. Fiir den Fall eines kompressiblen Porenfluids erhilt
man aus der Massenbilanz der Mischung (3.25)

B div xg +n’ (p" Y4t pE divwp+n® wp-grad pf 4 pf B wp-gradn® = 0. (5.37)

Die Spriinge von beispielsweise div >IcS und grad n” lassen sich dabei direkt durch den
Sprung des Festkorpers {€g,n} ausdriicken. Der Sprung von div X ergibt sich zu

[[div }lcs]] - [[grad is]] 1= —u€g-n (5.38)

und der Sprung von grad nf" fiir gradnjs = 0 zu

|[grad nF]I = — [[grad ns]] = —ngs [[grad det _1F5]]

s (5.39)

n ~
= ﬁ [erad Fg] F5 ' =n®(€5-n)n.

Die Spriinge weiterer abgeleiteter Groflen sind im Anhang B.2 zusammengefaf3t. Durch
den Zusammenhang p''® = p'"E(p) kénnen mit Hilfe der Kettenregel die Ableitungen der
materiellen Dichte des Fluids durch die Ableitungen des Porenfluiddrucks ersetzt werden:
apFR FR

/

dp

( FR)/ _ Py grad pFR — 8—p grad p. (5.40)

S — 8])
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Sprungbildung von (5.37) und Einsetzen der Beziehungen (5.38), (5.39), (5.40), (5.32) und
(5.36) liefert schlieBlich das gewiinschte Resultat
n® 1
Spn=§n 5 L0
v —— =1
dp

(5.41)

Im Nenner wurde bewuft die Ausbreitungsgeschwindigkeit uf der Fliche bzgl. des Fluids
beibehalten. Man erkennt dadurch, daf es fiir die Umformungen, die auf (5.41) fiihren,
notig ist, dal der Nenner ungleich null ist. Dies ist mit der Voraussetzung einer Unter-
schallstromung (5.7) erfiillt. Fiir im Verhéltnis sehr kleine Sickergeschwindigkeiten (5.8)
wird der Nenner zu —1. Fiir den Fall des inkompressiblen Porenfluids kann die Massenbi-
lanz der Mischung in der Form (3.59)

div >Ics +wp - grad nf + nf'div wp =0 (5.42)

verwendet werden. Einsetzen der Spriinge liefert umgehend den Gleichung (5.41) entspre-

chenden Ausdruck

nS

EF-n:—fs-nn—F. (5.43)
Das Problem der Schallgeschwindigkeit tritt hier nicht auf, da sémtliche Konstituierenden
inkompressibel sind. Einsetzen der Gleichungen (5.32), (5.35), (5.36) und (5.43) oder
(5.41), je nachdem ob inkompressibles oder kompressibles Porenfluid, in (5.31) liefert das
Eigenwertproblem fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeiten 45 bzgl. der Festkérpermatrix
und die Amplitudenvektoren &g in der gleichen Form wie beim einphasigen Problem (5.15).
Fiir das kompressible Porenfluid erhélt man beispielsweise

(US — Wp - 1’1)2

FR
(us —wp- n)zap

<I®TS+C412T3+nS e’
E 0s P nF

2
)(n®n)_nossPFRUS ] £s=0.
—1

dp
(5.44)
Fiir den hier interessierenden Fall der stehenden Beschleunigungswelle mit u® = 0 und
uf = wp - n folgen schlieflich die Akkustiktensoren Poréser Medien mit kompressiblem
Porenfluid Q,, und inkompressiblem Porenfluid Q,;:
r 4 23 S . 2.5 FR 23
Q. = [lerf+CT+ wr n)angﬁff (I®I)T} (n®n)
- wp - n)? -1
(wr-n) =55 (5.45)
[ s &F s 1 2 Gl

Die Auswertung erfolgt wie beim einphasigen Problem. Bei Betrachtung geschlossenpori-
gen Materials, in der Literatur auch als ,lokal undrainiert® bezeichnet, vgl. Runesson et.
al. [77] und Larsson & Larsson [56], ist w1 gleich null und die beiden Akkustiktensoren
identisch mit der Form des einphasigen Problems (5.18).
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Anmerkung: Fiir den Fall einer bzgl. des Festkorperskeletts stehenden Welle wird u/
7zu Wg - n. Mit im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit vernachlissigbarer Sickergeschwin-
digkeiten (5.8) sind die Gleichungen fiir kompressibles (5.41) und inkompressibles (5.43)
Porenfluid identisch und in Folge dessen auch die beiden Akkustiktensoren (5.45).

Anmerkung: Aus der Impulsbilanz des Fluids in der Form (5.33) bzw. (5.34) folgt in
Verbindung mit den Kompatibilitidtsbedingungen (5.32) des Porenfluiddrucks umgehend,
dafl der Amplitudenvektor €, des Porenfluids parallel zum Normalenvektor n der Fliche
[ ist, vgl. (5.36):

n==¢. (5.46)

Die Lokalisierung bzgl. des Fluids beschrinkt sich somit auf einen rein volumetrischen
Sprung. Der Grund liegt darin, dafl die Viskositéit des Porenfluids ausschliefSlich iiber den
Impulsaustausch mit dem Festkorperskelett modelliert ist. Speziell bei der Untersuchung
von Scherbéndern bei Reibungsmaterialien, die sowohl dilatante als auch kontraktante
Volumendehnung aufweisen koénnen, spielt die daraus resultierende volumetrische Kopp-
lung eine entscheidende Rolle beziiglich des Verhaltens. Eine ausfiihrliche Diskussion der
Zusammenhénge erfolgt im Rahmen der Beispiele in Kapitel 7.4.

5.3 2. Fall: Singulare Fliche 1. Ordnung bzgl. )lca

Der betrachtete homogene Korper sei zum Zeitpunkt ¢ = ¢, homogen deformiert. Samtli-
che Bilanzgleichungen seien erfiillt. Ziel der Untersuchung ist es, ob ein (quasistatisches)
Deformationsinkrement A F, iiber eine Flache I' diskontinuierlich sein kann d. h. der

Sprung des Deformationsinkrements ungleich null. Das Deformationsinkrement wird da-
bei durch

AF, = (F,) At (5.47)

identifiziert. Im Falle des einphasigen Problems kann anstatt der Zeit auch ein beliebi-
ger anderer Pfadparameter verwendet werden, sofern die Betrachtungen auf das stati-
sche Problem beschréinkt bleiben. Da die Bilanzen des pordsen Problems jedoch explizite
Zeitabhéngigkeiten in Form von Geschwindigkeiten aufweisen und die Fliche annahme-
gemifl materiell beziiglich des Festkorpers ist, erweist es sich als vorteilhaft, die mit dessen
Bewegung gebildete materielle Zeitableitung zu verwenden.

Da die Bewegungsfunktionen kontinuierlich bleiben, der materielle Geschwindigkeitsgra-
dient (F,)%s aber geméf (5.47) sprungbehaftet ist, 1afit sich das Problem mit einer sin-

guldren Fliche erster Ordnung beziiglich der Geschwindigkeitsfelder },ca identifizieren. Es
gelten die entsprechenden Kompatibilitdtsbedingungen fiir die Spriinge, siehe Tabelle 2.2.
Als Lokalisierungskriterium wird nun gefordert, da§ nicht nur die Bilanzen (2.46) auf
der Fliche T erfiillt sind, sondern auch deren erste Ableitungen (vgl. Nacar et. al. [68],
Khen et. al. [48], Neilsen & Schreyer [70]), d. h. die durch Taylor-Reihenentwicklung
linearisierte Form, mit Abbruch nach dem linearen Glied.



98 5.3 2. FALL: SINGULARE FLACHE 1. ORDNUNG BZGL. )’(a

Anmerkung: Es sei nochmals darauf hingewiesen, daf3 die folgenden Betrachtungen in

Verbindung mit einer singulédren Fléche erster Ordnung bzgl. )lca nur fiir den Beginn der Lo-
kalisierung gelten. Sollte ein diskontinuierliches Deformationsinkrement A F,, tatséchlich
aufgetreten sein, ist der gesamte Deformationsgradient sprungbehaftet und die folgenden
Betrachtungen nicht mehr anwendbar, vgl. Kapitel 5.1 und Abbildung 5.1.

5.3.1 Einphasiger Korper

Da annahmegeméfl simtlich Bilanzgleichungen erfiillt sind, gilt auch speziell
[P°] as=0. (5.48)
Taylorreihenentwicklung und Abbruch nach dem linearen Glied ergibt
[P5 + AP®] ng, + [P§] (s, + Afig) = 0. (5.49)

Der Index (...)o kennzeichnet den Zeitpunkt ¢ = t5. Da der Normalenvektor fig materiell
beziiglich des Festkorpers ist, bleibt dessen Richtung in der Referenzkonfiguration kon-
stant. Lediglich seine Linge kann sich dndern. Daher gilt (ng, + Ang) = ang,, und die
linearisierte Form der Impulsbilanz 148t sich durch einsetzen von (5.48) vereinfachen:

[AP®] ng, = 0. (5.50)

Einsetzen des Ansatzes fiir das Deformationsinkrement A Fg (5.47) und des Sprungs von
(Fs)% (5.1) fiihrt schlieBlich auf das gleiche Kriterium wie bei der stehenden Beschleuni-
gungswelle ((5.15) mit u® = 0):

oP°
OFg

(ms ®ng) g =0. (5.51)

Anmerkung: In der Literatur wird, motiviert durch die physikalische Anschauung, das
Kriterium der stehenden Beschleunigungswelle auf das dynamische Problem angewandt,
wéhrend eine instantan auftretende Diskontinuitit der Deformationsgeschwindigkeiten
entsprechend im statischen bzw. quasistatischen Fall eingesetzt wird. Formal kann das
Kriterium der singulédren Fliche zweiter Ordnung beziiglich der Bewegungsfunktion eben-
falls auf das statische bzw. quasistatische Problem und umgekehrt das Kriterium der
singuldren Fliche erster Ordnung beziiglich der Geschwindigkeiten auf das dynamische
Problem angewandt werden. Der erste Fall kann leicht durch Streichen der Beschleuni-
gungsterme in (5.13) bzw. des entsprechenden Anteils in (5.15) verifiziert werden. Da kei-
ne Beschleunigungsterme in der Impulsbilanz auf der Fliche enthalten sind, (2.46) bzw.
(5.19)5, erhdlt man bei Anwendung der Kriteriums in Verbindung mit der singuléren

Flédche erster Ordnung bzgl. )lca im dynamischen Fall ebenfalls den Akkustiktensor (5.17).
Dies gilt fiir pordse Medien fiir den Fall der singuléren Fliche zweiter Ordnung bzgl. x,,
ebenfalls. Der umgekehrte Fall bedarf einiger Einschrinkungen, die im folgenden disku-
tiert werden.
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5.3.2 Poroser Korper

Entsprechend obigen Ausfiihrungen werden die inkrementellen Groflen mit der materiellen
Zeitableitung der Festkorpermatrix gebildet:

A()=(0) At (5.52)

Da die Fliche I annahmegemif die gleiche Geschwindigkeit (vgl.(5.5) ) wie das Festkorper-
skelett besitzt, kann dessen Impulsbilanz reduziert werden:

[P? —ngspFL '] Bs =0. (5.53)
Linearisierung tum Zeitpunkt ¢ = ¢, und Einsetzen von (5.53) ergibt

oP;, , , o
9F. [[(FS)S]] s — ngs P [[(Fjsll)s]] fis — njg FL ' [ps] As =0. (5.54)

Der Ubersichtlichkeit wegen wird auf die Indizierung mit ¢ = t, verzichtet. Aus dem
Vergleich mit der Formulierung des einphasigen Problems (5.50) 148t sich die Form

23

4 23
{I ® Ty +CT + ngsp(I ® I)T} (n®n)mg —ngs [ps] n=0 (5.55)

gewinnen. Wihrend beim Kriterium der singuldren Fliche zweiter Ordnung beziiglich
X der Sprung des Gradienten des Porenfluiddrucks bestimmt werden muflte, verbleibt
nun die Aufgabe, den Sprung dessen zeitlicher Anderung zu bestimmen. Hierzu muf
wieder zwischen kompressiblem und inkompressiblem Porenfluid unterschieden werden.
Die Impulsbilanz fiir das kompressible Fluid kann unter Verwendung seiner Massenbilanz
auf der Fliache umgeformt werden zu

anFRwF-n[[;cF]]nL[anI]In:O. (5.56)

Linearisierung liefert
!
(nF p'E wF-n)S [xp ]+ (nF p"E wF-n) [ (xp)s ]+ [(n™)s] pn+n” [ps] n=0. (5.57)

Die Sprungfreiheit des Porenfluiddrucks selbst folgt wieder aus den entsprechenden Be-
trachtungen wie bei der Untersuchung des Problems der singuldren Fliche zweiter Ord-
nung bzgl. der Bewegungsfunktionen. Zusammen mit der Sprungfreiheit der Geschwin-
digkeiten, die direkt aus der Definition der siguliren Fliche erster Ordnung bzgl. der
Geschwindigkeiten folgt, und den Spriingen (Anhang B.1) eingesetzt, kann nach der Ge-
schwindigkeit des Porenfluiddrucks aufgelost werden
2 n
[ps] = p" ¥ mp -n (wr - n) — —Fms-np. (5.58)

Das gleiche Vorgehen liefert fiir die Massenbilanz des Fluids (5.24); auf der Fléche

FR S
p n ) (5.59)
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und mit (5.58) schlieBlich den Sprung von pY in Abhéngigkeit von mg und n:

n® p—pF (WF ' n)2
[Ps] = _n_FmS'nl 9 prF

Op
Im Nenner tritt dabei wieder die Machzahl auf. Die Sickergeschwindigkeit durch die Fléche
muf} daher ungleich der Schallgeschwindigkeit des Porenfluids sein (5.7). Im Falle des
inkompressiblen Porenfluids lautet der entsprechende Ausdruck fiir den Sprung der Ge-

schwindigkeit des Porenfluiddrucks:

(5.60)

(wrn)”

[ps] = —S mg - n (pFR (wr-n)’ — p) . (5.61)

Alternativ kann dieser Ausdruck aus dem Pendant fiir das kompressible Porenfluid (5.60)
gewonnen werden, indem 9 p™ /3 p zu null gesetzt wird. Der gleiche Ausdruck ergibt sich
ebenfalls, wenn die Annahme vergleichsweise sehr kleiner Sickergeschwindigkeiten (5.8) in
(5.60) eingesetzt wird.

Durch Einsetzen der beiden Ausdriicke (5.60) bzw. (5.61) in die Impulsbilanz des Festkor-
perskeletts (5.55) erhélt man schlieBlich die beiden Akkustiktensoren fiir eine singulére
Fléche erster Ordnung bei Betrachtung eines kompressiblen Porenfluids Q. bzw. eines
inkompressiblen Porenfluids Q,;:

r 4 23 S p— pFR (wp-n)’ 23
Q. = I®T%+CT+”gSZ_F z 8ppFR( rn) (I®I)T] (n®n)
2
L 1_ .
2p (Wi n) (5.62)
[ Y FR 2 7
Q = I®7mp+C +”osn_p(p_P (WF'n)>(I®I) (n®n)

Anmerkung: Da der Sprung von xp gleich null ist, folgt aus (5.57) ebenfalls, da} der
Amplitudenvektor mp des Fluids normal zur singulidren Fliche I' orientiert ist:

[n"s] p+n" [p]
n? pFE (wp - n)?

mp = (5.63)
Die Lokalisierung des Porenfluids stellt somit auch im Falle der singuldren Fliche er-
ster Ordnung bzgl. },ca eine reine Volumendeformation dar. In diesem Zusammenhang sei
nochmals auf die Diskussion des Einflusses der Modellierung des Porenfluids, speziell der
Mischphase, auf die Lokalisierung der Mischung und des Festkorperskeletts im Rahmen
der Beispiele in Kapitel 7.4 verwiesen.

Bei der Umformung von (5.57) nach (5.58) wurde die Annahme des quasistatischen Pro-

blems benétigt. Fiir den Sprung der Ableitung der Fluidgeschwindigkeit >IcF, gebildet mit
der Bewegung des Festkorperskeletts ¢,

(;CF)% =xp — Xs —grad (Xp) Wp , (5.64)
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folgt unter Vernachlédssigung der Beschleunigungsterme mit dem Sprung des Geschwin-
digkeitsgradienten (5.1) des Fluids eingesetzt

[[(;’cp)g]] — —mp (wr-n). (5.65)

Aus dem Vergleich mit der Kompatibilitdtsbedingung (2.26)

/ /

[[&F)ls]] = [[grad (>,<F) (xg — Xr)]] (5.66)

folgt, da3 die Fliche sich bzgl. des Fluids mit dessen Geschwindigkeit ausbreitet:

Wpr :},{F — }ICS . (567)
Dies entspricht einem ,,Auftrennen®“ der Flache in zwei Flichen und erscheint nicht kon-
form mit der Annahme einer einzigen, gemeinsamen singulédren Fliche. Das Kriterium ist
somit nicht mehr anwendbar, wenn der zugrunde liegende Lokalisierungsmodus einsetzt.
Dies entspricht aber lediglich der Feststellung, die bereits zu Beginn des Kapitels getroffen
wurde.

Es besteht alternativ die M6glichkeit, die Beschleunigungsterme nicht zu vernachléssigen.
Der Sprung der mit der Bewegung des Festkorpers gebildeten Ableitung der Fluidge-
schwindigkeit ist dann gleich null, vgl. (5.66):

| r)] =o0. (5.68)

Aus der linearisierten Form der Massenbilanz des Fluids (5.24); folgt umgehend bei An-
nahme eines inkompressiblen Fluids, dafl der Sprung des Festkorpers keinen volumetri-
schen Anteil haben darf:

mg-n=0. (5.69)

Dies 1483t sich physikalisch dahingehend interpretieren, dafl im Falle eines instantan auftre-
tenden, volumendndernden Deformationsinkrements des Festkorpers das inkompressible
Fluid eine unendlich grofle Beschleunigung erfahren wiirde. Fiir ein kompressibles Fluid
ergibt sich in Verbindung mit der linearisierten Form der Impulsbilanz

pFR
nmg-n [ ——— | =0. (5.70)
pde_ 4
dp

Um einen volumetrischen Anteil des Sprungs des Festkorpers erhalten zu konnen, muf

FR FR

_9r (5.71)
p dp
gelten. Dies ist jedoch nur fiir ideales Gas (3.21) der Fall. Die Beziehungen (5.69) und
(5.71) stellen insoweit eine zu starke Einschrankung der moglichen Lokalisierungsmodi dar,
als dafl Reibungsmaterialien im Falle der Lokalisierung i. a. ausgeprigte Volumendeforma-
tionen zeigen, vgl. Kapitel 7 und Desrues et. al. [14]. Die entsprechenden Untersuchungen
werden daher nicht weiter verfolgt.

p
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Abschlielende Bemerkungen

Es wurde festgestellt, dafl der Porenfluiddruck sprungfrei bleibt. Im Falle der Flache zwei-
ter Ordnung konnten die Spriinge (5.32) bestimmt werden. Da die Amplitude &, des
Sprungs i. a. ungleich null ist (5.36), liegt eine Fléche erster Ordnung beziiglich des Drucks

vor. Im Falle der singuldren Fliche erster Ordnung bzgl ),ca wurde lediglich der Sprung von
Py bestimmt. Es bleibt somit offen, ob es sich um eine Fliche erster Ordnung beziiglich p
oder eine Fliache nullter Ordnung beziiglich ps handelt.

Uber die Diskontinuitiitseigenschaften des Porenfluiddrucks p darf jedoch nicht a priori
verfiigt werden. Beziiglich des Porenfluids konnte lediglich der volumetrische Anteil des
Sprungs bestimmt werden. Im Falle geschlossener Poren bleibt der Sprung sogar vollkom-
men unbestimmt (5.36, 5.60, 5.61), was sich jedoch nicht auf die Lokalisierungsanalyse
auswirkt.

Der Sprung des Porenfluids besitzt in beiden betrachteten Fillen die Form an ® n, vgl.
(5.46), (5.63) und somit einen reinen Volumensprung, da die Extraspannungen des Poren-
fluids a prior: vernachléssigt wurden. Dies spiegelt sich auch am Einflufl des Porenfluids
auf die Lokalisierung der gesamten Mischung wider, vgl. Kapitel 7.4. Es sei in diesem Zu-
sammenhang nochmals darauf hingewiesen, dafl die Spriinge des Porenfluiddrucks p und
der beiden Konstituierenden ¢° und ¢’ nicht unabhiingig voneinander sind. Ein Sprung
bzw. Lokalisierung des Festkorpers tritt i. a. immer in Verbindung mit der Lokalisierung
des Drucks und des Fluids auf.

Wiéhrend das Kriterium der singuléren Fliche zweiter Ordnung beziiglich der Bewegungs-
funktionen x,, sowohl auf das dynamische wie auf das quasistatische Problem angewandt
werden kann, ist der Fall der singuliren Fliche erster Ordnung bzgl. der Geschwindigkei-

ten ),ca in der hier betrachteten Form auf das quasistatische Problem beschrankt.



Kapitel 6

Numerische Umsetzung

Zur numerischen Losung von Anfangsrandwertproblemen der in Kapitel 3 beschriebenen
Modellvarianten miissen die entsprechenden Gleichungssysteme sowohl beziiglich des Orts
als auch der Zeit diskretisiert werden. Fiir die Ortsdiskretisierung wird die Methode der
Finiten Elemente (FEM) verwendet. Die Diskretisierung beziiglich der Zeit erfolgt durch
geeignete Zeitintegrationsverfahren.

In Kapitel 6.1 werden zunéchst als Voraussetzung fiir die Anwendung der Methode der
Finiten Elemente die Bilanzgleichungen in die schwache Form iiberfiihrt. In Kapitel 6.2
folgt deren Linearisierung, die in enger Verbindung mit der Linearisierung des diskre-
ten Gleichungssystems steht und fiir dessen effektive Losung mit dem Newton-Verfahren
bendtigt wird. Das diskrete Gleichungssystem ergibt sich aus der im Anschlufi beschrie-
benen Orts- und Zeitdiskretisierung. Fiir die FE-Diskretisierung im quasistatischen Fall
werden quadratische Ansétze fiir die Verschiebungen ug und lineare Ansétze fiir den Po-
renfluiddruck p verwendet. Im dynamischen Fall werden zusétzlich lineare Ansétze fiir die
Sickergeschwindigkeit wr und quadratische Ansétze fiir die Festkorpergeschwindigkeit v
benétigt. Die Zeitdiskretisierung wird mittels diagonalimpliziter Runge- Kutta-Verfahren
durchgefiihrt, vgl. Diebels et. al. [18] und Ellsiepen [31]. Im letzten Abschnitt wird die bis
dahin ausgesparte Spannungsberechnung fiir das in Kapitel 4 vorgestellte elastoplastische
Materialmodell behandelt. Dabei wird speziell auf dessen konsistente Zeitdiskretisierung
und Linearisierung eingegangen.

Beziiglich der Methode der Finiten Elemente werden lediglich die zur Darstellung benétig-
ten Grundlagen kurz behandelt. Eine umfassende Darstellung der FEM findet sich u. a.
bei Bathe [4], Zienkiewicz & Taylor [99, 100], Schwarz [80] und speziell beziiglich der
Anwendung auf die Theorie Porgser Medien bei Ellsiepen [31].

6.1 Schwache Form der Bilanzgleichungen

Die schwachen Formen der Bilanzgleichungen folgen durch Multiplikation mit unabhéngi-
gen Testfunktionen und anschlieender Integration iiber den Kérper B und dessen Rand
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0 B. Zuerst wird das quasistatische, hybride Modell betrachtet. Fiir die Massenbilanz
des Fluids erhélt man mit der Testfunktion dp (virtuelles Druckfeld) fiir das Modell mit
kompressiblem Porenfluid

/pFRdiv(us)'Sépdv—ir/nF (pFR)lsépdv+/div (n" p"Fwp)dpdv=0. (6.1
B B B

Umformung unter Verwendung des Divergenztheorems und des Gaufsschen Integralsatzes
liefert

/pFRdiv (us) 5pdv+/nF (p") s opdu
B B

—/anFRwF-grad5pdv:—/ n' p"Bwp -ndépda.
B oB

(6.2)

Durch Auflésen der Impulsbilanz des Fluids (3.34) kann die Sickergeschwindigkeit wp
aus den Feldgleichungen eliminiert werden. Eingesetzt in die Massenbilanz erhélt man
mit (5.40)

FRd- ,6 d FapFR rsnd
pdiv (us)gopdv+ [ n o, P)sopdv
B B

kF
+/H (gradp — pFRb) -grad opdv = —/pFRnFWF -ndpda.
B oB
(6.3)
Die Impulsbilanz der Mischung wird mit der Testfunktion dug gewichtet, die als virtuelles
Verschiebungsfeld aufgefaflit werden kann:

/div (T“?E—p1> -5usdv+/(nSpSR+anFR)b-5u5dv:0. (6.4)
B B

Anwendung des Divergenztheorems und des Gaufischen Integralsatzes liefert mit dem
Randspannungsvektor der Mischung t =t + t = (T}, —n*pI)n — (" pI)n

/(T%—pl) ‘grad(5us)dv—/(nSpSR—i-anFR)b-(Sude:/t-éugda. (6.5)
B B OB

Alternativ kann auch die Impulsbilanz des Festkorpers verwendet werden. Dies fiihrt je-
doch zu dem Problem, daf} die duflere Last, reprisentiert durch den Randspannungsvektor
t, der auf beide Konstituierende gemeinsam einwirkt, im Rahmen der Berechnung von
Randwertproblemen auf die einzelnen Konstituierenden aufzuteilen wiére.

Mit den Gleichungen (6.3) und (6.5) liegt die fertige Verschiebungs-Druck-Formulierung
der beschreibenden Gleichungen des gekoppelten Mehrfeldproblems fiir den Fall des hybri-
den, quasistatischen Modells vor. Die zuvor eliminierte Sickergeschwindigkeit kann {iber
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die Beziehung (3.34) in einer Nachlaufrechnung aus dem Gradienten des Porenfluiddrucks
bestimmt werden. Fiir den Fall des inkompressiblen Fluids ergibt sich die entsprechende
Verschiebungs-Druck-Formulierung zu

kF
/div (us)’sapdw/ﬁ (gradp — p"™D) - grad dpdv = —/anF-népdaa

B B o8
/(T%—pl) -grad(éug)dv—/(nSpSR—l—anFR)b-éude = /t-éugda.
B B o8
(6.6)
Anmerkung: Fiir den Fall, dafl nicht der Massenstrom ¢ = n’ pffwp - n sondern

die Sickergeschwindigkeit selbst auf dem Rand vorgegeben werden soll, darf sie nicht
mehr aus den Feldgleichungen eliminiert werden. Die Impulsbilanz des Fluids ist dann
ebenfalls in die schwache Form zu iiberfiihren, vgl. Eipper [30]. Es werden dann z. B.
im zweidimensionalen Fall statt drei Feldfunktionen {ug,,ug,,p} fiinf Feldfunktionen

{use, Usy, Wiz, Wry, p} bendtigt.

Im dynamischen Fall kann die Impulsbilanz des Fluids (3.28), die fiir alle Modellvarianten
identisch ist (vgl. Kapitel 2), nicht mehr nach der Sickergeschwindigkeit w5 aufgelost wer-
den. Sie muf} daher ebenfalls in die schwache Form {iberfiihrt werden. Um die Ordnung des
entstehenden Differentialgleichungssystems beziiglich der Zeit zu reduzieren, wird zusétz-
lich die Festkorpergeschwindigkeiten vg als unabhéingige Feldvariable eingefiihrt (Diebels
[17]). Das System ist dann um die Verschiebungs-Geschwindigkeitsrelation

/

Vg = (uS)S (67)

zu erganzen, die in der starken Form beibehalten und im Rahmen der Implementierung
erfiillt wird. Die Anzahl der Feldfunktionen steigt dadurch im zweidimensionalen Fall auf
sieben an. Die Bilanzgleichungen werden analog dem Vorgehen im quasistatischen Fall
in die schwache Form iiberfiihrt. Das resultierende System ist fiir den Fall des hybriden
Modells (kompressibles Fluid oder Mischphase) in Tabelle 6.1 zusammengefaft.

Zur Beschreibung des inkompressiblen Modells geniigt es, die Massenbilanz der Mischung
in Tabelle 6.1 gegen

/ pF R div (vg) dpdv — / n™ p"Ewp - grad (6p) dv =0 (6.8)
B B

auszutauschen.

6.2 Linearisierung

Als Vorbereitung fiir die Anwendung des Newton-Verfahrens zur Losung der diskreten,
i. a. nichtlinearen Gleichungssysteme, die im Rahmen der FE-Implementierung entste-
hen, werden die schwachen Formen der Bilanzgleichungen linearisiert. Die Darstellung
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Massenbilanz Mischung:

o FR
/pFRdiV(VS) 5pdv+/nF gp p'Sépdv—/anFRwF-grad(ép)dv
B B B

:—/anFRwF-n6pda
OB

Impulsbilanz Fluid:

TLF ,YFR

kF

/ 'R [b— (vs + wr)s — grad (v5+wF) SWp — WF] dwp dv

B
+/pdiv(5wF)dv:/p6wF-nda

B aB
Impulsbilanz Mischung:

/ (T% - pI) -grad (dug) dv — / (n® p°F + 0 p") (b — (vg)§) - dugdv
B B

—|—/ nt" pf'R <(WF)'S — grad (VS + WF) WF) -dugdv = /t -dug da
B B

Tabelle 6.1: Schwache Formulierung der Bilanzgleichungen fiir den dynami-
schen Fall: Hybrides Modell

dieses Abschnitts orientiert sich an den Arbeiten von Wriggers [97] und speziell beziiglich
poroser Medien an Eipper [30].

Die Linearisierung wird dabei in konsistenter Weise durchgefiihrt, d. h. alle Gleichungen
werden vollstindig beziiglich aller Unbekannten bis zur gleichen Ordnung abgeleitet. Bei
schwach gekoppelten Problemen kénnen alternativ sogenannte , staggered -Algorithmen
eingesetzt werden, bei denen abwechselnd ein Teil des Ldsungsvektors konstant gehal-
ten und der andere Teil aus den korrespondierenden Gleichungen bestimmt wird. Da die
vorliegenden Gleichungen ein stark gekoppeltes Problem darstellen, werden die Bilanz-
gleichungen mit Hilfe des Newton-Verfahrens komplett gelost und daher beziiglich aller
Feldvariablen vollstindig linearisiert.

Kern der Linearisierung ist die Richtungsableitung,

d
Finly) = F(?Jo)"‘d_g F(y+¢Ay)

= F(y,) + DF(y) - Ay,

e=0 (69)

auch als Gateauz-Differential bezeichnet, mit dem Vektor der Unbekannten y. Dabei stelle
Yy, den Zustand dar, beziiglich dem linearisiert wird. Wird beispielsweise beziiglich der
Verschiebungen ug linearisiert, stellt y, die aktuelle Konfiguration dar. Die Linearisierung
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entspricht dabei der Bildung eines Tangentenfelds an die Momentankonfiguration von ¢°.
Mit y = Xg, also durch Linearisierung beziiglich der Referenzkonfiguration, ergeben sich
die Gleichungen der infinitesimalen Theorie.

Fiir die Richtungsableitung des Deformationsgradienten Gradg(ug) erhilt man aus der
Definition (6.9)

d
DU(FS) . Aus = d_€ Grads(llsg + €Au5)

= Gradg(A ug).

£=0 (6.10)

Der Index D, des Frechet-Differentials kennzeichnet die Grofle, beziiglich der der Opera-
tor angewendet wird. Da die Richtungsableitung einen linearen Operator darstellt, kénnen
die {iblichen Rechenregeln der Differentialrechnung angewendet werden. Fiir das Gateauz-
Differential der Determinante det Fg des Deformationsgradienten des Festkorpers, das
u. a. fiir die Linearisierung der Volumenanteile benétigt wird, ergibt sich unter Verwen-
dung der Kettenregel

F
Du (det Fs) . Aus = (% . DUFS> . AUS
s (6.11)
= dethdiVAlls.

Die geometrische Linearisierung der rdumlichen Differentialoperatoren folgt direkt aus
deren Transportverhalten (vgl. Anhang Al). Fiir den Gradienten folgt

D,grad(...)-us = D, (Gradg(. ) Fgl) - Aug

(6.12)
= —grad (...) grad Aug
unter Verwendung der Richtungsableitung des inversen Deformationsgradienten
D, (F;l) - Aug = —F' grad Aug . (6.13)

Fiir das weitere Vorgehen, das am Beispiel des hybriden, quasistatischen Modells durch-
gefiihrt wird, werden die schwachen Formen der Bilanzgleichungen zur iibersichtlicheren
und kompakteren Darstellung im Funktionsvektor G = { g1, g»} zusammengefaft:

g = /(T?E—pI)-gradéusdv
B

— / (TLS pSR + TLF pFR) b- 5115 dv (614)
B

— /t-&ugda,

OB
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L FR 71: ! F 8pFR !
g = [ (p"div(ug)s+n o Ps) opdv
B
kp FR
+ b (gradp — p"b) - grad dp dv (6.15)

+ / n' p"fwp -népda.
oB
Der korrespondierende Vektor der Feldvariablen y setzt sich entsprechend aus ug und p
zusammen: y := {ug, p}. Da die Festkorpergeschwindigkeit lediglich im dynamischen Fall
als unabhéngige Feldvariable eingefiihrt wird und im quasistatischen Fall {iber die Zeit-
diskretisierung an die Verschiebungsfreiheitsgrade gekniipft ist, wird im quasistatischen
Fall (ug)y anstatt vg verwendet. Die vollsténdig linearisierte Form von G lautet

mit A A
Dygi-Aus  Dygi- p)
D,G Ay = P :
v Y < D, go - Aug D, go - Ap
(6.17)
Dy, g1+ A(us)s Dy, g1 - Aps
D, G-Avy. = Ug Ps S
vs vs < Dy g2 - Alus)s Dy ga - Aps
und Gy = G(y,). Die inkrementellen Grofien Ay = {Aug, Ap} stellen im Rahmen des
Newton-Verfahrens die Inkremente der Losung pro Iteration dar. Die Linearisierung (6.17)
erfolgt bei festgehaltener Zeit ¢t = t;, = konst. .

Die Linearisierung des Extraspannungsterms in (6.14) beziiglich der Verschiebungen ug
verlduft analog dem einphasigen Fall und kann der Literatur entnommen werden ( Wriggers
[97], Eipper [30]), wobei zu beachten ist, dal auch das infinitesimale Volumenelement dv
der aktuellen Konfiguration einen Beitrag zur Tangente leistet:

Du [T% . grad 51].5' dU:| - AU_S —
(6.18)

s
[ C 2det Fgq (grad Aug + grad " Aug) + grad Aug T} | - grad dug dv.

Anmerkung: Im Rahmen der spéter folgenden Zeitdiskretisierung ist der Tangenten-

modul é des elastoplastischen Materialgesetzes unter Beachtung des Integrationsalgo-
rithmus durch sein diskretes Pendant zu ersetzen. In diesem Zusammenhang wird der von
Simo & Taylor [83] geprigte Begriff des , konsistenten® Tangentenmoduls verwendet. Die
Tangente wird dabei unter Beachtung des Integrationsalgorithmus gebildet, der fiir das
lokale elastoplastische Problem eingesetzt wird, vgl. Kapitel 6.5.

Die geometrische Linearisierung des Druckterms in (6.14) liefert unter Verwendung von
(6.11) und (6.12)

D, [ — pgrad dug dv] -Aug = p[grad TAug — divAugI| - grad dugdv. (6.19)
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Zur Linearisierung des Volumenkraftanteils in g; aus (6.14) ist es zweckméBig, den Anteil
mit Hilfe von (1.32), (3.23) und (3.7) auf der Referenzkonfiguration des Festkorperskeletts
darzustellen:

- /( c)de = —/ [noss p°F + (det Fs — ngy) pFR]b -ougdV . (6.20)

B Bo

Dabei kennzeichnet By das Gebiet des Korpers in der Referenzkonfiguration. Man erkennt,
daf} lediglich ein Term deformationsabhéngig ist und erhélt fiir dessen Linearisierung

D, [(ns oo’ 4+ nf pFR)b -dug dv] -Aug = p"b - Jug div Augdv. (6.21)

Unter der Voraussetzung deformationsunabhéngiger Oberflichenkriifte t liefert das Ober-
flichenintegral iiber den Rand 0B des Gebietes in g; aus (6.14) keinen Anteil zur Linea-
risierung.

Die Linearisierung beziiglich des Porenfluiddrucks liefert unter Beachtung der Abhéingig-
keit der materiellen Dichte des Fluids vom Druck p™f(p) beim hybriden Modell fiir den
Fall kompressibler Porenfluide:

D,| — pI-graddugdv — n* p"(p)b - dugdv| - Ap =

(6.22)
8pFR

—ApI-grad Sugdv — nl’
op

Apb - dugdv.

Hierbei wurde von
D, [grad p] - Ap = grad Ap (6.23)

Gebrauch gemacht. Die geometrische Linearisierung des Differentialoperators ist bereits
in (6.19) enthalten. Eine Linearisierung beziiglich y's = {(us)’, pls} entfillt, da die ent-
sprechenden Gréfien in g; aus (6.14) nicht explizit auftreten.

Die Linearisierung des ersten Summanden in g, beziiglich der Verschiebungen ug lie-
fert zwei Anteile, einen aus der geometrischen Linearisierung des Differentialoperators
div (ug)’s und einen aus der Linearisierung des infinitesimalen Volumenelements dv der
aktuellen Konfiguration mit (6.12) bzw. (6.11):

D, [pfFdiv (ug)sdpdu|-Aug = pF'? (div (ug)’s div Aug—grad ” (ug)’ - grad Aug) dpduv.

(6.24)
Der beziiglich der Festkorperverschiebungen ug linearisiert zweite Summand in g, liefert
lediglich einen Anteil, was in der Darstellung auf der Referenzkonfiguration ersichtlich
wird:

0 FR 0 FR
P psopdv| - Aug = Du[(detFS—ngS)g;pp'sépdV - Aug

dp

D, |n”
(6.25)

FR

. ap
= divAug o psopdo.
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Das Ergebnis ist wiederum auf der aktuellen Konfiguration dargestellt. Der dritte Sum-
mand in g, aus (6.15) liefert schliefilich
kF
D, [m (gradp — 'R b) - grad dp dv] -Aug = [— ([grad Aus} gradp) - grad dp

kF
+(gradp — pl'R b) . (grad op div Aug — grad Aug grad 5p)] m dv.

(6.26)
Mir der Voraussetzung eines deformationsunabhiingigen Massenstroms ¢ = n” p"fwy -n

iiber die Oberfliche 0B des Korpers liefert das Oberfldchenintegral in (6.15) ebenfalls
keinen Beitrag zur Linearisierung.

Die Linearisierung der Massenbilanz des Fluids g, aus (6.15) beziiglich des Porenfluid-
drucks ergibt mit (6.23)

8pFR r 82 pFR
D,gs-Ap = ( 7 div (ug)s Ap+ n 5, App’5> dpdv
i . (6.27)
—i—m (grad Ap — gp Apdp b) -grad opdv .

Da die Massenbilanz im Gegensatz zur Impulsbilanz explizit von den Geschwindigkeiten
der Feldvariablen abhéngt, werden zusitzlich die Linearisierungen beziiglich (ug)% und
pls benotigt. Fiir die Richtungsableitung von ¢, aus (6.15) beziiglich (ug)'y folgt

Diusy, 92 - Alus)s = " div (A(us)y) dpdo (6.28)
und fiir die Richtungsableitung beziiglich der Geschwindigkeit des Porenfluiddrucks p's
8pFR
Dy g - Apls = n" —— Aplg opdv. (6.29)
p

Die fertige, vollstindig linearisierte Form von G nimmt somit die Gestalt

(6.18) + (6.19) + (6.21) (6.22)
DyG-Ay = ( (6.24) + (6.25) + (6.26) (6.27) ) !

(6.30)

Dy, G- Ays = ((6.(;8) (6-(;9)>

an, wobei die Eintrige den jeweiligen Formelnummern entsprechen. Fiir den Fall des
inkompressiblen Modells wird zusétzlich der Eintrag (6.29) zu null, d. h. die explizite
Abhiingigkeit des Gleichungssystems von der zeitlichen Anderung des Porenfluiddrucks
geht verloren.

Beim dynamische Problem lautet der Variablenvektor y = {ug, vs, wr, p} und der Funk-
tionsvektor G' besteht aus der Impulsbilanz der Mischung, der Verschiebungs-Geschwin-
digkeitsrelation, der Impulsbilanz des Fluids und der Massenbilanz der Mischung, vgl.
Tabelle 6.1. Die Linearisierung verlduft analog wie im oben beschriebenen quasistatischen
Fall. Auf die Darstellung der einzelnen Terme wird an dieser Stelle verzichtet.
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6.3 Ortsdiskretisierung

Fiir die Ortsdiskretisierung mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente wird das Gebiet
des Korpers B in n, Elemente zerlegt:

B= O Q, . (6.31)
e=1

Q2. bezeichnet die Gebiete der einzelnen Elemente. Die Geometrie der Elemente, bzw. der
Zusammenhang zwischen lokalen Elementkoordinaten (£,n) und globalen Koordinaten
(x,y), wird fiir den zweidimensionalen Fall {iber die Beziehungen

ku
=Y Ni(&n)al?,
=1 (6.32)

ky,
y = > Ni(&n)
=1

approximiert. Hierbei stellen {xl(e), yl(e)} die globalen Koordinaten der Elementknoten und
k, die Anzahl der fiir die Geometrieapproximation verwendeten Knoten dar. Die Anzahl
der Ansatzfunktionen N;(&,7), die in lokalen Koordinaten definiert sind, betrigt eben-
falls k,. Bei den im Rahmen dieser Arbeit ausschliellich verwendeten isoparametrischen
Elementen werden fiir die Verschiebungen die gleichen Ansatzfunktionen wie fiir die Geo-
metrieapproximation verwendet:

Ky
uf) =3 Nugl. (6.33)
i=1

(us)z(-e) bezeichnet die Verschiebungsfreiheitsgrade an den Knoten der Elemente und k,
die Anzahl der Verschiebungsknoten. u‘;) steht fiir die Approximation des Verschiebungs-
feldes im Gebiet des Elements e und ist nicht zu verwechseln mit den korrespondierenden
diskreten Freiheitsgraden der Knoten (uS)Z(.e), die durch den zusitzlichen Index (...); ge-
kennzeichnet werden. Da die Ansatzfunktionen fiir die Geometrie und die Verschiebungen
gleich gew#hlt werden, ist auch die Anzahl der jeweiligen Knoten k, identisch. Der Po-

renfluiddruck p wird mit
kyp
p@ =" My pl) (6.34)
j=1

angesetzt. Dabei konnen sowohl die Anzahl der Knoten als auch die Ansatzfunktionen
unterschiedlich zu denen der Verschiebungen gewéhlt werden.

Da die Extraspannungen in der schwachen Form der Impulsbilanz der Mischung (6.5) mit
den Verzerrungen und somit den Ableitungen der Ansatzfunktionen fiir die Verschiebun-
gen N; verkniipft sind, liegt es nahe, den Porenfluiddruck p, der in der Impulsbilanz der
Mischung im Spannungsausdruck direkt und somit mit der gleichen Ordnung wie die Ex-
traspannungen auftritt, eine Ordnung niedriger anszusetzen, vgl. Diebels & FEhlers [17].
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Da in der Massenbilanz des Fluids nach Einsetzen seiner Impulsbilanz (6.3) bzw. (6.6) der
Gradient des Porenfluiddrucks steht, mufl im quasistatischen Fall der Druck mindestens
linear und die Verschiebungen somit quadratisch angesetzt werden. In Abbildung 6.1 sind
die entsprechenden zweidimensionalen Elemente mit sechs bzw. 8 Knoten abgebildet.

®©—o— O Verschiebungsfreiheitsgrade: (us)ge)
® ® e Druckfreiheitsgrade: p(e)
& ) . il o < Gaufpunkte

Abbildung 6.1: FE-Ansiitze fiir Dreiecks- und Viereckselemente

Die Ortsabhéingigkeit der Feldvariablen ug und p wird dabei durch die Ansatzfunktionen
N(&,n) bzw. M(&,n) beschrieben, wihrend die Zeitabhéngigkeit in den Freiheitsgraden

an den Knoten enthalten ist: (ug)l(-e) (t) bzw. pge) (t). Die Inkremente der Freiheitsgrade am
Knoten wihrend einer Newton-Iteration A(ug)!?* bzw. Apge)k im k-ten Newton-Schritt

werden entsprechend den korrespondierenden Feldgr6fen angesetzt.

Die Gebietsintegrale der schwachen Form der Bilanzgleichungen kénnen schliellich im
Ort diskretisiert und aufgrund der lokalen Eigenschaft der Formfunktionen elementweise
in lokalen Koordinaten ausgewertet werden, z. B. fiir Dreieckselemente:

/(...)dvzg/(...)dv:%i/l 1/_n(...)|Je|d5dn (6.35)

B e=1,%0 ¢=o

mit der Jacobi-Determinante der Geometrieabbildung des Elements e:

or 0a

_ o0& dn

J. = det oy oy (6.36)
o0& 0Jdn

Die numerische Integration iiber ein Element wird mit Hilfe der Gauf-Integration durch-
gefithrt. Die entsprechenden Stiitzstellen, an denen die Bilanzgleichungen ausgewertet
werden miissen, sind in Abbildung 6.1 eingezeichnet. Sollte die Auswertung der Bilanz-
gleichungen von inneren Variablen, auch als History-Variablen bezeichnet, abhéingen wie
z. B. im Falle der Plastizitét, so sind diese an den Gauf-Punkten vorzuhalten, im Gegen-
satz zu den knotenorientierten Freiheitsgraden (us)z(-e) und pg-e).

Die Testfunktionen dug und op zur Gewichtung der schwachen Form der Bilanzgleichungen
werden beim hier eingesetzten Galerkin-Verfahren identisch mit den Ansatzfunktionen der
korrespondierenden Freiheitsgrade gewéhlt:

sul = 3 N;6(ug)?,
(6.37)
ople) = ZMj(Sp(-e).
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Nach der Ortsdiskretisierung durch die Methode der Finiten Elemente kann das Glei-
chungssystem G (6.14, 6.15) in der Form

F(y,y,t)=M(y)y' +k(y) — f(t)=0 (6.38)

dargestellt werden mit der verallgemeinerten Massenmatrix M(y), dem Steifigkeitsvektor
k(y) und dem Vektor der Randlasten f(t), vgl. Diebels & FEhlers [17]. (...)" kennzeichnet
dabei die totale Zeitableitung d(...)/dt und

y = {usl?, .. usld p L py (6.39)

P

den Vektor der Knotenfreiheitsgrade mit der Anzahl K, der Verschiebungsknoten des
gesamten Problems und der entsprechenden Anzahl K, der Druckknoten. Da das Glei-
chungssystem (6.38) erst beziiglich dem Ort, nicht aber beziiglich der Zeit diskretisiert
ist, wird es auch als semidiskret bezeichnet. Die Tangente der semidiskreten Gleichungen
(6.38) ergibt sich direkt durch die Diskretisierung der Tangente (6.30) des kontinuierlichen

4
Problems G (6.14, 6.15). Hierbei ist jedoch zu beachten, da§ der Tangentenmodul C im
Falle der Plastizitdat durch sein algorithmisch konsistentes Pendant zu ersetzen ist, vgl.
Kapitel 6.5.

Fiir die Diskretisierung des dynamischen Problems werden zusétzlich Ansétze fiir vg und
wp benodtigt. Durch die Verschiebungs-Geschwindigkeitsrelation (6.7) liegt es nahe, die
Festkorpergeschwindigkeiten vg entsprechend den Verschiebungen ug quadratisch anzu-
setzen. Die Sickergeschwindigkeit wp wird aus den gleichen Griinden wie beim Poren-
fluiddruck p linear angesetzt.

6.4 Zeitdiskretisierung

Die Zeitdiskretisierung des semidiskreten Problems F'(y,y’,t) (6.38) wird mittels diago-
nalimpliziter Runge-Kutta-Verfahren durchgefiihrt, vgl. z. B. Téorning & Spellucei [91],
und beziiglich der Anwendung im Bereich der Theorie Pordser Medien Diebels et. al. [18]
und Ellsiepen [31]. Es handelt sich dabei um mehrstufige Einschrittverfahren mit der
allgemeine Diskretisierungsvorschrift

i—1
1 '
F,.(Y EF(YM,— Y,.—-y,—h a; Y ,tn—l-cih)to. 6.40
(¥ ) o > e ¥l) (6.40)

Das Symbol (.. .) kennzeichnet das zeitdiskrete und somit vollstéindig diskretisierte System
und Y,,; bzw. Y, die Werte bzw. Geschwindigkeiten der Freiheitsgrade auf der i-ten Stufe
des n-ten Zeitschritts. Die aktuellen Zeitableitungen Y . konnen dabei iiber

i—1
7=1

Y, = — (6.41)
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aus den Werten des letzten Zeitschritts y,, bzw. den Werten auf den Stufen Y',,; berechnet
werden. Im Rahmen des Anfangsrandwertproblems werden Startwerte benotigt:

Yo = y(to) - (6.42)

Das Gleichungssystem (6.40) fiir F',,; ist auf jeder der s Stufen des Integrationsverfahrens
in den Unbekannten Y ,; zu 16sen. Die Losung zum Zeitpunkt ¢,,; ergibt sich aus der
gewichteten Summe der Zeitableitungen Y|, auf den einzelnen Stufen zu

Yoit = Un+ D 1Y, (6.43)

=1

wobei die dabei auftretenden Ableitungen iiber (6.41) berechnet werden kénnen. Die Ko-
effizienten a;;, b; und ¢;, die das Verfahren charakterisieren, werden iiblicherweise in einer
Tabelle, dem sogenannten Butcher-Tableau, angeordnet:

C1 | G11

Co | Qg1 +*+ Gy (6.44)
by b
by b,

Fiir diagonalimplizite Verfahren miissen die Koeffizienten a;; zwingend eine untere Drei-
ecksmatrix bilden, vgl. (6.44). Dadurch sind die Gleichungssysteme auf den einzelnen
Stufen F',,; voneinander entkoppelt und kénnen einzeln gelost werden. Fiir die speziellen
Werte s = 1 und a1 = by = ¢; = 1 erhilt man das implizite Fuler-Verfahren. Mit h := At
lautet dann die Berechnungsvorschrift (6.40), (6.41) und (6.43)

_ 1 !
FTL+1 (yn—i—l) = F<yn+17 E (yn+1 - yn)atn + At) = 07
y;L+1 = 1775 ) ( )

Y1 = Yp + Aty;z-l—l .

Es geniigt fiir den Fall des impliziten Euler-Verfahrens offensichtlich, lediglich die erste
Gleichung in den neuen Werten gy, ., zu lésen. Die beiden folgenden Gleichungen haben
hier formalen Charakter.

Die Hauptaufgabe besteht darin, auf jeder der s Stufen das diskrete Gleichungssystem
F,; fiir i = 1,..,s zu 16sen und anschlieBend iiber (6.41) und (6.43) die Losung y,,_; zum
Zeitpunkt t,.; zu bestimmen. Fiir die Anwendung des Newton-Verfahrens wird deren
Linearisierung bendotigt. Mit

0 Yf” a;; h

(6.46)
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kann die Tangente in der Form
oF,, OF. 0Yk

DF* = +
" oYE ovY™ oYk

(6.47)
oF: 1 OF
oYk, hai oY
dargestellt werden. k bezeichnet hierbei den Newton-Schritt des Gleichungssystem auf der

i-ten Stufe des n-ten Zeitschritts. Unter Verwendung der Darstellung des semidiskreten
Problems (6.38) ergibt sich die Tangente des vollstéindig diskretisierten Problems zu

k _aMfLi 1k akfm 1

=ik Y0
"ooYE nl+8an+haii

DF

MF, (6.48)

mit der verallgemeinerten Massenmatrix M, und dem Steifigkeitsvektors k%, des k-ten
Newton-Schritts. M¥. und k%, ergeben sich dabei aus der Ortsdiskretisierung der Linea-
risierung des kontinuierlichen Problems aus Kapitel 6.2 entsprechend Kapitel 6.3.

Anmerkung: Es besteht die Mo6glichkeit mit Hilfe sogenannter eingebetteter Verfahren
den Fehler der Lésung abzuschétzen und darauf aufbauend eine Steuerung der Zeitschritt-
weite durchzufiihren. Bei eingebetteten Verfahren werden hierfiir zwei Losungen mit Ver-
fahren unterschiedlicher Ordnung berechnet. Fiir beide Verfahren werden die Lésungen auf
den gleichen Stufen ausgewertet und somit keine neuen Losungen des nichtlinearen Glei-
chungssystems (6.40) benotigt. Lediglich die Losungen y,,,; werden mit unterschiedlichen
Gewichten berechnet. Fiir das Verfahren hoherer Ordnung werden die Gewichte b; und
fiir das Verfahren niederer Ordnung die Gewichte b; verwendet, vgl. (6.44). Der Mehrauf-
wand beschrinkt sich damit auf wenige Linearkombinationen der Losungsvektoren Y ;.
Aus den Losungen unterschiedlicher Ordnung kann dann der Fehler abgeschétzt werden.
Die hier verwendeten Verfahren zur Fehlerschitzung und die darauf aufbauende Zeit-
schrittweitensteuerung wurden von FEllsiepen iibernommen und konnen in Diebels et. al.
(18], Diebels & FEhlers [17] und FElisiepen [31] nachgelesen werden. Ein Verfahren dieser
Gruppe ist das Alex21-Verfahren. Es handelt sich hierbei um ein Verfahren zweiter Ord-
nung mit einem eingebetteten Verfahren erster Ordnung.

Eine weitere Modifikation liegt in der Moglichkeit, sogenannte steif genaue Verfahren
einzusetzen. Hierbei wird b; = a4 gesetzt. Sie bieten sich speziell zur Losung differen-
tialalgebraischer Gleichungssysteme an, da sie die algebraischen Nebenbedingungen zum
neuen Zeitpunkt ¢, erfiillen. Differentialalgebraische Gleichungssysteme liegen hier z. B.
im Falle des quasistatischen Problems vor, vgl. (6.30). Da die Massenmatrix dabei singulér
ist, handelt es sich um ein differentialalgebraisches Gleichungssystem erster Ordnung in
der Zeit.

6.5 Spannungsberechnung

In diesem Abschnitt wird die Berechnung des Extraspannungstensors T3 bzw. S, des
Festkorperskeletts beschrieben, basierend auf dem in Kapitel 3 vorgestellten elastoplasti-
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schen Materialmodell. Die Frage, ob rein elastisches oder elastoplastisches Materialverhal-
ten vorliegt, wird anhand des sogenannten ,, Trialstate“ entschieden, vgl. Simo [83]. Dabei
werden die plastischen Deformationen konstant gehalten und das gesamte Deformations-
inkrement der Stufe als rein elastisch angenommen. Sollte die FlieBbedingung erfiillt sein,
also F' < 0, war die Annahme korrekt und der Schritt rein elastisch. Andernfalls muf} das
folgende elastoplastische DAE-System gelost werden.

Das elastoplastische DAE-System wird im folgenden auch als ,lokales* DAE-System be-
zeichnet, im Gegensatz zum ,globalen“ DAE-System (6.40). Wihrend letzteres in den
Knotenfreiheitsgraden formuliert ist und das gesamte Randwertproblem umfaflt, kann
das lokale DAE-System an jedem Gauf$-Punkt unabhéngig und somit lokal gel6st wer-
den. Die Freiheitsgrade des lokalen Systems, die sogenannten , History“- bzw. inneren
Variablen sind im Gegensatz zu den Freiheitsgraden des globalen Systems an den Gaufs-
Punkten definiert.

Neben der eigentlichen Berechnung des Extraspannungstensors S7, der fiir die Auswer-
tung der schwachen Form der Impulsbilanz (6.14) der Mischung benétigt wird, muf} die
sogenannte ,konsistente“ Tangente d (S3),/d (Cg)¥, des aktuellen Newton-Schritts auf
der i-ten Stufe des n-ten Zeitschritts bereitgestellt werden, vgl. Simo & Taylor [83]. Kon-
sistent bedeutet in diesem Zusammenhang, daf} die Linearisierung des lokalen Algorith-
mus zur Spannungsberechnung unter Beachtung des verwendeten Integrationsverfahrens
durchgefiihrt wird. Die konsistente Linearisierung stellt eine entscheidende Voraussetzung
fiir die quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens auf der i-ten Stufe des globalen
Systems (6.40) dar.

Zunichst werden, soweit notig, die Gleichungen des elastoplastischen Modells auf die
gleiche Konfiguration transportiert und ihre Abhéngigkeiten ebenfalls in Gréflen dieser
Konfiguration dargestellt. Der Einfachheit halber wird die Darstellung auf der Referenz-
konfiguration gewihlt.

Da das neue plastische Potential (4.107) lediglich von der ersten und zweiten deviatori-
schen Invarianten des Extraspannungstensors abhéngt, kann die FliefSiregel (4.71) umge-
formt werden zu

. oG oG
Dsp = A\ [f‘f’%‘f‘—AI
A1IP o1 (6.49)
= A [dI TP, 117, gq,7) #3” + (I TP, 117, q,7) ],
vgl. (4.110) mit den Abkiirzungen
d(I, 117, 1117, q,7) = — =
2/ U, T1P + a2 4 5211
ol 44D (650
h(I,1IP, 1117, q,7) = + U, 5+ 2€l.

2/, TP + L ol2 + 521t

Die Faktoren d und / beschreiben dabei die Anteile der deviatorischen bzw. der volumetri-
schen plastischen Forménderung. Der Ubersichtlichkeit halber werden die Abhingigkeiten
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der Funktionen h und d im folgenden weggelassen. Sie konnen aufler von den Invarian-
ten I, TT” und III” iiber die Abhingigkeit der Parameter im Rahmen der strukturellen
Verfestigung auch von den Gesamtdeformationen abhingen. Mit Abbildung 4.3 erhilt
man aus dem kontravarianten Riickwértstransport des symmetrischen plastischen Ge-
schwindigkeitsgradienten ]f)gp auf die Referenzkonfiguration die materielle Zeitableitung
des plastischen Greenschen Verzerrungstensors

| .
(Bs,)s = 5 (Csy)g = Fs, Ds, F, (6.51)

und fiir die Ableitung des plastischen rechten Cauchy-Green-Tensors nach Einsetzen der
FlieBregel (6.49)

d
(Cs,)s =2\ [dCs,S% Cs, + (h — 3 S% - Cs,) Cs,] - (6.52)

Alternativ dazu ist auch die kovariante Darstellung der Flieiregel moglich:

(Cs, Vs = —2A[dS5 + (h— $57Cs,) €, '] (6.53)

Das elastische Teilgesetz liegt mit (4.50) bereits auf der Referenzkonfiguration vor. Die ska-
laren Funktionen F(I,TI7 I1IP, q,7) = 0, h(I,TIP, 111", q, r), d(I, 117,111, ¢, ) und die
Evolutionsgleichungen ¢’y = A Q(p”,p",W,) der materiellen Verfestigung miissen nicht
transportiert werden. Thre Argumente miissen jedoch in Groflen der Referenzkonfiguration
bzw. deren Zeitableitungen dargestellt werden. Die Abhéangigkeit von den Parametern »
kann direkt durch die Abhéngigkeit von Cg bzw. Fg ersetzt werden. Fiir die Invarianten
f, 1” und II17 des Extraspannungstensors f'g der Zwischenkonfiguration, ausgedriickt
mit Hilfe von S% und Cg, und unter Verwendung der Invarianten niedrigerer Ordnung,
erhédlt man

I = Cs,-S5,
N 1 1.
f1” = 2 (Cs,S5) - (S5Csy) - ¢ 12, (6.54)
- 1 2. 1 -
m? = 2 (S§ Cs,S2) - (Cs,S% Csp) — S P — TR

Die Argumente der materiellen Verfestigung p?, p*" (4.66) und W, (4.67) lassen sich eben-
falls durch S% und Cg, ausdriicken, da sie ebenso wie T, I1° und II1° skalare Invarianten
darstellen:

2 D D 1 B B 1 _ 2
o = [ 508D = [§ (G, (C5,)0)-(Cs, ' (Csy)i) 5 (Cs, - ()]
v 1. [ :
p = gDSpIdt = ECSp . (CSP)Sdta

N SN A 1
W, = /T% (FSp)p —/5 (Csy)s - Spdt.
(6.55)
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Mit diesen Vorarbeiten kann das lokale, elastoplastische DAE-System vollstindig in Gréflen
der Referenzkonfiguration formuliert werden. Der Variablenvektor des Systems lautet
y = {)\, Cs,, g} und der Funktionsvektor G = {g1, g2, g3} bestehend aus der FlieSbedin-
gung ¢y, der Fliefiregel g, und den Entwicklungsgleichungen der materiellen Verfestigung
gs:

¢ = F(Cs,,S%,q,Cs),

d
9 = (Csp)s =2 |dCs, S} Csp + (= 5 S5 Cs) Cs,|. (6.56)

gs = qiS‘ - )‘Q(CSpa S%a q, CS) .

Die Funktion ¢; stellt dabei die algebraische Nebenbedingung des lokalen DAE-Systems
dar. Es werden die gleichen Bezeichnungen G und y wie bei der Formulierung des globalen
DAE-Systems verwendet, da beide Systeme konsistent, d. h. mit dem gleichen Verfahren
integriert werden. In diesem Zusammenhang sei auf die alternative Darstellung der beiden
DAE-Systeme in einem gemeinsamen System hingewiesen, s. Ellsiepen [31]. Das elasti-
sche Teilgesetz (4.50) wurde nicht explizit in den Funktionsvektor G aufgenommen, um
die Anzahl der Gleichungen des lokalen Systems zu reduzieren. Es wird implizit bei der
Berechnung der Invarianten I, IT”, IIT” in Abhiingigkeit der Gesamtdeformation Cg und
der plastischen Deformation Cg, eingesetzt. Bei der Darstellung der Abhéngigkeiten in
(6.56) sind zusétzlich die Beziehungen (6.54) und (6.55) zu beachten. Die Abhéngigkeit
des Gleichungssystems (6.56) von der Gesamtdeformation Cg ist erst bei der Berechnung
der konsistenten Tangente von Bedeutung. Wiahrend der Losung des Systems sind die
Gesamtdeformationen konstant und stellen in diesem Sinne keinen Freiheitsgrad sondern
einen Parameter des Systems dar. Die Abh#ngigkeit des Systems von der strukturellen
Verfestigung ist in der Abhéngigkeit der Funktionen A, d und F' von den Gesamtdeforma-
tionen Cg enthalten. Daraus wird ersichtlich, das die strukturelle Verfestigung nur einen
geringen Mehraufwand fiir die Berechnung darstellt.

Eine Ortsdiskretisierung des lokalen DAE-Systems wird nicht benétigt. Fiir die Zeitdis-
kretisierung werden die Abkiirzungen

i—1
y = h i'YI ;
e ;aa oz (6.57)

AT = haii

eingefiihrt. Die Stufenableitungen (6.41) lauten mit Hilfe der Abkiirzungen (6.57) im k-ten
Newton-Schritt der Losung des globalen DAE-Systems

1
Y= (YL -17"). 6.58
ni AT ( ni Yy ) ( )
Fiir die Diskretisierungsvorschrift (6.40) des lokalen Systems erhilt man mit den Abkiirzun-
gen (6.57)
e b
"AT

G (V) G(Y (YE = %)t + ¢ h) Lo. (6.59)
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Dabei wird die Analogie zwischen der Losung des Problems auf der Stufe und eines Zeit-
schritts des impliziten Fuler-Verfahren deutlich. Die Losung des i. a. nichtlinearen Glei-
chungssystems (6.59) erfolgt ebenfalls mit Hilfe des Newton-Verfahrens. Der Index k kenn-
zeichnet den Newton-Schritt des globalen Systems und ist nicht zu verwechseln mit der
Newton-Iteration des lokalen Systems. Das lokale System ist viel mehr fiir jede Iteration
des globalen Newton-Losers komplett auszuwerten und bedarf daher der Indizierung k des
globalen DAE-Systems. Die Tangente des lokalen DAE-Systems, die fiir dessen effektive
Losung mit dem Newton-Verfahren benétigt wird, kann in der gleichen Weise wie beim
globalen System aufgebaut werden. Auf eine ausfiihrliche Darstellung wird an dieser Stel-
le verzichtet. Die Aufdatierung der History-Variablen erfolgt entsprechend der Vorschrift
(6.43):

Y1 =Y +0 > Y, (6.60)
i—=1

Anmerkung: Mit Hilfe der Zeitdiskretisierung kann der Trialstate des Extraspannungs-
tensors (S%);, der fiir die Entscheidung, ob rein elastisches oder elastoplastisches Mate-
rialverhalten vorliegt, ben6tigt wird, mit dem elastischen Gesetz S angegeben werden:

[(85)E], = S[(Cspuan, (Cs)ky] (6.61)

Die Losung des lokalen Gleichungssystems (6.59) entspricht dem ,Nachziehen“ der Zwi-
schenkonfiguration bei festgehaltener aktueller Konfiguration (vgl. Abbildung 6.2). Die
Gesamtdeformationen (Cg)¥; sind konstant und stellen im Gegensatz zum Lsungsvektor
y = {M,Cg,’ . ¢k}, in dem u. a. auch die neuen plastischen Deformationen (Csg,)k;
enthalten sind, einen Parameter des Systems dar.

An dieser Stelle wird der Vorteil der Formulierung des Gleichungssystems in Gréflen der
Referenzkonfiguration sichtbar. Sédmtliche Abhéngigkeiten von der plastischen Deforma-
tion treten explizit auf. Bei einer Formulierung in Gréflen der Zwischenkonfiguration sind
beispielsweise die Extraspannungen f'% iiber die Konfiguration von den plastischen De-
formationen abhéngig, was auch in der Formulierung der Invarianten (6.54) sichtbar ist.

Da die Gesamtdeformation wihrend der Losung des lokalem DAE-Systems (6.59) kon-
stant bleibt, hat die strukturelle Verfestigung keinen Einflufl auf den Vorgang der Losung
des Systems (6.59) mit Hilfe des Newton-Verfahrens, wohl aber auf die Werte des Lsungs-
vektors Y* . Da auch keine zusitzlichen inneren Variablen und Entwicklungsgleichungen
zu deren Bestimmung bendtigt werden, ist die Implementierung der strukturellen Verfe-
stigung mit sehr geringem Aufwand verbunden. Es geniigt, die Funktionen A(n®) (4.101)
und hg(n®) (4.106) auszuwerten und die neuen Werte der Parameter £,4,& und 7 zu
Beginn der Iteration zu bestimmen, die wihrend des gesamten Losungsvorgangs konstant
bleiben.

Es verbleibt die Aufgabe, den konsistenten Tangentenmodul dS3,/dCg|¥;, der fiir die Li-
nearisierung des globalen DAE-Systems benétigt wird, zu bestimmen. Die Berechnung
erfolgt mit Hilfe der impliziten Differentiation, siehe Bronstein & Semendjajew [46] und

speziell beziiglich der Anwendung bei der Berechnung elastoplastischer Materialmodelle
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OO(P Zwischenkonfiguration

aktuelle

Referenz- Konfiguration

konfiguration
(Fs)k. = konst.

Abbildung 6.2: Losung des lokalen DAE-Systems: Berechnung von A(Fg,)k;

Hartmann [39]. Hierbei wird die Abhéngigkeit der Losung Y’f”- des Gleichungssystems
(6.59) von dessen Parametern (Cg)¥, bestimmt. Da das Gleichungssystem (6.59) ledig-
lich von den Werten der Losung auf der neuen Stufe abhingt, kann vereinfacht G(Y%))
geschrieben werden. Fiir die totale Ableitung von G(YF.) nach den Gesamtverzerrun-
gen (Cg)¥. folgt unter Beachtung der Abhiingigkeit der Losung Y*. von G von den
Parametern (Cg)k, und der Abhiingigkeit des Systems G selbst von (Cg)k., also mit
G(Y") =G(YF (Cs)k., (Cs)k,), mit der Kettenregel

dG(Y,) 0G(Y,) dY,,  0G(Y,)

d(CS)fn - aY]f”- d(CS)fn B(CS)fn‘ '

(6.62)

Da G(YF)) im ausiterierten, gelosten Zustand gleich null ist, gilt dies auch fiir dessen
Ableitung. Durch Auflésen folgt somit

vy (aawfn))l 0G(Y})
d(Cs)p; Yy, 0(Cs)pi
Daf} das elastische Gesetz nicht explizit in den Funktionsvektor G' aufgenommen wurde
hat zwar den Vorteil, dafy das zu losende lokale System kleiner ist, jedoch auch den Nach-
teil, daB die gesuchte Ableitung dS%/dCgl|¥; nicht im Vektor d Y*./d (Cg)k, in (6.63)
enthalten ist. Es wird daher noch ein weiterer Schritt bené6tigt:
d(sg)fn _ a(S%)ﬁz + a(sg)ﬁ,z d(CSP)fn' (6.64)
d (Cs)fzi 0 (Cs)fn 0 (CSp)fn d (CS)fm’ ' .
Die Ableitung d (Cg, )%, /d (Cs)¥, ist im Vektor d Y,d (Cs)¥; in (6.63) enthalten. Nach der
Losung des lokalen DAE-Systems (6.59) mit Hilfe des Newton-Verfahrens kann iiber (6.63)

(6.63)
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und (6.64) die konsistente Tangente ausschlieBlich aus partiellen Ableitungen bestimmt
werden.

6.6 Auswertung der Akkustiktensoren

Bei der Auswertung der Akkustiktensoren wird im Falle kompressibler Fluide von kleinen

Sickergeschwindigkeiten (5.7) im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit des Fluids ausgegan-

gen:

apFR
op

~0. (6.65)

(Wp - n)2

Die Akkustiktensoren kénnen fiir den Fall (5.62) einer singuldren Fliche erster Ordnung
beziiglich der Geschwindigkeiten und fiir den Fall (5.45) einer singuldren Flidche zweiter
Ordnung beziiglich der Bewegungsfunktionen in der allgemeinen Form

4 23 23

I®T~?E+CT+a(I®I)T](n®n) (6.66)

zusammengefafit werden. Der Faktor « ist unter Beachtung der Voraussetzung (6.65)
unabhéngig davon, ob das Fluid kompressibel oder inkompressibel ist. Fiir den Fall der
Fliche erster Ordnung bzgl. der Geschwindigkeiten ergibt sich

s
n
o =njg F (p — p"E(wp - n)2) (6.67)

und fiir den Fall der Fliche zweiter Ordnung beziiglich der Bewegungsfunktionen

S
S n

@ =—nos ' (wp-n)?. (6.68)
Im Falle des ebenen Verzerrungszustandes kann der Normalenvektor n in Abhéngigkeit

des Winkels ¢ angegeben werden. Es folgt

coS ¢
n=| sing | e (6.69)
0

bzw. nach Skalierung mit 1/ cos ¢
n=| tang | e;. (6.70)

Die Skalierung und somit der Verlust der Normierung des Normalenvektors hat keinen
Einfluf auf die Auswertung der Akkustiktensoren. Zum einen ist die Normierung fiir
die Herleitung der Lokalisierungsanalyse ohne Bedeutung, vgl. Kapitel 2.1, zum anderen
kann durch Multiplikation der Bestimmungsgleichung det (Q) = 0 mit (1/cos ¢)® die
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entsprechende Form in n gewonnen werden. Einsetzen des Normalenvektors (6.70) in die
Bestimmungsgleichung

det[(I@T%—i—é?—l—a(I@I)?) (n®n)]:0 (6.71)

liefert ein Polynom 6-ten Grades in tan ¢. Da simtliche zur Auswertung der Akkustikten-
soren benotigten Werte, der Kirchhoff-Extraspannungstensor, der elastoplastische Tan-
gentenmodul, die Volumenanteile und die Sickergeschwindigkeit, an den Gauf-Punkten
vorliegen, wird die Bestimmungsgleichung ebenfalls am Gauf-Punkt ausgewertet. Die
Nullstellen werden sukzessive durch Anwendung des Newton-Verfahrens und anschlieflen-
de Polynomdivision bestimmt. Die letzten drei Nullstellen werden, sofern es sich um reelle
Nullstellen handelt, mit Hilfe der Cardanischen Formeln ausgewertet. Aus den Nullstel-
len des Polynoms liegen iiber (6.70) die Normalenvektoren i und nach Normierung n
vor. Die zugehorigen Amplitudenvektoren £¢ bzw. mg, die zur vollstdndigen Bestimmung
des Lokalisierungsmodus benotigt werden, kénnen im Anschluf3 daran aus dem linearen
Gleichungssystem

Qn)mg =0 (6.72)

bestimmt werden.



Kapitel 7
Beispiele

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Materialmodelle wurden entsprechend Kapitel 6
in das FE-System PANDAS [27] implementiert. Die modulare Struktur von PANDAS er-
moglicht dabei die Verwendung verschiedener impliziter Zeitintegrationsverfahren und
einer zugehorigen Zeitschrittweitensteuerung (FEllsiepen, [31]), vgl. Kapitle 6.4. Dariiber
hinaus stehen verschiedenste Elementansétze zur Verfiigung, speziell 6-knotige Dreiecks-
elemente, 8-Knotige Viereckselemente und 20-knotige Quaderelemente, die im folgenden
Verwendung finden. Bei den zweidimensionalen Rechnungen wurde aussschliellich der
ebene Verzerrungszustand betrachtet.

Das erste Beispiel dient der Verifizierung der Materialmodellierung. Hierbei wird speziell
auf den Kompressionspunkt im Rahmen der elastoplastischen Formulierung eingegangen
und der Einfluf} der strukturellen Verfestigung und der Mischphase diskutiert. Die Unter-
suchungen werden anhand des Konsolidationsproblems durchgefiihrt, das in Kapitel 7.1
beschrieben wird. Es folgen in Kapitel 7.2 die Validierung der Kompressionspunkte des
elastoplastischen Materialmodells und darauf aufbauend der Mischung unter Verwendung
der Mischphase. In Kapitel 7.3 wird die Leistungsfihigkeit des Materialmodells anhand
eines Vergleichs mit Materialversuchen von Polyethylenschiumen unterschiedlicher Poro-
sitdt demonstriert.

In Kapitel 7.4 werden grundlegende Effekte der Lokalisierung pordser Medien bestehend
aus Festkorper und Porenfluid mit Hilfe des auch in der Litaratur hiufig anzutreffenden
Biaxialversuchs diskutiert. Besondere Beachtung gilt dabei dem Einflu} des Porenfluids.
Dabei haben sowohl dessen Kompressibilitiit als auch die Permeabilitiit k' einen grofien
Einfluf} auf das Lokalisierungsverhalten. Anhand dieses Beispiels wird zusétzlich die Aus-
wertung des Akkustiktensors fiir porése Medien durchgefiihrt.

7.1 Konsolidationsproblem

Beim Konsolidationsproblem (s. Abbildung 7.1) wird das Stauchen einer Wanne betrach-
tet. An den seitlichen Wénden sind die Horizontalverschiebung und am Boden die Ver-
tikalverschiebung behindert. Die Oberfliche ist drainiert, d. h. der Druck ist gleich dem

123
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Umgebungsdruck p, = 108845 N/m?, und das Porenfluid kann aussickern. Die restlichen
Rénder sind undrainiert. Die Belastung der Oberfléiche wird innerhalb 1/1000 Sekunde auf
den Maximalwert von 10 MN/m? gesteigert und dann konstant gehalten. Die Materialpa-
rameter sind in der Tabelle in Abbildung 7.1 zusammengefafit. Auf eventuell abweichende
Parameter wird im Text explizit hingewiesen. Das gleiche Randwertproblem liegt ebenfalls
den Kapiteln 7.2 und 7.3 zugrunde. Die Probe besteht zu 67 % aus einem rein elastischen
Festkorperskelett und zu 33 % aus Porenfluid. Der Wet von p’“f beschreibt im Rahmen
der Mischphase die materielle Dichte des inkompressiblen Anteils des Porenfluids.

drainiert (po)

Materialparameter
+ * + * p“E | 1000 | pSE 2600 | kg/m?

nf | 0,33 || kKF [1,0010°°| m/s

i | 10,00 A 12,00 MN /m?
Plastisches Potential Fliefifliche
Uy | 4,545 a 0,01
I m Wy | 0,770 3 0,25
vy 1,664

5 |1,531077 | m2/kN

e |2651077 | m2/kN

[ \ K 1,0 N/m?

m 0,5690

| —3

‘4— 0,3 m——

(Ehlers & Miillerschon, [29])

Abbildung 7.1: Stauchen einer Wanne: Randwertproblem und Materialparameter

Aufgrund der Fluidviskositit ist der Prozefl auch unter Vernachlissigung dynamischer
Effekte im Rahmen der quasistatischen Formulierung zeitabhéingig. Nach der Lastauf-
bringung ergibt sich dirket unter der Oberfliche ein Druckgradient, und das Porenfluid
beginnt auszusickern, vgl. Abbildung 7.2. Die Vektoren in der Abbildung stellen die Sicker-
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geschwindigkeit wx dar, die beziiglich des jeweiligen Maximalwertes normiert ist. Im Ver-
lauf des Konsolidationsprozefles pflanzt sich der Druckgradient iiber das gesamte Rand-
wertproblem fort. Nach 1000 Sekunden ist der Konsolidationsprozel weitgehendst ab-
geschlossen. Der Porenfluiddruck entspricht im gesamten Kérper dem Umgebungsdruck
po. Es kann somit kein Porenfluid mehr aussickern. In diesem Zustand trégt allein das
Festkorperskelett die Belastung und es ergibt sich der Deformationszustand, den ein lee-
res Festkorperskelett instantan liefert.

Porenfluiddruck p [MN/m?] PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen
> 1,11-107
L
10 8,9-10°
IR
Al 6,7-10°
ST
Frrd
4,5-10°
[ I
[ S |
0 B 2,3:10°
< 1,0-10°
Institut fur Mechanik (Bauwesen), Universitat Stuttgart, Lehrstuhl Il, Prof. Dr.-Ing. W. Ehlers

Abbildung 7.2: Stauchen einer Wanne: Porenfluiddruck p und Sickergeschwindigkeit wp
(normiert) zu den Zeitpunkten t = 1s,t = 10s, t = 100 s und t = 1000 s

Das Verhalten des Anfangsrandwertproblems héingt dabei stark von der Modellierung des
Porenfluids ab.

Wiéhrend bei einem inkompressiblen Porenfluid eine Deformation des Korpers lediglich
durch Ausstromen moglich ist, kann im Falle eines kompressiblen Fluids zusétzlich eine
Deformation aufgrund dessen Kompressibilitit eintreten.

In Abbildung 7.3 ist die Absenkung der Oberfliche in Abhéngigkeit der Zeit fiir 0...100
Sekunden dargestellt. Es wurden dabei ideales Gas (Mg = 0, vgl. 3.44), Mischphase mit
25 % Volumenanteil inkompressiblen Porenfluids im Ausgangszustand (M = 257, 8), 50
% Volumenanteil (Mg = 773,4) und vollstindig inkompressibles Porenfluid (Mo = o)
modelliert. Der Einflufl der Kompressibilitdt des Porenfluids auf die Last-Setzungs-Kurve
ist in Abbildung 7.3 deutlich zu erkennen.
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Je hoher der Anteil kompressiblen Porenfluids ist, desto grofler ist die Kompressibilitit der
Mischphase und entsprechend hoher die Anfangssetzung. Es folgt die Konsolidationsphase.
Hierbei kommt es durch Ausstromen des Porenfluids zu einer weiteren Absenkung der
Oberfldche. Die Last-Setzungs-Kurven ndhern sich dabei im auskonsolidierten Zustand
einem gemeinsamen Grezwert an. Da im auskonsolidierten Zustand der Porenfluiddruck
im gesamten Korper gleich dem Umgebungsdruck py ist, trégt allein das Festkoperskelett
die gesamte Last. Es ergibt sich somit ein vom Fluid unabhéngiger Grenzwert, der allein
aus dem elastischen Gesetz folgt. Dies ist in Abbildung 7.4 gut zu erkennen, in der der
Zeitbereich von 0 bis 1000 Sekunden dargestellt ist. Fiir die elastoplastische Formulierung
gilt dies jedoch nicht mehr.

In Abbildung 7.5 und 7.6 sind die Verschiebungsverldufe fiir den Fall einer linearen Last-
steigerung mit 100 kN /(m?s) aufgetragen. Der Volumenanteil des Festkdrpers in der Refe-
renzkonfiguration betriigt njs = 0,25 und der Durchlissigkeitskoeffizient k™ = 1076 m/s.
Die Verldufe nidhern sich fiir unterschiedliche Porenfluide wieder dem gleichen Grenzwert
an, der aus dem elastischen Gesetz resultiert.

In Abbildung 7.5 ist gut zu erkennen, wie der Deformationsprozefl bei Verwendung der
Mischphase zuerst durch die Kompressibilitidt des Fluids dominiert wird. Die Kurven
entsprechen in diesem Bereich weitgehendst dem Verlauf mit idealem Gas. Bei weiterer
Laststeigerung und einhergehender Kompression des Porenfluids nimmt die Bedeutung der
Konsolidation zu und die Kurven zeigen das gleiche Verhalten auf, wie im Falle vollstéindig
inkompressiblen Fluids (M = o0). Der Punkt des Umschaltens hingt dabei von der Zu-
sammensetzung der Mischphase ab. Je hoher der Anteil inkompressiblen Fluids ist, desto
frither wird die Last-Setzungs-Kurve durch den Konsolidationsmechanismus dominiert.

Aus den Beispielen ist der Einflul der Modellierung des Porenfluids und der Bedeutung
der Mischphase offensichtlich. Speziell das Deformationsverhalten bei kleiner Permeabi-
litdt bzw. hoher Belastungsgeschwindigkeit hingt stark von der Kompressibilitit des Po-
renfluids ab. Dies ist bei der Verwendung pordser Materialien zur Ddmpfung und Energie-
absorption (Crash) von besonderem Interesse. Weiter wurde gezeigt, dal die Mischphase
die Félle des ideal kompressiblen und des inkompressiblen Porenfluids enthélt.
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Abbildung 7.3: Konsolidationsproblem: Einflu} der Modellierung des Porenfluids bei
sprunghafter Laststeigerung fiir ¢ = 0...100 Sekunden
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Abbildung 7.4: Konsolidationsproblem: Einflu} der Modellierung des Porenfluids bei
sprunghafter Laststeigerung fiir ¢ = 0...1000 Sekunden
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Abbildung 7.5: Konsolidationsproblem: Einflul der Modellierung des Porenfluids bei li-
nearer Laststeigerung fiir t = 0...400 Sekunden
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Abbildung 7.6: Konsolidationsproblem: Einflul der Modellierung des Porenfluids bei li-
nearer Laststeigerung fiir t = 0...2500 Sekunden
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7.2 Kompressionspunkt

Zuerst wird der Kompressionspunkt der elastoplastischen Formulierung anhand des drai-
nierten Problems verifiziert und darauf aufbauend der Kompressionspunkt der gesamten
Mischung unter Verwendung der Mischphase anhand des undrainierten Problems.

Zur (weitgehenden) Erreichung des Kompressionspunktes wird der Kérper immer weiter
komprimiert. Eine vollstdndiges Erreichen ist dabei nicht mdoglich, da der Kompressi-
onspunkt mit gegen oo gehenden hydrostatischen Spannungen verbunden ist. Bei dem
gewithlten Volumenanteil des Festkdpers von njs = 0,66 und der Hohe der Wanne von
h =1 m betriagt die maximale Verschiebung der Oberfliche

Umae = (1 —ngs) h =0,33m. (7.1)

Eine weitere Deformation ist aufgrund der materiellen Inkompressibilitidt des Festkorper-
skeletts nicht méglich. Der Volumenanteil betrigt im Kompressionspunkt n® = 1.

4,0 . ' '
P, undrainiert
........ T%zw undrainiert
3,0 [ B |
- — — p, drainiert

Ps Thiy [MN/m?]

|

|

|

|

|

|

|

S . . ‘
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|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

Verschiebung [m]

Abbildung 7.7: Drainiertes und undrainiertes Problem ohne Verfestigung

In Abbildung 7.7 sind die Vertikalspannungen T%QQ und der Porenfluiddruck p iiber
der Absenkung der Oberfliche fiir den Fall des drainierten und des undrainierten Pro-
blems aufgetragen. Es wurde beidesmal ideales Gas als Porenfluid verwendet. Um Effekte,
die auf dem Konsolidationsprozefl beruhen, weitgehend auszuschalten, ist der Darcysche
Duchlissigkeitsparameter k£’ auf 1,0 m/s gesetzt. Das Randwertproblem kann somit zu je-
dem Zeitpunkt als vollstindig auskonsolidiert betrachtet werden. Das Festkorperskelett ist
idealplastisch modelliert, d. h. ohne jegliche Form der Verfestigung, weder materieller noch
struktureller Art. Im undrainierten Fall wird das eingeschlossene Porenfluid vollstéindig
komprimiert, und der Druck steigt gemifl dem idealen Gasgesetz (3.21) gegen oo an. Die
Festkorperextraspannungen bleiben aufgrund der idealen Plastizitéit konstant. Die duflere
Last wird somit vorwiegend vom Porenfluid getragen, und der Kompressionspunkt fiir das
gesamte Randwertproblem wird eingehalten. Fiir den Fall der drainierten Wanne bzw. des
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quasi leeren Festkorperskeletts ist der Porenfluiddruck im gesamten Problem gleich dem
Umgebungsdruck p = py. Die duflere Last wird somit ausschliellich vom Festkorperskelett
getragen. Da eine Steigerung der Extraspannungen bedingt durch die ideale Plastitzitéit
ausgeschlossen ist, eine weitere Kompression jedoch entsprechend dem elastischen Gesetz
(4.49) nur mit einer Erhéhung der Spannungen einhergehen kann, ergibt sich, dafl weder
eine weitere Kompression noch eine weitere Laststeigerung stattfinden konnen. Dies steht
jedoch in klarem Widerspruch zu Beobachtungen in Experimenten, die einen deutlichen
Anstieg der Spannungen im Bereich des Kompressionspunktes zeigen. Dies gilt sowohl fiir
rein elastisches wie auch fiir elastoplastisches Materialverhalten, vgl. Gibson & Ashby [34].
Bei Verwendung eines elastischen Gesetzes ohne Kompressionspunkt kénnen im Rahmen
einer elastoplastischen Formulierung sogar negative Volumina auftreten, bedingt durch
anhaltende kontraktante Deformation.

Es ergibt sich die Notwendigkeit, den Kompressionpunkt auch bei elastoplastischem Ma-
terialverhalten zu modellieren. Dies wird mit Hilfe der strukturellen Verfestigung bewerk-
stelligt. In Abbildung 7.8 sind die entsprechenden Last-Verschiebungs-Verlaufe fiir ver-
schiedene Werte des Parameters n der strukturellen Verfestigung aufgetragen. Die Kur-
ven entsprechen den typischen Verldufen poroser, elastoplastischer Schdume, wie z. B.
von Metall- oder Polymerschiumen, vgl. Gibson & Ashby [34], Weber [95]. Nach einem
relativ kleinen elastischen Bereich schliefit sich das sogenannte , plastische Plateau® mit
groflen Volumendehnungen bei kleinen Spannungsénderungen an. Thm folgt der Bereich
der Verdichtung. Die Verdichtung bzw. Anndherung an den Kompressionspunkt ist mit
einem groflen Anstieg der hydrostatischen Spannungen verbunden. Das Materialverhal-
ten wird hier wieder elastisch, jedoch mit einer deutlich steileren Tangente als im ersten
Bereich. Der Kompressionspunkt und somit auch die ihm zugrunde liegende Forderung
nach Einhaltung der Massenbilanz sind sichergestellt, was in Abbildung 7.8 deutlich zu
erkennen ist. Das Ansprechverhalten der strukturellen Verfestigung kann dabei durch den
Parameters 7 in weiten Bereichen variiert werden, vgl. Abbildung 7.8. Fiir n = 0 ist die
Abwirtskompatibilitéit zur idealen Plastizitit sichergestellt.

Mit Hilfe der strukturellen Verfestigung ist es somit auf natiirlichem Wege mdoglich, porose
Medien bei grofier, elastoplastischer Volumendeformation und offenen Poren zu beschrei-
ben. Aufgrund der Abwértskompatibilitit des Modells ist es fiir den Fall, dafl die Fluidpha-
se nur einen geringen Einfluf} hat, sogar moglich, Anfangsrandwertprobleme allein durch
das Festkorperskelett zu beschreiben. Dies spart neben der Modellierung des Fluids auch
die entsprechenden Freiheitsgrade im Rahmen der FE-Implementierung und ermdglicht
den Einsatz des Materialgesetzes in vielen kommerziellen FE-Programmen.

Zur Verifizierung der Forderung nach Kombinierbarkeit mit materieller Verfestigung in
Kapitel 4.3.5 wurde die strukturelle Verfestigung mit der von FEhlers & Meiillerschén in
[29] vorgestellten Formulierung kombiniert. Es handelt sich dabei um eine Verfestigungs-
formulierung in Abhingigkeit der plastischen Arbeit W), (4.67), die einen Séttigungswert
besitzt. Die Beschreibung des Modells und die Materialparameter kénnen [29] entnommen
werden. Das Modell wurde von Fhlers & Miillerschon fiir den Bereich kleiner Deforma-
tionen angepaft. Die Last-Verschiebungs-Verldufe sind in Abbildung 7.9 dargestellt. Die
materielle Verfestigung allein versagt bei der Ann&herung an den Kompressionspunkt
ebenso wie die ideale Plastitzitit. Dies liegt nicht an der Anpassung fiir kleine Deforma-
tionen im Rahmen der linearen Theorie. Der Hauptgrund liegt in der der Formulierung
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Abbildung 7.8: Sicherung des Kompressionspunktes duch die strukturelle Verfestigung

inherenten Séittigung der Verfestigung. In Kombination mit der strukturellen Verfestigung
kann der Kompressionspunkt wieder sichergestellt werden, und es ergibt sich ein stetiger
Verlauf der Last-Verschiebungs-Kurve, vgl. Abbildung 7.9. Die beiden Formen der Verfe-
stigung, materielle und strukturelle, sind problemlos kombinierbar und ergénzen sich bei
der Beschreibung realer Materialien.

Als letztes wird schliellich der Kompressionspunkt der gesamten Mischung, bestehend aus
einem elastoplastischen Festkorperskelett und der Mischphase, verifiziert. Hierzu wird der
obere Rand wieder undrainiert modelliert, um Konsolidation und somit Ausstrémen des
Porenfluids zu vermeiden. Die Gesamtdeformation resultiert somit ausschliefllich aus der
Kompression des Porenfluids. Es wurden hierfiir verschiedene Zusammensetzungen der
Mischphase verwendet, mit den Parametern

Volumenanteil nkf in % |  M;q
1,0 7,812
10,0 85,93
50,0 7734
90,0 6961

Dabei beschreibt der Volumenanteil, wieviel Prozent der Volumens der Mischphase im
Ausgangszustand (p = pp) aus inkompressiblem Fluid bestehen. Die Konstante M, g folgt
gemif (3.44). In Abhéngigkeit des Massenanteils stellen sich unterschiedliche Kompres-
sionspunkte des Randwertproblems ein, die sich aus den Volumenanteilen der materiell
inkompressiblen Phasen des Festkopers ¢° und des Fluids ¢” ergeben, vgl. Abbildung
7.10. Je hoher der Anteil inkompressiblen Fluids an der Mischphase ist, desto geringer ist
die maximal md&gliche Volumendeformation. Es wird dabei der jeweilige Kompressions-
punkt erreicht.
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Abbildung 7.9: Kompression mit materieller und zusétzlich struktureller Verfestigung
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Abbildung 7.10: Kompressionspunkt der Mischphase
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7.3 Anpassung des Modells an einen Polymerschaum

Zur Demonstration der Anpassungsfihigkeit des Materialmodells wurden Polyethylen-
schiume mit unterschiedlichen Dichten und somit Volumenanteilen n° des Festkorpers
verwendet. Das Randwertproblem ist in Abbildung 7.11 dargestellt.

ARA
S

0,1 m
0,1 m

Abbildung 7.11: Einaxialer Kompressionsversuch

Fiir die Vernetzung wurden 20-knotige Quaderelemente verwendet. Da bei offenporigen,
luft- bzw. gasgefiillten Schdumen das Fluid keinen nennenswerten Einflufl hat, wurde der
Darcysche Duchlissigkeitsparameter k" auf 1,0 m/s gesetzt. In Verbindung mit der schlan-
ken Form des Randwertproblems und den damit verbundenen kurzen Drainagewegen ist
der Einflul des Fluids weitgehendst ausgeschaltet. Die Form der Probe selbst hat unter
Vernachlissigung der Konsolidation keinen Einflufy auf das Ergebnis. Das Festkorperske-
lett ist elastoplastisch ohne materielle und mit struktureller Verfestigung modelliert.

In Abbildung 7.13 sind die experimentell bestimmten Verldufe nach Gibson & Ashby [34]
S. 180 aufgetragen und in Abbildung 7.14 die Verlaufe der Simulationsrechnungen. Die
Materialparameter sind in Abbildung 7.12 zusammengefafit. Sie wurden dabei fiir jeden
Polyethylenschaum einzeln angepaft.

Wihrend die Kurven (a) - (d) nahezu deckungsgleich angepafit werden konnten und die
Parameter ensprechend dem Volumenanteil njg in der Referenzkonfiguration monotone
Reihen bilden (vgl. Abbildung 7.12), war eine dhnlich gute Anpassung fiir die Kurve (e)
nicht mdéglich. Die bei hochpordsen Schiumen dominanten strukturbedingten Effekte, die
die Verldufe der Kurven (a) - (d) regieren, werden durch die strukturelle Verfetigung sehr
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gut abgebildet. Bei dem Schaum (e) hingegen liegt ein deutlich hoherer Volumenanteil
ngs der Festkorpermatrix vor. Dadurch nimmt der Einfluf materielle Effekte wie z. B.
materielle Verfestigung und speziell Schidigung an Bedeutung zu. Diese wurden jedoch
nicht mit modelliert.

Dariiber hinaus besteht in dem verwendeten elastischen Gesetz von Eipper [30] keine
Moglichkeit, das Ansprechverhalten im Bereich des Kompressionpunktes zu steuern, wie
dies beispielsweise bei der strukturellen Verfestigung {iber den Parameter n moglich ist.

Anmerkung: Der Knick in Abbildung 7.14 beim Ubergang des elastischen Bereichs in
das plastische Plateau ist Folge der nicht modellierten materiellen Verfestigung.

Die Besonderheiten portser Schiaume bei groflen Deformationen, speziell im Kompressi-
onsbereich, werden sehr gut durch die strukturelle Verfestigung abgebildet. Hierin liegt
auch ein besonderes Interesse der Modellierung und darauf aufbauenden Simulation, da
das Kompressionsverhalten derartige Materialien hdufig zur Energieabsorption genutzt
wird, z. B. bei Crashtests.

a b c d e
nds % 0,05 0,90 7,50 11,0 20,0
g | MN/m? | 0,40 0,58 1,80 2,00 23,70
A | MN/m? || 0,40 0,58 1,80 2,00 23,70

5 | m?/N | 7,75-10°% | 4,50-10~% | 1,90-10~% | 1,80-10 | 2,5:10~°
e | m?/N |5,051075|2,70-10~° | 1,05-10~ | 9,50-10~¢ | 1,75-10~°
k | N/m? | 1,25:10° | 1,75-10° |3,00-10° | 4,20-10° | 1,75-107

Abbildung 7.12: Materialparameter fiir Polyethylenschiume

Anmerkung: Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingeweisen, daf§ der Kompressions-
punkt sowohl im elastischen wie auch im plastischen Teilstoffgesetz beriicksichtigt werden
muf. Die Beriicksichtigung in nur einem der beiden Teilstoffgesetze oder gar in keinem
fiihrt speziell bei groflen Volumendeformationen zu unsinnigen und falschen Ergebnissen.
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Abbildung 7.13: Kompressionsversuch von Ployethylenschiumen unterschiedlicher Poro-
sitdt: Versuche nach Gibson & Ashby [34] S. 180
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Abbildung 7.14: Kompressionsversuch von Ployethylenschiumen unterschiedlicher Poro-
sitdt: FE-Simulation mit struktureller Verfestigung
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7.4 Biaxialversuch

Die Lokalisierung und speziell der Einfluf} des Porenfluids und seiner Kopplung mit dem
Festkoperskelett werden anhand des auch in der Literatur hiufig diskutierten Biaxialver-
suchs durchgefiihrt, vgl. Simo & Meschke [81], Schrefler et. al. [78], Schrefler et. al. [79)],
Loret & Prévost [63] und Gawin et. al. [33].

7.5 Anfangsrandwertproblem

Das Anfangsrandwertproblem ist in Abbildung 7.15 dargestellt. Es besteht aus 200 qua-
dratischen 8-Knotenelementen. Die seitlichen Rénder sind drainiert, wihrend der Boden
und die Flidche unter der Last undrainiert sind. Zunéchst werden simtliche freien Ober-
flichen mit einer linear ansteigenden Flachenlast beaufschlagt, deren Maximalwert nach
101 Sekunden 100 kN/m? betrigt. Aufgrund der langsamen Steigerung der Last kann
die Probe zu diesem Zeitpunkt als vollstindig auskonsolidiert betrachtet werden. An-
schlieBend wird die Last konstant gehalten und die Oberfliche mit vy = 0,0018 mm/s
verschiebungsgesteuert abgesenkt.

Die Materialparameter entsprechen wieder denen des kohésionslosen Sandes nach FEhlers
& Miillerschion [29]. Das Fluid ist inkompressibel. Auf etwaige Abweichungen der Mate-
rialparameter wird im Text bzw. in den Abbildungen explizit hingewiesen.

d (t) undrainiert
drainiert * * * / drainiert
S =T
> -
e -
F(t) F(t) 0:35m
e -
-
e -

|<—0,175 m—>|\ undrainiert

Abbildung 7.15: Randwertproblem des Biaxialversuchs

In Abbildung 7.16 ist eine fiir den Biaxialversuch typische Last-Setzungs-Kurve darge-
stellt. Fiir die Berechnung der Last wurden sowohl die Vertikalspannung als auch der
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Porenfluiddruck iiber den oberen Rand integriert und addiert, da die Last von der ge-
samten Mischung getragen wird. Hierbei wurde das grau unterlegte Element im mittleren
Bereich des Netzes geschwicht, indem die Werte der Laméschen Konstanten um 15 %
verringert wurden, siehe Abbildung 7.15.

Last [kN/m?]
-36,0

-33,0

-30,0

-27,0 Setzung [mm]
15 2.0 2.5 -3.0 35 4.0

Abbildung 7.16: Last-Setzungs-Kurve des Biaxialversuchs

Nachdem die Probe plastisch geworden ist, steigt die Last immer geringer, bis sie schlief3-
lich ihren Maximalwert erreicht hat. Die Probe wird in diesem Bereich instabil, und die
Kurve zeigt einen deutlichen Abfall der Last auf. Es setzt Lokalisierung in Form eines
Scherbandes ein. In Abbildung 7.17 ist die plastische Volumendehnung e, und in Ab-
bildung 7.18 zuséitzlich das Ergebnis der Lokalisierungsanalyse aufgetragen, wobei die
jeweiligen Maximal- und Minimalwerte unter den einzelnen Bildern stehen. Es wurde
hierzu aus den in Kapitel 5 genannten Griinden das Kriterium einer singuldren Fléiche
zweiter Ordnung beziiglich der Bewegungsfunktionen (5.45) verwendet. Die Vektoren in
Abbildung 7.18 stellen die Einheitsnormalenvektoren nr an mogliche singuldre Flichen
dar. Dabei entspricht die linke Abbildung dem Zustand in Punkt (a), die mittlere dem
Zustand in Punkt (b) und die rechte dem Zustand in Punkt (¢) der Last-Setzungs-Kurve
in Abbildung 7.16.

In Abbildung 7.17 ist die plastische Volumendeformation dargestellt und das typische
,Kreuz“ zu erkennen, mit dem die Lokalisierung beim Biaxialversuch beginnt. Nach iiber-
schreiten des Maximums der Last-Verschiebungskurve, dem Bifurkationspunkt, ,,schlaft
eines der beiden sich kreuzenden Bénder ein und Lokalisierung findet nur noch im anderen
Band statt. Dies wird auch durch die Lokalisierungsanalyse in Abbildung 7.18 bestétigt.
Beide Bénder konnen allein aus geometrischen Uberlegungen nicht aktiv bleiben. Nach
dem Abfall der Last schliefit sich ein Bereich mit nahezu konstanter Last bei fortschrei-
tender Deformation im Scherband an. Das Lokalisierungskriterium zeigt nur noch an
den Rindern des Bandes mogliche singulire Flichen an. Dies steht in Ubereinstimmung



138 7.5 ANFANGSRANDWERTPROBLEM

plastische Volumendehnung e,
SRR 6%41 o AN SRk ﬁ/\h” 5 PANDAS
DXINZ0%02 >f G \Jy\\\ SRR \\/ D
RSB €p,max
B
XX >/ NG
KRR
%&,\7\/ 5 <<
e X {
el 7 \K/Yg
b e x/\\/
BoRKg R X
ST S o BN |
= DA DA
\/(\l%\j < \/\/ { 5 /\\\{
P I X 0;
PN L0 0% S IPRS] A
s e €p.min
epmax = -2,101-107* e, max = -1,849-107" e, max = 1,482-1073
- —4 -2
€p,min = —3,36810 4 €p,min = '5757410 €p,min = ']-7449]-0

Abbildung 7.17: Plastische Volumendehnung fiir die Zusténde (a), (b), und (c)

mit Kapitel 5, in dem Scherbénder fiir den betrachteten Fall (singuldr zweiter Ordnung
bzgl. den Bewegungsfunktionen) Bénder endlicher Dicke darstellen, die durch singulére
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Abbildung 7.18: Plastische Volumendehnung und Lokalisierungsanalys fiir (a), (b), (c)
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Fliachen eingegrenzt werden, vgl. Abbildung 5.2. Die Dicke des Bandes betrégt dabei circa
ein Element, was bereits einen Hinweis auf die Netzabhéngigkeit des Problems darstellt.
Zur Uberwindung des Bifurkationspunktes wurde das Element in der Nihe der Mitte
geschwiicht.

In Abbildung 7.19 ist der Porenfluiddruck dargestellt. Da das Scherband, bedingt durch
das gewihlte plastische Materialmodell, kontraktante Volumendehnungen aufweist (vgl.
Abbildung 7.17), erhoht sich schlagartig der Druck in dessen Bereich, vgl. Abbildung 7.19
(b). Im weiteren Verlauf gleicht sich der Druck durch Konsolidation wieder aus und dessen
Gradient nimmt ab, vgl. Abbildung 7.19 (c).

Porenfluiddruck p in N/m?
PANDAS
Pmax
5
%

Pmin

Pmax = 1,937-10°  pmax = 3,833:10°  prax = 1,895-10°

Pmin = 0,0 Pmin = 0,0 Pmin = 0,0

Abbildung 7.19: Porenfluiddruck fiir die Zustéinde (a), (b), und (c)

Anmerkung: In dem Zustand, in dem die Instabilitdt beginnt sich zu entwickeln, ist eine
moglichst exakte Zeitintegration notig, vgl. Simo & Meschke [81] und Ellsiepen [31]. Fiir
die Rechnungen in diesem Kapitel wurde daher das implizite Alez21-Verfahren, kombiniert
mit einer Zeitschrittweitensteuerung von FEllsiepen [31], die speziell fiir porése Medien
entwickelt wurde, eingesetzt.

7.6 FEinfluBl des Porenfluids

Zur genaueren Untersuchung des Einflusses des Porenfluids und speziell der volumetri-
schen Kopplung zwischen Fluid und Festkoper die sich bereits in Kapitel 5 gezeigt hat,
werden im folgenden zwei unterschiedliche Materialien betrachtet. Beim ersten handelt es
sich um den bisher beschriebenen kohésionslosen Sand, der i. a. kontraktante Scherbéander
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liefert. Beim zweiten Material sind die Parameter € und ¢ zu null gesetzt. Dies entspricht
dem Grenzzustand der strukturellen Verfestigung und garantiert somit dilatante plasti-
sche Volumendeformationen, d. h. D sp - I > 0. Die FlieBfliche hat im hydrostatischen
Bereich die Form eines Kegels, dhnlich dem Drucker & Prager-Kriterium, mit einer ab-
gerundeten Kappe im Zugbereich. Um den Bifurkationspunkt im betrachteten Bereich zu
vermeiden, wurde das untere grau unterlegte Element in Abbildung 7.15 geschwécht.

Wihrend das erste Material bedingt durch die Kappe im Druckbereich kontraktante pla-
stische Volumendehnungen zeigt, vgl. Abbildung 7.20 (links), treten in Abbildung 7.20
(rechts) fiir den zweiten Fall die erwarteten dilatanten Volumendehnungen auf.

plastische Volumendehnung e, plastische Volumendehnung e,

PANDAS PANDAS
-1,482-1073 1,060-1072
-1,712:1073 8,350-1073
-4,905-1073 6,096-1073
-8,099-1073 3,842:1073
-1,129-1072 1,587-1073
-1,449-102 0,0

Abbildung 7.20: Vergleich der plastischen Volumendehnung und der Lokalisierungsanaly-
se. Links: Kohésinsloser Sand nach Ehlers & Miillerschon, [29]. Rechts:
Grenzzustand der strukturellen Verfestigung (§ =& = 0).

Als Folge der Volumendeformation stellt sich ein unterschiedlicher Verlauf des Porenfluid-
drucks ein, vgl. Abbildung 7.21. Beim linken Bild zeigt sich, bedingt durch kontraktante
Dehnungen in Verbindung mit inkompressiblem Porenfluid und der Tatsache, daf§ das
Fluid nicht instantan ausstromen kann, ein Uberdruck. Im rechten Bild stellt sich entspre-
chend ein Unterdruck im Scherband ein. Da beim Modell mit inkompressiblem Porenfluid
die Variable p lediglich einen Differenzdruck, nicht aber den absoluten Druck, darstellt,
kann es dabei zu extremen Unterdriicken kommen, die weit auflerhalb des realistischen
Bereichs liegen, vgl. Gawin et. al [33].

In Abbildung 7.20 ist das Ergebnis der Lokalisierungsanalyse fiir die beiden unterschiedli-
chen Materialien zusammengefafit. Die Vektoren entsprechen dabei wieder den Normalen-
einheitsvektoren np an mogliche singulédre Fliachen. Der Zustand im rechten Bild entspricht
dabei dem Zustand (a) in Abbildung 7.16. Es stellen sich auch hier im weiteren Verlauf
singuldre Flichen an den Ridndern des Bandes ein, vgl. Abbildung 7.20. In Abbildung



