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VorwortDer vorliegende Beriht Nr. II-7 aus dem Institut f�ur Mehanik (Bauwesen) "Zur Beshrei-bung komplexen Materialverhaltens\ ist anl�a�lih des f�unfzigsten Geburtstags von HerrnProfessor Dr.-Ing. Wolfgang Ehlers am 1. August 2001 entstanden. Als ih im Herbst ver-gangenen Jahres bei Kollegen, die zu den Forshungsarbeiten von Professor Ehlers einenengen Bezug haben, und bei seinen ehemaligen Mitarbeitern um einen Beitrag zu diesemBand gebeten habe, war die Resonanz gro�. Als Resultat liegt nun ein �uber 300 Seitenstarker Band mit 19 Einzelbeitr�agen vor, der die vielen Faetten der Forshungst�atigkeitvon Professor Ehlers widerspiegelt. Die einzelnen Arbeiten sind zum Teil an Forshungs-projekte gekn�upft, die Herr Professor Ehlers gemeinsam mit den Autoren im Rahmen vonDFG-Forshergruppen bearbeitet, zum Teil kn�upfen die Beitr�age an Dissertationen undHabilitationen an, die von Professor Ehlers betreut und begutahtet wurden. Somit wirdein breites Spektrum der aktuellen Forshung in der Mehanik abgedekt.Der vorliegende Band enth�alt Artikel zu den kontinuumsmehanishen Grundlagen derMaterialbeshreibung und der Modellbildung sowohl f�ur Einphasen- als auh f�ur Mehr-phasenmaterialien. Die kontinuumsmehanishe Sihtweise dieser Modelle wird aber auhdurh erg�anzende und weiterf�uhrende Untersuhungen im Mikrobereih und die zugeh�ori-gen Homogenisierungsstrategien untermauert. Weiterhin werden numerishe Methoden be-shrieben, die zur Umsetzung der Modelle in konkrete Berehnungsverfahren entwikeltwerden m�ussen. Dar�uber hinaus wird in einigen Artikeln auf experimentelle Untersuhun-gen eingegangen, die zur Identi�kation der Modellparameter unerl�a�lih sind. Letztendlihshlie�t sih der Kreis in Anwendungen der Theorie auf praxisbezogene Probleme. Anhandder geshilderten Vielfalt und des gro�en, durh die Beitr�age abgedekten Bereihs wirddeutlih, wie weit die Interessen des Forshers Wolfgang Ehlers gestreut sind.Neben der Forshungst�atigkeit sei an dieser Stelle auh das Engagement von ProfessorEhlers in der Ausbildung der Studenten und in der universit�aren Selbstverwaltung ge-nannt. Als akademisher Lehrer sha�t es Professor Ehlers immer wieder, die Studentenf�ur den anspruhsvollen Sto� der Mehanik zu begeistern. Sein Erfolg zeigt sih in dengut besuhten Vertiefungsveranstaltungen und in der st�andig steigenden Anzahl der anseinem Lehrstuhl angefertigten Diplomarbeiten. Weiterhin nimmt er seine Pihten in derSelbstverwaltung der Universit�at aktiv wahr. Dies �au�ert sih unter anderem darin, da�er w�ahrend seiner professoralen Laufbahn bereits zweimal das Amt des Dekans inne hatteund zur Zeit als Wahlsenator der Universit�at Stuttgart t�atig ist.An dieser Stelle sei allen Autoren, die sih an der Fertigstellung dieses Bandes beteiligthaben, ganz herzlih gedankt. Durh ihre Beitr�age ist dieser Band erst m�oglih geworden.Mein weiterer Dank gilt den Mitarbeitern des Lehrstuhls II des Instituts f�ur Mehanik(Bauwesen) f�ur ihren Einsatz bei der endg�ultigen Fertigstellung des Bandes, insbesondere



f�ur die M�uhen bei der unerl�a�lihen Feinarbeit und der Vereinheitlihung des Layouts dereinzelnen Beitr�age.Dieser Band sei Professor Ehlers mit den besten W�unshen, insbesondere f�ur Gl�uk, Ge-sundheit und fortw�ahrende Kreativit�at, im Namen aller Autoren und aller Mitarbeiter desInstituts �uberreiht.Stuttgart, im August 2001Stefan Diebels (Herausgeber)
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1Beruiher Werdegang vonProf. Dr.-Ing. Wolfgang EhlersR. de BoerFahgebiet Mehanik, FB 10 { BauwesenUniversit�at-GH-EssenD-45141 Essen1.1 huhuWolfgang Ehlers, geboren am 1. August 1951, verbrahte seine Kindheit in Heepen (Biele-feld). Er besuhte die Grundshule in Heepen und das Max-Plank-Gymnasium in Bielefeldbis 1970.Nah dem Abitur und Absolvierung des Wehrdienstes studierte er bis 1979 Bauingenieur-wesen an der Tehnishen Universit�at Hannover. Bis zu seiner Berufung auf eine C3-Professur in Mehanik an die Tehnishe Hohshule Darmstadt war er als wissenshaft-liher Mitarbeiter, wissenshaftliher Assistent, akademisher Rat und Oberrat sowie alsHohshuldozent im Institut f�ur Mehanik (Fahbereih Bauwesen) der Universit�at Essent�atig.Bereits w�ahrend seiner ersten T�atigkeit in Essen im Rahmen eines Forshungsvorhabens�uber die Viskoplastizit�at wurde seine wissenshaftlihe Begabung erkennbar. Er erstelltezusammen mit mir einen Forshungsberiht �uber die Grundlagen der isothermen Plasti-zit�ats- und Viskoplastizit�atstheorie, der im Jahr 1980 ershien. Zu dieser Zeit arbeiteteer sih tief in dieses Teilgebiet der Kontinuumsmehanik ein, so da� es ihm m�oglih war,seine Dissertation �uber die inkrementelle Beshreibung elastish-plastisher K�orper inner-halb der Theorie kleiner Verzerrungen und gro�er Rotationen in verh�altnism�a�ig kurzerZeit abzushlie�en.Nah der wissenshaftlihen Durhdringung von Teilgebieten der Plastizit�ats- und Visko-plastizit�atstheorie shlo� sih Herr Dr.-Ing. Ehlers einer neuen Forshungsrihtung imFahgebiet Mehanik an, n�amlih der Entwiklung einer konsistenten Theorie saturierterund leerer por�oser Festk�orper. Bereits 1985 hat er �uber erste Ergebnisse auf der GAMM-Tagung berihtet. In der Folgezeit hat er mit mir auf dem Gebiet der Theorie por�oserMedien, sei es im Bereih der Grundlagen, der historishen Entwiklung und auh derAnwendung, sehr eng zusammengearbeitet. Die Ergebnisse sind in vershiedenen nationa-len und internationalen Zeitshriften publiziert worden. Seine Kenntnisse auf dem Gebietpor�oser Medien hatten sih in den ahtziger Jahren so weit vertieft und ausgeweitet, da�er 1988 auf der Grundlage der Bowenshen Arbeiten seine Habilitationsshrift anfertigenkonnte. Die Shrift wurde von Fahbereih 10 Bauwesen der Universit�at Essen als Habi-1



2 R. de Boerlitationsshrift angenommen; es wurde ihm die venia legendi f�ur das Fahgebiet Mehanikverliehen.Diese Arbeit, die u. a. die Grundlagen der konstitutiven Theorie der saturierten por�osenFestk�orper enth�alt, hat in der Fahwelt gro�e Beahtung gefunden. F�ur sie wurde HerrProfessor Wolfgang Ehlers mit dem renommierten Wissenshaftspreis der Gottshalk-Diederih-Baedeker-Stiftung, Essen, ausgezeihnet; �ubrigens, bis jetzt der einzige Bau-ingenieur, der diese Auszeihnung erhalten hat.Im Jahr 1991 erhielt Herr Dr.-Ing. Ehlers den ehrenvollen Ruf auf eine C3-Professur imFahbereih Mehanik der Tehnishen Hohshule in Darmstadt. Neben seinen vielenLehrverpihtungen fand er an seiner neuen Wirkungsst�atte immer wieder Zeit, sih mitder Theorie por�oser Medien zu befassen. Aus dieser Zeit stammen so wihtige Ver�o�ent-lihungen wie Arbeiten �uber kompressible, inkompressible und hybride bin�are Modellein der Theorie por�oser Medien sowie Arbeiten �uber dynamishe Probleme in heterogenaufgebauten Materialien. Er hat seine wissenshaftlihen Ergebnisse jedoh niht nur inhervorragenden Fahzeitshriften ver�o�entliht, sondern auh auf z. T. gro�en internatio-nalen Konferenzen vorgetragen. Sowohl seine Aufs�atze als auh seine wissenshaftlihenVortr�age zeihnen sih durh �Ubersihtlihkeit, Klarheit und Konsequenz aus.F�ur die Fahleute war es niht �uberrashend, da� er nah wenigen Jahren T�atigkeit inDarmstadt in den Jahren 1993 und 1994 fast gleihzeitig zwei Rufe auf C4-Professurenin Magdeburg und Stuttgart erhielt. Er hat sih ziemlih kurzfristig f�ur die �Ubernahmeder Professur an dem renommierten Institut f�ur Mehanik (Bauwesen) an der Univer-sit�at Stuttgart entshieden. Unter gro�em pers�onlihen Einsatz rihtete er ein e�ektivesProgramm f�ur die Lehre ein und stellte ein Forshungsteam mit einem ambitionierten Pro-gramm zusammen. Dieses Programm, u. a. Untersuhung elastish-plastisher Deforma-tionen von �ussigkeitsgef�ullten por�osen Festk�orpern, Entwiklung von Rehenprogrammen(Methode der �niten Elemente) zur numerishen L�osung von Anfangs- und Randwertpro-blemen in der Theorie por�oser Medien, Cosserat-Theorie f�ur ges�attigte por�ose K�orper,Untersuhung von Sherb�andern, Einbeziehung von viskoelastishen Form�anderungen inder Theorie por�oser Medien, wurde in weiten Bereihen erfolgreih umgesetzt; die Ergeb-nisse sind in rund 140 Ver�o�entlihungen niedergelegt, die zum gr�o�ten Teil in renommier-ten nationalen und internationalen Fahzeitshriften ershienen sind. Dar�uber hinaus sinddie herausragenden Forshungsergebnisse auf vielen nationalen und internationalen Kon-ferenzen von Professor Dr.-Ing. Ehlers und seinen Mitarbeitern der Fahwelt vorgestelltworden.Neben seiner Hohshult�atigkeit in Lehre und Forshung hat Herr Professor Dr.-Ing. Ehlersauh in der Selbstverwaltung und in der Wissenshaftsorganisation erfolgreih gewirkt. Be-reits w�ahrend seiner T�atigkeit in Essen hat er sih engagiert an Selbstverwaltungsaufgabenim Mittelbau beteiligt. Diese Aufgabe wurde nat�urlih gr�o�er als er 1991 zum C3-Professorin Darmstadt ernannt worden war. Zun�ahst wurde er 1993 zum gesh�aftsf�uhrenden Di-rektor des Instituts f�ur Mehanik eingesetzt. Im Jahre 1994 wurde er zum Dekan desFahbereihs 6 Mehanik gew�ahlt. Diese T�atigkeiten f�uhrte er auh bereits an neuer Wir-kungsst�atte, an der Universit�at Stuttgart, mit gro�em Erfolg aus. Hier ist er auh vorigesJahr zum Wahlsenator und Mitglied im Senatsausshu� f�ur Forshung gew�ahlt, und aufnationaler Ebene ist er zum Fahgutahter der Deutshen Forshungsgemeinshaft (DFG)f�ur das Fah Mehanik bestimmt worden. In der Wissenshaftsorganisation erhielt er eh-renvolle Berufungen, als Mitglied in Sienti� Commitees mitzuarbeiten. Diese Berufungen



Beruiher Werdegang von Prof. Dr.-Ing. Wolfgang Ehlers 3wurden 1999 gekr�ont, als Herr Professor Dr.-Ing. Ehlers mit der Organisation des weltwei-ten Symposiums Theoretial and Numerial Methods in Continuum Mehanis of PorousMaterials von der IUTAM beauftragt wurde.Die vielen Artikel, die er zusammen mit Mitarbeitern ver�o�entliht hat, zeugen davon, da�er die Teamarbeit liebt und da� er es versteht, seine Mitarbeiter f�ur mehanishe Problemezu begeistern. Er stellt dabei hohe Anforderungen. Vor allem ist ihm jede unexakte Arbeitzuwider. Er l�a�t seinen Mitarbeitern aber immer genug Freiheiten, damit auh sie ihreIdeen verwirklihen k�onnen.Abshlie�end kann festgestellt werden, da� Herr Prof. Dr.-Ing. Ehlers shon in verh�alt-nism�a�ig jungen Jahren �uberragende Erfolge in Lehre, Forshung und Wissenshaftsorga-nisation erreiht hat. Dies ist 1998 von seinen Kollegen mit einer weiteren Berufung aufeine C4-Professur f�ur Allgemeine Mehanik an der Ruhr-Universit�at Bohum gew�urdigtworden.Ih w�unshe Herrn Professor Dr.-Ing. Ehlers f�ur die Zukunft Gl�uk, Zufriedenheit, Ge-sundheit und weiterhin nie versiegende wissenshaftlihe Sha�enskraft.



2Forshungst�atigkeit am Lehrstuhl IIdes Instituts f�ur MehanikInstitut f�ur Mehanik (Bauwesen)Universit�at StuttgartD-70550 Stuttgart2.1 Gemisht-hybride Finite Elemente f�urmikropolare Kontinua(M. Ammann & S. Diebels)Zusammenfassung. F�ur ein mikropolares por�oses Festk�orperskelett wird eine gemisht-hybride Elementformulierung auf der Basis eines Hu-Washizu-Funktionals angegeben. Da-bei werden f�ur den Vershiebungs-Rotations-Dehnungs-Ansatz die Ansatzfunktionen vor-gestellt und die Stabilit�atsanforderungen diskutiert. An einer einfahen numerishen Bei-spielrehnung wird die EÆzienz der neuen Elementformulierung gegen�uber einer herk�omm-lihen gemishten Methode demonstriert, bei der nur die Vershiebungen und die Rotatio-nen als FE-Freiwerte benutzt werden.2.1.1 Hu-Washizu-FunktionalDie folgende gemisht-hybride Elementformulierung soll aus Gr�unden der besseren �Uber-sihtlihkeit im Rahmen einer geometrish wie auh materiell linearen Theorie hergeleitetwerden. Dies f�uhrt bei einer Beshreibung innerhalb der Mikropolaren Theorie Por�oser Me-dien (MTPM) zu folgenden Gleihungen f�ur die Verzerrungen �"S und die Kr�ummungen��S (Ehlers & Volk [3℄):�"S = graduS + 3E �'S ; ��S = grad �'S : (2.1)Dabei bildet der Operator grad(�) = �(�)=�x die partielle Ableitung nah den Ortsvekto-ren x, und 3E stellt den 3-stu�gen Rii-Permutationstensor dar. Die Prim�arvariablen desbetrahteten Modells setzen sih aus der Festk�orpervershiebung uS und der unabh�angi-gen Festk�orperrotation �'S zusammen. Mittels eines modi�zierten Hookeshen Gesetzes5



6k�onnen die folgenden Beziehungen f�ur die Festk�orperextraspannungen �SE und die Mo-mentenspannungen MS aufgestellt werden (de Borst [2℄, Ehlers & Volk [3℄, Steinmann &Willam [5℄):�SE = �2�S 4Isym + �S (I
 I) + 2�S 4Iskw� �"S ; MS = 2�S (lS )2 ��S : (2.2)Darin sind 4Isym = 12 [(I
 I)23T + (I
 I)13T ℄ und 4Iskw = 12 [(I
 I)23T � (I
 I)13T ℄ die 4-stu�genFundamentaltensoren, �S und �S die klassishen Lam�eshen Konstanten und �S und lSdie zus�atzlihen mikropolaren Parameter.Mit den obigen Gleihungen kann das Hu-Washizu-Funktional f�ur das betrahtete Modellaufgestellt werden:Æ�HW = R
 ÆuS � (div �SE + �b) dv + R
 Æ �'S � (div MS + I� �SE) dv+R
 Æ�"S � (�SE � [2�S 4Isym + �S (I
 I) + 2�S 4Iskw℄ �"S) dv+R
 Æ�SE � (�"S � graduS � 3E �'S) dv: (2.3)
2.1.2 Vershiebungs-Rotations-Dehnungs-AnsatzIn Anlehnung an Simo & Rifai [4℄ wird in einem n�ahsten Shritt ein verbesserter Ansatzf�ur die Verzerrungen �"S und die Testfunktionen der Verzerrungen Æ�"S de�niert:�"S = graduS + 3E �'S + ~�"S ; Æ�"S = grad ÆuS + 3E Æ �'S + Æ~�"S : (2.4)Unter Ber�uksihtigung der Orhogonalit�atsbedingung R
 Æ�SE � ~�"S dv = R
 Æ~�"S ��SE dv = 0entf�allt nah Einsetzen von (2.4) in (2.3) f�ur das Hu-Washizu-Funktional die expliziteAbh�angigkeit von der Festk�orperspannung �SE. Æ�HW ist somit lediglih von den beidenPrim�arvariablen uS; �'S sowie dem zus�atzlihen Anteil ~�"S aus den in (2.4) de�niertenverbesserten Verzerrungen abh�angig.Nah der Ortsdiskretisierung ergibt sih f�ur das Gesamtsystem der folgende Ausdruk:0BBB� Kuu Ku' Ku�K'u K'' K'�K�u K�' K�� 1CCCA0BBB� u�'3� 1CCCA = 0BBB� FuF'0 1CCCA ;� = �K�1�� �K�u u+K�' �'3 � : (2.5)
Darin sind die Kii die nah der Ortsdiskretisierung entstandenen Eintr�age in der Stei�g-keitsmatrix, u = [u1;u2℄T und �'3 entsprehen den FE-Knotenwerten der Prim�arvariablen,und Fu bzw. F' sind die Ober�ahenintegrale f�ur die Vershiebungen bzw. die Rotatio-nen. Der Vektor � beinhaltet die zus�atzlihen Anteile der verbesserten Verzerrungen, die



Forshungst�atigkeit am Institut 7im Gegensatz zu den Vershiebungen und den Rotationen keinen FE-Knoten zugeordnetwerden k�onnen. Die Dimension von � wird dabei durh den gew�ahlten Ansatz f�ur dieverbesserten Verzerrungen bestimmt. Da f�ur die zus�atzlihen Anteile der verbesserte Ver-zerrungen keine Ober�ahenterme de�niert sind, kann das Gesamtsystem im folgendendurh statishe Kondensation (vgl. (2.5)2) auf die Prim�arvariablen reduziert werden, d. h.die zus�atzlihen Freiheitsgrade � k�onnen auf Elementebene eliminiert werden. Somit istbei dieser Vorgehensweise ein zus�atzliher numerisher Aufwand lediglih auf Elementebe-ne vorhanden.2.1.3 Ansatzfunktionen und Stabilit�atsanforderungenF�ur die neue Elementformulierung m�ussen im weiteren die einzelnen Ansatzfunktionenfestgelegt werden. Dabei werden in einem Vierekselement f�ur uhS und �'hS jeweils bilineareAns�atze gew�ahlt. F�ur den zus�atzlihen Anteil aus den verbesserten Verzerrungen ~�"hS wirdder folgende Ansatz benutzt:
~�"hS (x; t) = EXj=10BBBBBB� �j11(x) �j(t)�j22(x) �j(t)�j12(x) �j(t)�j21(x) �j(t)

1CCCCCCA mit 0BBBBBB� �11�22�12�21
1CCCCCCA = 0BBBBBB� � 0 0 00 � 0 00 0 � 00 0 0 �

1CCCCCCA : (2.6)
Die Anteile �11 bzw. �22 vermindern dabei den E�ekt des volumetrishen Lokings, wo-hingegen �33 bzw. �44 das Shubloking abshw�ahen (vgl. Andel�nger [1℄). F�ur einstabiles Verhalten des neuen Elements mu� bei der Wahl des Ansatzes f�ur ~�"hS ber�uksih-tigt werden, da� die neuen Ans�atze linear unabh�angig sind. Desweiteren m�ussen f�ur dieEinhaltung der im Abshnitt 2.1.2 aufgef�uhrten Orhogonalit�atsbedingung die Transforma-tionen von � von dem Einheitsraum auf den physikalishen Raum mit einer konstanten,am Elementmittelpunkt ausgewerteten Transformationsmatrix durhgef�uhrt werden. F�urdie Erf�ullung des Path-Tests sind bei der Gau�-Quadratur s�amtlihe Gr�o�en, die mit denzus�atzlihen Anteilen ~�"hS in Verbindung stehen, mit einer konstanten, ebenfalls am Ele-mentmittelpunkt ausgewerteten Jaobi-Determinante zu integrieren (Simo & Rifai [4℄).2.1.4 Beispiel: Kragarm unter ShubbelastungAn einem einfahen Beispiel soll die EÆzienz der neuen Elementformulierung (Q1R1E4) imVergleih zu einer reinen Vershiebungs-Rotations-Formulierung (Q1R1) demonstriert wer-den. Hierf�ur wurde der in der Abbildung 2.1 dargestellte Kragarm auf Shub belastet undmit untershiedlih feinen FE-Netzen berehnet. Um die beiden Elementformulierung ver-gleihen zu k�onnen, wurde exemplarish jeweils die Spannung �SE11 am Punkt A betrahtet.Man kann deutlih erkennen, da� die Berehnungen mit dem Q1R1E4-Element shnellergegen einen Referenzwert, der mit einem gleihm�a�ig verfeinerten FE-Netz (150x150 Ele-mente) ermittelt wurde, konvergieren als mit dem Q1R1-Element.
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Forshungst�atigkeit am Institut 92.2 Residual based error estimation tehniquesfor porous media(H. Steeb & S. Diebels)Abstrat. The goal of this work is to present a fully-oupled residual-based error esti-mation tehnique in spae and time for a two phase porous media problem. Therefore aG-dG Galerkin sheme (ontinuous in spae and disontinuous in time) is applied. Toapture the error in user-spei�ed L2-norms the Aubin-Nitshe trik is applied and the ab-strat dual problem of the non-self-adjoint initial boundary value problem (IBVP) is solvednumerially.2.2.1 IntrodutionIn the ontext of porous media, the initial boundary-value problem is leading diretly to asaddle point problem by applying Galerkin's method. Without going into further details,we restrit ourselves on an inompressible pore uid and a linear-elasti solid phase inthis work. Due to the fat, that it is diÆult to estimate analytially the stability, andtherefore the underlying stability onstant of the weak form, we irumvent this problemby solving an adjoint problem numerially. The basi onept was applied on ertaintypes of partial di�erential equations and an be found e. g. in Erikson et al. [3℄, Beker &Rannaher [1℄ and Larsson, Hansbo & Runesson [6℄ for the two-�eld mehanial-thermaloupled problem of thermo-elastiity.2.2.2 Boundary value problem and weak formApplying the balane of momentum for the mixture and the balane of volume in om-bination with Dary's law for the pore uid ow we end up with the strong form of theIBVP, as given e. g. by Ehlers & Ellsiepen [2℄:�div(TSE � p I) = (nS�SR + nF�FR) b in 
 � (0; T ); (2.7)div(uS)0S = div� kFFR (rp� �FRb)� in 
 � (0; T ); (2.8)uS = �uS on �uSD � (0; T ); (2.9)p = �p on �pD � (0; T ); (2.10)�TSE � p I�n = t on �uSN � (0; T ); (2.11)nFwF � n = �v on �pN � (0; T ); (2.12)uS jt=t0 = uS;0 at 
 � t0; (2.13)pjt=t0 = p0 at 
 � t0: (2.14)Within a geometrially linear setting the seond order extra Cauhy stress tensor TSE is



10linked with the strains "S = 12(ruS +rTuS) via Hooke's law:TSE = 2�S"S + �S("S � I) I: (2.15)Multiplying (2.7){(2.14) with testfuntions for the displaements uS and the pore pressurep and applying Green's formula and Cauhy's theorem we end up in the weak form of thegiven IBVP:a(uS ; ÆuS)0;T � (p;div ÆuS)0;T = (f ; ÆuS)0;T + (t; ÆuS)�uSN �(0;T ); (2.16)(div(uS)0; Æp)0;T + b(p; Æp)0;T = (g;rÆp)0;T � (�v; Æp)�pN�(0;T ); (2.17)(uS(t0)� uS;0; ÆuS)jt=t0 = 0; (2.18)(p(t0)� p0; Æp)jt=t0 = 0; (2.19)with the standard Sobolev spaes for uS ; ÆuS ; p and Æp:U := nuS(x; �) 2 H1(
); uS j�usD = �uS ; uS(�; t) 2 L2(0; T )o ;V := nÆuS(x; �) 2 H10 (
); ÆuS j�usD = 0; uS(�; t) 2 L2(0; T )o ;P := np(x; �) 2 H1(
); pj�pD = �p; p(�; t) 2 L2(0; T )o ;Q := nÆp(x; �) 2 H10 (
); Æpj�pD = 0; Æp(�; t) 2 L2(0; T )o :In (2.20) and (2.20) the bilinearforms a( � ; � ) and b( � ; � ) are given as:a(uS ; ÆuS) := Z
TSE(uS) � "S(ÆuS) d
; b(p; Æp) := Z
rp � kFFR rÆp d
: (2.20)2.2.3 Time-disontinuous Galerkin methodNow the time-disontinuous Galerkin method (Eriksson et al. [4℄) is applied. Therefore,the time domain I is split into several time slabs In = (tn; tn+1). The length of eah timeslab In is de�ned by �tn = tn+1 � tn, see Figure 2.2.Disretizing (2.16) { (2.19) with the �nite element approximations uS;h 2 Uh � U ; ÆuS;h 2Vh � V and ph 2 Ph � P; Æph 2 Qh � Q, the �nite element problem reads:Find any uS;h and ph suh that there holds for any time slab Ina(uS;h; ÆuS;h)In � (ph;div ÆuS;h)In + ([[uS;h(�; tn)℄℄; ÆuS;h)jt=tn= (f ; ÆuS;h)In + (t; ÆuS;h)�uSN �In (2.21)and (div(uS;h)0; Æph)In + b(ph; Æph)In + ([[ph(�; tn)℄℄; Æph)jt=tn= (g;rÆph)In � (�v; Æph)�pN�In : (2.22)



Forshungst�atigkeit am Institut 11The jump terms [[ � ℄℄ are de�ned as, see Figure 2.2:[[uS;h(�; tn)℄℄ := uS;h(�; t+n )� uS;h(�; t�n );[[ph(�; tn)℄℄ := ph(�; t+n )� ph(�; t�n )and uS;h(�; t+n ) = lim�t7!0+ uS;h(�; tn +�t); uS;h(�; t�n ) = lim�t7!0� uS;h(�; tn +�t);ph(�; t+n ) = lim�t7!0+ ph(�; tn +�t); ph(�; t�n ) = lim�t7!0� ph(�; tn +�t):2.2.4 Error estimation via dual problemsFollowing the onept of Johnson & Hansbo [5℄, Erikson et al. [3℄, Beker & Rannaher [1℄and Larsson, Hansbo & Runesson [6℄ we formulate a dual problem adjoint to the primalor original problem. Using operator notation for our two-�eld problem there has to hold:ZI(LP;G) dt != ZI(L?G;P) dt: (2.23)The di�erential operator L desribes the primal and L? the dual problem. The vetors
P = [uS ; p℄T and G = [';  ℄T ontain the primary variables of the primal and dualproblems, respetively:Inserting the left-hand side of the strong form of the IBVP (2.7), (2.8) in (2.23) andapplying handy partial integration in spae and time the di�erential operator is shiftedfrom the primal to the dual problem de�ning the adjoint operator L?.
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Figure 2.2: Time-disontinuous Galerkin method.



12The error of the primary variables is de�ned aseuS := uS � uS;h and ep := p� ph: (2.24)Now, the Aubin-Nitshe trik [7℄ an be applied on the dual problem and the error of theprimal problem itselves. This means, that the dual problem is multiplied with the errorof the primal problem. After de�ning the residuals, we end up in the error equation inweak form:je(�x; �t)j = (e(P); j(�x; �t)) = (Res (uS;h; ph) ; G (';  )): (2.25)The weak form of the error equation (2.25) an be interpreted as an element-wise weightingof the residual terms of the primal problem with the ontinuous solution of the dualproblem. Therefore, the name weighted-error estimation is also well known. In dependeneon the hosen right-hand side of the dual problem, error estimators in the L2; L1 or inother user-presribed norms an be developed.Next, we apply the Galerkin-orthogonality for the dual problem:je(�x; �t)j = (Res (uS;h; ph) ; G (';  )�Gh ('h;  h)): (2.26)Now standard tehniques an be applied to estimate (2.26). Separating the residual termsfrom the dual weighting part using the Cauhy{Shwarz inequality and applying standardinterpolation estimates is leading to an error estimator, whih an be alulated on theelement level.2.2.5 ConlusionIn this paper, we have presented an error estimation tehnique for porous media problems.The problem of solving stability onstants analytially an be irumvented. On the otherhand, it has to be said that the numerial e�ort is inreasing, beause the dual problemhas to be solved for the whole spae{time domain. In further studies, we hope to showthat this is not neessary in pratial appliations.2.2.6 Referenes[1℄ R. Beker and R. Rannaher. A feed{bak approah to error ontrol in �nite elementmethods. East-West J. Numer. Math., 4:237{264, 1996.[2℄ W. Ehlers and P. Ellsiepen. Theoretial and numerial methods in evironmental on-tinuum mehanis based on the theory of porous media. In B. A. Shre�er, editor,Environmental Mehanis, volume 417 of CISM Courses and Letures. Springer-Verlag, Wien, 2001.[3℄ K. Eriksson, D. Estep, P. Hansbo, and C. Johnson. Introdution to adaptive meth-ods for di�erential equations. Ata Numeria, pages 105{158, 1995.



Forshungst�atigkeit am Institut 13[4℄ K. Eriksson, D. Estep, P. Hansbo, and C. Johnson. Computational Di�erentialEquations. Cambridge University Press, Cambridge, 1996.[5℄ C. Johnson and P. Hansbo. Adaptive �nite element methods in omputationalmehanis. Comput. Methods Appl. Meh. Engrg., 101:143{181, 1991.[6℄ F. Larsson, P. Hansbo, and K. Runesson. Spae-time �nite elements and adap-tivity strategy for the thermoelastiity problem. In Developments in TheoretialGeomehanis, pages 193{213. Balkema, Rotterdam, 2000.[7℄ J. Nitshe. Ein Kriterium f�ur die Quasi-Optimalit�at des Ritzshen-Verfahrens. Nu-mer. Math., 11:346{348, 1968.2.3 On two-phasi ow problems in elasto-plastiporous materials(P. Blome)Abstrat. In the present ontribution, the formulation of the governing equations ofoupled ow and deformation proesses in porous materials is based on the well-foundedTheory of Porous Media (TPM) [2, 3℄. Embedded in this onept, the model under onsid-eration represents a triphasi medium of a ohesive-fritional elasto-plasti solid skeletonand a binary pore-uid, whih is omposed of a materially inompressible wetting phase(here water) and a materially ompressible non-wetting phase (here air). The unsaturateddomain (saturation in terms of liquid saturation) of the porous medium is inluded in themodel by the appliation of a suitable apillary-pressure-saturation relation, whih takesinto aount the interation of the solid skeleton and the two pore-uids. Furthermore,the interation is desribed by Dary's �lter law inluding a relative permeability, whihdepends on the deformation of the pore spae and the degree of saturation.2.3.1 The material modelThe material model is omposed of a mixture of phases '�. These are the solid skeleton 'S(S: Solid) with the pore spae ontaining the pore-uids 'L (L: Liquid) and 'G (G: Gas).In ase of uid saturated porous materials, the saturation ondition holds. Thus,nS + nL + nG = 1 with the porosity nF = nL + nG : (2.27)Therein, n� are the volume frations of the onstituents. It is assumed that the solidand the liquid phases are materially inompressible, whereas the gas phase is materiallyompressible aording to the ideal gas law (Boyle's law). The volumetri ratio of thepore-uids in the pore spae is given by the saturation funtions sL and sG, whih speifythe volume frations nL and nG with regard to the volume fration nF of the overall uidphase:sL = nL=nF ; sG = nG=nF ; where sL + sG = 1 : (2.28)



14The primary variables of the model are the solid displaement uS and the exess pore-liquid and pore-gas pressures pLR and pGR exeeding the air pressure p0. By use of a statigas-phase (Reynold's assumption: pGR � 0), where no exess gas pressure ours and theporous solid is assumed to be ideally permeable for gas, the model an be simpli�ed.For the numerial determination of the primary variables, the sum of the partial momen-tum balanes of all onstituents, the partial volume balane of the liquid and the partialmass balane of the gas are used, whereas any volume or mass exhange is exluded. Inthe quasi-stati ase, the orresponding weak forms are (f. [3℄)Z
 ÆuS � (�S + �L + �G)b dv � Z
 grad ÆuS � (TS+TL+TG) dv == �Z�t ÆuS � �tda ; (2.29)Z
 ÆpLR � (nL)0S + nL div(uS)0S �dv � Z
 grad ÆpLR � nLwL dv == �Z�v ÆpLR �vL da ; (2.30)Z
 ÆpGR � (�G)0S + �G div(uS)0S �dv � Z
 grad ÆpGR � �GwG dv == �Z�q ÆpGR �qG da : (2.31)Therein, T� is the partial Cauhy stress tensor related to eah onstituent '�, whereas�� = n� ��R is the partial mass density given by the e�etive (true) mass density ��Rand the volume fration n�. The symbol ( � )0S haraterizes the material time derivativefollowing the motion of the solid phase. Furthermore, b denotes the volume fore per unitmass (gravity) andwL orwG represent the seepage veloities of the respetive uid phases.Finally, ÆuS , ÆpLR and ÆpGR are test funtions orresponding to the solid displaementand the exess pore pressures of the liquid and the gas, respetively.On the Neumann boundary �t of a onsidered domain 
, there may at an external stressvetor �t = (TS+TL+TG)n, whereas on the Neumann boundaries �v ats a liquid volumee�ux �vL = nLwL � n and on �q ats a gas mass e�ux �qG = nG �GRwG � n. Herein, n isthe outward oriented unit surfae normal on the respetive boundary.2.3.2 Constitutive assumptionsAording to the onept of e�etive stress [1℄, the total stress tensor in (2.29) is the sumof the partial stress tensorsTS = �nS (sL pLR + sG pGR) I +TSE ;T� = �n� p�R I with � 2 fG; Lg (2.32)



Forshungst�atigkeit am Institut 15of all onstituents '� (f. [5℄), whereTSE denotes the solid extra (e�etive) stress. The extrastress TSE is desribed in the framework of a geometrially linear theory by a physiallynon-linear elastiity law and, onsidering plastiity, by a single surfae yield riterion,isotropi work-hardening onditions and a non-assoiated ow rule [4℄.The �lter veloities nLwL in (2.30) and nGwG in (2.31) are replaed by Dary's general�lter law, where the Dary permeability oeÆient, originally de�ned for water-saturatedmaterials with a onstant porosity, is formulated in dependene on the degree of liquidsaturation sL and the solid deformation uS by a weighting funtion (relative permeability).Furthermore, anisotropi permeability an be additionally taken into onsideration.The degree of liquid saturation sL is determined in dependene on the di�erene pressure(apillary-pressure) pC of the e�etive uid pressures pGR and pLR. Here, an exemplaryapillary-pressure-saturation relation is hosen:sL = exp [�k (pC)2℄ with pC = pGR � pLR and k > 0 : (2.33)2.3.3 Example: Drainage of a sand olumnIn the numerial example, water is allowed to ow partly out of a ylindrial sand olumn(height h, diameter d). The upper end of the olumn is losed, the side walls are rigidand impermeable for both water and air. The lower end of the olumn is exposed toair pressure, whereas the initial ondition for the liquid is sL = 1 all over the olumn.This gravity-governed initial-boundary-value problem is known as Liakopoulos' problem.A parameter identi�ation by experimental data from triaxial tests on dense Berlin sandwas performed before [4℄, although the dead load of the soil does not result in plastideformation.
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Figure 2.4: Vertial �lter veloity nLwL 2 of the liquid at the bottom of the olumn versustime.2.3.4 Referenes[1℄ A. W. Bishop. The priniple of e�etive stress. Teknisk Ukeblad, 39:859{863, 1959.[2℄ R. de Boer and W. Ehlers. Theorie der Mehrkomponentenkontinua mit Anwendungauf bodenmehanishe Probleme, Teil I. Forshungsberihte aus dem FahbereihBauwesen der Universit�at-GH-Essen 40, Essen 1986.[3℄ W. Ehlers and P. Blome. Consistent multiphase models for soils. DarmstadtGeotehnis, 6, 2001, to appear.[4℄ W. Ehlers and H. M�ullersh�on. Parameter identi�ation of a marosopi granularsoil model applied to dense Berlin sand. Granular Matter, 2:105{112, 2000.[5℄ B. A. Shreer, L. Simoni, L. Xikui and O. C. Zienkiewiz. Mehanis of partiallysaturated porous media. In C. S. Desai and G. Gioda, eds., Numerial methodsand onstitutive modelling in geomehanis, pages 169{209, Springer-Verlag, Wien,1990.2.4 Theoretial modelling of foamed polymerswithin the Theory of Porous Media(B. Markert)Abstrat. Visoelasti polymer foams are partiularly suitable for protetive and energyabsorbing appliations in ommon engineering disiplines. The ellular miro struture, asa result of the foaming proess, gives these types of materials their outstanding mehanialharateristis. However, this omplex struture demands for an appropriate model forthe desription at a suitable means of omputational osts. The goal of this ontribution isto present an eÆient ontinuum mehanial model based on the Theory of Porous Media(TPM) aounting for the uid-�lled porous ell struture and the intrinsi visoelastibehaviour of the polymeri skeleton. Therefore, an adequate visoelasti material formula-



Forshungst�atigkeit am Institut 17tion is developed in order to desribe the intrinsi dissipative phenomena and the ourringe�ets at large deformations.2.4.1 PreliminariesSoft polymeri foams, like polyurethane (PU) and polypropylene (PP) foams, are of-ten subjet to large ompressive deformations during their pratial appliation, e. g. asbumpers, ushions or pakaging. They onsist of a multiphasi miro struture built by aombination of open and/or losed uid-�lled ells. In partiular, eah ell of the mirostruture undergoes omplex deformation mehanisms under external loads resulting inthe harateristi high-grade nonlinear stress-strain behaviour of the marosopi foam.Under ompression, three stages an be identi�ed in the stress-strain urve governed bythe deformation mehanisms on the miro sale, i. e. bending, bukling and densi�ationof the ell faes (Gibson & Ashby [9℄). Moreover, this omplex mirostrutural behaviouris strongly oupled with the trapped (losed-ell foam) or free moving (open-ell foam)and interating pore-uid.One reasonable way to desribe all the relevant physial properties of polymeri foams isto use statistial, multiphasi ontinuum mehanial models. Following this, proeedingfrom the well-founded Theory of Porous Media (TPM), a uid-�lled ellular solid foaman be treated as an immisible mixture of onstituents '� (� = S: solid skeleton; � = F :pore-uid). Based on the assumption of superimposed ontinua, the onstituents areaveraged over a representative elementary volume (REV) oupied by the whole mixture(homogenized model). In the biphasi maro model, the loal struture of the mixture isrepresented by salar variables, the volume frations n�, where under the assumption offully saturated onditions, the saturation onstraint holds nS+ nF = 1. For more detailson the TPM approah, the reader is referred to Bowen [2℄ and Ehlers [4, 5℄.2.4.2 Governing equationsFor the numerial treatment of the problem within the �nite element method (FEM),weak forms of the governing �eld equations, i. e. the mixture balane of momentum andthe uid balane of mass, are required. Therefore, after eliminating the seepage veloityby use of the Dary �lter law, the balane relations weighted by independent test funtionsand integrated over the spatial domain 
 with surfae �
 result in the respetive weakformulations GMM and GMF:GMM � Z
 grad ÆuS � (TSE � p I) dv ��Z
 ÆuS � (�S + �F )b dv � Z�
 ÆuS � t da = 0 ; (2.34)GMF � Z
 Æp hnF (�FR)0S + �FR Div (uS)0Si dv ++Z
 grad Æp � � KS�FR �FR � grad p� �FR b�� dv + Z�
 Æp q da = 0 : (2.35)



18Herein, ÆuS and Æp are the test funtions orresponding to the solid displaement uS andthe pore pressure p, t = (TSE�p I)n is the external load vetor ating on both onstituents,where TSE is the solid Cauhy extra (e�etive) stress, I is the identity tensor and n is theoutward oriented unit surfae normal. Furthermore, q = nF�FRwF � n denotes the �ltermass ow of the uid draining through the surfae �
, b is the body fore density, �Sand �F are the partial densities and �FR is the uid visosity. In this representation,the pore-uid an either be ompressible, i. e. the e�etive (material) uid density is afuntion of the pore pressure, �FR = �FR(p), or inompressible, i. e. �FR = onst:, whereasthe ellular solid skeleton is assumed to be materially inompressible, i. e. �SR = onst:This assumption is valid, sine the bulk ompressibility of the entire foam dominates theompressive behaviour governed by porosity hanges. Moreover, the intrinsi permeabilityKS depends on the deformation state and is assumed to be a funtion of the atual porositynF . Therefore, KS governs the property of an open-ell, i. e. permeable (KS > 0), or alosed-ell, i. e. impermeable (KS ! 0), struture.2.4.3 Finite visoelastiity modelTo desribe the intrinsi dissipative phenomena of the ellular polymer skeleton, an ad-equate visoelasti material formulation is required inluding the property of struturaldensi�ation towards the point of ompation. The fundamental approah is based onthe one-dimensional rheologial struture of the generalized Maxwell model (Figure 2),an elementary rheologial model to desribe the omplex behaviour of a visoelasti solid.The governing one-dimensional equations desribing this parallel assembly of one Hookeelement (elasti spring) and N Maxwell elements (spring and dashpot in series) an easilybe obtained from the rheologial struture and the onstitutive laws representing the in-dividual elements, f. Tshoegl [19℄. Restriting to the geometrially linear approah, thethree-dimensional formulation results from a formal extension of these governing equationsand an be inluded straight forward into porous media theories (Ehlers & Markert [6℄).
PSfragreplaements0 1 2 NN�1d1 d2 dNdN�1Figure 2.5: Generalized Maxwell model. n and dn (n = 1; : : : ; N) denote the elastiityand visosity (damping) onstants of the respetive elements.In the framework of a �nite deformation theory of porous materials with elasti andinelasti (here: visous) behaviour, it is onvenient to proeed from a multipliative splitof the solid deformation gradientFS = (FSe)n (FSi)n ; n = 1; :::; N (2.36)into elasti parts (FSe)n and inelasti parts (FSi)n (Sidoro� [16℄). From elasto-plastiity,it is ommonly known that the onept of the multipliative deomposition of deformation



Forshungst�atigkeit am Institut 19gradients (Lee [11℄) is onneted with the suggestion of a stress-free intermediate on�g-uration, where the purely inelasti state of deformation is frozen into the memory of thematerial. Furthermore, from thermodynamis with internal state variables (Coleman &Gurtin [3℄) and rheologial onsiderations (f. e. g. Reese & Govindjee [15℄), one obtainsthe ansatz of a deomposed solid Helmholtz free energy density and a deomposed solidextra stress S [FS; (FSe)n℄ =  SEQ[FS ℄ +  SNEQ[(FSe)n℄ ;� SE[FS; (FSe)n℄ = � SEQ[FS ℄ + � SNEQ[(FSe)n℄ ; n = 1; :::; N (2.37)into equilibrium parts (Index EQ) desribing the basi elastiity and non-equilibrium parts(Index NEQ) vanishing in the thermodynami equilibrium. Note that the Kirhho� extrastress is a weighted Cauhy stress � SE = JS TSE, where JS = detFS is the solid Jaobian.In general, the stress-strain behaviour of the ellular polymer matrix is very omplex andhigh-grade nonlinear onerning both the basi elastiity and the visoelasti overstress.Therefore, assuming isotropi material behaviour, one proeeds from an Ogden type ma-terial law (f. Ogden [12,13℄) whih was extended towards porous media appliations byEipper [8℄ in the framework of purely elasti material behaviour and, in addition, from amodi�ed Ogden type formulation desribing the visoelasti overstress. Thus, the equilib-rium part of the solid extra stress an be obtained by� SEQ[FS ℄ = �S0 3Xj=1 3Xk=1��k (��k=2j � 1)Nj++�S0 (1� nS0S)2� JS1� nS0S � JSJS � nS0S� I ; (2.38)whereas the non-equilibrium part is omputed from� SNEQ[(FSe)n℄ = NXn=1��Sn 3Xj=1 3Xk=1(��k)n h(�ej)(�k)n=2n � 1i (Nej)n++�Sn h1� (nSi )ni2� (JSe)n1� (nSi )n � (JSe)n(JSe)n � (nSi )n� I � : (2.39)In Equations (2.38) and (2.39), �j (j = 1; : : : ; 3) are the eigenvalues of the Cauhy-Greendeformation tensors CS = FTS FS or BS = FS FTS , respetively, (�ej)n (j = 1; : : : ; 3)are the eigenvalues of the elasti Cauhy-Green deformation tensors (CSe)n or (BSe)n,respetively, and Nj and (Nej)n denote the eigentensors orresponding to the eigenvalues�i and (�ej)n. Furthermore, �S0 and �Sn are the �rst marosopi Lam�e onstants and ��k,�k and (��k)n, (�k)n (k = 1; : : : ; 3) are the dimensionless Ogden parameters. Moreover,in the volumetri extension terms whih desribe the �nite volume hange inluding theonept of the ompation point (Ehlers & Markert [7℄), �S0 and �Sn are the seond Lam�eonstants, (JSe)n = det(FSe)n are the determinants of the elasti parts of the deformationgradient, nS0S is the initial solidity and (nSi )n = nS0S det(FSi)�1n are the inelasti solidvolume frations with respet to the intermediate on�guration. Note that all Lam�e



20onstants and Ogden parameters are marosopi material parameters of the ellular solidskeleton struture and not of the mirosopi polymer material itself.In order to guarantee the downward ompatibility to Hookean laws and to maintain stabil-ity (f. Ball [1℄, Ogden [12℄, Reese [14℄), the Ogden parameters have to ful�l the followingonditions:3Xk=1��k �k = 2 ^ f��k > 0; �k > 1 _ ��k < 0; �k < 1g ;3Xk=1(��k)n (�k)n = 2 ^ f(��k)n > 0; (�k)n > 1 _ (��k)n < 0; (�k)n < 1g : (2.40)The inelasti strains as internal state variables are obtained from linear evolution equationsformulated with respet to the intermediate on�guration, sine this on�guration ats asthe atual on�guration of the visous deformation:(D̂Si)n = 4̂D�1n (�̂ SNEQ)n ; 4̂D�1n = 12�Sn (I
 I)23T � �Sn2�Sn (2�Sn + 3�Sn ) (I
 I) : (2.41)Therein, (D̂Si)n are the inelasti solid deformation rates, 4̂D�1n are the positive de�nite,isotropi, fourth order, visous omplianes, where �Sn and �Sn are the marosopi visos-ity parameters and (�̂ SNEQ)n = (FSe)�1n (� SNEQ)n (FSe)T�1n are the respetive non-equilibriumstress tensors, where the supersript ( �̂ ) indiates the belonging to the intermediate on-�guration.2.4.4 AppliationIn order to show the appliability and the eÆieny of the presented biphasi visoelastimodel, one has to adapt the model to real material behaviour. Therefore, well de�nedexperiments are required whih are suitable to determine all relevant physial properties ofthe onsidered material allowing the appliation of numerial algorithms for the parameteroptimization.
Figure 2.6: Uniaxial ompression experiment performed on ubi PU foam samples.In the present ontribution, the model is applied to a highly porous, visoelasti, open-ell polyurethane (PU) foam (bulk density 48 kg=m3 ! porosity 96%) whih �nds its



Forshungst�atigkeit am Institut 21appliation, e. g. as seat ushions, in the automotive industry. Conerning materials withelasti and inelasti behaviour, it is useful to separate the basi elastiity from the inelastiproperties. Therefore, in ase of visoelasti material behaviour, experiments with hold-ing times are neessary to allow the omplete relaxation of the non-equilibrium stresses(overstresses) at several deformation states in order to obtain the purely elasti responseof the material.
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Figure 2.7: Experimental results of the uniaxial ompression experiment with holdingtimes and numerial simulation of the equilibrium stress with PANDAS af-ter parameter optimization.
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Figure 2.8: Experimental result of the uniaxial hysteresis experiment and numerial sim-ulation with PANDAS after parameter optimization. Squares mark the usedoptimization points.Following this, uniaxial ompression experiments were performed on ubi PU foam spe-imens of size 70 � 70 � 70mm3 (Figure 2.6). The foam speimens were emented on



22aluminium platens at the top side and at the bottom side and were displaement drivenloaded and unloaded with a onstant deformation rate of v(t) = 7mm/s and a maximalompression of 86%, whereas the lateral walls were unon�ned. During the loading andunloading yles, several holding times of 30min and 120min were inorporated whilereording the responding fore. The experimental results are shown in the stress-straindiagram in Figure 2.7. It an easily be seen that even holding times of 120min are tooshort, sine the overstresses are not ompletely relaxed. Therefore, the mid points of therelaxed stresses between the loading and unloading yles were taken as input for the nu-merial adjustment of the Ogden law (2.38) desribing the equilibrium stress (Klar [10℄).In partiular, the optimization algorithm DONLP2 (  Spellui) is applied whih is basedon a variation of the sequential quadrati programming (SQP) method and the gradientprojetion tehnique (Spellui [17, 18℄). Running a numerial simulation of the uniaxialexperiment with PANDAS1 shows the perfet �t of the basi elastiity to the experimentaldata, see Figure 2.7. Note that all �nite element simulations are arried out fully three-dimensional, sine, in general, the developed pore pressure leads to an inhomogeneousstress state.
PSfrag replaements aaa u(t)

Figure 2.9: Initial boundary-value problem of the omputed uniaxial ompression test andtwo deformed on�gurations (a = 70mm, v(t) = 7mm/s, umax = 66:5mm).
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Figure 2.10: Initial boundary-value problem of the omputed ombined ompression-sheartest and two deformed on�gurations (a = 70mm, v(t) = 5mm/s, umax =wmax = 60:6mm).After the adjustment of the basi elastiity model, the parameters of the visous materiallaw are identi�ed from hysteresis experiments without holding times. Sine the visous1PANDAS (Porous media Adaptive Nonlinear �nite element solver based on Di�erentialAlgebrai Systems) is an adaptive �nite element tool designed for multi-phase problems.



Forshungst�atigkeit am Institut 23behaviour is time-dependent and, in ase of the PU foam, high-grade nonlinear, the nu-merial optimization of the respetive material parameters is unavoidable. For simpliity,only one Maxwell element is used for the desription. Again, the respetive parametersare optimized with the optimization tool DONLP2 as was also used for the basi elastiity.The result of the parameter adjustment is shown in Figure 2.8, where a �xed amount ofequidistant optimization points and a onstant time step size for the evaluation of the evo-lution equation is used. As an be seen, the Ogden model is able to desribe the omplextime-dependent behaviour of the onsidered PU foam. The boundary onditions, the �niteelement disretization and two deformation states of the simulated uniaxial ompressionexperiment are shown in Figure 2.9. Furthermore, ombined ompression-shear tests areomputed in order to show the appliability of the presented model to multi-axial prob-lems. The respetive initial boundary-value problem and two deformed on�gurations aregiven in Figure 2.10.2.5 ConlusionsProeeding from the Theory of Porous Media (TPM), the marosopi model equationsfor the desription of ellular polymer foams have been presented. Therefore, an appro-priate �nite strain visoelastiity formulation whih implies the property of struturaldensi�ation of the ellular polymer skeleton has been developed. Furthermore, the modelaounts for an independent ompressible or inompressible pore-uid onstituent anda deformation-dependent permeability, sine this is an important property of open-ellpolymer foams under dynamial loading.To show its suitability, the presented biphasi visoelasti model has been applied for thedesription of a highly porous, open-ell polyurethane (PU) foam whih �nds its appli-ation, e. g. as seat ushions, in the automotive industry. Therefore, the model has beenadapted to experimental data by use of the sequential quadrati programming (SQP)method. Finally, numerial simulations of large deformation uniaxial ompression ex-periments and ombined ompression-shear tests show the appliability of the presentedmodel.2.5.1 Referenes[1℄ J.M. Ball. Convexity onditions and existene theorems in nonlinear elastiity.Arh. Rational Meh. Anal., 63:337{403, 1977.[2℄ R.M. Bowen. Inompressible porous media models by use of the theory of mixtures.Int. J. Engng. Si., 18:1129{1148, 1980.[3℄ B. D. Coleman and M.E. Gurtin. Thermodynamis with internal state variables. J.Chem. Phys., 47:597{613, 1967.[4℄ W. Ehlers. Constitutive equations for granular materials in geomehanial on-text. In K. Hutter, editor, Continuum Mehanis in Environmental Sienes andGeophysis, CISM Courses and Letures No. 337, pages 313{402. Springer-Verlag,Wien, 1993.



24[5℄ W. Ehlers. Grundlegende Konzepte in der Theorie por�oser Medien. TehnisheMehanik, 16:63{76, 1996.[6℄ W. Ehlers and B. Markert. On the visoelasti behaviour of uid-saturated porousmaterials. Granular Matter, 2:153{161, 2000.[7℄ W. Ehlers and B. Markert. Intrinsi visoelastiity of porous materials. In A.M.S�andig, W. Shiehlen and W. L. Wendland, editors, Multi�eld Problems { State ofthe Art, pages 143{150. Springer-Verlag, Berlin, 2000.[8℄ G. Eipper. Theorie und Numerik �niter elastisher Deformationen in uidges�attigtenpor�osen Medien. Dissertation, Beriht Nr. II-1 aus dem Institut f�ur Mehanik(Bauwesen), Universit�at Stuttgart, 1998.[9℄ L. J. Gibson and M. Ashby. Cellular Solids, Struture and Properties, 2nd ed. Uni-versity Press, Cambridge, 1997.[10℄ O. Klar. Gardientenbasierte Parameteroptimierung am Beispiel eines o�enpori-gen Polyurethanshaums, Diplomarbeit, Beriht Nr. 01-II-4 aus dem Institut f�urMehanik (Bauwesen), Universit�at Stuttgart, 2001.[11℄ E.H. Lee. Elasti-plasti deformation at �nite strains. J. Appl. Meh., 1{6, 1969.[12℄ R.W. Ogden. Large deformation isotropi elastiity { On the orrelation of theoryand experiment for inompressible rubberlike solids. In Proeedings of the RoyalSoiety of London, Series A. Vol. 326, pages 565{584, 1972.[13℄ R.W. Ogden. Large deformation isotropi elastiity { On the orrelation of the-ory and experiment for ompressible rubberlike solids. In Proeedings of the RoyalSoiety of London, Series A. Vol. 328, pages 323{338, 1972.[14℄ S. Reese. Theorie und Numerik des Stabilit�atsverhaltens hyperelastisher Festk�orper.Dissertation, Fahbereih Mehanik, Tehnishe Hohshule Darmstadt, 1994.[15℄ S. Reese and S. Govindjee. A theory of �nite visoelastiity and numerial aspets.Int. J. Solids Strutures, 35:3455{3482, 1998.[16℄ F. Sidoro�. Un mod�ele viso�elastique non lin�eaire ave on�guration interm�ediaire.Journal de M�eanique, 13:679{713, 1974.[17℄ P. Spellui. An SQP method for general linear programs using only equality on-strained subproblems. Math. Prog., 82:413{448, 1998.[18℄ P. Spellui. A new tehnique for inonsistent QP problems in the SQP method.Math. Meth. OR, 47:335{400, 1998.[19℄ N.W. Tshoegl. The Phenomenologial Theory of Linear Visoelasti Behaviour,An Introdution. Springer-Verlag, New York, 1989.



Forshungst�atigkeit am Institut 252.6 Gradient-based optimization of a visoelastiOgden type model for ellular polymers(O. Klar & B. Markert)Abstrat. The parameter identi�ation is the interfae between a theoretial materialmodel and its appliation in numerial omputations. Only by an aurate identi�ationof the theoretially introdued material parameters, an appliable simulation of the ma-terial is ahieved. An inreasing standard of the parameter identi�ation is set by therequirements of omplex material models used in omputer-aided engineering.A ommon identi�ation strategy is a gradient-based optimization of a least-squares fun-tional, e. g. the Sequential Quadrati Programming (SQP) tehnique. In this paper, theSQP method is used to optimize material models of ellular polymers. In partiular, theoptimization is shown for a visoelasti polyurethane (PU) foam. Due to the high-gradenonlinear material behaviour, the foam is modelled by a �nite visoelasti Ogden type lawin the framework of the Theory of Porous Media (TPM).2.6.1 Introdution to the SQP methodThe handling of the parameter identi�ation as an optimization problem requires e�e-tive numerial solution proedures. A general starting point is a nonlinear optimizationproblem with equality hj(�) and inequality gk(�) onstraints for the set of parameters �:f(�)! min. withhj(�) = 0; j = 1; :::; Ne equality onstraints andgk(�) � 0; k = 1; :::; Nne inequality onstraints. (2.42)An eÆient proedure for the determination of loal minima is the SQP method (f. [2, 3℄).Similiar to any other gradient-based proedure, the SQP method does not ensure the de-termination of the global minimum. Thus, the investigation of the start parameter depen-deny plays a substantial role. Due to the possibility to onsider equality and inequalityonstraints in the optimization problem and due to the desired onvergene behaviour, theSQP tehnique is used in the following for the optimization of the material parameters ofpolyurthane foam.Starting from the optimization problem (1), a dual Lagrangean equation an be set upwhih summarizes the funtion f(�) and the equality and inequality onstraints hj(�)and gk(�) with the help of the Lagrangean multipliers �j and �k, where the minimizationproblem has hanged into a saddle point problem:L(�; �; �) = f(�)� NeXj=1 �j hj(�)� NneXk=1 �k gk(�) ! stationary. (2.43)Neessary for the determination of the optimal parameter set are the Karush-Kuhn-Tukeronditions whih must be ful�lled in the point of solution. This onerns the partial deriva-



26tives of �rst order of (2) with respet to the parameters and the Lagrangean multipliers:r�L = 0; r�L = 0; �kr�kL = 0; r�L � 0; � � 0: (2.44)For the further alulation, the resulting nonlinear set of equationsF(x) = F(�; �; �) = [r�L;r�L; �kr�kL℄T = 0 with x := (�; �; �)T (2.45)is regarded that an be solved with Newton's method of approximation. Due to the largeost of the omputation of the Jaobi matrix by the standard Newton's method, theQuasi-Newton proedure is used that replaes the Jaobi matrix by matries whih an bealulated more simply. A ommon Quasi-Newton proedure is the BFGS-update (f. [2,3℄) that yields the advantage that the approximation of the Hessean matrix of the originalLagrange funtion is always positively de�nite. The positive de�niteness of the Hesseanmatrix represents the suÆient ondition for a loal minimum of the point of solution, i. e.by the use of the BFGS proedure in eah iteration step, an inrease towards a minimum isensured. Moreover, an improved parameter set an be alulated with an inrementationoperator by minimize a merit funtion together with the Lagrangean funtion leading toa better onvergene of the SQP method [4℄.2.6.2 Appliation to a visoelasti Ogden type model forPU foamObservations and investigations on PU foam show that the foam belongs to a lass ofhigh-grade nonlinear, visoelasti materials. Additonally, due to the permeable ellularstruture, the model has to aount for an independent pore-gas motion. Thus, proeedingfrom the Theory of Porous Media (TPM), a gas-�lled ellular foam an be desribed asa twophasi material. In partiular, to onsider the high-grade nonlinear behaviour, thestress alulation has to be arried out on the basis of extended Ogden type materialformulations [1℄:�SEQ = �S0 3Xj=1 3Xk=1��k(��k=2j � 1)Nj++ �S0 (1� nS0S)2� JS1� nS0S � JSJS � nS0S� I ; (2.46)
�SNEQ = NXn=10��Sn 3Xj=1 3Xk=1(��k)n h(�ej)(ak)n=2n � 1i (Nej)n++ �Sn �1� (nSi )n�2 � (JSe)n1� (nSi )n � (JSe)n(JSe)n � (nSi )n � I! : (2.47)

For the parameter identi�ation, one-dimensional yli ompression tests were performed,where several holding times were inorporated to obtain the basi elasti response (see



Forshungst�atigkeit am Institut 27Figure 1). Thus, the separated identi�ation of the elasti and inelasti (here: visous)parts is possible and divides the unknowns into two optimization proesses.The optimization problem results from the omparison of the simulated stresses and thestresses observed in the experiments at disrete sampling points yielding to a least squaresfuntion:f(�) = NXi=1 [�i; sim(�)� �i; exp℄2 ! minwith � = f�S0 ;�S0 ; ��k; �k; �Sn ;�Sn ; (��k)n; (�k)ng: (2.48)Furthermore, the marosopi Ogden parameters have to ful�l additional stability ondi-tions whih an be inluded straight forward as onstraints within the SQP algorithm:3Xk=1��k�k = 2 and f��k > 0; �k > 1 or ��k < 0; �k < 1g! e. g. : g1(�) = ��1(�1 � 1) > 0: (2.49)
2.6.3 Example and resultsThe numerial simulation of uniaxial ompression tests after the parameter identi�ationshows the suitable onformity with the experimental data. In partiular, the adjustmentof the basi elastiity is given in Figure 1 and the adjustment of the intrinsi visoelastiityis stated in Figure 2. In both ases, the simulation with the initial set of parameters isrepresented.
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Figure 2.11: Adjustment of the basi elastiity.
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Figure 2.12: Adjustment of the intrinsi visoelastiity.2.6.4 Referenes[1℄ W. Ehlers and B. Markert. Visoelasti polyurethane foams at �nite deformations.In W. A. Wall, K. Bletzinger, D. Shweizerhof eds., Trends in Computational Stru-tural Mehanis., CIMNE, pages 89{98, Barelona, 2001.[2℄ D.G. Luenberger. Linear and Nonlinear Programming. Seond Edition, Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Massahusetts, 1984.[3℄ P. Spellui. Numerishe Verfahren der nihtlinearen Optimierung. Birkh�auserVerlag, Basel, 1993.[4℄ P. Spellui. DONLP2 short user's guide. Tehnishe Universit�at Darmstadt, Darm-stadt, 1999.http://www.mathematik.tu-darmstadt.de/ags/ag8/spellui/spellui.html2.7 Sensitivit�atsanalyse im Cosserat-Kontinuum(B. Sholz)Zusammenfassung. Die Hauptanwendung der Sensitivit�atsanalyse ist die Bereitstellungvon Gradienten bei der Optimierung bzw. bei der Parameteridenti�kation. Die Sensiti-vit�atsanalyse soll hier im weiteren auh zur Beurteilung der Bedeutung von Parameterndes konstitutiven Gesetzes, welhes zur Beshreibung der Cosserat-Theorie verwendet wird,angewandt werden. Durh die Einbeziehung der Cosserat-Theorie treten neben den Ver-shiebungsfreiheitsgraden auh Rotationsfreiheitsgrade sowie deren Sensitivit�aten auf. Da-her m�ussen bei der begleitenden Berehnung der Sensitivit�aten der Cosserat-Theorie nebenden Spannungen auh die Momentenspannungen und die erweiterten konstitutiven Glei-hungen des elastishen und des plastishen Materialverhaltens ber�uksihtigt werden.



Forshungst�atigkeit am Institut 292.7.1 Kinematik und Konstitutivannahmen mikropolarerMaterialienBei der Beshreibung eines mikropolaren Mediums wird ein materieller Punkt eines Kon-tinuums als ein Mikrostarrk�orper mit kleiner, aber endliher Ausdehnung angenommen.Dadurh erh�alt dieser neben einer bestimmten Lage im Raum auh eine Orientierung. Eswird hier der geometrish lineare Fall behandelt, d. h. es wird sowohl von kleinen Deforma-tionen als auh von kleinen Rotationen ausgegangen. Die Verdrehung �' eines Direktorskann dann additiv aufgeteilt werden in einen Anteil ' infolge des Vershiebungsfeldesu (Kontinuumsrotation) sowie einen Anteil �' der freien Verdrehung. Zur Konstruktioneines Verzerrungstensors wird in der mikropolaren Theorie die Di�erenz von Produktenzwishen Linienelementen und Direktoren betrahtet. Dies f�uhrt auf einen Verzerrungsten-sor �", welher sih aus einem symmetrishen Anteil �"sym infolge des Vershiebungsfeldes usowie einem shiefsymmetrishen Anteil �"skw aus den freien Verdrehungen �' zusammen-setzt: �" = 12 (gradu+GradT u) + 3E �' = gradu+ 3E �' : (2.50)Desweiteren wird zur vollst�andigen Beshreibung die Kr�ummung �� ben�otigt, welhe sihdirekt aus dem Gradienten der Verdrehungen berehnet:�� = grad �' : (2.51)Es wird versuht, das Verhalten des Materials mit m�oglihst einfahen konstitutiven An-nahmen zu beshreiben. F�ur den Zusammenhang zwishen den niht symmetrishen Span-nungen und den mikropolaren Verzerrungen wird ein Hookesher Ansatz gew�ahlt, welhermit dem shiefsymmetrishen Anteil des elastishen Verzerrungstensors �"e = �" � �"p er-weitert wird:�� = 2� �"e sym + � (�"e � I) I + 2� �"e skw =: 4Ce �"e : (2.52)Die Momentenspannungen werden direkt proportional zu den elastishen Kr�ummungen��e = ��� ��p angesetzt:�M = 2� l2 ��e =: 4De ��e : (2.53)Im Fall plastisher oder viskoplastisher Deformationen werden eine Flie�bedingungF = vuut 1 +  IIIDsym�IIDsym� 3=2 !m IIDsym + k�IIskw + 12 � I2 + Æ2 I4 ++ kMpIIM + � I + � I2 � � = 0 (2.54)sowie eine Flie�regel der Form _�"p = � �G=��� ben�otigt, worin das plastishe Potential Gdurh G =q 1 IIDsym + k�IIskw + 12 � I2 + Æ2 I4 +  2 � I + � I2 (2.55)



30gegeben ist. _��p wird �uber die mikropolare Kompatibilit�atsbedingung ermittelt [2℄. Esergeben sih damit insgesamt 15 Materialparameter, wobei vier der mikropolaren Theoriezuzuordnen sind.2.7.2 Sensitivit�atsanalyseIm allgemeinen Fall besitzt eine betrahtete kontinuumsmehanishe Gr�o�e �, (z. B. diemikropolare Verzerrung �") eine indirekte Abh�angikeit von dem Vektor s der Materialpa-rameter �uber die Prim�arvariablen, also die Vershiebungen u und die Verdrehungen �'.Bei der Ableitung dieser Gr�o�e nah den Materialparametern m�ussen sowohl diese in-direkte Abh�angigkeit als auh eine eventuell vorhandene direkte Abh�angigkeit von denMaterialparametern ber�uksihtigt werden:�n = �n(s;u(s); �'(s))! d�nds
= ��n�s

+ ��n�u duds
+ ��n� �' d�'ds

: (2.56)Die Sensitivit�atsanalyse erfolgt nun in zwei Shritten. Im ersten Shritt wird die Abh�angig-keit der Prim�arvariablen von den Materialparametern ermittelt, im zweiten Shritt danndie gesuhte Sensitivit�at der betrahteten Gr�o�e, wobei der erste Shritt das haupts�ahliheProblem darstellt. Dazu wird zun�ahst die Summe der shwahen Formen der Impulsbilanzund der DrallbilanzG = ZV grad Æu � �� dv + ZV Æu � �bdv + ZS Æu � ��nda ++ZV Æ �' � (I� ��) dv + ZV grad Æ �' � �M dv + ZS Æ �' � �Mnda = 0 (2.57)
nah den Materialparametern abgeleitet:dGds

= �G�s
+ �G�u duds

= 0 : (2.58)Dabei entspriht �G=�u gerade der Jakobi-Matrix des direkten Problems. Die Inverseder Jakobi-Matrix ist infolge der L�osung des direkten Problems bereits bekannt und mu�daher niht neu berehnet werden. �G=�s ergibt sih aus der direkten Abh�angikeit dershwahen Form bzw. des Residuums von den Materialparametern:�G�s
= ZV grad Æu � ����s

dv + ZV grad Æ �' � �M�s
dv : (2.59)



Forshungst�atigkeit am Institut 31Zur Ermittlung der Ableitung der Spannungen nah den Materialparametern wird daslokale Gleihgewiht am Gau�-Punkt zum Zeitpunkt n betrahtet:L1n = ��n � ��n�1 � 4Ce (� �"n ���"pn ) = 0 ;mit � �"p n = �t� �F (��n; �Mn)�0 � r dG(��n)d��n = 0 ;L2n = �Mn � �Mn�1 � 4De (� ��n �� ��pn) = 0 ;mit � ��pn = � ��pn( grad(� �"p n)) = 0 : (2.60)
� �"pn wird aus der o. g. viskoplastishen Evolutionsgleihung ermittelt, � ��pn wird �uberdie mikropolare Kompatibilit�atsbedingung aus den Gradienten von ��"pn bestimmt. Durhformales Ableiten kann daraus �G=�s gewonnen werden, so da� die Sensitivit�at derPrim�arvariablen ermittelt werden kann.Der zweite Shritt entspriht im wesentlihen einem "postproessing\, bei welhem dieSensitivit�at der gesuhten Gr�o�e aus den ermittelten Sensitivit�aten der Prim�arvariablengebildet wird.2.7.3 Literaturverzeihnis[1℄ W. Ehlers. A single surfae yield funtion for geomaterials. Arh. Appl. Meh.,65:246{259, 1995.[2℄ W. Ehlers und W. Volk. On theoretial and numerial methods in the theory ofporous media based on polar and non-polar elasto-plasti solid materials. Int. J.Solids Strutures, 35:4597{4617, 1998.2.8 Mirosopi Investigation ofCosserat Continua(S. Diebels & T. Mihelitsh)2.8.1 IntrodutionGranular material is haraterized by non-uniform disordered solid partiles (grains) with�nite extensions. So far, the physis of granular materials is not yet ompletely devel-oped [1℄. A harateristi property of granular matter is the appearane of loalizationphenomena, for instane shear banding under the inuene of gravity. The goal of thisontribution is to show the importane of rotational degrees of freedom of the partilesfor the appearane of loalization phenomena as shear banding. The �nite dimensions ofthe partiles play a ruial role for the transfer of moments of momentum between the



32partiles. By this transfer of moments of momentum, rotational degrees of freedom a�etthe overall dynamis of a granular material system.2.8.2 Equations of motion and basi assumptionsThere are two sales of desription of granular materials: The mirosopi desriptionwhih is physially motivated and based on the solution of the Newtonian equations ofmotion for eah partile [1℄ and the marosopi desription based on ontinuum theo-ries. The transition from the mirosopi to the marosopi level is de�ned trough ahomogenization proedure smearing out the mirosopi properties of the partiles over arepresentative elementary volume.In this ontribution, the physis of an assembly is desribed on the sale of the disretesingle partiles. For implemtation into a moleulardynamis simulation, we set up theEulerian-Newtonian equations (EN equations) of motion whih take into aount both thebalanes of momentum and of moment of momentum. The Newtonian equations onnetthe balane of moment with the dynamis of the translational degrees of freedom, whereasthe Eulerian equations onnet the balane of angular momentum with the rotationalmotion of the partiles. Details of the approah and of the orresponding marosopiontinuum model are disussed in [3℄.In our simulation, we integrate the resulting system of EN equations for an assemply ofN = 400 rigid partiles subjeted to gravity with given initial onditions. In this setion,we formulate the EN equations of motion for a system of N rigid partiles forD dimensionswhere D = 2; 3. The simulation is performed for D = 2.The motion of a partile is uniquely determined by the translation x(t) of its enter ofmass and by its rotation vetor '(t) = '(t) e(t) (t indiates the time oordinate). Therein,'(t) is the rotation angle, whereas e(t) haraterizes the rotation axis. The EN equationsof motion for a partile an then be written in the form (partile indies are omitted)m�x = k('; _'; x; _x); �M �'+ 2 (
�M)sym _' = mM('; _'; x; _x); (2.61)where m and �M denote the mass and tensor of inertia with respet to the enter of mass,respetively. k and mM stand for the fores and moments a�eting a partile. In eq.(2.61)2, the expressions_�M = 2 (
�M)sym; 
 = � 3E _' (2.62)represent the time derivative _�M of the tensor of inertia for a rigid partile rotating withangular veloity _'. Equations (2.61) are the mirosopi analogue of the balanes ofmomentum and of moment of momentum whih govern the marosopi Cosserat theory[2, 4, 5, 6℄. The right hand sides of (2.61) imply oupling of translational and rotationaldegrees of freedom and their �rst time derivatives. The latter introdue fritional e�etsinto the dynamis.



Forshungst�atigkeit am Institut 332.8.3 Simulation and exampleAn assembly onsisting of 400 plain irular diss subjeted to gravity has been simulated(see Figure 2.13): The right boundary of the assembly is a rigid wall uniformly movingrightwards. The �gure shows the intial ondition of the assembly and a state of theassembly at a time when loalization ours in the form of shear banding. The transitionzones between these two parts of the assembly are strongly loalized and an be identi�edas shear bands.The physial intepretation is as follows: The oupling of translational and rotationaldegrees of freedom allows the generation of olletive rolling modes of one part of theassembly with respet to the other part. As a onsequene thereof, the number of partileontats in the loalization zone is redued in suh a way that fritional interationsbetween the partiles are minimized. Furthermore, dilatany may also be observed in theshear band.We emphasize that in this simulation only simple ontat laws have been employed. Theobservations from these simulation indiate that the oupling of partile rotations andtranslations indued by Coulomb type frition between the partiles is one of the essentialsoures responsible for the generation of loalization phenomena as shear bands in granularmaterials and should therefore be taken into aount in a marosopi theory. As aonsequene, to model overall physial properties, granular matter must be oneived asa Cosserat ontinuum on a marosopi sale.In this simulation, we have assumed uniform partile diameters. New simulations, ur-rently perfomed by the authors, show that the width of the partile diameter distributionmay be a further ruial parameter that a�ets harateristi lengths and shapes of shearbands.

Figure 2.13: Assembly with 400 partiles subjeted to gravity, right boundary uniformlymoving rightwards. The arrows on the partiles indiate their diretor orien-tations haraterized by angles '(t).2.8.4 Referenes[1℄ P. A. Cundall and O.D. L. Strak. A disrete numerial model for granular assem-blies. Geotehnique, 29:47{65, 1979.



34[2℄ E. Cosserat and F. Cosserat. Theorie de Corps Deformable. A Herman, Paris, 1909.[3℄ W. Ehlers, S. Diebels, and T. Mihelitsh. Mirosopi modeling of granular mate-rials taking into aount partile rotations. In P. A. Vermeer et al., editors, Contin-uous and Disontinuous Modelling of Cohesive Fritional Materials, pages 259{274.Springer-Verlag, Berlin, 2001.[4℄ W. Ehlers and W. Volk. On shear band loalization phenomena of liquid saturatedgranular elasto-plasti porous solids aounting for uid visisity and miropolarsolid rotations. Meh. Cohesive-fritional Mater., 2:301{320, 1997.[5℄ W. Ehlers and W. Volk. On theoretial and numerial methods in the theory ofporous media based on polar and non-polar solid materials, Int. J. Solids Stutures,35:4597{4616, 1998.[6℄ A.C. Eringen and C.B. Kafadar. Polar �eld Theories. In A. C. Eringen, editor,Continuum Physis IV, pages 1{73. Aademi Press, New York, 1976.2.9 Eigenshaften approximativerPlattenmodelle(G. Thomas)Heute erfolgen Plattenberehnungen der Praxis mittels numerisher Verfahren, in denenerforderlihe Energieausdr�uke bekannten Plattenmodellen (Kirhho�, Mindlin, Henky,Reissner,...) zugeordnet sind, die kinematishe oder statishe Hypothesen enthalten; solheRehnungen bilden folglih die Approximation einer Approximation des elastizit�atstheore-tishen Plattenmodells (=̂mit den Gleihungen der linearen mathematishen Elastizit�ats-theorie beshriebenes Modell).Untersuhungen des Verfassers zeigen durh den Vergleih des spezi�shen Formenergiein-halts approximativer Plattenmodelle mit dem des elastizit�atstheoretishen Modells, da�auh in den Teilbereihen der Platte, deren Abstand von den seitlihen Berandungen(=Zylinder�ahen) gro� ist,� die Genauigkeit des approximativen Plattenmodells wesentlih von der Erf�ullungder Spannungsrandbedingung an den Plattendek�ahen abh�angt (nur ReissnersTheorie ber�uksihtigt diesen Umstand),� alle approximativen Plattenmodelle nur f�ur kleine Werte eines von den Fourier-variablen abh�angigen Parameters � physikalish sinnvolle Resultate liefern (Reht-eklasten verursahen markante Fehler).Solhe unsh�onen Ein�usse der hohen Werte von � auf das Energiefunktional (und damitauh auf nahfolgende numerishe Prozesse) sind selbst in den als problemlos geltenden In-nenbereihen der Platte vorhanden und dieser Sahverhalt berehtigt zur Frage nah demStellenwert von Eken der Plattenmittel�ahe im Energiefunktional, denn: In der Eke-numgebung �andern sih die Shnittgr�o�en stark und verlangen somit zu ihrer Beshreibungauh die hohen Werte von �, die andererseits zu einem unrealistishem Modellverhaltenf�uhren.



Forshungst�atigkeit am Institut 35� Ist der Ekeneinu� auf die Funktionalwerte |vom Saint-Venantshen Prinzip be-herrsht| klein (was f�ur numerishe Prozesse w�unshenswert w�are) oder� zum pollution-e�et analog, der auh die Ergebnisse in den Innenbereihen betr�aht-lih ver�andert (was zu bef�urhten ist)?Zur Kl�arung dieser Fragen ist u. a. die L�osung der elastizit�atstheoretishen Aufgabe f�urvershiedene Randbedingungen auf den Zylinder�ahen des Sektorgebiets ( �O�nungswinkel�) zu konstruieren; die L�osungsermittlung zerf�allt in zwei Teilaufgaben:Teilaufgabe P: Eine Prim�araufgabe betrahtet die elastizit�atstheoretishe Platte als Shiht(die Zylinder�ahen wandern ins Unendlihe); diese Teilaufgabe erzwingt die exakte Erf�ul-lung der Spannungsrandbedingung auf den Dek�ahen. Die ermittelte L�osung der Prim�ar-aufgabe kann auf das Sektorgebiet restringiert werden und verletzt dann auf den entste-henden Zylinder�ahen die dort vorgegebenen Randbedingungen.Teilaufgabe S: Eine Folge von Randwertproblemen f�ur die Helmholtzgleihung liefert beieiner speziellen Wahl der Parameter der Di�erentialgleihung L�osungen, die auh zum De-�nitionsbereih der Operatoren der Prim�araufgabe geh�oren; die Bestimmung dieser L�osun-gen bildet die Sekund�araufgaben.Beide L�osungssysteme erlauben gemeinsam das Erzwingen der vorgegebenen Randbedin-gungen auf den Zylinder�ahen eines Sektors durh das Abstimmen der KoeÆzientensy-steme auftretender unendliher Reihen.Die L�osung der Prim�araufgabe mu� im Bildraum von Integraltransformationen geshehen,die Sekund�araufgaben werden zwekm�a�ig in den Zylinderkoordinaten eines Sektorgebie-tes behandelt. Diese untershiedlihe Darstellungsweise verursaht beim Erzwingen derRandbedingungen umfangreihe Umrehnungen der L�osungen des Prim�ar- bzw. der Se-kund�arprobleme, so da� rationelle Rehenwege zu suhen sind.1. L�osungsweg:Das Prim�arproblem besitzt eine Spannungsfunktion und ein System auf die Spannungs-funktion wirkender Operatoren zum Ausrehnen der Vershiebungen und Spannungen alsL�osung im Fourierraum. Spannungsfunktion und Operatoren werden getrennt der inversenFouriertransformation unterworfen. Bereits von Sneddon bei diesem Vorgehen an Aufga-ben der ebenen Elastizit�atstheorie beshriebene und dort approximativ gel�oste Transfor-mationsprobleme stellen sih auh bei der vorliegenden Aufgabe ein; sie werden |andersals von Sneddon| durh Reihenentwiklungen nah Eigenfunktionen des Fourieroperatorsexakt gel�ost. Die Vershiebungs- und Spannungsfelder sind im Originalraum durh Anwen-den der r�uktransformierten Operatoren (Di�erentialoperatoren unendliher Ordnung) aufdie r�uktransformierte Spannungsfunktion zu bestimmen. Diese Di�erentiationsoperatio-nen wirken auf Produkte transzendenter Funktionen in der r�uktransformierten Span-nungsfunktion und erzeugen durh die Produktregel un�ubersihtlihe Formelsysteme; die-ser Umstand l�a�t den 1. L�osungsweg als wenig vorteilhaft ersheinen.2. L�osungsweg:Die Vershiebungen und Spannungen werden mittels der Operatoren bereits im Fourier-raum aus der Spannungsfunktion bestimmt und jedes Komponentenfeld getrennt in denOriginalraum r�uktransformiert. Es sind insgesamt neun Komponentenfelder �uber Reihen-entwiklungen zu invertieren. Dieser Weg vermeidet durh erh�ohte R�uktransformationsar-beit die im 1. L�osungsweg nahteiligen au�allenden Di�erentiationen im Originalraum; die



36Weiterrehnung erfordert anshlie�end die Transformation der r�uktransformierten Kom-ponentenfelder auf die Zylinderkoordinaten des Sekund�arproblems (dieser Shritt ist auhbeim 1. L�osungsweg erforderlih).3. L�osungsweg:Das Prim�arproblem wird im Fourierraum gel�ost und beahtet, da� bei Rotationssymme-trie zeigenden Aufgaben die in zwei Koordinatenrihtungen im Originalraum vorgenom-mene Fouriertransformation der Hankeltransformation 0. Ordnung in radialer Rihtungdes Sektorgebiets entspriht. Dank dieser Eigenshaft reduziert sih der Transformati-onsaufwand beim Invertieren der Komponentenfelder der Prim�araufgabe auf jeweils ei-ne Hankelinvertierung (statt zwei Fourierinvertierungen bei 1. und 2. L�osungsweg) undman hat zus�atzlih die Annehmlihkeit, da� das Invertierungsresultat in Zylinderkoordi-naten vorliegt. Da die Zusammenh�ange zwishen den Di�erentiationen und dem Trans-formationsparameter bei der Hankeltransformation komplizierter sind als bei der Fourier-transformation, vermindern sih die zun�ahst erho�ten Rehenvorteile durh einen kom-plexeren Rehnungsgang, was Anla� zur Untersuhung des 4. L�osungswegs ist.4. L�osungsweg:Die Prim�araufgabe wird zun�ahst auf dem Sektorgebiet ( �O�nungswinkel �) de�niert unddurh periodishe Fortsetzung zu einer Shihtaufgabe f�ur periodishe Felder gemaht.Diese Art der Aufgabenstellung gestattet die Behandlung des Prim�arproblems in Zylin-derkoordinaten. Die Naviershen Di�erentialgleihungen der Prim�araufgabe werden in Zy-linderkoordinatendarstellung gebraht und lassen sih wieder in ein Di�erentialgleihungs-system 1. Ordnung mit operatorwertigen KoeÆzienten umformen.In diesem Zustand des Di�erentialgleihungssystems erfolgt eine zus�atzlihe Abbildungdes Sektorgebiets auf einen Quader (die Eke der Sektormittel�ahe bei r = 0 wandertin den Punkt �1 einer mit dieser Abbildung neu eingef�uhrten Variablen r ; �). Auhdie sekund�aren Randwertprobleme der Helmholtzgleihung werden dieser Abbildung un-terworfen, wodurh aus der Helmholtzgleihung eine spezielle Besselshe Di�erentialglei-hung entsteht.Prim�ar- und Sekund�araufgaben sind jetzt auf einem gemeinsamen De�nitionsgebiet vonsehr einfaher Geometrie erkl�art: Es ist ein in�niter Quader, dessen Breite der �O�nungs-winkel des Sektors ist und dessen H�ohe mit der Plattendike zusammenh�angt.Die so umgestalteten Aufgaben (Prim�araufgabe und Sekund�araufgaben) k�onnen in � -Rihtung der Fouriertransformation und in �-Rihtung der Fouriertransformation peri-odisher Funktionen unterworfen werden, wodurh die OperatorkoeÆzienten des Di�e-rentialgleihungssystems 1. Ordnung der Prim�araufgabe zu Parametern werden. Das somodi�zierte Di�erentialgleihungsystem erlaubt seine Integration einshlie�lih der exak-ten Erf�ullung der Spannungsrandbedingungen an den Quaderdek�ahen.Die Vorteile dieses Vorgehens sind:� Das De�nitionsgebiet der Prim�ar- und Sekund�araufgaben besitzt einfahste Geome-trie (Quader).� Es kommen nur die unkomplizierten Korrespondenzen und Eigenshaften der Fou-riertransformation zur Anwendung,� welhe beim Erzwingen der Randbedingungen auf den Zylinder�ahen das Abstim-men der ReihenkoeÆzienten bereits im Fourierraum erlauben, so da� nur mehr die



Forshungst�atigkeit am Institut 37Komponentenfelder der vollst�andig an die Randbedingungen angepa�ten L�osungden Fourierr�uktransformationen zu unterwerfen sind.� Bei der L�osung des Prim�arproblems tritt in Teilen der L�osung eine Gewihtungvon Summanden mittels der Exponentialfunktion auf; ihr Wahstumsverhalten er-leihtert die Erkennung wesentliher und unwesentliher Terme bei erforderlihenAbsh�atzungsvorg�angen.Dieser L�osungsweg wird z. Z. untersuht; nah den bis jetzt vorliegenden Einsihten ge-stattet er die �ubersihtlihe Berehnung der elastizit�atstheoretishen Referenzl�osung, dief�ur die Vergleihe mit den wesentlih einfaher zu bestimmenden L�osungen der approxi-mativen Modelle erforderlih ist.

Die Verfasser w�unshen Herrn Prof. Dr.-Ing. Wolfgang Ehlers zu seinem 50. Geburtstagviele angenehme �Uberrashungen und f�ur die folgenden Jahrzehnte Freude, Erfolg undGesundheit.



3Constitutive models for granular materialsinluding quasi-stati fritional behaviour:Toward a thermodynami theory ofplastiityB. Svendsen1, K. Hutter2 und L. Laloui31Lehrstuhl f�ur Mehanik, Fakult�at Mashinenbau, Universit�at Dortmund,D-44221 Dortmund2Institut f�ur Mehanik, AG III, Tehnishe Universit�at Darmstadt, D-64289 Darmstadt3Swiss Federal Institute of Tehnology, Lausanne, SwitzerlandAbstrat. This work deals with the thermodynami formulation of onstitutive models formaterials whose quasi-stati behaviour is governed by internal frition, e.g., dry granularmaterials. The proess of internal frition is represented here phenomenologially withthe help of a seond-order, symmetri-tensor-valued internal variable. A general lassof models for the evolution of this variable is onsidered, inluding as speial ases ahypoelasti-like form for this relation as well as the hypoplasti form of Kolymbas [11℄.The thermodynami formulation is arried out in the ontext of the M�uller-Liu entropypriniple. Among other things, it is shown that for the hypoelasti-type models, a trueequilibrium inelasti Cauhy stress exists. On the other hand, suh a stress does notexist for the hypoplasti model due to its rate-independene and inremental non-linearity.With the help of a slight generalization of the notion of thermodynami equilibrium, i.e.,to thermodynami \quasi-equilibrium," however, suh a Cauhy stress an be formulatedfor the hypoplasti model. As it turns out, this quasi-equilibrium for the Cauhy stressrepresents a thermodynami generalization of the so-alled quasi-stati stress postulated forexample by Goddard [3℄ in the ontext of his visoplasti model for a fritional-dissipative,and in partiular for granular, materials.3.1 IntrodutionThe behaviour of granular materials at low to moderate grain number density or vol-ume fration, and high (kineti) energy, i.e., in the grain inertia regime of Bagnold [1℄,where short-term, nearly-elasti ollisional interations between the grains are dominant,appears to be modeled quite well by the appliation of Enksog's theory of dense kineti39



40 B. Svendsen, K. Hutter and L. Lalouigases to the problem (e.g., Lun et al. [15℄, Jenkins & Rihmann [10℄). Unfortunately, theextension of this approah to high grain density and moderate to low energy, where fri-tional interations beome dominant, appears intratable (see disussion in, e.g., Hutter& Rajagopal [9℄). Limited in this regard as well are omputer-based partile-dynamissimulations (see, e.g., Herrmann & Luding [8℄). As suh, simple Mohr-Coulomb-typephenomenologial ontinuum models for the quasi-stati fritional behaviour of granularmaterials enjoy wide use in the ontinuum modeling of granular ows (e.g., Savage &Hutter [21℄; Gray et al. [5℄). Among the generalizations of the Mohr-Coulomb idea in therealm of granular material modeling, one �nds the visoplasti model of Goddard [3℄, andmore reently, the hypoplasti approah of Kolymbas (see, e.g., Kolymbas [11, 12℄; Gude-hus [7℄ ; Wu et al. [26℄). The formulation of all these models has been based up to thispoint on statistial mehanial and/or diret phenomenologial onstitutive onsiderations(e.g., rate-independene); the purpose of the urrent work is a formulation and analysis ofsuh models from a phenomenologial-thermodynami point of view in the ontext of theM�uller-Liu entropy priniple (e.g., M�uller [17℄).To begin, the basi onstitutive assumptions of the formulation are introdued and dis-ussed (x2), in partiular the form of the evolution relation for the internal variable a-ounting for internal frition, and the assumption that the material behaviour is isotropi.Next, we formulate the orresponding form of the entropy inequality in the ontext of theM�uller-Liu entropy priniple (x3). The exploitation of the inequality yields diret restri-tions on the forms of the oeÆients of the so-alled potential and ux one-forms de�nedon the manifold of independent onstitutive variables (x3). In partiular, the so-obtainedrestritions on the ux one-form yield in turn restritions on the onstitutive forms ofthe entropy ux and energy Lagrange multiplier (x4). The exploitation of the entropypriniple is ompleted by the restritions obtained from the residual inequality in the on-text of thermodynami equilibrium (x5). Lastly, the speial ases of hypoelasti-like andhypoplasti-like evolution relations for the internal variable aounting for internal fritionare investigated and disussed (x6), and the results ompared with previous work.Before we begin, a word on notation. If W and Z represent two �nite-dimensional linearspaes, let Lin(W;Z) represent the set of all linear mappings fromW to Z. IfW and Z areinner produt spaes, the inner produts onW and Z indue the transposeAT 2Lin(Z;W)of any A 2Lin(W;Z), as well as the inner produt A �B := trW(ATB) = trZ(ABT) onLin(W;Z) for allA;B 2Lin(W;Z). In the ontext of three-dimensional Eulidean vetorspae V , let a ^ b := a 
 b � b 
 a represent the wedge produt of any two Eulideanvetors a;b 2V , and I 2Lin(V ;V) the seond-order Eulidean identity tensor. Further,use is made of the Eulidean norm jMj := pM �M, the \diretion," dir(M) :=M=jMj,and deviatori part dev(M) := M � 13 tr(M)I, of any M 2Lin(V ;V). Finally, we workwith the Jaobi hA;Bi := AB+BA and Lie [A;B℄ := AB�BA brakets of any twoA;B 2Lin(V ;V) in what follows.3.2 Balane relations & onstitutive assumptionsSine we are onerned in this work with isotropi material behaviour (see disussionbelow), whih the majority of models for granular materials either taitly or expliitlyposit, it is onvenient to base the formulation in the urrent on�guration C � E of thematerial in three-dimensional Eulidean point spae E with translation vetor spae V .



Constitutive models for granular materials 41In this ontext, the spatial forms0 = _% + % divv ;0 = % _v � divT � b ;0 = T � T T ;0 = % _" + divq � T �D � r ;� = % _� + div� � � ; (3:1)
of the balane relations for mass, momentum, moment of momentum, internal energy, andentropy, respetively, are relevant. The lassial form (3.1)3 of moment of momentumbalane is assumed here for simpliity; a more realisti (and ompliated) model, e.g., amiropolar or Cosserat-type one, would aount for (average or e�etive) partile rotationand the orresponding frition as well, i.e., moment e�ets, something negleted here. In(3.1), % represents the mass density, v the spatial veloity, T the Cauhy stress, b themomentum supply rate density, " the spei� internal energy, q the heat ux,D := 12(L+LT) the deformation rate, L = _FF�1 = rv =D +W (3:2)the veloity gradient, F the deformation gradient,W := 12(L �LT) the ontinuum spin,r the internal energy supply rate density, � the spei� entropy, � the entropy ux, and� the entropy supply rate density. In the urrent ontext, the mass balane (3.1) an alsobe expressed as %r = det(F ) % =pdet(B ) % ; (3:3)where %r represents the mass density of the referene on�guration, andB := FF T (3:4)the left Cauhy-Green deformation tensor. Sine %r is onstant, (3.3) implies that % isa funtion of F alone here, as in the standard ase. In soil mehanis, one often workswith the void ratio e instead of %. This ratio and the mass density  of the solid grainsdetermine the mass density % of the granular material as% = (1 + e) : (3:5)Approximating  as onstant, (3.1)1 takes the form_e = (1 + e) tr(D) (3:6)in terms of _e. This an be integrated to obtaine = (1 + er)pdet(B ) � 1 (3:7)via (3.3), again with  = r onstant. Suh purely ontinuum modeling of e, or alterna-tively, the solid volume fration � = 1=(1 + e), is less sophistiated than that found inother works (e.g., Goodman & Cowin [4℄; Svendsen & Hutter [25℄). Indeed, on the basisof (3.6), no \miromehanial" e�ets inuene the evolution of e. In ontrast to these



42 B. Svendsen, K. Hutter and L. Lalouiearlier works, e is treated here via (3.7) simply as a funtion of B , and as suh does notappear among the independent onstitutive variables to follow (see (3.9) below).The phenomenologial generalization of the Mohr-Coulomb model for internal frition ina granular material at low energy and high grain volume fration pursued in this workis based upon a Eulidean frame-indi�erent, stress-like, symmetri-tensor-valued spatialinternal variable Z. This variable is by interpretation assoiated with the e�etive \on-tat" stress in the granular material; as long as the orresponding non-onservative in-tergrain fores (depending only on the diretion of the relative grain veloities in therate-independent ase) satisfy ation-reation, statistial mehanial onsiderations (e.g.,Pitteri [18℄; Svendsen [24℄) show that the orresponding stress is in fat symmetri. In theurrent phenomenologial setting, Z is modeled onstitutively by an inremental relationof the form _Z � [
 ;Z℄ = � : (3:8)Here, � represents the onstitutive part of (3.8), and the left-hand side a so-alled \orro-tational" objetive time derivative of the spatial tensor �eldZ, 
 being the orrespondingspin. For example, 
 is given by W in the Jaumann ase (relevant, e.g., to the ase ofhypoplastiity).Assuming next that the olletive behaviour of the lass of materials under onsiderationhere, and in partiular granular materials, is elastovisoplasti, onstitutive relations inthis work take the general form C = ~C(�;F ;Z;g; _�;L) (3:9)for the dependent spatial onstitutive �elds C 2 fT ; ";q; �;�;�g, where g :=r� representsthe spatial temperature gradient. The spatial veloity v has been left out of the aboverelations sine these are eliminated from the onstitutive relations by the requirementof material frame-indi�erene. On the other hand, the onstitutive dependene of thedependent �elds on _�, and in partiular that of ~", is neessary (but of ourse not suÆient)for a hyperboli temperature equation (M�uller [17℄).To inorporate the assumption of isotropi material behaviour into the formulation, on-sider now the material symmetry of ~C . As usual, any hange H of loal plaementpreserving density and orientation represents a symmetry transformation of ~C if~C(�;F ;Z;g; _�;L) = ~C(�;FHT;Z;g; _�;L) (3:10)holds. In partiular, for the ase of isotropi material behaviour, H is an arbitraryrotation, in whih ase we may hoose H = R from the (left) polar deompositionF = VR of F , yielding~C(�;F ;Z;g; _�;L) = ~C(�;V ;Z;g; _�;L) = Ĉ(�;B ;Z;g; _�;L) (3:11)from (3.10) via (3.2) and the fat that V = pB . Requiring next that Ĉ be materialframe-indi�erent yields the restrition~C(�;F ;Z;g; _�;L) =Q� Ĉ(�;QBQT;QZQT;Qg; _�;QLQT + _QQT) (3:12)for all time-dependent rotations Q in the ase of isotropi material behaviour via (3.11),where Q� represents the (pull-bak) ation indued by Q. Sine Q is arbitrary, we are inpartiular free to hoose QWQT = � _QQT, reduing (3.12) to~C(�;F ;Z;g; _�;L) =Q� Ĉ(�;QBQT;QZQT;Qg; _�;QDQT) (3:13)



Constitutive models for granular materials 43via (3.10) and the isotropy of Ĉ . WithQ(t) = I for some time t, (3.13) yields the reduedform ~C(�;F ;Z;g; _�;L) = Ĉ(�;B ;Z;g; _�;D) (3:14)for ~C via (3.11). Together, then, (3.8) and (3.14) de�ne the urrent onstitutive lass.With the basi onstitutive relations in hand, we now turn to the restrition of theserelations in the ontext of the entropy priniple.3.3 Entropy inequality & exploitationAs usual, the entropy priniple is based on the general loal form� = % _� + div� � � � 0 (3:15)of the entropy inequality from (3.1)5. Assuming that all solutions of the system of algebraiequations arising from ombination of the balane (3.1)1�4, evolution (3.8) and onstitutive(3.14) relations also satisfy the algebrai inequality obtained from (3.8), (3.14) and (3.15),Liu [13℄ showed that (3.15) an be expressed in the alternative equivalent form1� = % _� + div� � �� �" f% _" + divq � T �D � rg� �v � f% _v � divT � bg� �Z � f _Z � [
 ;Z℄��g� 0 : (3:16)
Here, linear momentum, and internal energy, balane, as well as the inremental on-stitutive relation (3.8), for the struture variables, appear as onstraints on the entropyinequality. The quantities �", �v and�Z represent the orresponding onstraint oeÆientsor \Lagrange multipliers." In general, eah of these may depend on the independent on-stitutive �elds appearing in (3.14) as well as on v and the external supply rate densities rand b. On the basis of (3.14) and (3.16), � and the material behaviour will be independentof suh supplies when (i), �", �v and �Z are so, and (2), � takes the form� = �"r + �v � b : (3:17)Indeed, in this ase, the external supply rate densities vanish from (3.16) identially. Forthe material behaviour to be independent of the supplies, this must neessarily be thease.The evaluation of (3.16) on the basis of (3.14) involves the generalized Gibbs' relations% d� = �" % d" + P ;d� = �"(dq) + F ; (3:18)1Sine we are treating % as a funtion of the independent onstitutive �eld B here via (3.3),the mass balane (3.1)1 does not appear as a onstraint in (3.16).



44 B. Svendsen, K. Hutter and L. Lalouiwhere P = P� d� + PB � dB + PZ � dZ + Pg � dg+ P_� d _� + PD � dD ;F = F� d� + FB � dB + FZ � dZ + Fg � dg+ F_� d _� + FD � dD (3:19)represent linear-spae-valued one-forms on the manifold of independent onstitutive vari-ables appearing in (3.14). Indeed, substitution of (3.14) into (3.16) yields the form� = P� _� + fhPB ;B i+ �" T � sym(g
Pg)g �D+ fPZ ��Zg � _Z + P _� �� + PD � _D � �v � % _v+ f[PB ;B ℄� skw(g
Pg)g �W + [�Z ;Z℄ �
+ F� � g+ FB � rB + FZ � rZ + Fg � r2� + FD � rD + fPg + F_�g � r _�+ �v � divT +�Z ��� 0
(3:20)

of the inequality via (3.2) and (3.17) involving the oeÆients of P and F . To obtain thislast form, use has been made of the symmetry of PB = %�;B � �" %";B via isotropy, theresult _B = LB +BLT (3:21)from (3.2) and (3.4), as well as the identityr _� = _g+LTg : (3:22)In the ontext of (3.14), then, one an exploit (3.20) in the standard fashion. To thisend, we �rst note that � is linear in the independent quantities _v and _Z. Consequently,(3.15) ould be violated during some thermodynami proess unless the orrespondingoeÆients vanish identially, yielding�v = 0 ;�Z = PZ ; (3:23)for the Lagrange multipliers assoiated with linear momentum balane and the evolution ofZ, respetively, via (3.18)1 and (3.19)1. Similarly, note that � is linear in the independent�elds ��, and _D, yielding the restritionsP _� = 0 ;PD = 0 ; (3:24)on the oeÆients of P. In partiular, the �rst of these takes the alternative form�; _� = �" "; _� (3:25)via (3.18)1. In a similar fashion, the linearity of � in r _� leads to the restritionPg + F_� = 0 (3:26)



Constitutive models for granular materials 45on P and F . Further, the linearity of � in r2�, rB , rZ, and rD yieldsFg � a
 b = �Fg � b
 a ;FB � a
 b
  = �FB � a
 
 b ;FZ � a
 b
  = �FZ � a
 
 b ;FD � a
 b
  = �FD � a
 
 b ; (3:27)
for all non-zero a;b; 2V . Lastly, sine � is linear in W, and the inequality must besatis�ed for all spins 
 , the restritions[PB ;B ℄ = skw(g
Pg) ;PZZ = Z PZ ; (3:28)hold for the ase 
 6=W, and that[PB ;B ℄ + [PZ ;Z℄ = skw(g
Pg) (3:29)for the Jaumann ase 
 = W. The neessary onditions (3.23), (3.24), (3.26), (3.27),and either (3.28) or (3.29), redue (3.20) to its so-alled residual form� = P� _� + fhPB ;B i+ �" T � sym(g
Pg)g �D + F� � g+ PZ �� (3:30)for the urrent onstitutive lass de�ned by (3.8) and (3.14). To investigate the restritionsimposed by (3.24){(3.29) on the onstitutive relations, we now turn to onsideration ofthe assoiated integrability onditions.3.4 Flux one-form & entropy uxAs indiated by the results (3.24){(3.29) of the last setion, (3.16) plaes restritions onthe oeÆients of the one-forms P and F de�ned in (3.18)-(3.19). The next step is totransform these restritions into ones on the onstitutive �elds. In partiular, we beginby examining the restritions (3.27) on the ux one-form F . To this end, onsider theondition of isotropy Qf̂(�;A�;g; _�) = f̂(�;QA�QT;Qg; _�) (3:31)on vetor-valued onstitutive �elds f̂ suh as � or q, holding for all rotations Q, withA� 2 fB ;Z;Dg (3:32)and � = 1; 2; 3. To exploit (3.27) in the ontext of (3.31), we employ the approah of Liu[14℄ and work with the \di�erential" form of (3.31), i.e.,
f = (f;A�)[
 ;A�℄ + (f;g)
g (3:33)



46 B. Svendsen, K. Hutter and L. Laloui(sum on � = 1; 2; 3) holding for all skew-symmetri tensors 
 . The fat that 
 is skew-symmetri yields the alternative forma ^ f = 2 [(f;A�)Ta;A�℄ + (f;g)Ta ^ g (3:34)of (3.33) for all non-zero a 2V . In partiular, the forms of (3.34) holding for � and �" qyield that a ^ k = 2 [(FA�)Ta;A�℄�Fg a ^ g (3:35)for the extra entropy ux k := � � �"q (3:36)in terms of FA� and Fg via (3.18)2. In terms of k, note that F takes the formF = dk + q d�" (3:37)also via (3.18)2.Consider next the restritions (3.27)2;3;4. In ontrast to these, the symmetry ofA� impliesFA� � a
 b
  = FA� � a
 
 b (3:38)for all non-zero a;b; 2V . The only way both (3.27)2;3;4 and (3.38) an be satis�ed is ifFA� = 0 (3:39)i.e., i� FA� vanishes identially for � = 1; 2; 3. As suh, (3.35) redues tok ^ a = Fg a ^ g ; (3:40)again for all a 2V . With respet to the Cartesian basis (e1;e2;e3), this last relation yieldsthat Æij k � ki ej = gi Fg ej � (Fg)ij g (3:41)for i; j = 1; 2; 3, with Æij := ei � ej , ki := ei � k, gi := ei � g, and (Fg)ij := ei � Fg ej. Inpartiular, (3.41) implies the systemk � k1e1 = g1 Fg e1k � k2e2 = g2 Fg e2k � k3e3 = g3 Fg e3 (3:42)for i = j via the skew-symmetry of Fg from (3.27)1. Summing these three relations togetherand rearranging, one obtains the formk = 12 Fg g (3:43)for k. Next, (3.41) yields (Fg)ij gk + (Fg)jk gi = 0 for i 6= j 6= k, and so the system26664 (Fg)23 0 (Fg)12(Fg)23 (Fg)31 00 (Fg)31 (Fg)12 377750BBB� g1g2g3 1CCCA = 0BBB� 000 1CCCA : (3:44)



Constitutive models for granular materials 47For arbitrary g, then, the matrix in this last relation must be identially zero, implyingFg = 0 ; (3:45)and so k = 0 (3:46)from (3.43). In partiular, (3.46) implies the proportionality� = �"q (3:47)between the entropy ux and heat ux for the urrent onstitutive lass via (3.36), and sothe redued form F = F� d� + F_� d _� = q d�" (3:48)for F from (3.19)2, (3.37), (3.39), (3.45) and (3.46). Neessarily, then,�" = �̂"(�; _�) (3:49)holds for �̂" sine q 6= 0. In addition, note that (3.26), (3.48) and (3.49) result in the formPg = ��"; _� q =) %�;g = �" %";g � �"; _� q (3:50)for the g-oeÆient of P.In summary, the general restritions (3.27) from the entropy priniple together with theisotropy of the material behaviour lead to the redued formsP = P� d� + PB � dB + PZ � dZ � �"; _� q � dg ;F = q f�"; � d� + �"; _� d _�g ; (3:51)of P and F via (3.23), (3.24), (3.48), (3.49) and (3.50) for the urrent onstitutive lass.Likewise, the residual entropy inequality (3.30) redues to� = P� _� + fhPB ;B i+ �" T + �"; _� sym(g
 q)g �D + �"; � q � g+ PZ �� � 0 ; (3:52)via (3.50) and (3.51)2. As usual, further restritions on the form of the onstitutiverelations an be obtained from (3.52) in the ontext of thermodynami equilibrium, towhih we now turn.3.5 Thermodynami equilibriumThe results of this setion are based on the ondition of thermodynami equilibrium, i.e.,�E = �̂E(e ) := �̂(e ; 0) = 0 ; (3:53)via the split x = (e ;n ) of the independent onstitutive variablesx := (�;B ;Z;g; _�;D) (3:54)



48 B. Svendsen, K. Hutter and L. Lalouiappearing in (3.14) into equilibrium e := (�;B ;Z) and nonequilibrium n := (g; _�;D)subsets. Note that any dependent onstitutive quantity C = Ĉ(x ) an be represented inthe form Ĉ(x ) = ĈE(e ) + ĈN(e ;n ) ; (3:55)where ĈE(e ) := limn!0 Ĉ(e ;n ) (3:56)and ĈN(e ;n ) := Ĉ(e ;n )� ĈE(e ) (3:57)represent its equilibrium and nonequilibrium parts, respetively. In what follows, we alsouse the notation Ĉ jE(e ) := limn!0 Ĉ(e ;n ) : (3:58)The representation (3.55) as based on (3.56) and (3.57) implies the relations C; e� jE = CE; e�and C;n� = CN; n� for the partial derivatives of Ĉ with respet to the equilibrium and non-equilibrium variables, respetively, as well as CNjE = 0. Note that e1 = �, e2 =B , and soon.The residual form (3.52) of � ful�ls (3.53) in partiular sine � is a prodution-like quan-tity, i.e., �E = 0 =) � = �̂N(�;B ;Z;g; _�;D) (3:59)holds. With the help of the isotropi form� = �0 I+ �1�A� + �2�A2�+ �1�� hA�;A�i+ �2�� hA2�;A�i+ �3�� hA�;A2�i+ �3 g
 g+ �4� hg
 g;A�i+ �5� hg
 g;A2�i ; (3:60)for � (sum over � < �), the equilibrium part of � is given by�E = �0jE I+ �11jEB + �12jEZ + �21jEB 2 + �22jEZ2+ �112jE hB ;Zi+ �212jE hB 2;Zi+ �312jE hB ;Z2i (3:61)via (3.32). For this to vanish, then, the restritions�11jE = 0 ; �12jE = 0 ; �21jE = 0 ; �22jE = 0 ;�112jE = 0 ; �212jE = 0 ; �312jE = 0 ; (3:62)on the orresponding oeÆients appearing in (3.60) pertain in general. For the partiularases of � examined in the next setion, these onditions are in fat satis�ed identially.The ondition (3.53) of thermodynami equilibrium motivates the expansion�̂(x ) = �̂N(e ;n ) = �̂;n(e ; 0) � n + 12 n � �̂;nn(e ; 0)n + � � � (3:63)



Constitutive models for granular materials 49of �̂ about thermodynami equilibrium via (3.55). In the ontext of (3.63), n = 0represents a minimum of �̂ when the neessary onditions�;n jE = (�;gjE; �; _� jE; �;D jE) vanishes ;�;nn jE = 8>>>>>>>>>>>>>: �;ggjE �;g _� jE �;gD jE�;g _� jE �; _� _� jE �; _�D jE�;gD jE �; _�D jE �;DD jE
9>>>>>>>>>>>>>; non-negative de�nite ; (3:64)hold. The evaluation of (3.64) in what follows takes advantage of the fat that, for anysalar- or symmetri-tensor-valued onstitutive relation Ĉ ,C;gjE = 0 ;C;g _� jE = 0 ;C;gD jE = 0 ; (3:65)follow from the isotropy of Ĉ . Indeed, in this ase, Ĉ is \quadrati" in g. Sine �̂ as givenin (3.52) is suh an isotropi funtion, (3.65) holds in partiular for it.In the ontext of (3.14) and (3.52), the restritions (3.64) are evaluated as follows. Beginfor example with the ase �;gjE = 0. Given that �"E; � 6= 0, qE vanishes identially viaisotropy, and PZ jE 6= 0, (3.64)1 yields �;gjE = 0 (3:66)in this ase. On the other hand, as just disussed, this also follows diretly from the fatthat the oeÆients of � in (3.60) are isotropi onstitutive funtions, and so in partiular\quadrati" in g. Next, the ase �; _� jE = 0 from (3.64)1 impliesP� jE = �PZ jE ��; _� jE : (3:67)And �;D jE = 0 leads to the result�"E TE = �hPB jE;B i � (�;D)TjE PZ jE (3:68)for the equilibrium Cauhy stress TE. The result (3.67) leads in partiular to the equilib-rium form PjE = �(PZ ��; _�)jE d� + PB jE � dB + PZ jE � dZ (3:69)for P from (3.51)1, implying%(d�)jE = �"E %(d")jE �PZ jE ��; _� jE d� + PB jE � dB + PZ jE � dZ (3:70)for the generalized Gibbs' relation (3.18)1. So, exept for the terms involving the inelastibehaviour, this last result takes the form of the lassial (i.e., thermostati) Gibbs' relation,identifying �"E = �̂"E(�) = ��1 (3:71)



50 B. Svendsen, K. Hutter and L. Lalouias the absolute oldness (e.g., M�uller [17℄).To ast the results up to this point in a more familiar form, it is useful to introdue thereferential free energy density := "E � ��E =  ̂(�;B ;Z) : (3:72)In terms of  , we then have ��PjE = % d + %�E d� (3:73)for the equilibrium part PjE of P from (3.18)1 and (3.71). In the equilibrium ontext, therestrition (3.28) redues to  ;B B = B  ;B ; ;Z Z = Z  ;Z ; (3:74)for the ase 
 6=W, and (3.29) to[ ;B ;B ℄ + [ ;Z ;Z℄ = 0 (3:75)for the Jaumann ase 
 =W in terms of  in the equilibrium ontext, both representingrestritions on the form of  . In addition, the relations (3.67) and (3.73) then yield�E = �f ; � +  ;Z ��; _� jEg (3:76)for the equilibrium part of the entropy density �. As suh, in addition to the usual \elasti"part � ; � , fritional proesses ould ontribute in equilibrium to � via a _�-dependene of�̂. Lastly, the result (3.68) redues toTE = % h ;B ;B i+ % (�;D)TjE  ;Z (3:77)for TE via (3.73). The �rst term on the right-hand side learly represents the elasti, andthe seond the fritional or ontat, ontribution to TE, as mediated by the dependene of�̂ on D. To summarize, the results (3.71), (3.76) and (3.77) yield the forms�" = ��1 + �"N ;� = � ; � �  ;Z ��; _� jE + �N ;T = % h ;B ;B i+ % (�;D)TjE  ;Z + TN ; (3:78)for the deomposition of �", �, and T , respetively, into equilibrium and non-equilibriumparts, via (3.55). In partiular, sine �" depends onstitutively only on � and _�, note that�"N ould be expressed in general as quasi-linear form in _�. Further, TN represents a visousontribution to the Cauhy stress inluding for example the Bagnold [1℄ ontribution tothe stress in the grain-inertia regime.We turn next to the ondition (3.64)2. In partiular, this yields the restrition2 sym(q;g)jE + �(�;gg)TjE  ;Z non-positive de�nite (3:79)



Constitutive models for granular materials 51on the symmetri part of the equilibrium thermal ondutivity tensor q;gjE via (3.71).Further, it requires that "; _� jE � ���"; _� jE �"E; � �  ;Z � ��; _� _� jE (3:80)hold for "; _� jE via (3.25). In the partiular ase that �̂ is independent of _�, for example,this last result implies that "; _� jE will be positive only if �"; _� jE is negative, and so lead to ahyperboli temperature evolution relation. Beyond (3.79) and (3.80), (3.64)2 leads to theondition 2 sym(TN;D)jE � (�;DD)TjE  ;Z non-negative de�nite (3:81)on the symmetri part of the \visosity" tensor TN;D . Finally, the sole non-zero \o�-diagonal" element of �; nn jE takes the form��; _�D jE = ���1";D jE+��"; _� jEfh"E;B ;B i+(�;D)TjE "E;Zg+�(�"T ); _� jE�(�;D _� )TjE  ;Z(3:82)via (3.25), (3.80) and (3.81). Its Cartesian omponents satisfy the restrition(�; _�D jE)ij (�; _�D jE)kl � (�; _� _� jE) (�;DD jE)ijkl (3:83)in the ontext of (3.64)2.This last restrition ompletes the investigation and exploitation of thermodynami equi-librium. Now we turn to the investigation and disussion of two major speial ases ofthe above formulation having to do with the onstitutive form for � in light of the abovegeneral results.3.6 Hypoelasti & hypoplasti speial asesThe exploitation of thermodynami equilibrium presented in the last setion is based onthe tait assumption that �̂(e ;n ) as given by (3.52) is k-times ontinuously di�erentiable(k � 2) in n at n = 0. This is of ourse the ase only when all onstitutive funtions, andin partiular �̂, are suh. For example, the \hypoelasti" form�̂(B ;Z;D) = L̂(B ;Z)D (3:84)for �̂ ful�ls this requirement sine it is linear in D. Here, L̂(B ;Z) represents a fourth-order-tensor-valued isotropi funtion. In the soil mehanis ontext, the dependene of(3.84) (and that of the hypoplasti form (3.86) onsidered below) on B is via one on thevoid ratio e as given by (3.7). From (3.84) follow in partiular the forms�E = � ; �TE = % h ;B ;B i+ % LT ;Z (3:85)for the equilibrium entropy and Cauhy stress via (3.76) and (3.77), respetively, with given by (3.72). Models for granular materials based on (3.84) in the realm of soilmehanis have been onsidered by, e.g., Stutz [23℄, Romano [20℄, as well as Davis &



52 B. Svendsen, K. Hutter and L. LalouiMullenger [2℄, and ritiized by Gudehus [6℄. The basi problem with (3.84) is that itannot apture the fat that the material behaviour of granular materials is in generaldi�erent in extension than in ompression.In ontrast to (3.84), the hypoplasti form�̂(B ;Z;D) = L̂(B ;Z)D + N̂(B ;Z) jDj (3:86)for �̂ does aount for the fat that the material behaviour of granular materials is ingeneral di�erent in extension than in ompression, i.e., via the seond term non-linear inD. Partiular forms of L̂ and N̂ inlude thoseL̂(B ;Z) = 1(B ) tr(Z) I + 2(B ) Z 
Ztr(Z)N̂(B ;Z) = 3(B ) Z2tr(Z) + 4(B ) dev(Z)2tr(Z) (3:87)used by Wu et al. [26℄ in modeling the failure of various types of soils. Here, I representsthe fourth-order identity tensor, and the material oeÆients 1�4 depend on B throughthe void ratio e via (3.7). These oeÆients are determined, e.g., with the help of triaxialextension-ompression tests. Note that, in ontrast to (3.84), (3.86) is not (Fr�ehet)di�erentiable in D at D = 0 sine the Eulidean norm is not. Indeed, we have�̂;D(B ;Z;D) = L̂(B ;Z) + N̂(B ;Z)
 dir(D) : (3:88)Consequently, the onept of thermodynami equilibrium introdued and exploited in x6is not appliable to the hypoplasti ase; all non-equilibrium results, i.e., those from xx4-5,of ourse still apply.Formally, at least, one an deal with this diÆulty by generalizing the notion of thermo-dynami equilibrium presented in the last setion to one of \quasi-equilibrium" with thehelp of so-alled non-standard analysis (e.g., Robert [19℄). In partiular, this involves ageneralization of the limit (3.58) to the formĈ jQE(e ; �) := limn!� Ĉ(e ;n ) (3:89)with � := (0; 0;A), A being an element of the set of all in�nitesimal symmetri tensors,i.e., symmetri tensors whose magnitude is in�nitely near (but not equal to) zero. Inthe ontext of non-standard analysis, suh quantities are indiated by the notation A '0, where 0 represents the unique \standard" in�nitesimal (i.e., number, vetor, tensor).Analogous to (3.57), we then haveĈQN(e ;n ; �) := Ĉ(e ;n )� ĈQE(e ; �) : (3:90)In partiular, (3.86) and (3.89) imply that �QE is in�nitesimal, i.e., �QE ' 0. Likewise,�QE ' 0 follows from (3.52) and (3.86) via (3.89). The orresponding analysis of thermo-dynami quasi-equilibrium is then based on the generalization2�̂(x ) ' �̂; n(e ; �) � (n � �) + 12 (n � �) � �̂;nn(e ; �)(n � �) + � � � (3:91)2The notation a ' b indiates that a = b+ �, with � in�nitesimal.



Bibliography 53of (3.63), with �;n jQE ' 0 ;�;nn jQE ' non-negative de�nite ; (3:92)the orresponding generalizations of (3.64). In partiular, the seond of these last ondi-tions means that �;nn jQE is in�nitely lose to being non-negative de�nite. On this basis,then, all results of the previous setion generalize aordingly; in partiular,TQE ' % h ;B ;B i+ % (�;D)TjQE  ;Z' % h ;B ;B i+ % LT ;Z + (N �  ;Z) dir(A) (3:93)generalizes the equilibrium form (3.77) for the Cauhy stress to the ase of quasi-equilibrium,the seond expression following from (3.86).Comparing in partiular (3.93) to previous work, one sees that it represents a thermody-nami generalization of models for the \quasi-stati" stress in granular materials disussedby MTigue [16℄, Sayed & Savage [22℄, and espeially Goddard [3℄. Comparing the urrentformulation with this latter work, one establishes in partiular that dir(A) appearing in(3.93) is nothing other than the (quasi-equilibrium form) of the so-alled versorE := dir(D) (3:94)of Goddard [3℄. Consequently, suh models represent speial ases of the hypoplastiapproah. These models were formulated from the point of view that the orrespondingspeial ases of TQE obtained by them should desribe the stress in a granular materialthat is \at failure" everywhere as D \vanishes". The remaining \kineti" (i.e., non-equilibrium) part TQN of T then determines any rate-dependent behaviour of the granularmaterial, and in partiular that in the grain-inertia regime of Bagnold [1℄. For bothases onsidered in this setion, the orresponding onstitutive model obtained for Trepresents an elastovisoplasti type of material behaviour. As shown in the speial aseof (3.93) onsidered by Goddard [3℄, suh models for TQE an aount for both Mohr-Coulomb or more general yield-type behaviour as well as normal-stress e�ets. A yet moreenompassing formulation of suh material behaviour would involve of ourse stabilityonsiderations, the subjet of future work.Aknowledgements. We thank I.-S. Liu for reviewing the �rst version of the paper andproviding many helpful omments leading to its improvement. This work was partiallysupported by the Max Plank Soiety and the Alexander von Humboldt Foundation.Bibliography[1℄ R. A. Bagnold. Experiments on a gravity free disperion of large solid spheres in anewtonian uid under shear. Pro. Roy. So. London, A225:49{63, 1954.[2℄ R. O. Davis and G. Mullenger. A rate-type onstitutive model for soil with a ritialstate. Int. J. Numer. Anal. Methods Geomeh., 2:255{282, 1978.[3℄ J. D. Goddard. Dissipative materials as onstitutive models for granular materials.Ata Meh., 63:3{13, 1986.
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4Ein vereinfahtes bin�ares Modell mitkompressiblen und inkompressiblenPhasenJ. BluhmFahgebiet Mehanik, FB 10 { BauwesenUniversit�at-GH-EssenD-45141 Essen4.1 Einf�uhrungIn dieser Arbeit wird ein vereinfahtes bin�ares Modell zur Beshreibung saturierter por�oserMedien vorgestellt. Das Porenuid (Fl�ussigkeit oder Gas) als auh der elastishe Festk�orperk�onnen kompressibel bzw. inkompressibel sein. F�ur die vier Modellvarianten (kompressi-bles Modell, hybrides Modell Typ 1, hybrides Modell Typ 2 und inkompressibles Modell)werden die konstitutiven Gleihungen diskutiert, wobei lediglih isotherme Prozesse be-trahtet werden.4.2 FeldgleihungenDie reale Dihte ��R der Konstituierenden '� (� = S = Solid, F = Fluid: Festk�orper,Fl�ussigkeit bzw. Gas) eines por�osen Mediums an der Stelle x zum Zeitpunkt t der aktu-ellen Kon�guration des betrahteten Kontrollraums ist de�niert als die auf das Partial-volumenelement dv� bezogenen Masse dM�. Die Partialdihte �� von '� ist die auf dasVolumenelement dv bezogene Masse. Mit Hilfe des Volumenanteils n� = dv�=dv l�a�t sihder Zusammenhang zwishen diesen beiden Dihten bez�uglih des Festk�orpers und desPorenuids (Fl�ussigkeit oder Gas) herstellen:�S = nS�SR ; �F = nF�FR : (4.1)Bei Vernahl�assigung von Massenaustaushprozessen und thermishen E�ekten wird dasVerhalten von �ussigkeits- oder gasgef�ullten por�osen Festk�orpern durh die folgenden lo-kalen Aussagen der Massenbilanzen und den Bilanzen der Bewegungsgr�o�en bez�uglih derKonstituierenden 'S und 'F, 57



58 J. Bluhm
(�S)0S + �S divx0S = 0 ; (�F)0F + �F divx0F = 0 (4.2)und divTS + �S (b � x00S ) = � p̂S ; divTF + �F (b � x00F ) = � p̂F ; (4.3)sowie der SaturierungsbedingungnS + nF = 1 : (4.4)beshrieben. In diesen Gleihungen ist T� = (T�)T der partielle Cauhyshe Spannungs-tensor, x0� die Geshwindigkeit, x00� die Beshleunigung und b die eingepr�agte Beshleu-nigung der Konstituierenden '�. Die Symmetrieeigenshaft des Spannungstensors T� istdas Ergebnis der Drallbilanz bez�uglih '� (es werden niht-polare Konstituierende vor-ausgesetzt). Der Ausdruk "div\ steht f�ur den Divergenz-Operator und das Symbol (: : :)0�kennzeihnet die materielle Zeitableitung entlang der Bewegungstrajektorie von '�. DieGr�o�e p̂� in (4.3) ist der lokalen Zuwahsterm der Bewegungsgr�o�e von '�, der durh dieExistenz der �ubrigen �� 1 Konstituierenden verursaht wird, die zum Zeitpunkt t eben-falls die Position x einnehmen. Mit der Annahme, da� die Summation der Bilanzen derBewegungsgr�o�en �uber alle � Konstituierenden formal in die Bilanz der Bewegungsgr�o�eeines Einkomponentenmaterials �ubergehen mu�, ergibt sih die Restriktionp̂S + p̂F = o (4.5)f�ur die lokalen Bewegungsgr�o�enzuw�ahse f�ur das bin�are Modell. Eine detaillierte Diskus-sion der Bilanzgleihungen ist z. B. de Boer & Ehlers [9℄, Ehlers [10℄ oder de Boer [7℄ zuentnehmen.4.3 Konstitutive BeziehungenDie im folgenden diskutierten bin�aren Modelle werden durh (2+2+6+1+3 =) 14 Feldglei-hungen beshrieben, siehe (4.1) { (4.5). Die Anzahl der in den Gleihungen auftretendenFeldgr�o�en bel�auft sih auf 33:F = fTS ; TF ; �S ; �F ; p̂S ; p̂F ; b ;�S ; �F ; �SR ; �LR ; nS ; nF g =) V33 : (4.6)Die Geshwindigkeit x0� und die Beshleunigung x00� der Konstituierenden '� werden in(4.6) durh die Bewegungsfunktion �� = ��(x; t) repr�asentiert. Des weiteren wurden dieSymmetrieeigenshaften der Cauhyshen Spannungstensoren ber�uksihtigt (T� ) V6).Um das Gleihungssystem zu shlie�en, d. h. die Anzahl der Feldgleihungen ist gleihmit der Anzahl der unbekannten Feldgr�o�en, ist es erforderlih, zus�atzlihe Gleihungenzu formulieren. Im Rahmen dieser Arbeit werden im Gegensatz z. B. zu den Arbeiten



Ein vereinfahtes bin�ares Modell mit kompressiblen und inkompressiblen Phasen 59von Bowen [4℄, Passman et al. [13℄ und Ehlers [11℄ ausshlie�lih konstitutive Beziehungenverwendet. Nahstehend werden die bekannten, die konstitutiven und die unbekanntenFeldgr�o�en der vier untershiedlihen bin�aren Modelle in den Listen B(:::), K(:::) und U(:::)zusammengefa�t:{ Model A: kompressibles Modell (kompressibler Festk�orper, kompressibles Porenuid)BA = fb ; �SR0S g =) V4 ;KA = fTS ; TF ; p̂F ; JSR g =) V16 ;UA = f�S ; �F ; p̂S ; �S ; �F ; �FR ; nS ; nF g =) V14 : (4.7){ Model B: hybrides Modell Typ 1 (kompressibler Festk�orper, inkompressibles Porenuid)BB = fb ; �SR0S ; �FR = konst: g =) V5 ;KB = fTS ; TF ; p̂F g =) V15 ;UB = f�S ; �F ; p̂S ; �S ; �F ; JSR ; nS ; nF g =) V14 : (4.8){ Model C: hybrides Modell Typ 2 (inkompressibler Festk�orper, kompressibles Porenuid)BC = fb ; �SR0S ; JSR = 1 g =) V5 ;KC = fTS ; TF ; p̂F g =) V15 ;UC = f�S ; �F ; p̂S ; �S ; �F ; �FR ; nS ; nF g =) V14 : (4.9){ Model D: inkompressibles Modell (inkompressibler Festk�orper, inkompressibles Poren-uid)BD = fb ; �SR0S ; JSR = 1 ; �FR = konst: g =) V6 ;KD = fTS ; TF ; p̂F g =) V15 ;UD = f�S ; �F ; p̂S ; �S ; �F ; nS ; nF ; ~� g =) V14 : (4.10)Man erkennt, da� f�ur alle vier Modelle die Anzahl der Gleihungen mit der Anzahl derunbekannten Feldgr�o�en �ubereinstimmt. Dabei wurde bei dem inkompressiblen Modell(Modell D) eine zus�atzlihe unbekannte Feldgr�o�e (~�) eingef�uhrt, um das Gleihungssy-stem zu shlie�en. Diese Gr�o�e ist im mathematishen Sinne als eine unbestimmte Feld-gr�o�e zu verstehen, die einer �uberz�ahligen Gleihung des Modells zugeordnet ist, n�amlihder Saturierungsbedingung. Es ist zu erw�ahnen, da� die in (4.1)1 auftretende Gr�o�e �SRausgedr�ukt werden kann mit Hilfe der Gr�o�en �SR0S und JSR (�SR = �SR0S =JSR), wobei �SR0Sdie reale Dihte des Festk�orpers an der Stelle XS der Referenzplazierung von 'S zumZeitpunkt t = t0 kennzeihnet, und JSR ist die Determinante des realistishen Deformati-onsanteil FSR des Deformationsgradienten FS = FSNFSR des Festk�orpers. Bez�uglih derzuvor erw�ahnten Zerlegung von FS wird auf Bluhm & de Boer [3℄ und Bluhm [1℄ verwiesen.Restriktionen bez�uglih der konstitutiven Feldgr�o�en lassen sih in Verbindung mit derFestlegung von Proze�variablen mit Hilfe der Entropieungleihung f�ur die Mishung unter



60 J. BluhmEinbeziehung der Saturierungsbedingung herleiten, siehe de Boer [7℄. Die nahstehendenkonstitutiven Beziehungen f�ur die Spannungen des Festk�orpers und des Porenuids erf�ullendie zuvor erw�ahnte Ungleihung, sie sind allerdings im Hinblik auf gewisse Abh�angigkei-ten, auf die noh eingegangen wird, einshr�ankend angesetzt worden:{ Model A: kompressibles Modell (kompressibler Festk�orper, kompressibles Porenuid)TS = �nS p ( 1 � JSJSR �JSR(JS)�JS ) I + 2 �S FS � S(CS)�CS FTS ;TF = �nF p I ; p = (�FR)2 � F(�FR)��FR : (4.11){ Model B: hybrides Modell Typ 1 (kompressibler Festk�orper, inkompressibles Porenuid)TS = �nS p I + 2 �S FS � S(CS; JSR)�CS FTS ;TF = �nF p I ; p = � �SR JSR � S(CS; JSR)�JSR : (4.12){ Model C: hybrides Modell Typ 2 (inkompressibler Festk�orper, kompressibles Porenuid)TS = �nS p I + 2 �S FS � S(CS)�CS FTS ;TF = �nF p I ; p = (�FR)2 � F(�FR)��FR : (4.13){ Model D: inkompressibles Modell (inkompressibler Festk�orper, inkompressibles Poren-uid)TS = �nS p I + 2 �S FS � S(CS)�CS FTS ; TF = �nF p I : (4.14)In den Beziehungen (4.11) { (4.14) kennzeihnen  � die freie Helmholtzshe Energie derKonstituierenden '�, CS = FTSFS den rehten Cauhy Greenshen Deformationstensorund p den Porenuiddruk. Dieser entspriht der unbestimmten Gr�o�e ~� beim Modell D,siehe (4.10)3. Die zuvor erw�ahnten Einshr�ankungen in bezug auf die Spannungen bezie-hen sih im wesentlihen darauf, da� f�ur die Fluid- bzw. Festk�orperphase die m�ogliheAbh�angigkeit der freien Helmholtzshe Energie  L bzw.  S von �L und �S bzw. �L ver-nahl�assigt wurde. Diese Einshr�ankungen sind nah Meinung des Verfassers f�ur das hierdiskutierte bin�are Modell sinnvoll, f�ur ein tern�ares Modell (Festk�orper, Fl�ussigkeit undGas) sind sie jedoh zu restriktiv, will man z. B. E�ekte wie Kapillarit�at erfassen, siehede Boer [5, 6℄.F�ur die freie Helmholtzshe Energie des Festk�orpers, wobei isotropes Materialverhaltenvorausgesetzt wird, wird der folgende Ansatz in Abh�angigkeit der ersten Invariante von CS(ICS = CS � I) und den Jaobi-Determinanten JS = detFS und JSR = detFSR postuliert: S =  ̂S^ =  ̂SE^ ( ICS ; JS ) +  ̂Sp^ ( JS ; JSR )| {z }n. e. (A, C, D) (4.15)



Ein vereinfahtes bin�ares Modell mit kompressiblen und inkompressiblen Phasen 61mit  ̂SE^ = 1�S0S f�Sp [ 12 ( ln JS )2 + �S ℄ � �S ln JS + 12 �S ( ICS � 3 ) g ; ̂Sp^ = 12 �S0S nS0S �Sp kp ( ln JSRJkS=kSRS )2| {z }n. e. (A, C, D) : (4.16)
Der Anteil  ̂Sp^ ist lediglih f�ur das Modell B (hybrides Modell Typ 1) in Ansatz zu bringen,d. h.  ̂Sp^ existiert niht f�ur die Modelle A, C und D (n. e.: niht existent). Die Gr�o�e �S in(4.16)1 steht f�ur den Ausdruk�S = JSp ln JS + 1 � JSpJSp � 2 [ ln JSp � JSJS ( JSp � 1 ) � JSp � ln( 1 � JSp ) ℄ : (4.17)In (4.17) stehen die Gr�o�en �S0S und nS0S f�ur die Dihte und den Volumenanteil desFestk�orpers an der Stelle XS der Referenzplazierung von 'S zum Zeitpunkt t = t0. Desweiteren kennzeihnen �S, �Sp und kS die makroskopishen Lam�e Konstanten und denmakroskopishe Kompressionsmodul der Konstituierenden 'S; kSR ist der Kompressions-modul des realen Festk�orpers, und kp ist zu verstehen als ein Kompressionsmodul, mitdessen Hilfe das volumetrishe Deformationsverhalten des realen Festk�orpermaterials inAbh�angigkeit vom Porendruk p gesteuert werden kann. Die Gr�o�e JSp (0 � JSp � 1) in(4.17) ist dem sogenannten Kompressionspunkt des Festk�orpers zugeordnet, d. h. JSp = 0bzw. JSp = nS0S f�ur einen kompressiblen bzw. einen inkompressiblen Festk�orper. Anzu-merken ist, da� �Sp im Gegensatz zu �S und kS vom Kompressionspunkt des Materialsabh�angt.Mit der additiven Zerlegung der freien Helmholtzshen Energie  S l�a�t sih der aus  Sresultierende Anteil von TS, der im folgenden als klassisher Cauhyshe Spannungstensorbezeihnet wird (TSC, C: lassi), in die beiden AnteileTSC = 2 �S FS � ̂S^�CS FTS = 2 �S FS � ̂SE^�CS FTS + 2 �S FS � ̂Sp^�CS FTS| {z }n. e. (A, C, D) (4.18)aufspalten. Der erste Anteil ist der sogenannte e�ektive Cauhyshe Spannungstensor,TSE = 2 �S FS � ̂SE^�CS FTS = 1JS [ 2�SKS + �Sp ( ln JS + �S ) I ℄ ; (4.19)der zweite AnteilTSp = 2 �S FS � ̂Sp^�CS FTS = � 1JS nS0S �Sp kp kSkSR ln JSRJkS=kSRS I| {z }n. e. (A, C, D) ; (4.20)



62 J. Bluhmder nur f�ur das Modell B existiert, ist, wie noh gezeigt wird, dem Porenuiddruk pzugeordnet. In (4.19) kennzeihnetKS = 12 (BS � I ) = 12 (FS FTS � I ) (4.21)den Karni-Reiner Verzerrungstensor bez�uglih der aktuellen Plazierung von 'S, die Gr�o�e�S steht f�ur�S = JSp ( 1 � JSJ2S + (JSp)21 � JSp ( JS � 1 ) ) : (4.22)Wie bereits erw�ahnt, ist der Spannungsanteil TSp dem Porenuiddruk zugeordnet. BeiBeahtung von (4.12)3, (4.15) und (4.16)2 l�a�t sih der Porenuiddruk f�ur das Modell Bdarstellen alsp = � �SR JSR � ̂S^�JSR = � �SR JSR � ̂Sp^�JSR = � 1JSR �Sp kp ln JSRJkS=kSRS| {z }n. e. (A, C, D) ; (4.23)wobei die Beziehungen JSR = �SR0S =�SR und �S0S = nS0S �SR0S verwendet wurden. Ein Vergleihvon (4.23) mit (4.20) liefertTSp = JSRJS nS0S kSkSR p I = nS kSkSR p I| {z }n. e. (A, C, D) : (4.24)F�ur das Modell A (kompressibler Festk�orper, kompressibles Porenuid) ist die Gr�o�e JSRals konstitutive Feldgr�o�e postuliert worden, siehe (4.7)2. Mit dem AnsatzJSR = (JS)m ; m = kSkSR ; (4.25)siehe Bluhm & de Boer [2℄ und de Boer & Bluhm [8℄, und der daraus resultierendenBeziehungJSJ�1SR �JSR�JS = kSkSR (4.26)ergibt sih unter Einbeziehung von (4.24) f�ur die Modelle mit kompressiblem Festk�orper(Modelle A und B) der folgende Cauhy Spannungstensor:TS = �nS p ( 1 � kSkSR ) I + TSE : (4.27)Die Form (4.27) geht auf Suklje [15℄ zur�uk; ihre G�ultigkeit wurde experimentell von Lade& de Boer [12℄ best�atigt. Man erkennt, da� f�ur kompressible Festk�orper der mit nSpIgewihtete Abminderungsfaktor der Spannungen zum einen aus dem konstitutiven Ansatzf�ur die Gr�o�e JSR (Modell A) und zum anderen aus der Ber�uksihtigung von JSR alsProze�variable (Modell B) resultiert. F�ur inkompressible Festk�orper (Modelle C und D),



Ein vereinfahtes bin�ares Modell mit kompressiblen und inkompressiblen Phasen 63d. h. kSR = 1, geht (4.27) �uber in von Terzaghis Aussage in bezug auf das Prinzip dere�ektiven Spannungen (von Terzaghi [16℄):TS = �nS p I + TSE : (4.28)Die Linearisierung der e�ektiven bzw. extra Spannungen des Festk�orpers bezogen auf dieReferenzkon�guration von 'S,SSE = JSF�1S TSEFT�1S = 2�S RKS +�Sp ( ln JS + �S )C�1S (4.29)mit dem Karni-Reiner VerzerrungstensorRKS= 12 ( I � C�1S ) (4.30)bezogen auf die unverformte Kon�guration von 'S, in der FormSSElin = SSE ���P0 + �SSE�CS ���P0 �CS ; ( : : : ) ���P0 = ( : : : ) ���CS= I ; (4.31)soll �uber die Struktur des Parameters �Sp Aufshlu� geben. MitSSE ���P0 = 0 ; �SSE�CS ���P0 = �S 4I + 12 �Sp [ 1 + JSp ( 1 + (JSp)21 � JSp ) ℄ 4�I (4.32)und �CS = CS � CS ���P0 = CS � I = 2ES ; (4.33)d. h. da� im Rahmen der linearen Theorie der Zuwahs vonCS mit Hilfe des LagrangeshenVerzerrungstensors ES = 1=2 (CS � I) dargestellt werden kann, folgt aus (4.31)SSElin = 2�SES + �S(ES � I ) I : (4.34)Diese Form eines Sto�gesetzes Hookeshen Typs erh�alt man, wenn man f�ur Lam�e Kon-stante �S gilt:�S = �Sp [ 1 + JSp ( 1 + (JSp)21 � JSp ) ℄ : (4.35)F�ur kompressible Materialien (JSp = 0) gilt �S = �Sp und �S = 0, siehe (4.22). Somitgeht f�ur kompressible por�ose Festk�orper die konstitutive Gleihung (4.19) f�ur die e�ektiveSpannung TSE �uber in die bekannte Beziehung von Simo & Pister [14℄:TSE = 1JS [ 2�SKS + �S ( ln JS ) I ℄ : (4.36)F�ur die Modelle A und C ist es erforderlih, eine konstitutive Beziehung f�ur den Fluiddrukp der kompressiblen Fluidphase zu formulieren. Es wird angenommen, da� es sih bei demkompressiblen Fluid um ein ideales Gas handelt. Mit dem Ansatz
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 F =  ̂F^ = � RM �F ln 1�FR (4.37)erh�alt man die bekannte Beziehungp = RM �F �FR ; (4.38)vgl. de Boer [7℄. Will man im Hinblik auf die numerishe Simulation von Anfangs- undRandwertprobleme lediglih den �Uberdruk ber�uksihtigen, so ist von dem Ansatz F =  ̂F^ = � RM �F ( ln 1�FR � �FR0F�FR + 1 ) (4.39)auszugehen. Der �Uberdruk ergibt sih dann zup = ~p = RM �F ( �FR � �FR0F ) : (4.40)In (4.37) { (4.40) ist der Faktor �FR=M eine Konstante, da lediglih isotherme Prozessebetrahtet werden. Die einzelnen Gr�o�en R, M und �F sind die universelle Gaskonstante,die relative Molek�ulmasse und die absolute Temperatur der Fluidphase.Zur Vervollst�andigung des Gleihungssystems wird noh die konstitutive Beziehung f�urden Interaktionsterm p̂F der Bilanz der Bewegungsgr�o�e Fluid ben�otigt. Aus der Entro-pieungleihung f�ur das bin�are Modell in Verbindung mit dem Dissipationsmehanismuserh�alt man die folgende Beziehung f�ur p̂F:p̂F = p grad nF � � (x0F � x0S ) (4.41)mit � � 0, siehe Ehlers [10℄.4.4 Beispiel: leerer Festk�orperIm folgenden wird die konstitutive Beziehung bez�uglih TS f�ur einen kompressiblen bzw.einen inkompressiblen leeren Festk�orper diskutiert, d. h. das Porenuid besitzt keine phy-sikalishen Eigenshaften. Somit geht TS in die e�ektive Spannung �uber (TS = TSE). Dasbetrahtete Randwertproblem ist in Abbildung 4.1 a) dargestellt. Abbildung 4.1 b) zeigtdie Last-Vershiebungs-Kurven eines kompressiblen Festk�orpers und zweier inkompressi-bler Festk�orper mit untershiedliher Anfangsporosit�at. Die Kraft ist auf die Lam�e Kon-stante �S bezogen; der Faktor �S ist proportional zu �S gew�ahlt worden (�S = 0:6667�S,d. h. die Querkontraktionszahl ist 0,2). In der Abbildung 4.1 ) ist f�ur den kompressiblenFestk�orper der Verlauf der realistishen Volumendeformation �uber die Determinante vonFS dargestellt; das Verh�altnis von kS=kSR wurde mit 1=3 angesetzt.
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a)

b)

)Abbildung 4.1: a) System und Belastung, b) Last-Vershiebungs-Diagramm (kompres-sibler und inkompressible Festk�orper), ) Verlauf von JSR �uber JS f�urkS=kSR = 1=3 (kompressibler Festk�orper)
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5Zur Modellierung por�oser Medienbei gro�en DeformationenD. MahnkopfHartmannstr. 4D-71634 Ludwigsburg5.1 MotivationPor�ose, uidges�attigte, deformierbare Festk�orper gewinnen zunehmend an Bedeutung f�urdie Behandlung relevanter Probleme der Ingenieurspraxis. Es handelt sih um Materiali-en, die aus einem por�osen Festk�orperskelett bestehen, dessen Porenraum mit Fl�ussigkeitenoder Gasen gef�ullt ist. Sie �nden sih in den untershiedlihsten Anwendungsbereihen, soz. B. in der Bodenmehanik beim Konsolidationsproblem, oder bei hohpor�osen Polymer-und Metallsh�aumen. Auh wenn die Materialien speziell im Bereih plastisher Deforma-tion teilweise untershiedlihstes Verhalten aufzeigen, wie z. B. Sand und Polymersh�aume,ist ihnen gemein, da� das Deformationsverhalten des Festk�orpers erheblih vom Porenuidbeeinu�t werden kann.In dem Ma�e, wie das Interesse an por�osen, uidgef�ullten K�orpern steigt, gewinnt auhderen Modellierung als Grundlage der Simulation an Bedeutung. Zur Beshreibung des vo-lumengekoppelten Festk�orper-Fluid-Problems wird hier ein Zugang mit Hilfe der TheoriePor�oser Medien (TPM) gew�ahlt, vgl. Bowen [1℄, Ehlers [2℄. Die TPM folgt aus der Mi-shungstheorie, einer kontinuumsmehanishen Theorie f�ur heterogen zusammengesetzteK�orper mit inneren Wehselwirkungen, erg�anzt um das Konzept der Volumenanteile.Bei der Wahl der konstitutiven Ans�atze por�oser Materialien sind einige Besonderheiten zubeahten. So zeigen Metall- und Polymersh�aume gro�e elastoplastishe Deformationen.Dies bedingt die Beshreibung im Rahmen der geometrish nihtlinearen Theorie. BeimKompressionsversuh beispielsweise shlie�t sih an einen kleinen elastishen Bereih einplastishes Plateau mit nahezu konstanten Spannungen und gro�en Volumendeformatio-nen an, s. Abshnitt 5.6. Ihm folgt der Bereih der Verdihtung mit einem extremen Anstiegder hydrostatishen Spannungen. Hierf�ur wurde ein neuartiges elastoplastishes Material-gesetz entwikelt, das mit Hilfe der "strukturellen Verfestigung\ den Kompressionspunktsiherstellt (Mahnkopf [12℄).Bei der Beshreibung realer Porenuid zeigen sih sowohl inkompressible als auh ideal-kompressible Fluide, d. h. Fluide, die bis auf einen Punkt komprimierbar sind, wie z. B.69



70 D. Mahnkopfideales Gas, als ungeeignet. Um deren Einu� auf das Verhalten der gesamten Mishungm�oglihst realistish abbilden zu k�onnen, wird ein kompressibles Porenuid ben�otigt, daslediglih bis zu einer maximalen, kritishen Dihte komprimiert werden kann. Hierzu wirdkonsistent im Rahmen der TPM aufbauend auf einem kompressiblen und einem inkompres-siblen Porenuid eine Mishphase entwikelt. Bei der gesamten konstitutiven Formulierungwird Wert auf eine sehr exible Formulierung gelegt, die der Vielzahl untershiedliherpor�oser Materialien Rehnung tr�agt.5.2 Theorie por�oser MedienDie folgende Modellierung basiert auf der Theorie por�oser Medien (TPM). Eine umfas-sende Darstellung �ndet sih u. a. bei Bowen [1℄ und Ehlers [2℄. Es handelt sih dabeium die Mishungstheorie, erweitert um das Konzept der Volumenanteile, wobei die Vor-stellung eines statistish vershmierten Modells zugrunde liegt, bei dem alle Phasen, hierFestk�orper und Fluid, gleihzeitig den gesamten Raum der Mishung einnehmen.dvFdvSAbbildung 5.1: Vershmiertes ModellJeder Raumpunkt x wird dabei zu jedem Zeitpunkt t von Partikeln aller Konstituierenden'� eingenommen. Sie besitzen somit eigene Bewegungsfunktionen �� und eigene Defor-mationsgradienten F�, der ein Ma� f�ur die lokale Deformation darstellt:F� = Grad� x ; x = ���X�; t� : (5.1)Ihre Anteile am Gesamtk�orper werden durh den Volumenanteiln� = dv�dv (5.2)beshrieben, dem Verh�altnisse der Partialvolumina dv� zum Volumen der gesamten Mi-shung dv. Der Index (: : :)� kennzeihnet hierbei die einzelnen Konstituierenden. Im Falleges�attigter Mishungen, die hier ausshlie�lih betrahtet werden, gilt zus�atzlih die S�atti-gungsbedingung:X� n� = 1 : (5.3)Das Konzept der Volumenanteile (5.2) bedingt zwei vershiedene Dihtefunktionen, diematerielle oder auh e�ektive Dihte ��R und die partiale Dihte ���� := dm�dv ; ��R := dm�dv� �! �� = n� ��R (5.4)



Zur Modellierung por�oser Medien bei gro�en Deformationen 71Die Untersheidung und das Verst�andnis der beiden Dihtefunktionen (5.4) ist von zen-traler Bedeutung f�ur die Modellierung der konstitutiven Gleihungen - sowohl des Fluids,wie auh des Festk�orpers. Da jede Phase '� ihre eigene Bewegungsfunktion ���X�; t� undsomit auh eigene Geshwindigkeit0x�= ddt ���X�; t� (5.5)besitzt, existieren untershiedlihe Zeitableitungen. Sei  eine di�erenzierbare, skalarwer-tige Funktion der Variablen x und t, dann existiert f�ur jede Bewegungsfunktion �� eineunabh�angige Zeitableitung:( )0� = d� dt = � �t + grad � 0x� : (5.6)Der Operator grad (: : :) bezeihnet die Ableitung nah dem Ortsvektor der aktuellen Kon-�guration, und Grad�(: : :) die Ableitung nah dem Ortsvektor der Referenzkon�gurationder Phase '�.Eine ausf�uhrlihe Darstellung der Bilanzgleihungen por�oser Medien �ndet sih u. a. beiEhlers [4℄. Die Massen- und Impulsbilanzen der einzelnen Konstituierenden im quasistati-shen Fall lauten:Massenbilanz (��)0� + �� div 0x�= �̂� ; X� �̂� = 0 (5.7)Impulsbilanz �� 00x� �div (T�)� �� b = p̂� ; X� p̂� = 0 (5.8)Hierin bezeihnet ^(: : :) die Austaushterme zwishen den einzelnen Konstituierenden, diedie Nebenbedingung (5.7)2 bzw. (5.8)2 erf�ullen m�ussen. Im Falle singul�arer Fl�ahen, diedie Grundlage der Lokalisierungsanalyse bilden, m�ussen zus�atzlihe Gleihungen ber�uk-sihtigt werden, vgl. Mahnkopf [12℄.5.3 Konstitutive ModellierungEs werden an dieser Stelle lediglih die getro�enen Annahmen und resultierenden Ergeb-nisse dargestellt. Eine umfassenden Diskussion �ndet sih bei u. a. bei Ehlers [2℄,Mahnkopf[12℄. Es werden, soweit niht ausdr�uklih anders erw�ahnt, ausshlie�lih por�ose K�orperbetrahtet, die aus zwei Phasen bestehen, dem Porenuid 'F und dem Festk�orperskelett'S . Die Mishung sei dar�uber hinaus ges�attigt.dv = dvS + dvF : (5.9)Der Festk�orper sei materiell inkompressibel, seine materielle Dihte �SR somit konstant:(�SR)0S = 0 : (5.10)



72 D. MahnkopfDie partiale Dihte �S kann sih jedoh durhaus �uber die Zusammensetzung der Mi-shung und den Volumenanteil nS �andern (5.4). Die Annahmen bzgl. des Fluids werdenim n�ahsten Abshnitt bei der Entwiklung der neuen Formulierung diskutiert. Die Be-shreibung ist isotherm:�S = �F =: konst: (5.11)Die Spannungen der beiden Konstituierenden '� k�onnen in einen Anteil proportional demPorenuiddruk p und den sogenannten Extraanteil T�E aufgeteilt werden, vgl. Ehlers [2℄T� = �n� p I+T�E (5.12)f�ur den zus�atzlihe konstitutive Gleihungen ben�otigt werden. Das Porenuid sei nihtvis-kos: TFE = 2�F DF � 0 (5.13)Das Materialmodell zur Auswertung der Extraspannungen des Festk�orperskeletts wir inAbshnitt 5.5 vorgestellt. Der Impulsaustaush zwishen den Konstituierenden kann ana-log in zwei Anteile aufgeteilt werden:p̂� = p gradnF + p̂�E : (5.14)F�ur den Extraanteil p̂�E wird der folgenden Ansatz gew�ahlt, vgl. Ehlers [2℄:p̂FE = �(nF )2 FRkF wF (5.15)Hierin bezeihnet kF denDaryshen Durhl�assigkeitskoeÆzienten,wF die Sikergeshwin-digkeit des Fluids relativ zum Festk�orperskelett und FR = kbk�FR die e�ektive (wahre)Dihte des Fluids. Massenaustaush, wie z. B. im Falle einer shmelzenden Festk�orper-phase wird niht betrahtet. Aus den Bilanzgleihungen (5.7, 5.8), die die Grundlage dernumerishen Umsetzung darstellen, folgt mit den konstitutiven Annahmen:div �TSE � p I�+ �nS�SR + nF�FR�b = 0 (5.16)�FR div 0xS +div��FR kFFR ��FR b� grad p��+ nF ��FR�0S = 0 (5.17)5.4 Ein neues konsistentes Fluid�Ublihe Formulierungen wir z. B. ideales Gas, Van-derWaals-Gase oder vollst�andig inkom-pressible Fluide f�uhren im Rahmen der TPM zu z. T. unsinnigen Ergebnissen (negativeDr�uke), vgl. Abshnitt 5.6, Mahnkopf [12℄ und Zitate darin. Es wird ein Fluid ben�otigt,da� sowohl den materialtheoretishen Anforderungen gen�ugt, als auh dem Verhalten rea-ler Fluide entspriht. Sie m�ussen kompressibel sein, jedoh nur bis zu einer maximalen,
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Abbildung 5.2: Vershmiertes Drei-Phasen-Modell: Mishphaseder kritishen, Dihte �FRC . Bei fallenden Dr�uken mu� das Fluid sih ausdehnen und dengesamten Raum einnehmen, ohne da� negative Dr�uke auftreten (Kavitation). Speziellim Bereih gro�er Deformationen oder bei der Untersuhung von Lokalisierungsverhaltenkommt diesen Gesihtpunkten eine zentrale Bedeutung zu.Es wurde von Mahnkopf [12℄ der folgende Ansatz gew�ahlt: Ausgehend von den Eigenshaf-ten eines vollst�andig kompressiblen Fluids 'G ("Gas\) und eines inkompressiblen Fluids'L ("Fl�ussigkeit bzw. Liquid\) wird die Dihtefunktion der Mishphase mit Hilfe der TPMhergeleitet. Es handelt sih dabei prinzipiell um ein Dreiphasenmodell, das aufgrund derfolgenden Annahmen einer Beshreibung mittels zweier Phasen zug�anglih ist. Der Index(: : :)F f�ur die Mishphase wurde in Analogie zur bisherigen Beshreibung gew�ahlt, da dieModellgleihungen unter Verwendung der Mishphase die gleihe Form annehmen.Die partiale Mishungsdihte des Porenuids �F ergibt sih direkt aus der Summe derpartialen Dihten der Fluide 'G und 'L bzw. aus der Summe ihrer materiellen Dihten,gewihtet mit ihren Volumenanteilen:nF �FR = nG �GR + nL �LR : (5.18)Die materielle Dihte �LR der Fl�ussigkeit ist, da materiell inkompressibel, konstant (vgl.(5.10)), w�ahrend die materielle Dihte �GR des kompressiblen Fluids einer Entwiklungs-gleihung folgt, z. B. dem idealen Gasgesetz �FR = �FR(p). Die S�attigungsbedingung (5.3)lautet f�ur die dreiphasige Formulierung1 = nS + nG + nL (5.19)bzw. bei Betrahtung der Mishphase als Summenphase der beiden Porenuide 'L und'G im Sinne der TPM1 = nS + nF mit nF = nG + nL : (5.20)Es wird vorausgesetzt, da� keine Entmishung statt�ndet und die Mishphase homogenbleibt. Die beiden Fluide 'G und 'L folgen somit der gleihen Bewegungsfunktion �F undbesitzen die gleihe Geshwindigkeit:0xF := 0xL= 0xG : (5.21)Dies stellt die zentrale Annahme dar, die die Mishphase in dem hier vorgestellten Modellharakterisiert! Mit der Voraussetzung, da� Massenaustaush zwishen den beiden Poren-



74 D. Mahnkopfuiden, wie beispielsweise beim L�osen von Gas im inkompressiblen Fluid, ausgeshlossensind, ergeben sih die Massenbilanzen der beiden Fluide zu��G�0F + �G div 0xF= 0 ;��L�0F + �L div 0xF= 0 : (5.22)Die materiellen Zeitableitungen werden dabei f�ur beide Fluide mit der Bewegung derMishphase gebildet, vgl. (5.21). Au�osen der Massenbilanzen (5.22) nah div 0xF , Gleih-setzen und analytishe Integration f�uhrt auf�L = �GMLG (5.23)mit der Integrationskonstanten MLG, die direkt aus den Volumenanteilen und materiellenDihten der beiden Fluide zum Zeitpunkt t = t0 bestimmt werden kann:MLG = nL �LRnG �GR ����t=t0 = nL0F �LR0FnG0F �GR0F : (5.24)MLG stellt in diesem Sinne keinen zus�atzlihen Materialparameter dar, der aus Versuhenbestimmt werden m�u�te, sondern vielmehr einen Strukturparameter, der die Zusammen-setzung der Mishphase und somit ihre Eigenshaften kontrolliert. Zusammen mit derS�attigungsbedingung (5.20)2 und (5.18) folgt nah Umformung der gew�unshte Zusam-menhang zwishen dessen materieller Dihte �FR und dem Druk p�FR(p) = �LR 1 +MLGMLG + �LR�GR(p) (5.25)mit �GR = �GR(p). Gegen�uber rein konstitutiven Ans�atzen f�ur die Dihtefunktion derMishphase gen�ugt dieser Zugang automatish den Grenzzust�anden f�ur rein kompressiblesbzw. rein inkompressibles Fluid und den Grenzzust�anden des Druks p! 0 und p !1.F�ur rein kompressibles Fluid (nL = 0, nG = nF ) folgt aus (5.24) MLG = 0 und f�ur diematerielle Dihte der MishphaselimMLG!0 �FR = �GR(p) : (5.26)F�ur den Fall rein inkompressiblen Fluids 'L (nG = 0, nL = nF ) folgt entsprehendlim1=MLG!0 �FR = �LR : (5.27)Sinkt der Druk auf Null, mu� die Dihte der Mishphase ebenfalls auf Null absinken. Mitder Voraussetzung, da� die materielle Dihte des kompressiblen Fluids dem gen�ugt wiez. B. beim idealen Gasgesetz, folgt f�ur �FRlimp!0 �FR = 0 : (5.28)



Zur Modellierung por�oser Medien bei gro�en Deformationen 75Steigt der Druk gegen unendlih wird die maximale bzw. kritishe Dihte �FRC erreiht:limp!1 �FR = �LR 1 +MLGMLG + �LR�GRC =: �FRC : (5.29)Hierbei kennzeihnet �GRC = limp!1 ��GR(p)� die kritishe Dihte des kompressiblenFluids 'G. Wird die materielle Dihte des kompressiblen Fluids beispielsweise �uber dasideale Gasgesetz beshrieben, betr�agt die kritishe Dihte des Gases �GRC = 1 und diekritishe Dihte �FRC der Mishphase lautet�FRC = �LR 1 +MLGMLG : (5.30)Da das Gas kein Volumen mehr einnimmt, wird die Gesamtmasse auf das Volumen desinkompressiblen Fluids 'L bezogen. Sie bleibt im Gegensatz zum ideal kompressiblen Fluidendlih!
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2,01,51,00,5 800Abbildung 5.3: Entwiklung der materiellen Dihte der Mishphase in Abh�angigkeit desDruks mit �LR = 1000 kg/m3, R = 8; 314 kJ/kmol K, � = 293; 15 ÆK undM = 28; 96 kg/kmol.In Abbildung 5.3 ist der Verlauf des Druks �uber der materiellen Dihte des Fluids f�urvershiedene Zusammensetzungen der Mishphase aufgetragen. Es wurden dabei Materi-alparameter f�ur Wasser und Luft verwendet. Die Summe der Volumenanteile der beidenFluide 'L und 'G betr�agt ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit jeweils eins und dieDihte des Gases in der Referenzkon�guration 1,293 kg/m3.Auswertung der BilanzgleihungenDie Massenbilanz der Mishphase folgt direkt aus der Summe der Massenbilanzen derPorenuide (5.22):



76 D. Mahnkopf��G + �L�| {z } 0F+ ��G + �L�| {z } div 0xF = 0�F �F (5.31)Sie ergibt durh Einsetzen der De�nition (5.18) der materiellen Dihte der Mishphase diegleihe Form wie im Falle eines einphasigen Porenuids s. Mahnkopf [12℄, entsprehendden Truesdellshen Prinzipien. Die Summe der Impulsbilanzen der beiden Porenuide 'Gund 'L ergibt unter Verwendung von (5.21)�nL�LR + nG�GR�| {z } 00xF +div � �nL + nG�| {z } p I�+ �nL�LR + nG�GR�| {z } b = p̂FnF �FR nF nF �FR (5.32)Dabei wurden die konstitutiven Ans�atze f�ur die Fluidspannungen (5.12) und (5.13) f�urbeide Porenuide getrennt getro�en. Der Impulsaustaush wird entsprehend der physi-kalishen Anshauung zwishen der gesamten Mishphase 'F und dem Festk�orperskelett'S �uber (5.15) und (5.14) modelliert. Ferner wurde der Volumenkraftvektor b f�ur beideFluide gleih angenommen: bG = bL = b. Mit der materiellen Dihte �FR der Mishphase(5.18) und (5.20) hat die Impulsbilanz des Fluids der Mishphase wieder die identisheForm wie im Falle des einphasigen, kompressiblen Porenuids.Das hybride Modell mit Mishphase kann auf eine zweiphasige Beshreibung reduziertwerden, die mit der Beshreibung eines einzelnen, kompressiblen Porenuids identish ist.Es gen�ugt f�ur die Implementierung, die Entwiklungsgleihung der materiellen Dihte deskompressiblen Porenuids durh (5.25) zu ersetzen.5.5 Elastoplastishes Festk�orperskelettZur Auswertung der Extraspannungen des Festk�orperskeletts wird ein neues elastopla-stishes Materialmodell verwendet, das den besonderen Anforderungen por�oser Mediengereht wird und die Abw�artskompatibilit�at zu konventionellen Gesetzen wart. Um einem�oglihst exible und realistishe Modellierung als Grundlage der Berehnung und Simu-lation zu erhalten, kommt ihm eine �ahnlih gro�e Bedeutung zu wie dem des Fluids.Der Deformationsgradient wird multiplikativ in einen elastishen und einen plastishenAnteil zerlegt:FS = FSeFSp (5.33)Bzgl. einer Diskussion dieses Konzeptes und der resultierenden Kinematik sei auf dieumfangreihe Fahliteratur verwiesen (z. B. Haupt [10℄, Ehlers [2℄). Bei der �ublihen Me-tallplastizit�at wird von volumenneutralem Flie�en ausgegangen. Mit der plastishen Vo-lumendehnung ep = detFSp� 1 und dem plastishen DeformationsgeshwindigkeitstensorD̂Sp, der die Entwiklung plastisher Deformation beshreibt, erh�alt man f�ur den Fallplastisher Inkompressibilit�at:ep = detFSp � 1 = konst:(ep)0S = det (FSp) D̂Sp � I = 0 (5.34)



Zur Modellierung por�oser Medien bei gro�en Deformationen 77Im Falle por�oser Medien, die z. T. erheblihe plastishe Volumendeformationen aufweisenm�ussen die Aussagen (5.34) durh die Bedingung des Kompressionspunktes ersetzt werden.
Kon�gurationaktuellekon�gurationZwishen- JSeJSp

JS
kon�gurationReferenz-

nS0S
nSp

nS
Abbildung 5.4: Elastoplastishe Volumendeformation por�oser K�orperIn Abb. (5.5) sind die Referenzkon�guration, die Zwishenkon�guration und die aktuelleKon�guration f�ur einen Modellk�orper dargestellt. Hierin bezeihnet JSe = detFSe denelastishen und JSp den plastishen Anteil der Volumendeformation. Die elastishe undplastishe Volumendehnung werden gemeinsam durh den Kompressionspunkt, den Punktder dihtesten Pakung auf der aktuellen Kon�guration, beshr�ankt. Formal erh�alt mandie BedingungennS � 1 �! JSe � nSplimnS!1(ep)0S � 0 (5.35)die f�ur por�ose Medien anstatt der Bedingungen (5.34) im Falle isohorer Plastizit�at gel-ten. Die erste Bedingung besagt, da� das Festk�orperskelett lediglih soweit komprimiertwerden kann, bis kein Fluid mehr vorhanden ist, als nS � 1 gelten mu�. Der Grenzwertwird durh das materiell inkompressible Festk�orperskelett gebildet. Die zweite Bedingungbesagt, da�, falls der Kompressionspunkt erreiht ist, kein kontraktantes Flie�en mehr auf-treten darf. Dilatantes oder volumenneutrales Flie�en mu� aber weiterhin m�oglih bleiben.Anm.: Die Abh�angigkeit von nS zeigt, da� eine Verfestigungsformulierung in Abh�angig-keit der Gesamtdeformation ben�otigt wird bzw., da� das elastishe Gesetz Kenntnis vonder plastishen Deformation haben mu�! Die Zul�assigkeit einer derartigen Formulierungwurde von Ehlers [2℄ gezeigt.Zur Beshreibung der elastishen Verformung wird ein von Eipper [6℄ vorgeshlagenesGesetz verwendet, da� f�ur die Verwendung im Rahmen der elastoplastishen Formulierungmodi�ziert wurde, dargestellt f�ur die Cauhy-Extraspannungen. Die Abh�angigkeit von der



78 D. Mahnkopfplastishen Volumendeformation ist in nSp enthalten.�SE = �S �BSe � I�+ �S �1� nSp �2� JSe1� nSp � JSeJSe � nSp � I (5.36)F�ur die Flie��ahe und das plastishe Potential, aus dem die Flie�regel hervorgeht, wur-de die "strukturelle Verfestigung\ entwikelt, siehe Mahnkopf [12℄. Ausgangspunkt stelltdie von Ehlers [3℄ vorgeshlagene Formulierung einer Flie��ahe zur Beshreibung vonReibungsmaterialien dar, formuliert in Reu�shen Variablen:r̂��̂; Î� = Fh�̂I�Fd��̂� mit r̂ =p2 ÎID ;�̂ = 13 arsin�p27=2 ^IIID=ÎID3=2� (5.37)Der hydrostatishe Anteil Fh und der deviatorishe Anteil Fd lauten:Fh = p2 h�"2 � Æ2� Î4 + 2� " Î3 + ��2 � �2 � 2 " �� Î2 � 2� � Î + �2i1=2Fd = h1 + 2p27  sin �3 �̂�i�m=2 (5.38)Aus den Bedingungen (5.35) folgt f�ur die Flie��ahelimnS!1Fh(Î) > 0 ; 8 Î < Î01limnS!1 � Fh(Î)=� Î � 0 ; 8 Î < Î01 (5.39)Unter Nutzung der Abw�artskompatibilit�at wurde die Flie��ahe derart modi�ziert, da�die Parameter ", m und Æ zus�atzlih mit einer Funktion h(nS) multipliziert werden. DieFunktion mu� dabei zur Siherstellung der Bedingungen (5.35) bzw. (5.39) den Anforde-rungenh(nS0S) = 1 ; h(1) = 0 ; h(0) =1 (5.40)gen�ugen. Es wurde der folgende Ansatz gew�ahlt:h(nS) = �nS0SnS 1� nS1� nS0S�� (5.41)F�ur m gelten abweihende Bedingungen, die an dieser Stelle aus Platzgr�unden niht dis-kutiert werden k�onnen. Eine ausgiebige Diskussion �ndet sih bei Mahnkopf [12℄.Da die Ver�anderung der Flie��ahe, die eine Verfestigung im allgemeinen Sinne darstellt,auf der Struktur des Materials beruht und im Gegensatz zur Verfestigung des reinenMatrixmaterials eine reversible Natur aufweist, wurde sie "strukturelle Verfestigung\ ge-nannt, im Gegensatz zur herk�ommlihen "materiellen Verfestigung\. Sie stellt keinen Er-satz der klassishen materiellen Verfestigung dar, sondern vielmehr eine im Bereih por�oserMedien notwendige Erg�anzung.



Zur Modellierung por�oser Medien bei gro�en Deformationen 79Die Entwiklung des plastishen Potentials, zur Beshreibung der plastishen Deformati-onsgeshwindigkeit, unterlag den Anforderungen stetiger Di�erenzierbarkeit, der F�ahigkeitvolumenneutrales Flie�en abbilden zu k�onnen, der Siherstellung des Kompressionspunk-tes (5.35) und dem Wunsh, den Dilatanzwinkel m�oglihst exibel an die Eigenshaftenrealer Materialien anpassen zu k�onnen. Mit dem Begri� der Abw�artskompatibilit�at wirdhier die Abw�artskompatibilit�at sowohl zur materiellen wie auh zur strukturellen Verfe-stigung der Flie��ahe gemeint. Es wurde der folgende Ansatz gew�ahlt:G�Î; ÎID; ^IIID; q; r� = �	1 ÎID + 12 ~� Î2 + ~Æ2 Î4�1=2 +	2 � Î + ~" Î2 (5.42)wobei die Parameter 	1 und 	2 eine exible Einstellung des Dilatanzwinkels erm�oglihen.r bezeihnet dabei die klassishen Verfestigungsvariablen, f�ur die zus�atzlihe Entwik-lungsgleihungen ben�otigt werden, und q die Abh�angigkeiten im Rahmen der strukturellenVerfestigung.F�ur eine ausf�uhrlihe Diskussion der konstitutiven Modellierung und ihrer Aspekte, z. B.der Vorteile der strukturellen Verfestigung auh im Rahmen der numerishen Implemen-tierung, sei auf Mahnkopf [12℄ verwiesen.5.6 BeispieleDie entwikelten Materialmodelle wurden in das FE-System PANDAS [7℄ implementiert.Dessen modulare Struktur erm�ogliht die Verwendung vershiedener impliziter Zeitinte-grationsverfahren und einer zugeh�origen Zeitshrittweitensteuerung von Ellsiepen [7℄. Dieswar speziell bei Lokalisierungsrehnungen unbedingt notwendig. Es hat sih gezeigt, da�mit einfaheren Integrationsverfahren die numerishe Regularisierung die Ergebnisse starkverf�alsht, auh wenn diese von etlihen Autoren eingesetzt werden. Dar�uber hinaus ste-hen vershiedenste Elementans�atze zur Verf�ugung. Bei den zweidimensionalen Rehnungenwurde der ebene Verzerrungszustand betrahtet. F�ur eine e�ektive numerishe Umsetzungkommt der konsistenten Linearisierung eine gro�e Bedeutung zu, speziell der des Span-nungsberehnungsalgorithmus, s. Mahnkopf [12℄.5.7 KonsolidationsproblemDas erste Beispiel dient der Veri�zierung der Materialmodellierung. Hierbei wird speziellder Kompressionspunkt und der Einu� der Mishphase diskutiert. Das Festk�orperskelettist noh rein elastish formuliert.Beim Konsolidationsproblem (s. Abbildung 5.5) wird eine Wanne gestauht. An den seit-lihen W�anden ist die Horizontalvershiebung und am Boden die Vertikalvershiebungbehindert. Die Ober�ahe ist drainiert, die anderen R�ander undrainiert. Die Belastungder Ober�ahe wird innerhalb 1/1000 Sekunde auf 10 MN/m2 gesteigert und dann kon-stant gehalten. Die Probe besteht zu 67 % aus Festk�orper und zu 33 % aus Fluid.Aufgrund der Fluidviskosit�at, die �uber den Impulsaustaush formuliert ist (5.15), ist derProze� auh unter Vernahl�assigung dynamisher E�ekte im Rahmen der quasistatishen
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0,33 mdrainiert (p0)

1 m
0,3 m

Materialparameter�LR 1000 �SR 2600 kg/m3nF 0; 33 kF 1,00�10�6 m/s� 10; 00 � 12,00 MN/m2Plastishes Potential Flie��ahe 1 4,545 � 0,01 2 0,770 � 0,25 1,664Æ 1,53�10�7 m2/kN" 2,65�10�7 m2/kN� 1,0 N/m2m 0,5690(Ehlers & M�ullersh�on [5℄)Abbildung 5.5: Stauhen einer Wanne: Randwertproblem und Materialparameter
PANDAS
(C) 1994-1999 P. Ellsiepen
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Abbildung 5.6: Stauhen einer Wanne: Porenuiddruk p und Sikergeshwindigkeit wF(normiert) zu den Zeitpunkten t = 1 s, t = 10 s, t = 100 s und t = 1000 sFormulierung zeitabh�angig. Nah der Lastaufbringung ergibt sih direkt unter der Ober-�ahe ein Drukgradient, und das Porenuid beginnt auszusikern, vgl. Abbildung 5.6.Die Vektoren in der Abbildung stellen die Sikergeshwindigkeit wF dar, die bez�uglih desjeweiligen Maximalwertes normiert ist. Im Verlauf des Konsolidationsproze�es panzt sihder Drukgradient �uber das gesamte Randwertproblem fort. Nah 1000 Sekunden ist derKonsolidationsproze� weitgehendst abgeshlossen. Der Porenuiddruk entspriht im ge-samten K�orper dem Umgebungsdruk p0. Es kann somit kein Porenuid mehr aussikern.



Zur Modellierung por�oser Medien bei gro�en Deformationen 81Das Festk�orperskelett tr�agt die Belastung allein und es ergibt sih der Deformationszu-stand, den ein leeres Festk�orperskelett instantan liefert.

Vershiebun
g[m℄

Zeit [s℄0 400300100 200
0,2
0,40,6

0
MLG = 1MLG = 0,000MLG = 773,4MLG = 2320MLG = 6961

Abbildung 5.7: Konsolidationsproblem: Einu� der Modellierung des Porenuids bei li-nearer Laststeigerung f�ur t = 0 : : : 400 SekundenDas Verhalten h�angt dabei stark von der Modellierung des Porenuids ab. W�ahrend bei ei-nem inkompressiblen Porenuid eine Deformation des K�orpers lediglih durh Ausstr�omenm�oglih ist, kann im Falle eines kompressiblen Fluids zus�atzlih eine Deformation aufgrunddessen Kompressibilit�at eintreten.In Abbildung 5.7 ist die Absenkung der Ober�ahe in Abh�angigkeit der Zeit bei linearenLaststeigerung mit 100 kN/(m2s) f�ur 0 : : : 400 Sekunden dargestellt. Der Volumenanteil desFestk�orpers in der Referenzkon�guration betr�agt nS0S = 0; 25 und der Durhl�assigkeitskoef-�zient kF = 10�6m=s. Es wurden dabei ideales Gas (MLG = 0, vgl. 5.24), Mishphase mit50 % Volumenanteil inkompressiblen Porenuids im Ausgangszustand (MLG = 773; 40),75 % Volumenanteil (MLG = 2320), 90 % Volumenanteil (MLG = 6961) und vollst�andiginkompressibles Porenuid (MLG = 1) modelliert. Die Verl�aufe n�ahern sih f�ur unter-shiedlihe Porenuide im auskonsolidierten Zustand dem gleihen Grenzwert an, der ausdem elastishen Gesetz resultiert. In Abbildung 5.7 ist gut zu erkennen, wie der Deforma-tionsproze� bei Verwendung der Mishphase zuerst durh die Kompressibilit�at des Fluidsdominiert wird. Bei weiterer Laststeigerung und einhergehender Kompression nimmt dieBedeutung der Konsolidation zu und die Kurven zeigen das gleihe Verhalten auf, wie imFalle eines vollst�andig inkompressiblen Fluids. Der Punkt des Umshaltens h�angt von derZusammensetzung der Mishphase ab.Der Einu� der Modellierung des Porenuids und der Bedeutung der Mishphase ist of-fensihtlih. Speziell das Deformationsverhalten bei kleiner Permeabilit�at bzw. hoher Be-lastungsgeshwindigkeit h�angt stark von der Kompressibilit�at des Porenuids ab. Dies istbei der Verwendung por�oser Materialien zur D�ampfung und Energieabsorption (Crash)von besonderem Interesse.



82 D. Mahnkopf5.8 Anpassung des Modells an einenPolymershaumZur Demonstration der Anpassungsf�ahigkeit des Materialmodells und der Bedeutung derModellierung des Kompressionspunktes im Festk�orperskelett wurden Polyethylensh�aumemit untershiedlihen Dihten und somit Volumenanteilen nS des Festk�orpers verwendet.Das Randwertproblem ist in Abbildung 5.8 dargestellt. F�ur eine Validierung des Kompres-sionspunktes der gesamten Mishung und der Validierung der Leistungsf�ahigkeit der Kom-bination aus struktureller und materieller Verfestigung sei auf Mahnkopf [12℄ verwiesen.F�ur die Vernetzung wurden 20-knotige Quaderelemente verwendet. Da bei o�enporigen,luft- bzw. gasgef�ullten Sh�aumen das Fluid keinen nennenswerten Einu� hat, wurde derDaryshe Duhl�assigkeitsparameter kF auf 1,0 m/s gesetzt. Die Form der Probe ist daherauh ohne Bedeutung. Das Festk�orperskelett ist elastoplastish ohne materielle und mitstruktureller Verfestigung modelliert.

1,0 m
0,1 m0,1 mAbbildung 5.8: Einaxialer Kompressionsversuh:Materialparameter f�ur Polyethylensh�aume

a b  d enS0S % 0,05 0,90 7,50 11,0 20,0� MN/m2 0,40 0,58 1,80 2,00 23,70� MN/m2 0,40 0,58 1,80 2,00 23,70Æ�[10�6℄ m2/N 7,75 4,50 1,90 1,80 2,5"�[10�6℄ m2/N 50,5 27,0 10,5 9,50 1,75��[105℄ N/m2 1,25 1,75 3,00 4,20 175,0

In Abbildung 5.9 sind die experimentell bestimmten Verl�aufe (Gibson & Ashby [9℄, S.180) und die der Simulationsrehnung aufgetragen. Die Materialparameter wurden f�urjeden Polyethylenshaum einzeln angepa�t.W�ahrend die Kurven (a) - (d) nahezu dekungsgleih angepa�t werden konnten und dieParameter entsprehend dem Volumenanteil nS0S monotone Reihen bilden (vgl. Abbildung5.8), war eine �ahnlih gute Anpassung f�ur die Kurve (e) niht m�oglih. Die bei hohpor�osenSh�aumen dominanten strukturbedingten E�ekte, die die Verl�aufe der Kurven (a) - (d)regieren, werden durh die strukturelle Verfestigung sehr gut abgebildet. Bei dem Shaum
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Abbildung 5.9: Kompressionsversuh von Polyethylensh�aumen untershiedliher Poro-sit�at: Versuhe nah Gibson & Ashby [9℄ (S. 180) und FE-Simulation mitstruktureller Verfestigung(e) hingegen liegt ein deutlih h�oherer Volumenanteil nS0S der Festk�orpermatrix vor. DerEinu� materielle E�ekte wie z. B. materielle Verfestigung und hier speziell Sh�adigungnimmt an Bedeutung zu. Diese wurden jedoh niht modelliert. Die strukturelle Verfesti-gung ist niht in der Lage, die materielle Verfestigung zu ersetzen. Sie stellt vielmehr einenotwendige Erg�anzung dar.Die Besonderheiten por�oser Sh�aume bei gro�en Deformationen werden sehr gut durh diestrukturelle Verfestigung abgebildet. Hierin liegt ein besonderes Interesse der Modellierungund darauf aufbauenden Simulation, da das Kompressionsverhalten dieser Materialienh�au�g zur Energieabsorption genutzt wird, z. B. bei Crashtests.



84 D. Mahnkopf5.9 BiaxialversuhDie Lokalisierung und speziell der Einu� des Porenuids und seiner Koppelung mit demFestk�orperskelett werden anhand des Biaxialversuhs durhgef�uhrt, vgl. Simo & Meshke[15℄, Shreer et al. [13, 14℄, Loret & Pr�evost [11℄ und Gawin et al. [8℄. Das Anfangsrand-wertproblem ist in Abbildung 5.10 dargestellt. Es besteht aus 200 quadratishen 8-Knoten-elementen. Die seitlihen R�ander sind drainiert, der Boden und die Fl�ahe unter der Lastundrainiert. Zun�ahst werden s�amtlihe freien Ober�ahen mit einer linear ansteigendenLast beaufshlagt, deren Maximalwert nah 1010 Sekunden 100 kN/m2 betr�agt. Aufgrundder langsamen Steigerung der Last kann die Probe zu diesem Zeitpunkt als vollst�andigauskonsolidiert betrahtet werden. Anshlie�end wird die Last konstant gehalten und dieOber�ahe mit v0 = 0; 0018 mm/s vershiebungsgesteuert abgesenkt. Die Materialparame-ter entsprehen wieder Abbildung 5.5. Auf etwaige Abweihungen der Materialparameterwird im Text bzw. in den Abbildungen explizit hingewiesen.
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Abbildung 5.10: Randwertproblem und Last-Setzungs-Kurve des Biaxialversuhs
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In Abbildung 5.10 ist eine f�ur den Biaxialversuh typishe Last-Setzungs-Kurve darge-stellt. F�ur die Berehnung der Last wurden sowohl die Vertikalspannung als auh der Po-renuiddruk �uber den oberen Rand integriert und addiert, da sie der gesamten Mishunggetragen wird. Das grau unterlegte Element im mittleren Bereih des Netzes wurde ge-shw�aht, durh Verringerung der Lam�eshen Konstanten um 15 %. Nahdem die Probeplastish geworden ist, steigt die Last immer geringer, bis sie shlie�lih ihren Maximalwerterreiht hat. Die Probe wird instabil und die Kurve zeigt einen deutlihen Abfall der Last.Es setzt Lokalisierung in Form eines Sherbandes ein. Eine detaillierte Diskussion diesesBeispiels und der Problematik der Lokalisierung por�oser Medien �ndet sih bei Mahnkopf[12℄.Zur genaueren Untersuhung des Einusses des Porenuids und speziell der entsheidenden



Zur Modellierung por�oser Medien bei gro�en Deformationen 85volumetrishen Koppelung zwishen Fluid und Festk�orper, die sih bei einer theoretishenLokalisierungsanalyse von Mahnkopf [12℄ gezeigt hat, werden zwei untershiedlihe Mate-rialien betrahtet. Zum einen der in Abb. 5.5 beshriebene koh�asionslose Sand, der i. a.kontraktante Sherb�ander liefert und um den Grenzzustand der strukturellen Verfestigung,bei dem die Parameter " und Æ zu Null werden, woraus dilatante plastishe Volumende-formationen folgen, d. h. D̂Sp � I � 0. Die Flie��ahe entspriht dann im hydrostatishenBereih dem Druker & Prager-Kriterium, mit einer abgerundeten Kappe im Zugbereih.Um den Bifurkationspunkt im betrahteten Bereih zu vermeiden, wurde das untere grauunterlegte Element in Abbildung 5.10 geshw�aht.
PANDASPANDAS
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Abbildung 5.11: Vergleih der plastishen Volumendehnung und der Lokalisierungsanaly-se. Links: Koh�asionsloser Sand; rehts: Grenzzustand der strukturellenVerfestigung (Æ = " = 0).W�ahrend das erste Material bedingt durh die Kappe im Drukbereih kontraktante pla-stishe Volumendehnungen zeigt, vgl. Abbildung 5.11 (links), treten in Abbildung 5.11(rehts) f�ur den zweiten Fall die erwarteten dilatanten Volumendehnungen auf. Als Folgeder Volumendeformation stellt sih ein untershiedliher Verlauf des Porenuiddruks ein,vgl. Abbildung 5.12. Links zeigt sih, bedingt durh kontraktante Dehnungen in Verbin-dung mit inkompressiblem Porenuid ein �Uberdruk. Im rehten Bild stellt sih entspre-hend ein Unterdruk im Sherband ein. Da beim Modell mit inkompressiblem Porenuiddie Variable p lediglih einen Di�erenzdruk, niht aber den absoluten Druk, darstellt,kann es dabei zu extremen Unterdr�uken kommen, die weit au�erhalb des realistishenBereihs liegen, vgl. Gawin et al. [8℄.In Abbildung 5.11 ist das Ergebnis f�ur eine Lokalisierungsanalyse f�ur die beiden unter-shiedlihen Materialien zusammengefa�t. Sie beruht auf den vonMahnkopf [12℄ entwikel-ten Formeln. Die Vektoren entsprehen dabei den Normaleneinheitsvektoren n� an m�ogli-he singul�are Fl�ahen �. Der Zustand im rehten Bild entspriht dabei dem Zustand (a)
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PANDAS PANDAS1,516�1031,137�1037,579�102

Porenuiddruk p in N/m21,895�103
3,789�1020,0

-2,221�103
-5,554�103-4,443�103-3,332�103
-1,111�103

Porenuiddruk p in N/m20,0

Abbildung 5.12: Vergleih des Porenuiddruksin Abbildung 5.10. Es stellen sih im weiteren Verlauf singul�are Fl�ahen an den R�anderndes Bandes ein, vgl. Abbildung 5.11. Dies entspriht den Untersuhungen von Mahnkopf[12℄, wonah ein Sherband durh singul�are Fl�ahen eingegrenzt wird, selbst aber keineenth�alt!Zun�ahst wird das Interesse dem ersten Fall mit kontraktantem Sherband zugewandt. Beiden folgenden Rehnungen wurde der Umgebungsdruk wieder auf p0 = 108845 N/m2gesetzt, um auh kompressible Fluide f�ur die Abbildungen 5.14 und 5.15 berehnen zuk�onnen. F�ur alle anderen Diagramme wurde weiterhin inkompressibles Porenuid verwen-det. In Abbildung 5.11. ist die Last-Setzungs-Kurve f�ur untershiedlihe Permeabilit�atenkF aufgetragen. Der Faktor zwishen den einzelnenWerten von kF ist konstant und betr�agt101=4. Im folgenden werden in den Diagrammen als Last nur noh die Festk�orperextras-pannungen aufgetragen.Im Falle kleiner Permeabilit�aten und somit geringerer Sikergeshwindigkeiten und ver-langsamter Konsolidation steigt der Porenuiddruk an. Der hydrostatishe Anteil derExtraspannungen des Festk�orperskeletts sinkt in entsprehendem Ma�e ab. Dies f�uhrtbei Reibungsmaterialien zu einer geringeren Festigkeit, bedingt durh die Kegelform derFlie��ahe in der hydrostatishen Ebene. Das Sherband tritt bereits bei kleineren Lastenauf. Der beshriebene E�ekt l�a�t sih mit dem "Aufshwimmen\ ges�attigter Tonb�odenvergleihen.Unter Verwendung der Mishphase l�a�t sih dieser E�ekt veri�zieren. Hierzu werden dreivershiedene Mishphasen mit Volumenanteilen von 0 %, 0,25 % und 0,5 % Gas modelliert.Die Permeabilit�at betr�agt 1,0�10�11 m/s. In Abb. 5.14 wird deutlih, da� der destabilisie-rende E�ekt des Fluids durh steigende Kompressibilit�at reduziert wird, der "Aufshwim-me�ekt\ an Bedeutung verliert, da das Porenuid zus�atzlih durh Kompression auswei-
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-1,6 -2,2-1,8 -2,0

Last [kN/m2℄

-26,0-26,5
-28,0-28,5

Setzung [mm℄
-27,0-27,5[kF ℄ � 10�11 m/skF=10,0kF=17,8kF=31,6kF=56,2kF= 5,6

Abbildung 5.13: Last-Setzungs-Kurve f�ur untershiedlihe Permeabilit�aten kFhen kann. Eine weitere Erh�ohung des Volumenanteils des kompressiblen Porenuids zeigtkeinen weiteren Einu�, da die plastishen Volumendehnungen ep nur geringf�ugig �uber 0,5�10�3 liegen, s. Abbildung 5.11.

-1,8 -2,0
-26,5-27,5-28,5Last [kN/m2℄

-25,5
Gasanteil

-1,6 -2,2Setzung [mm℄
0,25 %0,50 %0,00 %

Abbildung 5.14: Last-Setzungs-Kurve f�ur untershiedlihe Zusammensetzungen derMishphaseEs kann festgehalten werden, da� der destabilisierende Einu� des Porenuids den regu-larisierenden Einu�, der aufgrund der starken Netzabh�angigkeit von geringer Bedeutung



88 D. Mahnkopfist, beim untersuhten Beispiel �uberwiegt.Eine Untersuhung unter Verwendung der Mishphase best�atigt den E�ekt der Stabili-sierung durh den Unterdruk infolge inkompressiblen Fluids, wobei die Permeabilit�at1,0�10�7m/s betr�agt. Kompressibel formuliert kann es nun den sih vergr�o�ernden Poren-raum niht nur durh Konsolidation sondern zus�atzlih durh Dekompression f�ullen, wobeider Druk entsprehend absinkt (Kavitation). In Abbildung 5.15 sind die Last-Setzungs-Kurven f�ur vershiedene Zusammensetzungen der Mishphase dargestellt. Man sieht, wiein Abh�angigkeit des steigenden Anteils kompressiblen Porenuids die Lokalisierung immerfr�uher eintritt, und der Lastabfall immer ausgepr�agter wird. Dieser E�ekt ist von besonde-rem Interesse, da bei realen Fluide bei gro�en Unterdr�uken Kavitation einsetzt somit auhim Falle nahezu inkompressibler Fluide eine kompressible Formulierung ben�otigt wird. DieMishphase ist in der Lage, sowohl die sheinbare Inkompressibilit�at bei steigendem Drukals auh die Kompressibilit�at bei fallendem Druk abzubilden.

-7,5 -7,7 -7,9-106,0-108,0-110,0-112,0Last [kN/m2℄
0,00 %10,0 %25,0 %50,0 % Setzung [mm℄Abbildung 5.15: Last-Setzungs-Kurve f�ur untershiedlihe Zusammensetzungen derMishphaseEs liegt in Abbildung 5.15 der Verdaht nahe, da� das betrahtete Problem unter Ver-wendung des inkompressiblen Porenuids (oberste Kurve) regularisiert sein k�onnte. Dieshat sih jedoh niht best�atigt, vielmehr ist das Problem nah wie vor stark netzabh�angig,s. Mahnkopf [12℄. Das Fluid hat lediglih eine stabilisierende Wirkung. Zusammenfassendkann festgehalten werden, das das Porenuid vorwiegend die Stabilit�at der Mishung be-einu�t. Eine Regularisierung des Randwertproblems konnte im Rahmen der numerishenSimulation niht festgestellt werden. Ausshlaggebend f�ur den Einu� des Porenuids aufdie Lokalisierung ist die volumetrishe Koppelung, da die Fluidextraspannungen a priorivernahl�assigt wurden (5.13). Dies konnte sowohl theoretish von Mahnkopf [12℄ bei derLokalisierungsanalyse wie auh bei der Simulation im Rahmen der FE-Rehnung gezeigtwerden.
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6Constitutive modelling of bondedgranular materialsT. ShanzProfessur BodenmehanikBauhaus-Universit�at WeimarD-99421 WeimarAbstrat. A theoretial investigation1 on the behaviour of emented sand subjeted to dif-ferent triaxial ompression loading is reported. The essential feature of the model presentedis the ombined fritional hardening and ohesional softening. The model is formulated inan integral ontinuum approah. The volumetri strain measure whih ontrols the evolu-tion law of the softening is de�ned in a non-loal way. By introduing a parameter with thequality of an internal length the results of simulations get independent of the disretizationwhen using FEM. The physial bases for the proposed forms are disussed in detail. Themodel is veri�ed with the alulation of shear tests on di�erent emented sands found in lit-erature. Additionally a biaxial test with an imperfetion is simulated to study the evolutionof strain loalisation. The model is also apable to simulate the main harateristis of theload displaement behaviour of a shallow foundation, both qualitatively and quantitatively.6.1 IntrodutionThe stress-strain behaviour of emented sands (Fig. 6.1) has been investigated, both exper-imentally and theoretially, for a long time by a number of authors. Several experimentson arti�ially prepared and natural samples have been desribed [28, 11, 15, 24, 1℄.Beause these experimental results are rarely onsistent, referring to failure riteria and theevolution of hardening/softening [1℄, this paper mainly refers to the experimental �ndingsby [8, 1℄.There also exists a large number of di�erent onstitutive models for emented sands.The ommon approah is a formulation for unemented sands in the frame of the theoryof plastiity, extended by some additional features onerning the formulation of harden-ing/softening in order to take into aount the speial nature of emented sands [22, 18, 25℄.More reent work inluding [19, 21℄ showed the general appliability of this onept forsimulating the various experimental �ndings.Other onepts inlude analytial ontat mehanis of elasti spheres with emented,1Contents of this paper is published in [29℄ 91



92 T. Shanzplasti ontats [12℄ and miro-mehanial approahes whih onsider the multi-phase na-ture of emented sands expliitly [2℄.The model presented here is developed for sand at a single initial density. Being awareof the fat that this missing link of the model parameters to the state of the sand is amajor restrition, we gain simpliity in the sense of an implementation and appliation ofthe model to pratial boundary ondition problems. Reently more omplex models forbonded materials were derived in the frame of hypo-plastiity [16, 17℄ whih are able tooverome this shortage to a ertain extent.The approah presented in the following tries to introdue a straight forward way to derivethe relevant equations from lassial soil mehani theory.6.2 Constitutive modelIn this setion a short outline is given of an isotropi, elasti-plasti, strain-hardeningmodel whih has the same oneptual struture of the onstitutive laws urrently used todesribe virgin, unemented sand behaviour.We shall simply reall the essential omponents of suh a model as the yield funtion, thehardening rule and the plasti potential, whih ompletely determine the plasti strainrates as a funtion of assigned stress rates.Sands usually show a distint anisotropi mehanial behaviour. The evolution of emen-tation tends to remove this anisotropy, resulting in a more isotropi yielding. The physialreason for this statement is the tendeny of the ement bonds between the grains to de-velop more or less isotropially in all diretions at the inter-partile ontats.In the proposed model the e�et of emented bonds between the individual grains isdesribed by the introdution of a ohesion whih is interpreted as a kind of internal pre-stressing. It gives rise to non-zero tensile and ompressive uniaxial strength. This strengthparameter is not �xed, but dereases with the inrease of plasti strains. It is then possibleto model the strength degradation of the emented speimens.The following model was hosen for its simple struture and the familiarity onerning themodel parameter the users have to work with it. It is a model with an isotropi hardening

Figure 6.1: Left: emented ontat between two grains; right: alit skin of single grain(Shanz 1998)
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Figure 6.2: Idealized soil behaviour for deviatori loadinglaw and a non-assoiated ow rule. Hardening depends on one single variable, the plastideviatori strain p.The formulation of the onstitutive model in this paper deals only with states of triaxialompression �1 > �2 = �3. All stresses are e�etive stresses � = �0. In omplying withthe sign onvention in soil mehanis ompressive stress, strain and their rates are takento be positive.For a more detailed desription of the model the interested reader is referred to [30℄.6.2.1 Sti�nessFig. 6.2 shows a typial triaxial deviatori stress-axial strain path with both a virginloading and an un-/reloading branh. The behaviour is highly non-linear for the virginloading (In general, _�3 6= 0, also for the un-/ reloading branh). Additional the di�erentmodules Ei, E50 and Eur are displayed, whih are used in the model and whih areexplained in the following. Herein Ei desribes the initial sti�ness for very small strainswhih might be signi�antly higher then the obvious tangent.Elasti un-/reloadingThe elasti omponent of the strain tensor "e is alulated by using a Hookean type lawwith stress dependent sti�ness Eur and a onstant Poisson ratio �ur aording Eqs. 6.1 and6.2. It is onvenient to aount for this kind of hypoelastiity by variable elasti moduli.On the other side it may ause problems, beause it is not simple to hoose an appropriateelasti potential. When only monotoni loading paths are onsidered, however, suh asimpli�ed law an be aeptable for pratial purposes.Eur = Erefur � �3 +  ot'ppref +  ot'p�m (6.1)Gur = 12(1 + �ur)Eur pref = 100 kPa (6.2)



94 T. ShanzHere Erefur is an elasti referene sti�ness determined for a referene stress pref . Beause is interpreted as a kind of internal prestressing it seems to be reasonable to introdue itas an additional term in the denominator of Eq. 6.1. This inrease of the elasti sti�ness,ombined with a larger elasti domain, ompared to the same but unemented material,was also observed in experiments. Studying Eq. 6.1 we �nd a weaker response for un-reloading from a damaged state of the mirostruture, aused by a degradation of theohesion.Initial loadingInstead of using the initial tangent modulus Ei, whih is diÆult to measure in a stan-dard triaxial test, initial loading is desribed by the stress dependent seant sti�ness E50aording to Eq. 6.3. This formulation has the same mathematial form as Eq. 6.1. E50is determined as a seant modulus from a triaxial stress-strain urve. Therefore the stresslevel orresponds to a mobilization of 50% of the maximum deviatori stress qf .E50 = Eref50 � �3 +  ot'ppref +  ot'p�m (6.3)6.2.2 Yield surfae and hardeningThe yield funtion f is de�ned aording to Eq. 6.4, using the plasti deviatori strain paording to Eq. 6.5 as the hardening variable. The �rst part of Eq. 6.4, 2"1, is derivedby assuming a hyperboli stress-strain law for deviatori loading [20℄.f = 2 qaEi qqa � q| {z }2"1 � 2qEur|{z}2"e1 �p = 0 (6.4)
p = "p1 � "p2 � "p3 � 2"p1 = 2"1 � 2"e1 (6.5)Rf , often about Rf � 0:9, is the ratio between the ultimate deviatori stress qf for �nitestrain from a test and the asymptoti stress qa for in�nite strain, assuming a hyperbolirelation between q and "1. For ongoing loading the hardening yield surfae f approahesa Mohr-Coulomb type surfae as a failure ondition qf aording to Eq. 6.6.qa = qfRf =M (p+  ot'p)R�1f (6.6)whereM = 6 sin'p3� sin'p (6.7)



Constitutive modelling of bonded granular materials 956.2.3 Plasti potential and ow ruleIn the triaxial ase the plasti potential is de�ned by the two funtions g12 and g13 a-ording to Eq. 6.8.g12 =p(�1 + �2) (~�1 + ~�2) � sin m � qg13 =p(�1 + �3) (~�1 + ~�3) � sin m � q (6.8)Here  m is the mobilized angle of dilatany. The angle of dilatany at peak is denotedwith  p, and is determined from a triaxial test with onstant mean pressure orrespondingto the referene stress state (~�1; ~�3).The plasti strain rates are given, with the rates of the plasti multipliers _�12 and _�13, by_"p = 24 _"p1_"p2_"p3 35 = _�12�g12�� + _�13 �g13�� (6.9)Using Eqs. 6.8 the rate of dilation is dependent on the stress state, but independent of thestress rate. This de�nition of g is equivalent to the formulation of a ow rule, desribingthe relation between the plasti volumetri strain rate _"pv and the plasti deviatori strainrate _p, aording to Eq. 6.10. For �1 + �3 = ~�1 + ~�3 Eq. 6.10 orresponds very well tothe results of the lassial theory of dilatany [27℄.:"pv:p = �(~�1 + ~�3)(�1 + �3) � sin m (6.10)For the triaxial ase  m an be alulated from the mobilized and residual frition angles'm and 'v aording to [31℄sin m = sin'm � sin'v1� sin'm sin'v (6.11)6.2.4 RegularizationThe type of regularization onsidered in this paper is the non-loal theory (integral ontin-uum). In a fully non-loal model a relation between average stresses and average strainsis formulated [13, 14, 4℄. It is onvenient to use only a partiular strain measure as non-loal, whereas general stresses � and strains " remain loal [5℄. Doing so, in the approahpresented here all non-loal aspets are onentrated in the softening parameter, and anear-loal treatment of the onstitutive equations is possible. A speial kind of the inte-gral ontinuum approah is used in the following whih is based on [6, 7℄. The non-loal,
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Figure 6.3: One-dimensional physial interpretation of internal length l where l = D50 =0:5mmplasti volumetri strain rate, _"p?v , is de�ned by the loal, plasti volumetri strain rate_"pv, a weighting funtion w and the additional parameter �_"p?v (xn) = (1� �) _"pv(xn) (6.12)+�A Z Z Z w(x0n) _"pv(xn + x0n) dx01 dx02 dx03whereA = Z Z Z w(x0n) dx01 dx02 dx03 (6.13)w(x0n) = 1lp�e��x0nl �2 (6.14)Fig. 6.3 gives a physial interpretation of the internal length l for the 1-dimensional asewhih is a measure for the deline of the weighting funtion with the distane x0n from theloal oordinate xn under onsideration.In the formulation of the new non-loal strain rate aording to Eq. 6.12 we �nd both aloal and a purely non-loal part. � is a kind of weighting fator between the loal andnon-loal omponent. It an be hosen more-or-less arbitrarily. For � = 0 we get the loalformulation and for � = 1:0 we �nd a purely non-loal desription. An e�etive non-loalregularization is obtained for � > 1. Beause of physial inonsistenies for this ase, [6℄suggests to use values of about � � 2:0.The inuene of � on the width of the loalization zone will be studied later.To avoid omplex numerial proedures when determining the plasti multipliers fromPrager's onsisteny ondition we �nally adopt the following approximation:_"p?v = _"pv + � � � 1A ZV w � _"pvdV � _"pv�� _"pv + � � � 1A ZV w � _"vdV � _"v� (6.15)Assuming the non-loal harater of the onstitutive relationship to fade away for largerdistanes x0n, the integrals in Eq. 6.15 are evaluated numerially over the entire domain.
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Figure 6.4: Experimental and predited results for a triaxial ompression test on an ar-ti�ially emented sand (�3 = 200 kPa, ementation=6%)With the softening modulus ~h we use a linear relation between the degradation of theohesion, _, and the amount of non-loal plasti volumetri strain rate, _"p?v , aording toEq. 6.16._ = ~h� j _"p?v j (6.16)This simple relation is motivated by the experimental results by [8℄ where the di�erene intriaxial test results on emented and unemented samples under same loading onditionsare ompared. This equation of evolution an easily be made more general and exiblewhen more experimental evidene is available. Combining Eqs. 6.15 and 6.16, and usingthe identity _� = _p, we obtain Eq. 6.17._ = ~h� j sin m � _p j (6.17)+� � ~h � � 1A ZV w� j _"v j dV� j _"v j�Clough et al. Shanz (1997)�ur [-℄ -/- 0.1/0.1Erefur [MPa℄ -/- 200.0/544.0m [-℄ 0.6/0.45 0.6/0.45Erefi [MPa℄ 75.0/170.0 120.0/272.0'p [Æ℄ 40.0/37.0 37.0/38.0'v [Æ℄ 35.0/35.0 -/-p [kPa℄ 25.0/175.0 25.0/175.0v [kPa℄ 5.0/60.0 0.0-8.0/40.0-130.0 p [Æ℄ -/- 3.0/5.0-14.0Table 6.1: Soil parameter for weakly and moderately emented PAC-1/PAC-2 sand



98 T. ShanzA diret onsequene of Eq. 6.17 is an additional term to the onsisteny ondition a-ording to Eq. 6.18, inluding the derivative of the yield funtion f with respet to :�f�� T � _� � �f�p � _p + �f� � _ = 0 (6.18)6.2.5 Implementation, Veri�ationThe ohesion for a new load step n+1 is updated from the ohesion of the last load steponverged n aording to Eq. 6.19.n+1 = n � ~h� j sin m ��p j (6.19)�� � ~h � � 1A ZV w� j �"v j dV� j �"v j�n+1Eq. 6.19 ensures that softening inreases monotonially, independently of the sign of thenon-loal plasti strain. To hek the overall apability of the model to simulate quali-tatively the stress strain behaviour of a emented sand a triaxial ompression test by [1℄is alulated. The results are given in Fig. 6.4. Comparing numerial and experimentalresults the following observations an be made:The overall performane of the model is very well, but the initial volumetri ompressionof a dilatant sand whih inrease as a funtion of ement ontent and on�nement is un-derestimated by the model. The ultimate dilation rate is mathed well. Its derease withinreasing on�nement is modelled orretly (see Fig. 6.6). The post-peak degradation ofthe shearing resistane is modelled orretly, but its inrease with dereasing on�nementis not desribed preisely by the simple linear law of Eq. 6.16.The model was further veri�ed by simulating two series of triaxial tests on weakly and amoderately emented, natural samples [8℄ by means of the proposed onstitutive model.The material parameters resulting from these tests and those used in the alulations aregiven in Tab. 6.1. For both series we used onstant values of ~h = 6000; � = 2:0 and l = 1:0.Figs. 6.5 and 6.6 show the results for various ell pressures.Comparing both axial strain versus deviatori stress and versus volumetri strain, themodel reprodues at least qualitatively well the observed behaviour. For inreasing on-�ning pressure the quantitative agreement is better, while the lower the on�ning pressurethe less good are the alulations.As on�ning stress inreases, emented samples tested in triaxial shear show a transi-tion from a brittle/ dilatant behaviour to a more dutile/ompressive one. The di�erentvolumetri behaviour is aptured by the model but the dereasing rate of softening withinreasing on�ning pressure, espeially relevant for the moderately emented samples, isnot simulated orretly. This limitation of the linear relation aording to Eq. 6.16 anbe redued by taking into aount the inuene of the mean stress state on the softeningmodules ~h as shown by the dotted line in Fig. 6.6.The sharp bends in the experimental urves, where the degradation of the speimens sud-denly aelerates, are interpreted as the development of well de�ned shear bands. Thestrain �eld is no more uniform within the samples, so a omparison between the measuredand alulated results beomes meaningless from this point onward, at least without theuse of any regularization tehnique.
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Figure 6.5: Simulation of triaxial ompression tests on lightly emented PAC1 sand

Figure 6.6: Simulation of triaxial ompression tests on moderately emented PAC2 sand
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Figure 6.7: Shear loalisation under biaxial ondition: omparison of inremental defor-mation in numerial simulation (left) and experiment (right)6.3 Loalization under biaxial onditionsIn addition to the simulations presented above a plane strain alulation (�3 = 100 kPa),assuming a emented, medium dense sand ('p = 35Æ;  = 12 kPa;  p = 5Æ; ~h = 6000; l =0:5mm;� = 2:0), was performed. The loalisation was fored by a geometrial imperfe-tion at the lower right boundary. In Fig. 6.7 the inremental deformation �eld for a axialstraining of 0.2 is ompared qualitatively to experimental results [9℄ of an unementedsand with similar soil properties as the simulated material for the residual state. To ourknowledge there are no results on (initially) emented sands in literature to ompare with.The shear band is not straight but gently urved. The width of the loalised zone, resultingfrom an 1-dimensional analysis in the frame of the non-loal theory, is a funtion of � andthe internal length l aording to Eq. 6.20 [6℄.L = � � lpln (�)� ln (�� 1) = 2mm (6.20)As a limitation of Eq. 6.20 it has to be reognized that there is no inuene orrespondingto the stress state nor to the material gradation of the sample. The alulated width ofLN � 7�9mm for the 2-dimensional ase is signi�antly larger then for the 1-dimensionalase. If we interpret the internal length l as the mean grain size D50 we �nd a ratio ofLND50 � 14� 18, whih is of a fator of 2 larger then reent �ndings by [23℄.The theoretial and experimental studies of loalization in literature onentrate on pre-diting the orientation of the shear band with respet to the diretion of the minor prinipalstress �3. This inlination is strongly depending on the type of testing devie, the materialgrading and density and the on�ning pressure. The lassial solutions based on perfetlyplasti models [33℄, alled Coulomb's solution, �C , and Rosoe's solution [26℄, �R, in the
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Figure 6.8: Soil pro�le and disretizationfollowing, give an upper and a lower bound for the inlination of the shear band. Utiliz-ing a model with hardening/softening plastiity and equilibrium bifuration, [3℄ �nd anintermediate solution, �A.�R = 45Æ +  p2 = 47:5Æ�A = 45Æ + 'p+ p4 = 55:0Æ (6.21)�C = 45Æ + 'p2 = 62:5ÆThe alulated orientation of the shear band of �N � 51Æ lies between the theoretialvalues of �A and �R aording to Eqs. 6.21. This is di�erent to the �ndings from experi-mental results by [33℄. There it is stated that there is experimental evidene that oarsesands tend to give the Rosoe-orientation �R and �ne sands tend to give the Coulomb-orientation �C . On the other side these results are in line with �ndings by [32℄, observing� � �A for Karlsruhe sand (D50 = 0:33 � 0:8mm;�3 = 60 � 200 kPa), and [10℄ �nding� � �R for Ottawa sand (D50 = 0:72mm;�3 = 200 kPa)6.4 Load-displaement behaviour of ashallow foundationIn 1994 full-sale �eld tests on 5 di�erent shallow foundations were performed in Texas(USA). The foundations of 9m2 (squares; embedding 0:75m) were loaded until failure.
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Figure 6.9: Load-settlement behaviour without preonsolidationThe subsoil of the foundations (see Fig. 6.8) mainly onsists of sand (ID � 0:55; d =15:0 kN=m3). The lower boundary of the disretization (z=�11:0m) is formed by a rathersti� layer of lay Parallel to the �eld tests a large in-situ �eldinvestigation was performed,inluding SPT-, CPT-, pressiometer- and dilatometertests. Beause the groundwatertablewas found at �4:9m below ground surfae it was not possible to quantify the observedohesion of the sand. Both, e�ets of apillary stress and ementation, our simultane-ously at the same time. The soil parameters whih were hosen for the di�erent soil layersare given in Fig 6.8.For the axis-symmetri alulation (r = 1:69m), the foundation was modelled as a sti�beam (plate) with full ontat between soil and foundation. Loading was applied as apresribed displaement of this beam. Two kinds of alulations were performed: in the�rst ase primary stresses were alulated just from the vertial overburden pressure as�1 = �  � �z and �3 = K0 � �1. In the seond ase an additional vertial loading of�v = 100 kPa was simulated and removed before the ativation of the foundation. Bythis preloading we enlarge the initial yield surfae and fore a higher reloading sti�nessof the subsoil for the �rst load steps (instead of a initial loading sti�ness). Additionallyto the parameters already mentioned values of m = 0:5; Rf = 0:9; � = 1:0; l = 0:001 and�ref = 100 kPa were used for all alulations.In Figs. 6.9 and 6.10 we ompare the load-settlement-urves for the di�erent ases of pri-mary stresses with the measured values of two tests I and II. Additionally for both asesthe inuene of the softening modulus ~h on the load-settlement behaviour is displayed.Here ~h = 0 orresponds to the situation without softening.Considering �rst the ase without preonsolidation, referring to the ultimate load, we

Figure 6.10: Load-settlement behaviour with preonsolidation
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Figure 6.11: Measured and alulated settlements with depth
�nd for all values of ~h a satisfying agreement between the measured and alulated data.The inuene of the softening beomes signi�ant for settlements greater then 4 m. Allthree alulations show rather large di�erene for the initial part of the urves. Here thealulated urves imply a muh to low sti�ness of the subsoil. This behaviour an beimproved by the appliation of a preonsolidation mentioned above. Doing so a muhbetter agreement between measured an alulated data an be gained. The inuene ofsoftening beomes very lear for this situation: only for values of ~h � 2000� 3000 we �ndrealisti values for the ultimate bearing apaity of the footing.Additionally to the global settlements also settlement pro�les by extensiometers and hor-izontal deetions by inlinometers were reorded with depth. For the ase with preon-solidation and ~h = 3000 results are displayed in Figs. 6.11 and 6.12. The quality of thehosen approahes is demonstrated by these results: Beside the good �t of the depth ofinuene of about 6m, the whole settlement pro�le shows very small di�erenes. Withsome limitations the same holds for the horizontal deetions: again the depth of inuene�ts very well but the exat alulated numbers are too large.

Figure 6.12: Measured and alulated deetions with depth
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7Isothermal and nonisothermalmultiphase multiomponent proessesin the subsurfaeR. Helmig, H. Class und R. HinkelmannInstitut f�ur WasserbauLehrstuhl f�ur Hydromehanik undHydrosystemmodellierungUniversit�at StuttgartD-70550 Stuttgart7.1 IntrodutionOne of the key interests of environmental protetion should be not to pollute the subsur-fae and the entire environment at all. This is partiularly important for the hydrosystemsubsurfae beause a remediation is extremely omplex, if at all possible (see e. g. [13, 17℄).The hydrosystem subsurfae is a multiphase system. The loose and solid rok matriesrepresent the spatially �xed subsystem, whereas avity-�lling uids like groundwater andsoil air represent mobile subsystems (see [3℄). The hydrosystem subsurfae is an open sys-tem whose boundary onditions an be subjet to strong spatial and temporal osillations.A speial diÆulty is that the oupling of the physial, hemial, and mirobiologial pro-esses varies strongly, so that the ow and transport proesses take plae at extremelydi�erent sales. These range from the regional sale of an investigated area and the ge-ologial strutures of the subsurfae, and the pore spae to the moleular sale of themirobiologial proesses.By numerial ow and transport models, we an take an integrating look at the physial,hemial, and mirobiologial aspets, i. e. they are a useful basis for deisions onerningthe preservation or improvement of the groundwater quality. In many ases, these modelshave suessfully made possible� the planning of groundwater management measures with respet to groundwaterquality and protetion,� the predition of the presumed e�ets of groundwater ontaminations,� the planning and spei�ation of protetion, and remediation measures107



108 R. Helmig, H. Class and R. Hinkelmann(see e. g. [5, 11, 12, 14℄).Most of the existing ow and transport models desribe the groundwater ow and theonvetive-dispersive spreading of one or more omponents entirely dissolved in water(multiomponent/single-phase model). Some substane groups frequently used in industry,however, are hydrophobi, i. e. they are immisible with water and only slightly soluble(for example, halogenated hydroarbons and petroleum produts). In ontrast to thetransport of dissolved ontaminants, these ontaminants represent an individual phase(NAPL1) whose ow movement must be desribed. Thus, the unsaturated zone is a three-phase system onsisting of the water, air, and NAPL-phase. The balane equations insuh a multiphase system are desribed by far more omplex laws than in the ase ofomponents dissolved in only one water phase (see [2, 15, 17℄).For a quantitative desription and prediti omputation of temperature dependent pro-esses, as they our, for example, during the storage of radioative waste or during ther-mal remediation proesses, in addition to the movement of the individual phases, phasetransitions, and transport and heat transfer proesses must also be aounted for. Thegeneration of the neessary model onepts and of the orresponding predition instru-ments is an interdisiplinary problem whih joins, among others, aspets from geology,uid mehanis, geophysis, thermodynamis, hemistry, mathematis, and mirobiology.The numerial modelling of the isothermal and non-isothermal multiphase proesses isa entral element in the range of methods, whih helps for a better understanding ofthe omplex ow and transport proesses and allows for preditional omputations, forexample, with respet to possible remediation strategies.In this paper, we present the basi partial di�erential equations for nonisothermal mul-tiphase multiomponent ow in a porous medium. At the end, we show two appliationexamples of the model. The �rst one deals with the veri�ation of the presented model fora nonisothermal water-gas system and in the seond one an attempt is made to validatethe model by a omparison with experimental data.7.2 Balane equationsIn this setion, we will desribe some basi elements of mathematial modelling of (non-isothermal) multiphase multiomponent ow and transport proesses in porous media.The formulations are set up from ontinuum mehanis whih express the onservationlaws for mass, momentum, and energy. For eah phase respetively for eah omponent aontinuity equation is required.7.2.1 General multiphase ow di�erential equationIn uid mehanis, it is normally neessary that both a ontinuity and a momentumequation are formulated in order to ompletely desribe the ow of a uid (e. g. Navier-Stokes equations). A general form of the ontinuity equation in integral form is given1NAPL (non-aqueous phase liquid)
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 % d
+ Z� (%v) � n d� = 0 : (7.1)In (7.1) the mass ux density %v is multiplied with the normal vetor n onsidering onlyveloities orthogonal to the boundary �. 
 represents a volume in the 3-d-ase and anarea in 2-d. Analogously, � is an area in 3-d and a line in 2-d. Applying the Gau� integraltheorem and writing in di�erential form yields�%�t + div (%v) = 0 : (7.2)Regarding multiphase ow in a porous medium, we an formulate the ontinuity equationfor eah phase �:�(�S�%�)�t + div (%�v�) = 0 : (7.3)In (7.3), v� is the ow veloity of phase � averaged over a ross-setion (Dary veloity).S� is the saturation of phase � and � is the porosity of the porous medium.The momentum equation for an Eulerian ontrol volume an be written in di�erentialform as (gravity is onsidered to be the only external fore ating on the ontrol volume)�(%v)�t + v � div (%v) = %g : (7.4)For the marosopi desription of ow proesses in a porous medium it has beomepratie that this form of the momentum equation is replaed by the appliation of Dary'sLaw (see e. g. [1℄), given as follows for a single-phase system byv = �Kf � gradh (7.5)and in its enhaned form for a multiphase systemv� = �kr��� K � (grad p� � %�g)i ; (7.6)where kr� is the relative permeability of phase � and �� the dynami visosity. Thus, themomentum ondition (Dary veloity) an be inserted into the ontinuity equation (7.3),and one obtains the multiphase ow di�erential equation (without sinks and soures):�(�S�%�)�t � div �%�kr��� K � (grad p� � %�g)� = 0 : (7.7)



110 R. Helmig, H. Class and R. Hinkelmann7.2.2 Mass balane in multiomponent systemsIn ase of a multiphase multiomponent system, it is neessary to desribe the transferof mass omponents between the phases, e. g. due to dissolution, degassing, evaporation,ondensation, adsorption. The easiest way to do that is by formulating the mass balaneequations for eah omponent. In the following, we will exemplary present the mathemat-ial formulation of a nonisothermal three-phase three-omponent system onsisting of thephases water (subsript w), NAPL (n), gas (g), and the omponents water (supersriptw), organi ontaminant (), and air (a). Details may be found e. g. in [4, 8, 10℄.The transport of the omponents may our advetively with the owing phases or bydi�usion in the gas-phase. We desribe the mass balanes in molar form, therefore theDary veloity is multiplied with the molar density %mol;�. The mass balane equation fora omponent an then be formulated as��(P� %mol;�xK� S�)�t�X� div �kr��� %mol;�xK�K(grad p� � %mass;�g)��div �DKpm%mol;g grad xKg 	�qK = 0 ; K 2 fw; a; g; � 2 fw;n; gg : (7.8)7.2.3 Energy balaneThe energy stored in a uid mehanial system onsists of mehanial and thermodynam-ial parts. Due to heat and work, these parts an be transformed into one another. Themehanial energy ontains the gravity potential and the kineti energy (veloity). Thekineti energy orresponds to the work performed by the inertial fore. If only balaningthe mehanial parts of a system, this is alled the energy equation of uid mehanis (seee. g. [19℄):dEdt = dWAdt + dWBdt + dWidt ; (7.9)with E = Z
 %2v2 d
 : (7.10)The hange of the work W with time represents the power P . WA is the work of externalstress ating on the ontrol volume 
. Then, WB stands for the work of the gravity foreand Wi for the work of the internal stress. Wi an also be onsidered as the negative



Multiphase multiomponent proesses in the subsurfae 111internal energy Ui in the sense of mehanis, thus Wi = �Ui. It is omposed of partsindued by pressure and by frition. E is the kineti energy.If in addition thermodynami parts are onsidered, we have to take into aount also theinternal energy U in the sense of thermodynamis. Corresponding to the transformation ofmehanial energy due to work, one an view heat as the analogue for the transformationof thermodynamial energy. Mehanial work an also be transformed into heat, e. g. dueto frition, dissipation. The energy balane equation onsidering both mehanial andthermodynamial parts an then be written asdEtdt = dWAdt + dWBdt + dQdt ; (7.11)with Et = E + U = Z
 %2v2 d
+ Z
 u d
 : (7.12)Here, Et is the total kineti energy, Q is the heat transported over the system boundaries.By subtration (7.11) and (7.9), we obtain the heat transport equation, whih we want touse use in the following solely:dUdt = dQdt � dWidt : (7.13)With dWidt = �dWVdt � dWDdt (7.14)we obtaindUdt = dQdt + dWVdt + dWDdt ; (7.15)where WV and WD are the parts of the volume hanging work and the work due todissipation. The individual terms in (7.15) an be omputed for an Eulerian ontrolvolume asdUdt = ��t Z
 u d
+ Z
 div (%uv) d
 (7.16)dQdt = Z� �gradT d� = Z
 div (�grad T ) d
 (7.17)dWVdt = �Z
 div (pv) d
 : (7.18)Dissipation an be negleted sine the veloities ourring in multiphase subsurfae oware normally very low (dWDdt � 0). Inserting (7.16), (7.17), (7.18) in (7.15) and writing indi�erential form yields�(u%)�t + div (%uv) + div (pv)| {z }=div (%hv) �div (�grad T ) = 0 : (7.19)



112 R. Helmig, H. Class and R. HinkelmannNow we have with (7.19) the heat balane of a owing uid-phase on the miro-sale.Going to the REV-sale in a porous medium �lled with multiple uid phases, we have toaount for the heat balanes of all uid phases as well as the solid matrix. By assumingloal thermal equilibrium it is suÆient to formulate a single heat balane for the uid-�lledporous medium:�� (P� %mass;�u�S�)�t + (1� �) �%ssT�t�div (�pm grad T )�X� div �kr��� %mass;�h�K ( grad p� � %mass;�g)��XK div �DKpm%mol;ghKg MK grad xKg 	�qh = 0 ; K 2 fw; a; g; � 2 fw;n; gg : (7.20)s is the spei� heat apaity of the solid matrix. With the mass balanes (7.8) and(7.20), we obtain a system of four oupled, nonlinear partial di�erential equations to besolved. Details for the solution and disretization are given, e. g. in [4, 8℄.7.3 Example 1: The heatpipe e�etThe heatpipe problem was used for the veri�ation of the numerial model. The problemwith a nonisothermal three-phase three-omponent model is the fat that no appropriateanalytial solutions are available. In this ase, the veri�ation is done with a slightlymodi�ed semianalytial solution of the heatpipe e�et [20℄, whih is a nonisothermal two-phase two-omponent system. This makes sense, beause the new simulation methodis developed with the ability to handle di�erent phase states inlusive two-phase two-omponent systems (see Setion 7.2.3). At the right-hand boundary of a horizontal olumn(Figure 7.1) with an initially onstant water saturation of 0.5, a onstant heat ux (q =100 W) into the olumn is given. At the left-hand boundary onstant values (Dirihletonditions) for the gas phase pressure (pg = 101330 Pa), the e�etive water saturation(Swe = 1:0), and the air mole fration in the gas phase (xag = 0:71). Thus, the temperatureis also stated to T = 68:6 ÆC. Due to the heat ux the system is heated up until theboiling temperature is reahed and steam is built at the right-hand boundary. This ausesa pressure gradient in the gas phase and the steam ows away from the heat soure. Afterreahing ooler regions of the olumn the steam ondenses and sets free its latent heat ofvaporization. After a while, a non-uniform saturation pro�le is obtained and a gradientof the apillary pressure is produed. Hene, the pressure gradients of the phases haveopposite diretions and a irulation ow is built. Udell & Fith (1985) [20℄ derive fouroupled �rst order di�erential equations for pressure, saturation, temperature, and gas-



Multiphase multiomponent proesses in the subsurfae 113phase mole fration. These equations are solved by numerial integration with a fourthorder Runge-Kutta method.
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Figure 7.1: The heatpipe e�et { shemati sketh and omparisons between numerialand analytial results.Figure 7.1 gives a shemati sketh of the heatpipe and shows that the numerial resultsmath the analytial solutions exellently.The numerial simulation of the heatpipe system was arried out with the BOX disretiza-tion method [4, 8, 10℄. The following model parameters were used for the simulation run:Permeability : K = 10�12 m2Porosity : � = 0:4Residual water saturation : Swr = 0:15Heat ondutivity of thefully-saturated porous medium : �Sw=1pm = 1:13 W/(mK)Heat ondutivity of thedry porous medium : �Sw=0pm = 0:582 W/(mK)Soil grain density : %s = 2600 kg/m3



114 R. Helmig, H. Class and R. HinkelmannSpei� heat apaity of the soil grains : s = 700 J/(kgK)Density of water : %w = 958:4 kg/m3Dynami visosity of water : �w = 2:938 � 10�4 Pa sDynami visosity of air : �ag = 2:08 � 10�5 Pa sDynami visosity of steam : �wg = 1:20 � 10�5 Pa sA funtion aording to [7℄ is hosen for the relative permeability-saturation relationship:krg = (1� Se)3 for steam (gas phase) ;krw = S3e for water : (7.21)For the apillary pressure-saturation relationship, the following funtion of [16℄ is usedp = p0 �  � 1:417(1 � Se)� 2:120(1 � Se)2 + 1:263(1 � Se)3 : (7.22)The surfae tension  at T = 100:5 ÆC is 0.05878 Nm�1 and for the saling pressureapplies p0 =p�=K . A onstant value of 0.5 is assigned to the tortuosity � and the binarydi�usion onstant Dawg takes the value 2:6 � 10�6 m2/s.The dimension of the model domain in x-diretion is hosen to 2.4 m. However, this isnot important for the length of the heatpipe after reahing stationary state as long as thedomain is suÆiently large for the heatpipe to be built. We used a disretization lengthof �x = 0:04 m. The initial onditions were hosen to pg = 101330 Pa, Sw = 0:5 undT = 70 ÆC.7.4 Example 2: A VEGAS olumn experimentWe present here a numerial simulation of laboratory olumn experiment whih was arriedout in the VEGAS2 laboratory in Stuttgart. The aim was to investigate, if the model isable to reprodue the relevant physial proesses. Identi�ation of these proesses and areliable determination of the model parameters is a neessary presumption for a suessfulmodel validation and the appliability of the model for natural systems and �eld-saleproblems. In the previous setion, we presented a partial veri�ation of this model for anonisothermal water-gas system.A shemati desription of the experimental on�guration and a photo of the sand-�lledglass olumn 30 m in length and 10 m in diameter are shown in Figure 7.2. The olumnwas insulated to minimize heat loss. The sand was �lled into the olumn under air-dryonditions so that the initial water saturation is expeted to be below 1%. After beingsaturated with xylene, the olumn was allowed to drain through the bottom for severalhours, reahing lose to residual xylene saturation. The mass of xylene then present inthe olumn immediately before steam injetion was determined by weighing the olumnafter the drainage and omparing it with the weight of the fully xylene-saturated olumn.From that, a xylene mass of 315 g to be removed by steam ooding ould be alulated.Knowing the density of the sand grains and the total volume of the olumn, we alulatedthe porosity of the sand from the weight of the sand harge to be 46%. Steam was injeted2Versuhseinrihtung zur Grundwasser- und Altlastensanierung
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Figure 7.2: Con�guration of the experiment.from the top of the olumn with an average rate of qst = 0:21 kg/h. The standard deviationof the mean value of the injetion rate was � = 0:04. The enthalpy of the steam is assumedto be approximately 2590 kJ/kg, whih orresponds to a omposition of 96% steam and4% ondensate. When steam ame into ontat with the ooler soil matrix, it transferredits latent heat of vaporization (� 2257 kJ/kg) to the soil grains. Steam ondensed whilethe temperature of the porous medium inreased and a very stable propagating steamfront developed.Vaporized xylene is transported in the gas phase towards the ondensation front, where itreondenses, inreasing the xylene saturation at the front. An inreased e�etive NAPLpermeability allows more xylene to be displaed by pressure and gravitational fores.The temperature urves monitored during the steam ooding are shown in Figure 7.3.The sensors were loated at 6.5 m (T1, also alled Tupp), 14.5 m (T2, T3, T4, T5,olletively alled Tmid) and 23 m (T6) from the top of the olumn. Four sensors wereplaed on the same horizontal level for the observation of potential �ngering e�ets. Aftergoing through the temperature plateau, the temperature in all six sensors inreased tothe boiling temperature of pure water. This means that all NAPL disappeared from theolumn. The plateau of sensor 1 was { as expeted { signi�antly shorter than those ofthe sensors further downstream. The slope of the signal of sensor 1 was not as steep asit was at sensors 2 to 5. At the beginning of the injetion, the steam must heat up thewhole mass of the glass olumn head and the steam supply pipe to operation temperature.During this time, only part of the injeted energy ould be brought into the sand sine therest of the energy is lost in the olumn head. Thus, the temperature inrease at sensor 1
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Figure 7.3: Measured from the temperature sensors inside the olumn.was atter before operation temperature is reahed, and all of the energy of the injetedsteam ould be brought into the sand.Examining the slight time shift of the steam-front breakthroughs at sensors 2, 3, 4, and5 strengthened the assumption that the front did not propagate uniformly, but that some�ngering ourred as a result of small-sale heterogeneity. Nevertheless, these sensorsshowed a good agreement in the length of the temperature plateau.For the same sand as used here in this experiment, F�arber (1997) [6℄ measured heatapaity s = 840 J/(kgK), density %s = 2650 kg/m3 of the soil grains, as well as thepermeability of the sand K = 1:4 � 10�11 m2 (see Table 7.1). Helmig et al. (1998) [9℄present numerial simulations of F�arber's experiments. By mathing the experimentaldata, they determined the van Genuhten parameters vg� = 0:0005 Pa�1 and vgn = 4:0.ParameterRok grain density %s 2650 kg/m3Spei� heat apaity of the sand s;Sand 840 J/(kgK)Spei� heat apaity of the glass s;Glass 775 J/(kgK)Porosity � 0.46Heat ondutivity of water saturated porous medium �Sand 1.60 J/(m sK)Table 7.1: Properties of the porous medium and the glass wall.For the three-phase apillary pressure-saturation relationship, we used the Parker ap-proah, presented in [18℄. This approah is based on the van Genuhten relationships [21℄.Therefore, we need to determine the urve parameters vg� and vgn. As desribed above,we used therefore the values vg� = 0:0005 Pa�1 and vgn = 4:0. The relative permeability-saturation relationship used for the simulation is given also by the Parker approah forthe NAPL phase. The water-phase and gas-phase relative permeabilities are alulated



Multiphase multiomponent proesses in the subsurfae 117using the van Genuhten funtions. For the residual saturations we assumed a total liquidresidual saturation of 12% and a gas-phase residual saturation of 0.Three-dimensional e�ets, due to heat loss through the olumn walls or from hetero-geneities, are negleted. Therefore we disretized the domain by 60 one-dimensional ele-ments of �x = 0:5 m. The heat apaities of head, bottom, and olumn walls are takeninto aount by assigning an inreased e�etive heat apaity eff to the elements. Forthe standard elements (only onsidering the olumn walls), this yielded an e�etive heatapaity of 970 J/(kgK); for top and bottom elements, we used 1125 J/(kgK).We assigned initial onditions to the primary variables water saturation Sw = 0:005,temperature T = 23 ÆC, and gas-phase pressure pg = 101300 Pa. The initial onditionfor the NAPL saturation Sn an be determined from the ondition that the mass ofNAPL measured in the experiment is distributed in the olumn aording to the pro�le ofthe apillary pressure-saturation urve. The maximum NAPL saturation at the olumnbottom is assumed to be 99%.The boundary onditions at the top are given by the mass ux of the steam along withthe orresponding enthalpy ux. At the bottom, the uid phases ould break through intothe environment at atmospheri pressure. With that it is obvious that the onditions atthe bottom do hange with time during the experiment. The gas-phase is displaed suhthat immediately after starting the steam injetion, the NAPL saturation at the bottomhas to derease for allowing the gas to pass and enter into the environment. Furthermore,after the breakthrough at the bottom the water saturation inreases.
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8Miro-maro transition for ohesivegranular mediaS. Luding und H. J. HerrmannInstitut f�ur Computeranwendungen 1Universit�at StuttgartD-70550 Stuttgart8.1 IntrodutionA basi question in mehanis and physis is how to bridge the gap between a mirosopimodel and a marosopi (ontinuum) desription. The former involves ontat foresand deformations, whereas the latter onerns tensorial quantities like the stress or thedeformation gradient.The marosopi balane equations for mass, momentum and energy an be used for theontinuum modelling of the behaviour of granular media. However, in order to losethe system of equations, they rely on onstitutive relations between the physial quan-tities (expressed in terms of material parameters [8, 13℄), sine the mirosopi detailsof a granular material are not diretly taken into aount on the maro-sale. The aimof this paper is to present a miro-maro transition from \mirosopi" simulations tomarosopi onstitutive relations for the material behaviour.The model system, a two-dimensional bi-axial box �lled with ohesive, fritionless disks ofdi�erent sizes, is examined by means of a \mirosopi" disrete element method (DEM).The mirosopi interation model for ohesion is tested via several stress- or strain-ontrolled bi-axial deformation paths.Using the whole box as representative elementary volume, the stress is examined as afuntion of the applied strain, and the yield surfae is determined from bi-axial ompressiontests. Other measured marosopi parameters are the Young modulus, the Poisson ratio,the dilatany angle, the frition angle, and the ohesion.8.2 Model systemOne possibility to obtain information about the material behaviour is to perform elemen-tary tests in the laboratory. An alternative are simulations with the disrete element121



122 S. Luding and H. J. Herrmannmodel (DEM) [1{3, 9, 10, 12, 14℄ and the average over the \mirosopi" quantities insome averaging volume. The experiment hosen is the bi-axial box set-up, see Figure 8.1,where the left and bottom walls are �xed, and stress- or strain-ontrolled deformation isapplied. In the �rst ase both the top and right walls are subjet to a prede�ned pressure,in the seond ase, the top wall is subjet to a de�ned strain "zz, and the right wall issubjet to onstant pressure px. In a typial `experiment', the top wall is slowly shifteddownwards while the right wall moves dependent on the fore exerted on it by the materialin the box. The strain-ontrolled position of the top wall as funtion of time t isz(t) = zf + z0 � zf2 (1 + os!t) with "zz = 1� zz0 ; (8.1)where the initial and �nal positions z0 and zf an be spei�ed together with the rate ofdeformation ! = 2�f so that after a half-period T=2 = 1=(2 f) the extremal deformationis reahed. With other words, the osine is ative for 0 � !t � �. For larger times,the top-wall is �xed and the system an relax. The osine funtion is hosen in order toallow for a smooth start-up and �nish of the motion so that shoks and inertia e�ets areredued, however, the shape of the funtion is arbitrary as long as it is smooth.The stress-ontrolled motion of the side-wall is desribed bymx�x(t) = Fx(t)� pxz(t)� x _x(t) ; (8.2)where mx is the mass of the wall. Large values of mx lead to slow adaption, small valuesallow for a rapid adaption to the atual situation. Three fores are ative: (i) the foreFx(t) due to the bulk material, (ii) the fore �pxz(t) due to the external pressure, and(iii) a strong fritional fore whih damps the motion of the wall so that osillations areredued.
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0 /2Figure 8.1: (Left) Shemati drawing of the model system. (Right) Position of the top-wallas funtion of time for the strain-ontrolled situation.For small deviations � = xf � x from the equilibrium position xf , a �rst order seriesexpansion leads to a damped osillation me�x �� + e�x _� +Kx� = 0, with the sti�ness Kx of



Miro-maro transition for ohesive granular media 123the material in the horizontal diretion, and the eigen-frequeny!x =s Kxme�x +� e�x2me�x �2 ; (8.3)with the e�etive mass me�x and e�etive dissipation e�x .8.3 Disrete partile modelThe elementary units of granular materials are mesosopi grains whih deform understress. Sine the realisti modelling of the deformations of the partiles is muh too om-pliated, we relate the interation fore to the overlap Æ of two partiles, see Figure 8.2.Note that the evaluation of the inter-partile fores based on the overlap may not besuÆient to aount for the inhomogeneous stress distribution inside the partiles. Con-sequently, our results presented below are of the same quality as the simple assumptionsabout the fore-overlap relation.If all fores ~fi ating on the partile i, either from other partiles, from boundaries orfrom external fores, are known, the problem is redued to the integration of Newton'sequations of motion for the translational degrees of freedommi d2dt2~ri = ~fi ; (8.4)with the mass mi of partile i, its position ~ri and the total fore ~fi = P ~f i ating onit due to ontats with other partiles or with the walls. For the sake of simpliity, weneglet tangential fores as well as external fores in the following.Two partiles i and j interat only if they are in ontat so that their overlapÆ = 12(di + dj)� (~ri � ~rj) � ~n (8.5)is positive, Æ > 0, with the unit vetor ~n = ~nij = (~ri � ~rj)=j~ri � ~rjj pointing from j to i.The fore on partile i, from partile j an be written as ~fij = fij~n.Here, we apply a variant of the linear hystereti spring model [4, 11, 15℄, as an alternativeto the frequently applied spring-dashpot models. This model is the simplest version ofsome more ompliated nonlinear-hystereti fore laws [7, 15, 16℄ whih reet the fatthat at the ontat point, plasti deformations may take plae. The repulsive (hystereti)fore an be written asfhysij = 8>>><>>>: k1Æ for loading; if k2(Æ � Æ0) � k1Æ ;k2(Æ � Æ0) for un=reloading; if k1Æ > k2(Æ � Æ0) > �kÆ ;�kÆ for unloading; if � kÆ � k2(Æ � Æ0) ; (8.6)with k1 � k2, see Figure 8.2.
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Figure 8.2: (Left) Two partile ontat with overlap Æ. (Right) Fore law for two springswith sti�ness k1 and k2 for initial loading and subsequent un/reloading, re-spetively. Attrative fores are possible due to the ohesion strength k.During the initial loading the fore inreases linearly with the overlap Æ, until the maximumoverlap Æmax is reahed (whih has to be kept in memory as a history parameter). The linewith slope k1 thus de�nes the maximum fore possible for a given Æ. During unloading thefore drops from its value at Æmax down to zero at overlap Æ0 = (1�k1=k2)Æmax, on the linewith slope k2. Reloading at any instant leads to an inrease of the fore along this line, untilthe maximum fore is reahed; for still inreasing Æ, the fore follows again the line withslope k1 and Æmax has to be adjusted aordingly. Unloading below Æ0 leads to negative,attrative fores until at the overlap Æmin = k2�k1k2+k Æmax, the minimum fore �kÆmin, i.e. themaximum attrative fore, is obtained as a funtion of the model parameters k1, k2, k,and the history parameter Æmax. Further unloading leads to attrative fores fhys = �kÆ.The highest possible attrative fore, for given k1 and k2, is reahed for k ! 1 so thatfhysmax = �(k2 � k1)Æmax. This would lead to a disontinuity at Æ = 0 what is avoided byusing �nite k.The lines with slope k1 and �k de�ne the range of possible fore values and departurefrom these lines takes plae in the ase of unloading and reloading, respetively. Betweenthese two extremes, unloading and reloading follow the same line. Possible equilibriumstates are indiated as irles in Figure 8.2, where the upper and lower irle orrespondto a pre-stressed and stress-free state, respetively. In the ase of ollisions of partilesand for large deformations, dissipation takes plae due to the hystereti nature of the forelaw. However, for small displaements around some equilibrium state, the model does notontain dissipation. Therefore, in order to allow for stronger dissipation, also a visous,veloity dependent dissipative forefdissij = 0 _Æ (8.7)is assumed with some damping oeÆient 0. The half-period of a vibration around theequilibrium position, see Figure 8.2, an be omputed for arbitrary values of k1 and k,as long as the overlap ful�lls the ondition Æmin < Æ < Æmax, and one obtains a typial



Miro-maro transition for ohesive granular media 125response time on the ontat level,t = �! ; with ! =r k2m12 � �20 ; (8.8)the eigenfrequeny of the ontat, and the resaled damping oeÆient �0 = 0=(2m12).Note that the visous dissipation takes plae in a two-partile ontat. In the bulk material,where many partiles are in ontat with eah other, dissipation is very ineÆient due tolong-wavelength ooperative modes of motion [5, 6℄. Therefore, an additional dampingwith the bakground is introdued, so that the total fore on partile i is~fi =Xj (fhysij + fdissij )~n� b~vi ; (8.9)with the damping arti�ially enhaned in the spirit of a rapid equilibration.8.4 Simulation resultsThe systems examined in the following ontain N = 1950 partiles with radii ai randomlydrawn from a homogeneous distribution with minimum amin = 0:5 10�3 m and maximumamax = 1:5 10�3 m. The masses mi = (4=3)��a3i , with the density � = 2103 kgm�3,are omputed as if the partiles were spheres. This is an arti�ial hoie and introduessome dispersity in mass in addition to the dispersity in size. However, sine we are mainlyonerned about slow deformation and equilibrium situations, the hoie for the alulationof mass should not matter. The total mass of the partiles in the system is thusM � 0:02kg with the typial redued mass of a pair of partiles with mean radius, m12 � 0:42 10�5kg. If not expliitly mentioned, the material parameters are k2 = 105 Nm�1 and 0 = 0:1kg s�1. The other spring-onstants k1 and k will be de�ned in units of k2. In order toswith on ohesion, k1 < k2 and k > 0 is used; in the following, we have k1 = k2=2.Using the parameters k1 = k2 and k = 0 in (8.8) leads to a typial ontat duration(half-period): t � 2:03 10�5 s for 0 = 0, t � 2:04 10�5 s for 0 = 0:1 kg s�1, andt � 2:21 10�5 s for 0 = 0:5 kg s�1 for a ollision. Aordingly, an integration time-stepof tMD = 510�7 s is used, in order to allow for a `safe' integration of ontats involvingsmaller partiles. Large values of k lead to strong ohesive fores so that also more energyan be dissipated in one ollision. The typial response time of the partile pairs, however,is not a�eted so that the numerial integration works well.8.4.1 Initial on�gurationInitially, the partiles are randomly distributed in a huge box, with rather low overalldensity. Then the box is ompressed, either by moving the walls to their desired position,or by de�ning an external pressure p = px = pz, in order to ahieve an isotropi initialondition. Starting from a relaxed, isotropi initial on�guration, the strain is applied tothe top wall and the response of the system is examined. In Figure 8.3, the ontat networkfrom a typial simulation is shown before ompression, at failure and in the �nal, relaxed



126 S. Luding and H. J. Herrmannstate. The dark lines indiate strong ontat fores so that the ontat network appearsdenser in the last image due to the deformation and ompression. A more quantitativestudy of the fabri tensor, however, is far from the sope of this study and will be presentedelsewhere. Before presenting more detailed results, we have to remark that the initialpreparation and set-up of the system is still an open issue to be examined. A possiblealternative to the approah used here is the preparation of the system in a ritial owstate, whih should not depend on the history any more.

Figure 8.3: Contat networks for a typial simulation with k2 = 105Nm�1, k1=k2 = 1=2,k=k2 = 2, 0 = 10�1 kg s�1, b = 0=10, and x = 193:5 0. The grey-saleodes the strength of the ontat fore (dark lines orrespond to strong fores)and the strain is (from left to right) "zz = 0, "zz = 0:013, and "zz = 0:036.8.4.2 RelaxationFor some ases of isotropi relaxation, the �nal approah of stress to equilibrium is plottedin Figure 8.4 for systems with p = 400Nm�2 and di�erent parameters as disussed below.The unit of pressure is obtained by assuming that the system is extended in the thirddimension for a length h = 1m. The pressure px exerted from the material on the rightwall is then the sum over all fores divided by the wall-area Fx=(hz). In the following, wepresent the pressure in these units, implying the h de�ned above as the system-extensionin the third dimension. For a typial z � 0:12m, and assuming Nx � 60 ontats, oneobtains an estimated mean overlap per partile Æmean � phz=Nxk1 = 1:6 10�5 m.In Figure 8.4(a), the inuene of the wall mass is examined for a system with standard0 (see above) and no other dissipation x = b = 0. Weakly damped osillations areobtained for rather large mass mx, whereas the �nal pressure is rapidly approahed for



Miro-maro transition for ohesive granular media 127smaller mass, e. g.mx � 10�3 kg. Therefore, a small wall mass will be used in the following.However, a loser look at the approah to equilibrium leads to the onlusion that it isvery slow. Therefore, we inrease the dissipation in the spirit of faster relaxation.One possible means of dissipation is the wall dissipation, x. Small values of x do nothange the response as ompared to Figure 8.4(a). However, for larger values, a moreompliated osillation pattern is evidened. Only for the largest x = 19350, one anobtain suÆiently strong damping of the osillation { but unfortunately on a rather longtime-sale.In order to ahieve a more rapid approah to the �nal steady-state on�guration, the(arti�ial) dissipation with the bakground is tuned on. For the ombination of paramters,mx = 10�4 kg, x = 193:50 and di�erent b, a rapid relaxation is obtained only forb � 0=10, see Figure 8.4(b). The time-sale of this exponential relaxation is � � 0:0023 s.Having performed these test-simulations, we hoose the parameters mx = 10�4 kg, x =193:50, and b = 0=10 for the following simulations.
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Figure 8.4: Approah to equilibrium pressure pf = 400 for sti�ness k2 = 105Nm�1, k1 =k2=2, k = 0, and ontat dissipation 0 = 0:1 kg s�1. (a) No additionaldissipation b = x = 0, and di�erent wall mass mx as given in the inset. (b)Wall dissipation x = 193:50 and di�erent bottom dissipation b as given inthe inset for mx = 10�4 kg. The solid line indiates an exponential approahto equilibrium with relaxation time � = 0:0023 s as given in the inset.8.4.3 Rate-dependenyIn Figure 8.5, simulations with the same material parameters are presented, when a dif-ferent rate of hange of the position of the vertial wall is used, aording to (8.1). Thequantities examined are the volumetri strain, "V, the vertial stress �zz, the horizon-tal stress �xx � px, and the ratio of these stresses. The simulations show qualitativelysimilar behaviour, only the strain and the stresses are higher for faster movement of thevertial wall. This is due to the arti�ial, veloity-dependent dissipation, see (8.9). Withdereasing f , the simulation results almost oinide, only a tiny visous stress remainsin both diretions. Note that the ratio of stresses �zz=�xx is not a�eted by the rate of



128 S. Luding and H. J. Herrmanndeformation.Sine the error introdued by the arti�ial damping and the dynami, strain-ontrolled set-up is well below 5 per-ent already for f = 10 s�1, we use this frequeny in the following,in order to save omputing time. The strain of 3.5 per-ent is thus reahed after t � 0:05 s,orresponding to several omputing hours on a typial PC.In the next subsetion, we will use the fat that the stress ratio is not a�eted by the rate ofdeformation. From the horizontal stress we obtain the visous over-stress �visxx = �xx�px,and thus an obtain the orreted vertial stress using�zz�xx = �orrzzpx so that �orrzz = px �zz�xx : (8.10)
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Miro-maro transition for ohesive granular media 129for stronger ohesion k and smaller external pressure p. The initial negative slope anbe identi�ed with a funtion of the Poisson ratio �, from the relation �"V="zz = 1� � sothat the simulations indiate � � 0:69.When the upper wall moves further, dilatany is evidened at "zz-values between one andtwo per-ent for large external stress, but already for muh smaller strain if the externalpressure is smaller. The positive slope an be identi�ed with the dilatany funtion d0 =atan 2 sin 1�sin [13℄, with the dilatany angle  � 5Æ for p = 500 and  � 11Æ for p = 100.The onset of dilatany takes plae before the maximum vertial stress is ahieved and thusbefore the failure of the material. The transition from the ompressive to the dilatantregime is delayed to larger strain by stronger ohesion and stronger external pressure.From the stress strain urves, one an extrat the Young modulus E of the materialfrom the slope of the initial inrease of the vertial stress. From the simulation data, weevidene E � k1 = k2=2 at very small strain after the onset of the wall motion. Forlarger deformation, the slope and thus E dereases. After failure (see �gures), softening isobtained for large p and weak ohesion, however, after further deformation, the materialseems to reah a steady state. The maximum stress from eah experiment is indiated byan arrow in the �gures. Note that we use the maximum inluding utuations and notthe maximum of the mean, fat whih may lead to some overestimation.
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kc/k2Table 8.1: Summary of the orreted peak-stress values and the orresponding ohesion .The error for the stresses is about �3, the error for  is about �10. Note thearti�ially large  for k = 0, whih we attribute also to the systemati errorintrodued by hoosing the peak-stress as the maximum of the utuating dataand not of some mean. The �gure to the right shows the -values as funtion ofthe ohesion strength, with the maximum attrative fore  / (k2�k1)=(k2+k)given as solid line.8.5 Summary and onlusionUsing disrete element simulations of fritionless, ohesive granular material in a bi-axialbox, the marosopi material behaviour was examined for di�erent mirosopi modelparameters. The parameters under investigation were the Young modulus, the Poissonratio, the dilatany angle, the internal frition angle and the ohesion.The interation model an be seen as appropriate for rather small partiles, where plastideformations lead to the hystereti response for loading, the material behaves rather soft,whereas for unloading/reloading, the ompressed ontat area behaves more sti�. Dueto its nature, the ohesive fore depends on the maximum ompression and is alwaysreovered, i. e. the ohesive fores are reversible. Thus, the model seems appropriate forrestorable ohesive fores, but not for damageable attration like in e. g. onrete. For thelatter, some damage parameter an be introdued in order to make the ohesion historydependent and unreoverable.During the strain ontrolled bi-axial test with �xed horizontal pressure, the material is�rst ompressed, then starts to dilate and eventually yields at some peak-stress value.For strong external pressure, one obtains softening and, for weaker pressure, the vertialstress remains onstant in a steady state, besides utuations. The material parametersfrom elastiity theory do not depend on the external pressure, but the dilatany angleinreases with dereasing external pressure. Even without mirosopi frition, one obtainsa marosopi frition angle of the order of 13Æ. The marosopi ohesion is proportionalto the maximum attrative fore in the mirosopi model.Future studies will involve mirosopi frition and its e�et on the material behaviour.Furthermore, the preparation of the speimen before loading is started has to be de�nedin a more reproduible and history independent manner as in the present situation.
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9Modelling of ohesive fritional materialsas ontinuum or disontinuumE. Ramm, G. A. D'Addetta und E. KuhlInstitut f�ur BaustatikUniversit�at StuttgartD-70550 Stuttgart9.1 IntrodutionThe failure mehanisms of heterogeneous geomaterials like onrete, eramis or marl areharaterized by omplex failure modes under various loading situations and a highlyanisotropi bias due to their inhomogeneous mirostruture. The growth and oaleseneof miroraks lead to the formation of marosopi rak patterns resulting in an overallsti�ness degradation and eventually in a strutural failure. Behaving quasi-brittle underload, this materials are haraterized by a loalization of deformations in typially narrowzones.This lass of materials show di�erent physial and geometrial properties depending onthe level of observation. Taking into aount the point of view and the hosen sale thestrutural utuations play a more or less dominant role and thus determine the point forwhih a material an be regarded as homogeneous. This is aompanied by the fat, thatwith dereasing resolution length on a spei� level the internal material struture is lessidenti�able up to the point when the material is onsidered as ontinuous.The observed size sales in geomaterials like onrete are typially subdivided into hier-arhial levels, like the atomi, miro-, meso- and marolevel [36℄. The basi questionregarding the analytial desription of a ertain material fouses on how the onstitutivebehaviour on di�erent size sales an be desribed. Generally geometri and kinematie�ets on smaller sales lead to a more omplex material behaviour on larger sales.The range of appliability of di�erent simulation models is diretly related to the observa-tion sale, as an be seen in Figure 9.1. The appliation area ranges from the simulationof a rystal struture and alium siliate hydrates over a onrete partile stak andlaboratory sale measurements on test speimens to strutural sale simulations of largestrutures like earth dams or ooling towers. Basially a lass of ontinuum models an beapplied at eah size sale, if the loal quantities, e.g. damage, are smeared over a ertainregion. Usually a veri�ation of this models is done via a omparison with experiments of135
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Figure 9.1: Observation sales and appliable simulation models for geomaterials like on-rete.�nite size. Emerging heterogeneities, anisotropies and disontinuities are then ast in theform of marosopi ontinuum variables. In order to allow for a realisti loalization andto overome mathematial diÆulties, as the loss of elliptiity, a need for enhanementsof the lassial ontinuum models is neessary. Therefore, an internal length sale has tobe introdued into the model to aount for the neighboured inuene within a material,like rak interation or stress redistribution e�ets. Usual enhanements of ontinuumformulations are based on the introdution of loalization limiters like non-loal, gradient-enhaned, visous or Cosserat formulations. From the point a loalization phenomenon,like a rak, ours due to a spei� loading the material annot be treated as ontinuousany longer. Due to their theoretial basis ontinuous simulation models annot aountfor the disrete nature of material failure in a natural way. Therefore, disrete models likepartile, lattie or moleular/granular dynamis models are used. Although prohibitive inlarge sale omputations this lass of models is able to predit and simulate the fraturebehaviour of small sale appliations of geomaterials.In the following setions we will present di�erent numerial mesolevel models allowingompletely diverse views of material modelling, followed by a omparison of basi disreteand ontinuous models in terms of the marosopi onstitutive behaviour. In the �rstpart we will outline the theoretial bakground of the ombined beam-partile model asan example for a disrete simulation sheme. Within this approah heterogeneous mate-rials are onsidered as a ohesive granular frame represented by polygonal mesostrutureelements bonded together by beams in order to allow for failure indued anisotropy inan unsmeared fashion. The material is not thought as granular material ab initio, butgradually develops towards this onstitution by the disintegrative proess of rak prop-agation. Sine eah material partile is represented individually by a ertain statistially



Modelling of ohesive fritional materials 137inuened grainsize and surrounding area, an internal length sale is inorporated intrin-sially into the model. In order to verify the presented numerial sheme and the e�etstaking plae at the mesostrutural level the failure evolution of ompressive loading se-narios will be examined and disussed. The most popular models in the framework ofomputational material mehanis are based on ontinuum mehanial material theoriesand are usually disretized by �nite element formulations. Therefore in the seond part atypial ontinuum-oriented formulation, namely the miroplane model, is briey outlined.Within the miroplane theory an anisotropi desription of materials is inorporated, de�n-ing uniaxial material laws on di�erent harateristi material planes and thus allowing anobvious physial interpretation to the individual material parameters. In order to aountfor long-ranging nonloal mirostrutural e�ets, suh as mirorak interation, straingradients are inorporated into the onstitutive formulation, thus introduing an internallength sale in a natural way. In the last part of the paper we will shematially depit aonfrontation of a simple disrete sphere model and a basi form of the miroplane model.The disrete sphere model desribes a simple and basi form of the primarily introduedombined beam-partile model, thus allowing for a diret omparison with the orrespond-ing simple miroplane model, that an be onsidered as an elasti or elasto-plasti versionof the general formulation introdued before. The motivation for this idea stems from theinterpretation that both models interat with their neighbourhood in a spring like fashion,nameley the partile model in a sense of �nite dimensions and the miroplane model onthe material point level. The examination of the appropriate smearing and disretizationproesses and their omparison are thought to be a �rst step bridging the gap betweendisrete and ontinuous models.
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particle model

microplane modelFigure 9.2: Disrete vs. ontinuous models.Figure 9.2 skethes the relation between a disrete sphere model and a ontinuum-basedmiroplane model. While the partile model is of disrete nature and an overall harateri-zation an only be derived through appropriate homogenization tehniques, the miroplanemodel is initially ontinuous and has to be disretized for omputational reasons.9.2 Disontinuous model - ombinedbeam-partile modelThe ombined beam-partile model was introdued in its general form for solely partileomposites in [35℄ and enhaned by adding beam elements in [24℄. So far, it has been used



138 E. Ramm, G. A. D'Addetta and E. Kuhlas a pure physial sheme for the dynami fragmentation of solids, like the fragmentation ofolliding diss in [23℄, the ompression of solid-like speimens in [25℄ and a omprehensiveexamination of the failure evolution of di�erent basi loading senarios in [15℄, [16℄.The model is based on a partile omposite, where the polygonal mesh is determined bya Voronoi tesselation and a triangulation of the partile's entres of mass leads to theoverlaying beam mesh [24℄. The mesh generation of the strutured system is ontrolledby a loal statistial inuene during the generation proess and thus introdues a globalregularity to the system aording to [29℄. Within this two-dimensional dynami modelinluding damping, an inorporation of the partile rotations is ahieved by a formulationbased on three degrees of freedom at eah partile entre. The deformational behaviour ofthe partiles due to an externally applied loading is approximated by an elasti repulsivefore related to the overlapping area of ontating partiles [35℄. Corresponding beamfores and moments are alulated aording to the positions of the entres of mass ofthe polygons on the basis of the Timoshenko beam theory. These fores and moments areinserted into the equation of motion, that is solved numerially for eah partile. Beamelements are removed aording to a breaking riterion depending on the bending andelongation mode of the beams.9.2.1 Partile geometryThe partile geometry and motion is de�ned by the vetors xi = (xi yi 'zi )T, �xi =( �xi �yi �'zi )T et., where the index i refers to the appropriate partile. The �rst vetordesribes the position vetor, denoting the oordinates of the entre of mass of the polygon,while the veloity vetor �xi and the further time derivatives of xi refer to the kinematiinformation of the partiles. The rotational part of the position vetor, desribed by theoordinate 'zi , is 0 for every partile in the initial state and desribes the total rotation ofthe onsidered partile during the deformation proess. Through the introdution of thetotal displaements and rotations of the partiles the atual state of deformation withinthe sample with respet to the initial on�guration an be obtained in vetorial formaording to ui = (uxi uyi �zi )T. It should be mentioned that the term deformation isused here only in the ontext of the omplete, global partile assembly. The partiles areunbreakable and undeformable in this sense and an therefore solely undergo translationaland rotational displaements.9.2.2 Partile ontatSine an analytial derivation of the real deformational behaviour of ontating polygonswith arbitrary shape is impossible an approximative model is used for the solution of thisproblem. Within this sheme the overlapping area of ontating polygons is related to theelasti repulsive fore due to deformation.The unit ontat vetors in tangential and normal diretion t and n are de�ned by theshear line vetor P1P2 onneting the intersetion points P1 and P2 and its perpendiularbisetor as shown in Figure 9.3. The loal oordinate system of the ontat is de�nedat the midpoint of this e�etive shear line P1P2. Negleting the rotations the relative



Modelling of ohesive fritional materials 139veloity at the ontat zone an be deomposed in a normal and tangential partvrel = �xj � �xi = vrelN n+ vrelT t : (9.1)The e�etive mass meffij and the harateristi diameter of the ontat region d areformulated in the following formmeffij = mimjmi +mj 1d = 1di + 1dj ; (9.2)where di and dj de�ne the diameters whih represent irles of equivalent areas as thepolygons i and j. The upper indies ij refer to the two ontating polygons i and j.Aording to [35℄ the ontat fore f ij an be divided up into a normal and tangentialfore omponentfN;ij = �EpApd �meffij NvrelN fT;ij = �min�meffij T ���vrelT ��� ; � jfN;ijj� (9.3)and an be ast in the formfpij = fN;ij n+ fT;ij t : (9.4)The oeÆients N and T refer to the visous dissipative damping and � is hosen a-ording to Coulomb's frition law. Ep denotes the elasti modulus of the partile materialand Ap the overlapping area of two ontating polygons indiated by the shaded region inFigure 9.3, left. ÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀÀi
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140 E. Ramm, G. A. D'Addetta and E. KuhlThe omplete partile fore vetor an be alulated if also the partile moment mp;zij =fpij � r pi is introduedFpij = 24 fpijmp;zij 35 = 26664 fp;xijfp;yijmp;zij 37775 : (9.5)The ontat vetor r pi , de�ning the onnetion of the ontat point and the entre of massof the partile i, is illustrated together with the branh vetor lij on the right hand side ofFigure 9.3. Here lij onnets the entres of mass of the two ontating polygons. Pleasenote that the fore vetors written in apital letters F inlude a moment omponent whilethose written in small letters f do not.9.2.3 Beam mesh deformationBeam elements with three degrees of freedom are introdued at eah node in the modelaounting for the physial e�et of ativating an attrative fore representing some ohe-sion to bond the partiles in the ase they start to move [24℄. It is important to note thatthis beam model is thought as an idealized abstration of the real material behaviour.Due to the displaements and rotations of the partiles a deformation of the overlayingbeams follows. The stored potential energy due to the deformation is reeted in form ofthe elasti repulsive fores and moments to the partiles. The beam fore vetors Fbij ofthe partiles i and j, respetively, are alulated with the beam end deformationsFbij = 24 f bijmb;zij =3526664 f b;xijf b;yijmb;zij 37775 24 FbijFbji 35 = Kbij 24 uiuj 35 : (9.6)Kijb resembles the symmetri Timoshenko sti�ness matrix, omputed from the normal,shear and bending exibilities of the beams. Di�erent exibility values are assigned toeah beam at the beginning of the simulation on the basis of the initially de�ned geometriparameters beam length lij , ross-setion Aij and moment of inertia Iij .9.2.4 Solution of equation of motionWithin this dynamial method the equation of motion is solved at disrete time steps foreah partile i. The equation of motion in tensorial form with the ontribution of thepartile and beam fores and under absene of gravity fores an be ast into matrix formMi ��xi = npXj=1Fpij + nbXk=1Fbik ; with i = 1; 2; ::::; N (9.7)



Modelling of ohesive fritional materials 141with the two-dimensional mass matrix Mi and the orresponding omponents: partilemass mi and polygon mass moment of inertia �i. np and nb desribe the number ofpartile ontats and the number of beam onnetions of eah partile i, respetively, andN denotes the sum of all partiles within the sample. A Gear-Preditor-Corretor sheme[1℄ of �fth order is used for the integration of the seond order di�erential equation systemin equation (9.7). Therewith we are able to predit the new positions, veloities andaelerations of the partile sample.9.2.5 Mirosopi raking by beam eliminationThe primary mirosopi frature proess within geomaterials is aused by a tensile fail-ure of the ohesive bonds between the grain boundaries. The beams in this model arethought to represent this ohesive e�et between the initially bonded partiles. Therefore,a breaking situation is attained solely in the ase of elongation of the beams. In the wayapplied here, with the elasti modulus of the beams being of one magnitude higher thanthe modulus of the partiles, the fraturing of the beams provides a transition from a on-tinuous representation of a solid in form of a lattie network to a disrete representationin form of an aumulation of partly onneted polygon lusters.The beam breakage is ontrolled by two prede�ned parameters eah de�ning a di�erentphysial frature mode [17℄ by the formula�bij = " "bij"bmax#2 + max�j�zi j ; j�zj j��zmax � 1 � 0 ; "bij � 0 : (9.8)In this failure surfae formulation "bij denotes the loal axial beam strain due to the newpositions of partiles i and j, updated after eah time step. This value is related to thethreshold value for the elongation mode "bmax, while the maximum rotation �z of one ofthe partiles i or j is related to the threshold value for the bending mode �zmax.9.2.6 Stress alulationBy applying the divergene theorem to the weak form of the equilibrium equations theaverage stress tensor [12℄ of the sample in matrix form an be found� = 1V X f  
 l with f  = fp+ f b : (9.9)For simpliity the stress alulation is arried out without taking into aount the rota-tional degree of freedom as an be followed by the omposition of the fore vetor f .The summation in equation (9.9) is taken over all ontats  within the partile set. Inthis ontext the term \ontat" is used for the desription of both, partile ontats andbeam onnetions. In the two dimensional framework onsidered here the sample volumeV redues to the area enlosed by the entres of gravity of the boundary partiles.



142 E. Ramm, G. A. D'Addetta and E. Kuhl9.2.7 Simulation resultsThe simulations are thought as aademi examples showing the basi features of the om-bined beam-partile model in the framework of solid and damage mehanis. The emphasislies on the qualitative appliation of the model to realisti experimental setups in orderto reprodue typial failure phenomena in heterogeneous materials as presented in [25℄,[15℄ and [16℄. It should be mentioned that no parameter identi�ation with respet tothe output of experiments has been done so far for the following simulations. Within theonoming diagrams units are not indiated in order to fous only on the qualitative aspetsof the simulations.Compression simulationA retangular speimen onsisting of 1000 partiles (25 � 40) was uniaxially loaded invertial diretion under onstant strain rate onditions by moving inward both loadingplates, marked in blak in Figure 9.4.
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Figure 9.4: Setup (a) and stress-strain diagrams (b) of ompression simulations.Two di�erent boundary onditions have been examined within this study: with and with-out lateral on�nement of the inferior and upper boundaries of the speimen, noted asase (1) and (2) within the following text. Aording to the simpli�ed geometry plot inFigure 9.4 the boundary partiles have been kept �xed in x- and �-diretion for ase (1) inorder to provide the lateral on�nement, whereas no lateral on�nement of these bound-ary partiles is provided for ase (2). The stress-strain relations for both ases are plottedin Figure 9.4 and reveal a linear-elasti regime with a onstant \marosopi" elastiitymodulus up to the peak, followed by a rather sharp drop indiating the \marosopi"disintegration of the material. In this framework the beam breaking an be onsidered as\mirosopi" failure of the material. The omplete failure is a highly dynami proessdriven by progressive beam bursts. The longitudinal strain � in the diagram is omputedby averaging the length hange over the width w, while the orresponding normal stress� in y-diretion is alulated aording to equation (9.9).As shown in the graphial output of the simulation program in Figure 9.5 for ase (1),following a loalization of deformations on diagonal bands within the speimen, the failureplanes start to orient on the two main diagonals onneting the edges of the speimen.
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PSfrag replaements(a)(b)Figure 9.5: Fratured state of speimens with (1) and without lateral on�nement (2).
The loss of lateral sti�ness due to progressive beam breaking in the horizontal diretionleads to a bulging of the speimen aompanied by the development of a olumn-typestruture in the mid part region of the speimen. This hourglass failure mode agrees qual-itatively well with the failure formation of uniaxially ompressed onrete ylinders witha persistent e�et of frition. The development of a biaxial (triaxial in 3D) ompressivestate hinders raks to appear within a triangular region neighbouring the boundary on-�nements. Similar as observed in experiments in [33℄ and [37℄ a bukling of the arisingload transfering \partile bridges" leads to the �nal failure of the tested speimens. Inontrast to the failure mode for the on�ned speimen, in ase (2) the marosopi failurebehaviour is determined by two shear lines emerging from the right side, moving to thebottom and then growing upwards to the opposite edge. Midpoints of the broken beamsmarked in Figure 9.6 give further evidene on the raking within the speimen and thusgive a better insight of the developing failure planes. The orresponding pitures show thehistory of the failure evolution aording to their appearane in the stress-strain diagramsin Figure 9.4 (b).A omparison with other disrete simulation shemes shows learly the advantages of thismodel regarding the determination of the failure evolution. Pure stati lattie simulationsof ompressive loading senarios, as presented in [32℄ or [31℄ annot lead to onviningresults onerning the marosopi failure behaviour, due to the lak of omplexity withinthe formulation of the ompressive beam/truss failure behaviour. The dynami ombinedbeam-partile model, however, is able to represent this omplexity by its inherent partileontat feature, realistially modelling the motion within a ompressed material sample.At least from that point on when a beam breaks and an open rak surfae appears thebehaviour is ompletely ontrolled by the partile dynamis and so inuenes the generalfailure mehanism signi�antly. Further details of the model and additional numerialexamples along with a omparison with other disrete models are given in [15℄.
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PSfrag replaements�� (a) (b)no lateral restraint (b)lateral restraint (a) Figure 9.6: Failure evolution for ases (1) and (2).9.3 Continuous model - miroplane model9.3.1 History of miroplane modellingAn obvious drawbak of disrete partile models is that their appliation is numeriallybounded to a �nite number of partiles whih limits the simulation to small speimens.However, the additional information provided by miromehanial models suh as theombined beam-partile model an be used to formulate and verify marosopially phe-nomenologial material models. The miroplane model in its general form with a dire-tional dependent sti�ness degradation on harateristi material planes an be onsideredas a typial representative of this lass of models.The basi ideas of the miroplane onept were developed more than a entury ago byMohr [28℄ who proposed to haraterize the response of a material point through the inte-gral over the responses of all material planes through this point. Mohr's ideas were soonadopted to desribe the material behaviour of rystallographi metals, ompare [34℄. Dueto the rystalline mirostruture, however, the potential failure planes of these materialsould be identi�ed in advane as the slip planes of densest atomi paking. This obviousmiromehanial motivation is probably the reason why the theory of rystal plastiityhas beome well-aepted in material siene nowadays. Although the slip theory of plas-tiity has been developed intensively during the past deades, it was only in the middleof the eighties that Ba�zant and oworkers applied the general ideas of Mohr to damagingmaterials as well, ompare [4℄, [6℄, [8℄ and [9℄. The name \miroplane theory" was intro-dued in order to demonstrate the generalization of the original onept. In ontrast tothe models of rystal plastiity, whih are generally based on a so-alled stati onstraint,the miroplane damage models are usually based on a kinemati onstraint. This implies,that the onstitutive equations on the miroplane level are expressed in terms of the mi-roplane strain omponents, whih an be determined as projetions of the overall straintensor.While the �rst attempts in miroplane researh were mainly dediated to an experimentalveri�ation of the theory, the younger researh rather fouses on providing a fundamentalmehanial basis for the model, ompare [10℄. Within the past two years, the miroplanetheory has been embedded into a thermodynamially onsistent framework. Therefore, a



Modelling of ohesive fritional materials 145free energy funtion 	mi had to be introdued on eah individual miroplane	mi = 	mi("N ; "T ; q) or 	mi = 	mi("V ; "D; "T ; q) (9.10)being a funtion of the strain omponents "V , "D, "N and "T and the set of internal vari-ables q. Consequently, with a spei�ation of this set of internal variables, all kinds ofrheologial behaviour ould be desribed in a similar fashion. Not only miroplane elas-tiity with q = f�g and miroplane damage with q = fdg, but also miroplane plastiitywith q = f"epN ; "epT ; �g or q = f"epV ; "epD ; "epT ; �g and ombinations thereof ould be taken intoaount. Thereby, d an be understood as a damage variable ating on the miroplanewhile "epV ; "epD ; "epN ; "epT and � denote the plasti miroplane strains and the hardening vari-able, respetively. The most reent publiation within our group [22℄ demonstrates thatespeially the ombination of miroplane damage and miroplane plastiity is very promis-ing. Following the basi ideas presented in [10℄, the marosopi free energy 	ma an beunderstood as the integral over all miroplane energies 	mi over the solid angle 
 with	ma = 34� Z
	mid
: (9.11)With the help of this de�nition of the marosopi free energy, the Clausius-Duhem in-equality an be evaluated yielding on the one hand the de�nition for the marosopi stresstensor as energetially onjugate quantity to the marosopi strain tensor� = 34� Z
N	mi"N + T T � 	mi"T d
 or (9.12)� = 34� Z
 V 	mi"V +D	mi"D + T T � 	mi"T d
 (9.13)and on the other hand restritions for the evolution equations of the internal variables qDma = 34� Z
Dmi d
 � 0 with Dmi := ��	�q mi ? _q � 0: (9.14)Here, the operator ? symbolizes the salar produt of the order of q. Similar to thelassial derivation of marosopi material models, the appropriate evolution equationsfor the internal variables an be motivated through the introdution of damage loadingfuntions or plasti yield funtions on the miroplane level. Thereby, the damage loadingfuntion is normally formulated in the miroplane strain spae�mi = �mi("N ; "T ) or �mi = �mi("V ; "D; "T ); (9.15)while the plasti yield funtion is generally expressed in a stress based fashion�mi = �mi(�N ;�T ) or �mi = �mi(�V ; �D;�T ): (9.16)



146 E. Ramm, G. A. D'Addetta and E. Kuhl9.3.2 Miroplane models with and without splitIn miroplane theory, the overall onstitutive relation between marosopi stresses andstrains is replaed by a onstitutive law on the miroplane level. This law relates themiroplane stresses to the orresponding strain omponents. The hoie of the relevantstrain omponents is a very ruial point in de�ning the appropriate miroplane model.As pointed out in [8℄ and indiated already in equations (9.10), (9.13), (9.15) and (9.16),two di�erent types of models an be distinguished. While simple miroplane models areonly based on the normal and the tangential strain omponents on the miroplane level,with "N =N : " "T = T : "; (9.17)
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PSfrag replaementsMICROSCOPIC STRAINSMICROSCOPIC STRESSES�"�N�Tt�"N"Tt"nFigure 9.7: Model with normal and tangential miroplane omponents.more advaned models take into aount a further deomposition of the normal omponent"N = "V + "D into a normal volumetri and a normal deviatori part with"V = V : " "D =D : " "T = T : "; (9.18)ompare Figure 9.7. Note, that V , D, N and T denote the volumetri, the deviatori,the normal and the tangential projetion tensor, respetively. They an be expressedexlusively in terms of the miroplane's normal n and the seond and fourth order unittensor 1 and I withV = 13 1D = n
 n� 13 1N = n
 nT = n � Isym � n
 n
 n: (9.19)A detailed disussion on the advantages and disadvantages of the additional deompositionof the normal omponent an be found in [8℄ and has also reently been given in [22℄. Thedeomposition into normal volumetri and normal deviatori omponents had originallybeen proposed in order to be able to simulate materials with Poisson's ratio ranging from�1 � � � 0:5 whih ould not be overed by the model without split. Another advantageof the enhaned models is, that they learly di�erentiate between volumetri and deviatoriontributions, as will be pointed out in setion 9.3.4.



Modelling of ohesive fritional materials 1479.3.3 Miroplane modelling in the postritial regimeWhen simulating ohesive fritional materials with the miroplane model, not only thematerial response in the hardening regime but also the predition of the postritial be-haviour might be of interest. Sine it is well-known, that lassial ontinuum theoriessu�er from the loss of well-posedness of the governing equations in the postritial andsometimes even in the prepeak regime, two di�erent enhanement strategies of the orig-inal miroplane model have been suggested. Aording to [7℄ a nonloal enhanement isintrodued into the onstitutive formulation through an integral expression in terms of thenonloal strains �" as�"(x) = 1Vg ZV g(�) "(x+ �) dV: (9.20)Herein, g denotes a weighting funtion, for instane the Gaussian funtion, whih hara-terizes the domain of nonloal inuene. In ontrast to this integral enhanement, in [19℄a gradient enhaned ontinuum approah was suggested, for whih the nonloal strains �"are de�ned through the following gradient expression�"(x) = "(x) +  r2"(x): (9.21)In this ase, the size of the domain of inuene is de�ned through the gradient parameter. In both approahes, inelastiity is driven by the nonloal miroplane strain omponents�"V , �"D, �"N and �"T whih again an be understood as projetions of the overall nonloalstrain tensor �" as�"V = V : �" �"D =D : �" �"N =N : �" �"T = T : �": (9.22)In the ase of miroplane damage, the extension to a nonloal model is straightforwardand very promising. It only a�ets the damage loading funtion �mi, whih beomes afuntion of the nonloal miroplane strains as�mi = �mi(�"N ; �"T ) or �mi = �mi(�"V ; �"D; �"T ): (9.23)For miroplane plastiity, however, the nonloal enhanement is rather umbersome, es-peially in the ase of a gradient enhaned ontinuum approah.9.3.4 Miroplane models vs. marosopi modelsUp to now, the miroplane model has mainly been validated through the omparisonof numerial simulations with experimental data, ompare [6℄ and [30℄, for example. Inaddition to this indubitably neessary veri�ation, a omparison with other well-aeptedmaterial models seems very helpful. On the one hand, the miroplane model ould beompared with disrete partile models, as skethed in setion 9.4 of this paper, omparealso [20℄. On the other hand, a omparison with existing marosopi material modelsis possible. Besides an additional veri�ation of the miroplane model, this omparisonould also provide additional information on how to express the miroplane parameters in



148 E. Ramm, G. A. D'Addetta and E. Kuhlterms of marosopially measurable quantities, ompare [21℄.For example, for the well-known Druker-Prager plastiity formulation with a marosopiyield funtion �ma expressed in terms of the �rst and seond invariant I1 and J2 of themarosopi stress tensor�ma = �ma(I1; J2) =pJ2 + �maI1 � �ma (9.24)an equivalent analogue an be found on the miroplane level. Therefore, the �rst and se-ond invariant have to be replaed by the volumetri and the tangential stress omponents,respetively. The orresponding yield funtion on the miroplane level �mi ould thus beexpressed as follows�mi = �mi(�V ;�T ) = p�T + �mi�V � �mi: (9.25)Note, that herein, �ma and �mi denote the marosopi and the mirosopi fritionoeÆient while �ma and �mi are the orresponding yield stresses. The two marosopiDruker-Prager parameters �ma and �ma an be determined uniquely from a uniaxialtension and ompression test and an thus be expressed in terms of the uniaxial tensile andompressive strength ft and f. By performing a omparison of the marosopi and themirosopi model in an integral sense, the miroplane parameters �mi and �mi an berelated to the marosopially measurable quantities as well. Thus, the following relationsan be obtained�ma = 1p3 f � ftf + ft and�ma = 2p3 f ftf + ft�mi � p53 f � ftf + ft and�mi � 2p59 f ftf + ft : (9.26)For a detailed derivation of these equations, the reader is referred to [22℄.9.3.5 Example { Miroplane plastiity vs.marosopi plastiityFinally, the miroplane-based plastiity formulation and the invariant-based marosopiplastiity model will be ompared by means of the model problem of a plate with a holeas desribed in detail in [2℄. The aluminium plate, for whih a plane strain state is as-sumed, has a size of 200 � 200 mm2, while the radius of the hole is r = 10 mm. Theplate is loaded vertially under displaement ontrol with � �p, whereby �p = 100 MPa.The material is haraterized through a Young's modulus of E = 206900 N/mm2 and aPoisson's ratio of � = 0.29. Moreover, a perfetly plasti material behaviour is assumedwith f = ft = 450 N/mm2. Consequently, the mirosopi and the marosopi fritionoeÆient vanish identially as �ma = 0 and �mi = 0, while the marosopi and themiroplane-based yield strength take values of �ma = 259:81 N/mm2 and �mi = 111:80N/mm2. For the spatial disretization, 256 eight-noded �nite elements with a redued 2� 2 integration have been applied. Moreover, the spatial disretization of the solid anglehas been performed with nmp = 42 integration points as proposed in [5℄.
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Figure 9.8: Marosopi and mirosopi model { Load displaement urves.Figure 9.8 depits the resulting load-deetion urves of both simulations. The ritialload fator of the marosopi model �marit = 4:66 orresponds to the referene solutionaording to [2℄. Remarkably, the ritial load fator of the miroplane plastiity model�mirit = 4:30 is slightly lower. This di�erene is aused by the fat, that on several mi-roplanes, the yield ondition is violated before the yield stress is reahed marosopially.Then, a suessive onset of yielding an be observed on more and more miroplanes untilall planes of the orresponding integration point have �nally entered the plasti regime.Despite this slight di�erene, both models behave rather similarly.The related strain distributions at a top displaement of u = 0:0025 mm shown in Figure9.9 underline the similarity of the di�erent formulations. In both ases, plasti yieldingis initiated at the horizontal edges of the hole and a zone of loalized deformation formsunder an angle of 450 towards the loading axis. It should be mentioned, that for the sakeof simpliity, this omparison has only been shown for a rather simple material formula-tion. At the moment, more omplex studies involving pressure-sensitive materials are inprogress.9.4 Theoretial omparison of disreteand ontinuous modelsIt is apparent, that due to their omplexity the ombined beam-partile model and theenhaned general miroplane formulation presented in the previous setions, are not quitesuitable for a theoretial omparison in their present form.Therefore, we will fous on more simple models in this setion. We will ompare in ashemati way linear elasti and elasto-plasti disrete sphere models representing somekind of granular material with linear elasti and elasto-plasti miroplane models. First,the linear elasti form of the disrete sphere assembly approah is briey skethed, followedby a omparison with the linear elasti miroplane formulation by means of the basi on-stitutive equations. Afterwards the elasto-plasti enhanement of this basi disrete model
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Figure 9.9: Marosopi and mirosopi model { Strains in loading diretion.is shortly ommented and onfronted with the elasto-plasti miroplane formulation. Theomparison by means of the most important quantities and alulation formulae expressesthe good agreement among disrete and ontinuous models. In this ontext the miroplanemodel will be applied in its original formulation in terms of normal and tangential om-ponents only, not taking into aount the volumetri deviatori split. In this ontributionthe basi equations of both simpli�ed models are not derived. Instead a rather desriptivedisussion is given; for details it is referred to a reent publiation [20℄.In ontrast to the ombined beam-partile model introdued in setion 9.2, a three-di-mensional formulation for eah irular partile is applied here. We restrited ourselves togranular materials with an isotropi paking struture omposed by equally sized partileswith a onstant radius r, where for the sake of simpliity the rotations are negleted. Thepreviously disussed model in setion 9.2 an be haraterized as a speial and enhanedform of this simple model. Every partile within the disk assembly displaes due to auniform strain as the mean displaement �eld aording to Voigt's hypothesis. Therefore,any vetor l onneting two arbitrary points of the assembly is strained by the amount �l.In partiular, this relation holds for the relative displaement �l of the ontat vetor lwhih onnets the entres of mass of the two orresponding partiles in ontat as shownin Figure 9.10.PSfrag replaementsl �lNn�l�lTf f Tf Nn l
PSfrag replaementsl�lNn�l�lT f f T f NnlFigure 9.10: Normal and tangential displaement of ontat vetor.For the de�nition of the onstitutive behaviour at the ontat we use a linear Hertz on-tat law relating the normal and tangential ontat fores f N and f T , depited in Figure



Modelling of ohesive fritional materials 1519.10, right, to the normal and the tangential ontat displaements by introduing or-responding ontat sti�nesses kN and kT . Through the appliation of the priniple ofvirtual work ÆWma = ÆWmi to the granular assembly the ontat fores an be relatedto the marosopi stress tensor � within the onsidered representative volume V . Therelation between the overall stress and strain tensor then leads to the disrete fourth or-der onstitutive tensor of the material C. The analytial solution for the response of thesphere assembly an be derived by transforming the \disrete" stress tensor and the dis-rete onstitutive moduli into an integral form. Therefore an integral over the solid angle
, weighted by the number of ontats, is used. The orresponding ontat sti�nesses an�nally be formulated in terms of the marosopi Lam�e onstants � and �. An overview ofthe derived formulations onfronted with the orresponding formulations of a basi elastimiroplane model are shown in Table 9.1 and express the apparent similarities betweenboth models.granular assembly miroplane model�l =�lNn+�lT�lN=jjljjN : "�lT =jjljjT : " t" ="Nn+ "T"N =N : ""T =T : "f  =f Nn + f Tf N =kN�lNf T =kT�lT� = Nr2V � R [f  
 n℄sym d
 t� =�Nn+ �T�N =CN"N�T =CT"T� = 34� R [t� 
 n℄sym d
kN = 3V4Nr2 [2�+ 3�℄kT = 3V4Nr2 [2�� 2�℄C =Nr2V � R �kNN 
N + kTT T � T � d
 CN=2�+ 3�CT =2�� 2�C = 34� R �CNN
N + CTT T �T � d
Table 9.1: Comparison of linear elasti models.While the miroplane model is formulated in terms of strain and stress vetors, the spherepartile model is based on relative displaements and ontat fores. Consequently, thematerial parameters of the partile model an be interpreted as normal and tangentialontat sti�nesses, whereas the related miroplane parameters an be understood as nor-mal and tangential elasti moduli. In both ases the marosopi stress tensor is derivedthrough the priniple of virtual work, applied for the partile model on a representativevolume V of �nite size and for the miroplane model on the material point.Also for fritional materials, both models applied in the sense of elasto-plastiity show asimilar behaviour. The partile model is usually assoiated with Coulomb's frition lawfor ohesionless materials, whereas the yield funtion of the miroplane model an be in-trodued in a more general Druker-Prager based fashion. Therefore an additive split ofthe normal and tangential diretion of the relative displaement of the ontat vetor �l isapplied in the ase of the partile assembly. It inludes not only the di�erene of the normof the tangential stress and the normal stress weighted by the frition angle ', but also a



152 E. Ramm, G. A. D'Addetta and E. Kuhlgranular assembly miroplane model�l = �lNn + �lT�lN= �lelN + �lplN�lT = �lelT + �lplT t" = "Nn + "T"N = "elN + "plN"T = "elT + "plTf = fNn + fTfN = kN�lelNfT = kT�lelT� = Nr2V � R [f 
 n℄sym d
 t� = �Nn+ �T�N = CN"elN�T = CT"elT� = 34� R [t� 
 n℄sym d
� = f eq � 0f eq = jjfT jj � tan'fN � = �eq � Y � 0�eq= jj�T jj � tan'�N�_lplN= _ �N�_lplT= _ �T_ = jjljj=h [ �NCNN + �TCTT ℄ : _" _"plN = _ �N_"plT = _ �T_ = 1=h [ �NCNN + �TCTT ℄ : _"Table 9.2: Comparison of elasto-plasti models.yield stress, whih does usually not exist for the partile model. If both material modelsare written in a similar notation, the existing partile models for fritional sliding anbe interpreted as a speial ase of a non-assoiated plastiity formulation with the yieldfuntion �. Based on the introdution of plasti multipliers , a homogenized tangentoperator for the partile model an be derived in the same fashion as for the miroplaneplastiity model. The remarkable similarity of both formulations is doumented in Table9.2. For details of this derivation it is referred to [20℄.9.5 SummaryWe presented di�erent numerial approahes for the mesosopi simulation of geomate-rials. While the disrete ombined beam-partile model is thought as an abstration ofa lass of ohesive materials, the disrete sphere model desribes the behaviour of non-ohesive materials, like sand. In ontrast to this and although similar with regard to thetheoretial bakground, the appliation area of the ontinuous miroplane model is themesosopi simulation of ohesive-fritional materials, like onrete or ohesive soils. Inorder to demonstrate the apabilities of disrete models we performed numerial simula-tions of basi loading senarios and showed, that the ombined beam-partile model is ableto simulate the failure phenomena within the lass of ohesive materials. A omparisonof ompressive simulations with experimental observations taken from the literature ledto a reasonable qualitative agreement. Expeted failure pattern ould qualitatively bereprodued in a satisfatory manner in the examined ases.Within this researh projet, we aim at losing the gap between mesostrutural failuremehanisms and a homogenized marosopi simulation. Simulations of large samples
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10On the miromehanial modelling of themultipliative deomposition of the defor-mation gradient in �nite visoelastiityS. ReeseAG Numerishe Mehanik & SimulationstehnikInstitut f�ur MehanikRuhr-Universit�at BohumD-44780 BohumAbstrat. The material behaviour of rubber on miro level is usually desribed by means ofstatistial mehanis. In partiular, the Neo-Hooke model has been derived in this fashion.We show that a similar onept an be applied in order to inlude also visoelasti e�ets.This results in a ontinuum mehanial model of �nite visoelastiity whih is based onthe multipliative deomposition of the deformation gradient. Due to the latter aspet,the implementation of the model into a �nite element ode is suitably arried out in away analogous to �nite elastoplastiity. For the integration of the material equations forinstane, we use the exponential mapping algorithm whih has been proven to be veryeÆient from the omputational point of view. Test alulations show that the formulationis appropriate to model the physial behaviour in pratial appliations realistially. Alsothermomehanial oupling e�ets are inorporated.10.1 IntrodutionIt is well-known that methods of statistial mehanis are appropriate to desribe thethermo-elasti material behaviour of rubber-like polymers. See for example the derivationof the Neo-Hooke model (Kuhn [8℄, Treloar [24℄). More ompliated is suh a proedure, ifalso inelasti e�ets, e. g. visoelastiity, need to be inluded. An appropiate approah forthis purpose is the transient network onept (Green & Tobolsky [5℄) whih is based onthe assumption that hains are steadily breaking and reforming. The above authors haveutilized this idea in order to formulate a model of �nite linear visoelastiity. The latteraounts for large deformations but only small deformation rates. Thus, only proesseslose to thermodynami equilibrium an be onsidered.In this ontribution, we show how the transient network theory an be extended in orderto obtain a more general onept of visoelastiity. One important issue is that the newmodel is realisti also for states far away from thermodynami equilibrium. In ontrast to157



158 S. Reeseearlier approahes (see e. g. Simo [22℄, Holzapfel [6℄), it is based on deformation-like internalvariables. Cruial to the method is the fat that the transient network onept inludes theidea of a stress-free intermediate on�guration. This leads in the ontinuum mehanialontext diretly to the multipliative deomposition of the deformation gradient. Notethat in previous works, the multipliative split had the status of a purely ontinuummehanial assumption (see Sidoro� [21℄, Lubliner [13℄, Lion [10, 11℄, Reese & Govindjee[17, 18℄ and Kek & Miehe [7℄). Using the transient network theory, we are able tomotivate this approah on miromehanial level. This reveals an important analogy toommon models in �nite elastoplastiity. The latter are miromehanially motivatedby the observation that the deformation in single rystals an be deomposed into the(plasti) slip on the rystallographi slip planes and (elasti) lattie distortions and rigidrotations.The present model has the additional advantage that it an be easily extended to inludealso fully-oupled thermomehanial e�ets. It should be emphasized that the usual ther-momehanial split as proposed by Lu & Pister [12℄ is not appropriate. This is due to thefat that the energeti ontribution to the stresses is over-estimated, whereas the entropipart turns out to be negligible. It is, however, known from very early literature (see e.g. Kuhn & Gr�un [9℄, Treloar [24℄) that the stresses in rubber are mainly entropi. Wepropose in this work a proedure whih is onsistent with the previously disussed thermo-mehanial behaviour and is above that straightforward from the ontinuum mehanialpoint of view.Conerning the implementation of the model into a �nite element ode, one has to takespeial are of the time integration of the evolution equation in every Gauss point and thetime integration of the energy balane arried out on global level. The loal integration isarried out using the exponential mapping algorithm derived originally in the ontext ofelastoplasti problems (seeWeber & Anand [26℄). This algorithm has two main advantages.First of all, we an work with the spetral representation of the evolution equation whihleads to high omputational eÆieny in partiular for isotropi problems. Seondly, thealgorithm preserves the symmetry of the material tangent. Note that this would not bethe ase for the standard bakward Euler algorithm.Conerning the element formulation, we prefer isoparametri low-order elements due totheir robustness and simpliity. In order to avoid loking, a speial element tehnologybased on redued integration plus hourglass stabilization has been developed (see Reeseet al. [19, 20℄).The paper is strutured as follows. In Setion 10.2, we review the transient networktheory. The transition to the ontinuum mehanial level follows in Setion 10.3. Setion10.4 ontains the general inorporation of thermomehanial e�ets. In Setion 10.5, westate the weak form of the balane equation. The disussion of the numerial aspetsfollows in Setion 10.6. In the �nal setion, one example is presented in order to validatethe presented approah.



Miromehanial modelling of the multipliative split of the deformation gradient 15910.2 Miromehanial onsiderations10.2.1 Chain statistisIn ontrast to the standard stati network theory, the so-alled transient network theory isbased on the assumption that hains are steadily breaking and reforming. Thus, we havehains whih are elastially ative and inative. In order to make the di�erenes betweenthe two theories more lear, let us onsider a rheologial model with several parallel springs(see Figure 10.1). In the stati theory, these springs remain always intat. If the lengthis held onstant, onsequently, also the stress is onstant. The situation is di�erent inthe transient ase. It is a physially reasonable assumption that a hain reforms in thestress-free state. If we further assume that the total number of hains remains onstant,we observe a steady derease of the stress over time. This is the typial e�et of stressrelaxation.
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Figure 10.1: Relaxation test: (a) stati theory, (b) transient theory.To build up a statistial theory, one derives the probability for the end-to-end distane ofan average hain lying between r and r + dr (see Figure 10.2). The quantity l representsthe mean length of a hain segment. The propability density based on the Gaussiandistribution is given byp̂ (r) = � p3p2np� l�3 exp [� 3 r22n l2 ℄: (10.1)Aording to Boltzmann's law (k Boltzmann's onstant), the entropy of a single hainreads �i = k ln (p̂ (r) dV ) = eC � 32n l2 r2: (10.2)



160 S. ReeseNegleting the internal energy ei in the relation 	i = ei � � �i for the Helmholtz freeenergy (� absolute temperature), we ome to	i = 3�2n l2 r2 + C; (10.3)where C as well as eC denote onstants and n is the number of hain segments.
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Figure 10.2: Average hain.10.2.2 Stati network theoryThe next step is to derive the Helmholtz free energy for the whole network (for the wholeensemble of hains). We desribe the undeformed state of a rubber test piee with theoordinates x0, y0 and z0. If any hain in the network deforms like the bulk rubber (aÆnityassumption, see Figure 10.3), we obtain the oordinates for the deformed on�guration asx = �1 x0; y = �2 y0; z = �3 z0: (10.4)�A (A = 1; 2; 3) represent the strethes in the three prinipal diretions. Thus, in thedeformed on�guration, we may state r2 = �21 x20 + �22 y20 + �23 z20 , where �A (A = 1; 2; 3)represent prinipal strethes.
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L λ1L00Figure 10.3: Undeformed and deformed on�guration.



Miromehanial modelling of the multipliative split of the deformation gradient 161The free energy of the whole network is given by the relation 	 = R 	̂i (r) dN , where Nis the number of hains per referene volume. Using (10.3) and arrying out the latterintegration leads �nally to the well-known Neo-Hooke model	 = 12 N k�(�21 + �22 + �23): (10.5)If we exploit further the assumption of inompressibility �1 �2 �3 = 1 and investigate thespeial deformation state �2 = �3 = 1p�1 (uniaxial tension), we arrive at 	 = 12 N k�(�21+2�1 � 3). The Cauhy stress is then derived by� = �1 �	��1 = N k�(�21 � 1�1 ) = N k�(L2L20 � L0L ); (10.6)where L is omputed by L = �1 L0.10.2.3 Transient network theory (lassial onept)Consider now the transient network onept aording to Green & Tobolsky [5℄. The latterauthors start from the formula� = k� X(j) Nj (L2L2j � LjL ) := N k��L2q2 � mL�: (10.7)In the rheologial model (Figure 10.1b), the quantity Lj represents the length, for whihthe hain type j has reformed. Nj is the number of hains (per referene volume) belongingto hain type j. The omparison with (10.6) shows, that in the transient network theory,q2 and m take the plae of L20 and L0, respetively. Note that the \internal lengths" Ljrepresent additional unknowns whih have to be determined by additional equations. Forthis purpose, Green & Tobolsky [5℄ state an evolution law for the breaking of hains:_M = ��M ) M = M0 exp [�� (t� t0)℄: (10.8)In the latter formula, � denotes the probability per time inrement for the hain breakage,and M a ertain number of hains. Interestingly, � an be interpreted as the inverse of therelaxation time � . If the system relaxes immediately (� ! 0), the probability � goes toin�nity (Æt! 0) �!1). On the other hand, for very large relaxation times (� !1), �tends to zero. Green & Tobolsky [5℄ �nally end up with a stress relation whih is similar tothe ommon one-dimensional stress relation in linear visoelastiity. In order to reognizethis analogy, the term L2q2 � mL has to be identi�ed with the elasti logarithmi strain "e ="�"i " := ln�). In linear visoelastiity, the additive split of the linearized strain measure"L into elasti and inelasti parts is well aepted. Thus, interestingly, Green & Tobolsky'sapproah taitly implies the additive split of " = ln�. The latter results automatily intothe multipliative split of the streth �. But due to the fat that the evolution law for thehain breakage is linear their onept is only appropiate for appliations in �nite linearvisoelastiity, i. e. small perturbations away from thermodynami equilibrium. Moreover,the approah has been ahieved in the ontext of a one-dimensional onsideration. Forthe purpose of developing a �nite fully three-dimensional theory, several additional stepsare neessary.



162 S. Reese10.2.4 Transient network theory (new approah)We onsider now three deformation states, �rstly again the undeformed on�guration as inSetion 10.2.2. Seondly, we de�ne the oordinates of a so-alled intermediate on�gurationby xj = �1 j x0; yj = �2 j y0; zj = �3 j z0: (10.9)The intermediate on�guration for the hain type j represents the on�guration, in whihthis hain type has reformed (stress-free state). The general deformed on�guration isthen given by the oordinatesx = (�1 ��11 j )xj ; y = (�2 ��12 j ) yj; z = (�3 ��13 j ) zj : (10.10)If we arry out the same proedure as in Setion 10.2.2, we obtain the free energy of thetransient network with	 =X(j) Nj k�2 �(�1 ��11 j )2 + (�2 ��12 j )2 + (�3 ��13 j )2 � 3�: (10.11)Unknown (for eah hain type) are here still the number of hains Nj and the so-alled\internal" strethes �Aj (A = 1; 2; 3). Green & Tobolsky [5℄ ould have started also fromthis relation in order to derive (10.7). But at this point, we go beyond the work of thelatter authors. The new idea is to replae the dependene on Nj and �Aj (A = 1; 2; 3) bymeans of a distribution funtion f (�Aj; t). Then, we write for the free energy	 = Z �11 k�2 �(�1 ��11 j )2 � 1� f̂ (�1 j; t) d�1 j+Z �21 k�2 �(�2 ��12 j )2 � 1� f̂ (�2 j; t) d�2 j (10.12)+Z �31 k�2 �(�3 ��13 j )2 � 1� f̂ (�3 j; t) d�3 j ;where the distribution funtion ful�llsZ �A1 f (�Aj; t) d�A j = N̂ (t): (10.13)The integral gives the urrent number of hains per referene volume. Due to the fatthat the strethes �Aj desribe a ertain real but past on�guration, the internal stretheshave to lie in the interval [1; �A℄. The fat that we deal with isotropi material behaviour,is inluded by taking the same distribution funtion for eah diretion. The distribution,however, is time- as well as deformation-dependent.



Miromehanial modelling of the multipliative split of the deformation gradient 163In order to overome the diÆulty of �nding an appropiate distribution funtion, weagain onsider �rst the one-dimensional ase. In general, the distribution funtion in theundeformed on�guration will be desribed by (see also Figure 10.4)f̂ (�1 j; t0) =8<: N0 for �1 j = 10 else (10.14)
f f

t = 0 t > 0N0 N(t)

λ λ1 j 1 j1 λ11

f f

t = 0 t > 0N0

λ λ1 j 1 j11

N jFigure 10.4: Continuous and disrete distribution.Sine it is not possible to make any statement about the ontinuous distribution in thedeformed on�guration, we study rather the disrete ase. Physially, this means thatwe do not onsider every hain type seperately but inlude several hain types into a few\average" hain types. Consequently, the orresponding average intermediate on�gura-tion does not represent neessarily a real deformed state. The internal strethes of suh a�tive intermediate on�guration are denoted by �A? = �̂A? (t):
f̂ (�1 j; t) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

N1 for �1 j = 1N2 for �1 j = �1 :::N? for �1 j = �̂1 ? (t)N4 for �1 j = �1 :::0 else (10.15)
Working with a two-type model yields the free energy	 = N1 k �2 (�21 + �22 + �23 � 3) (10.16)+ N? k �2 ((�1 ��11 ? )2 + (�2 ��12 ? )2 + (�3 ��13 ? )2 � 3);where N1 as well as N? represent material parameters.For the purpose of an easier understanding of (10.16), we look at the rheologial modelplotted in Figure 10.5. The �rst part of (10.16) represents the free energy (strain energy)
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LL?Figure 10.5: Rheologial model for visoelastiity.in the upper spring. This term models the rate-independent part (equilibrium part) ofthe material behaviour. The seond part denotes the strain energy of the seond spring.The stress resulting from the latter ontribution is usually termed over-stress. Note thatthe rheologial model ertainly allows only a one-dimensional investigation. The presenttheory, however, is fully three-dimensional.10.3 Continuum mehanial modellingThe notion of a �tive average intermediate on�guration brings us already to the onti-nuum mehanial level. It is, however, still unlear for what kind of ontinuum mehanialmodel (10.16) stands for.In order to gain a better understanding of this point, let us start again from the purelyontinuum mehanial point of view. Using the onept of elasti isomorphism (see inthe ontext of elastoplastiity Bertram [1℄, Svendsen [23℄), we arrive at the Helmholtz freeenergy	 = 	̂1 (C;�) + 	̂? (F�T? �C � F�1? ;�): (10.17)In the latter relation, F? takes the role of an internal variable. Physially, the tensor F?represents the inelasti part of the deformation. The elasti part an be easily de�ned byFe := F � F�1? .In the ase of isotropi material behaviour, 	1 and 	? represent isotropi funtions of�, C and Ce := FTe � Fe, respetively. F? enters the formulation only via C? := FT? � F?.Thus, in the isotropi ase, C? is onsidered as internal variable. We end up with thefuntions	1 = 	̂1 (�21; �22; �23;�); (10.18)	1 = 	̂? ((�1 ��11 ? )2; (�2 ��12 ? )2; (�3 �3 ?)2;�): (10.19)It is not diÆult to see that (10.16) represents a speial ase of the ontinuum mehanialform in the isotropi ase. To be more preise, (10.16) is based on theGaussian distribution(10.1) and additionally on the assumption that the stresses are of purely entropi origin.



Miromehanial modelling of the multipliative split of the deformation gradient 165The last open point onerns the derivation of a physially reasonable evolution equationfor the internal variable C?. As usual, we have to hoose a form whih is thermodynam-ially onsistent. This means, it has to ful�ll the seond law of thermodynamis. Anappropiate evolution equation is for instane12 4be �b�1e = 13Vvol vol ���? + 12Vdev dev ���?; (10.20)where the Kirhho� stress tensor ���? is derived from (be := Fe � FTe )���? = 2be � �	?�be : (10.21)and 4be is given by4be:= be � F�T � _Ci � F�1 � be: (10.22)Vvol and Vdev represent the deviatori and the volumetri visosity, respetively. In the spe-ial ase of small deviations away from thermodynami equilibrium, the evolution equation(10.20) redues to_C? = 1� (C�C?): (10.23)But the main point is here that (10.16) implies on ontinuum mehanial level the multi-pliative deomposition of the deformation gradient. The appliation of this split in theontext of visoelastiity leads to a new lass of models whih have been shown to be wellsuited for experimental validation as well as for numerial alulations (see Lion [10, 11℄,Reese & Govindjee [18, 17℄, Kek & Miehe [7℄). For appliations in the ontext of porousmedia, in partiular polymer foams see the papers of Ehlers & Markert [3, 4℄.10.4 Thermomehanial e�ets10.4.1 Generalized approahIt has been shown in Setion 10.2 that negleting the internal energy leads to a lineardependene of (10.16) on the absolute temperature. This implies the statement that alsothe mehanial material parameters like the shear modulus or the bulk modulus dependonly linearly on the temperature. Experimental observations, however, show that thisassumption is not always realisti (Treloar [25℄, Nowinski [14℄). Chadwik [2℄ has derivedthe relation	 = 	0 ��0 + e0 (1� ��0 ) + Z ��0  (1� �e�) de�; (10.24)



166 S. Reesewhere the index 0 haraterizes quantities evaluated at an arbitrary referene temperature�0.  = �� �2	��2 denotes the heat apaity whih is usually assumed to be onstant. Then,only a linear dependene of the stresses on the temperature an be onsidered. Thus, inorder to inlude more general ases, the heat apaity must be deformation-dependent.Taking this into aount, we arrive at	 = ( ��0 + g+)	0 + (1� ��0 + h+) e0 + t 0; (10.25)where the short hand notationsĝ+ (�) := ĝ (�)� �g�� �����0(���0)ĥ+ (�) := ĥ (�)� �g�� �����0(���0) (10.26)t̂ (�) := ���0 �� ln ��0have been used. Appropiate hoies for the funtions g+ and h+ are for instaneg+ = a1�( ��0 )a2 � 1� (10.27)and h+ = b1�( ��0 )b2 � 1�: (10.28)See for more details Reese & Govindjee (1998 b).10.4.2 Thermomehanial splitIn many papers about thermomehanial models, the so-alled thermomehanial splitaording to Lu & Pister [12℄ is utilized. In the latter essay, the multipliative split ofF = FM � F� (10.29)into mehanial and thermal parts is arried out. The thermal part is de�ned by F� =(detF�) 13 1. For simpliity, we restrit ourselves in the following to thermo-elasti prob-lems. Many models are based on the assumption that 	 depends only on the mehanialpart of F through bM := FM � FTM. The entropy is then given by� = 23 �T �tr ��� : (10.30)The value of this expression is small in omparison with the ontribution from the internalenergy. Thus, we onlude that the thermomehanial split should be applied only in theontext of metals, where the energeti ontribution dominates the entropi part. Forrubber, however, the opposite is the ase, suh that one should rather take the generalizedapproah.



Miromehanial modelling of the multipliative split of the deformation gradient 16710.5 Weak form of balane equationsIn order to lose the system of equations, we still need to state the balane equations.Sine the balane of mass and the balane of angular momentum are loally ful�lled, wehave to formulate only the balane of linear momentum and the balane of energy in weakform. The weak form of the balane of linear momentum readsgM = ZBt 12 ��� : (F�T � ÆC � F�1) dv � ZBt � �u � Æu dv + gextM = 0: (10.31)The quantity � �u represents the inertia fore per referene volume. Moreoever, the shorthand notation gextM has been used to indiate the ontribution of the external loading. Thethermomehanial oupling, merely the inuene of the temperatur on the deformation,is visible in the temperature dependene of the Cauhy stress tensor ���.The weak form of the balane of energy is written asgT = ZBt q � grad Æ� dv+ZBt (�wint + wext �  _�) Æ� dv (10.32)�Z�Bq q � n Æ� da = 0;where q represents the spatial heat ux and wint and wext denote short hand notations fortwo energy dissipation terms whih are not spei�ed here further. The thermomehanialoupling, i. e. the inuene of the temperature on the deformation, is here inluded inthe deformation dependene of the dissipation terms and the heat apaity as well as thefat that the spatial heat ux depends on the spatial temperature gradient. Due to thedeformation dependene of the dissipation terms we observe espeially in the ase of yliloading the typial thermomehanial heating.10.6 Numerial aspetsThe material modeling takes plae exlusively on loal level (Gauss point level). Note thatfor the integration of the evolution equation, we apply the exponential mapping algorithmaording to Weber & Anand [26℄. Conerning the �nite element formulation, we have atevery node displaement degrees-of-freedom as well as one temperature degree-of-freedom.Aordingly, on the boundary not only fores and displaements but also heat uxes andtemperatures are presribed.On global level we arrive at the semi-disrete oupled initial boundary-value-problemR̂M (V M ;V T ) +M �V M = P̂M (t)R̂T (V M ;V T ; _V M ; _V T ) = P̂ T (t) (10.33)



168 S. Reesewhere the vetors RM and RT ontain the mehanial and thermal ontributation to thevetor of inner \fores", respetively. Analogously, the mehanial and thermal degrees-of-freedom are written into the vetors V M and V T , respetively. PM and P T are loadvetors and M represents the mass matrix. The inertia terms an be negleted for thepresent appliations suh that (10.33) redues to a oupled di�erential equation system of�rst order. After having arryied out the time disretization by means of an appropiatemethod (here the bakward Euler algorithm is used), we obtain a non-linear equationsystem for V M and V T . We use the Newton's method to solve this system. Note,however, that due to the thermomehanial ontributions, the tangential sti�ness matrixis not symmetri.10.7 ExampleRubber-like materials are often used for bearings. The sti�ness of suh onstrutions isommonly inreased by steel layers. For both parts of the free energy, 	1 and 	?, wetake the Ogden form (see e. g. Ogden [15℄). The material parameters are given in Reese[16℄.The �rst example is the 2D bearing plotted in Figure 10.6. The displaements are fullyonstrained at the bottom of the struture. At the top, we ontrol the horizontal dis-plaement (sinusoidal loading). The top plate is allowed to move in vertial diretion.(a)
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Figure 10.6: (a) Geometry and boundary onditions for 2D bearing, (b) deformed system.We study the evolution of the temperature for two di�erent loading frequenies. In the �rstalulation, we hoose f suh that 1 s for one yle is needed. Thus, after approximately 20



Miromehanial modelling of the multipliative split of the deformation gradient 169yles, we are in the range of the relaxation time (� = 20:8 s). This means, that in the 1.,3. and 7. yle, the inelasti deformation in the rubber parts has not been fully developed
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Figure 10.7: (a-) Temperature evolution for f = 1Hz, (d) aumulated plasti strain �in the steel layers.



170 S. Reese(Figure 10.7). The temperature remains relatively low. The steel layers, however, showalready notieable plasti deformation. Therefore, the temperature inrease onentrateson these parts of the onstrution.
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Figure 10.8: (a-d) Temperature evolution for f = 0:2Hz.



Miromehanial modelling of the multipliative split of the deformation gradient 171If we hoose a smaller frequeny (f = 0:2Hz), the range of the relaxation time is alreadyreahed after about four yles. Then, the inelasti deformation in the rubber beomesrelevant, and, onsequently, the temperature in the rubber parts inreases notieably(Figure 10.8). In ontrast to the �rst alulation, the heating in the rubber beomesdominant. The steel shows the same behaviour as before, whih is ertainly due to thefat that the latter material behaviour is rate-indenpent and thus independent of theloading rate.10.8 ConlusionsIn the present paper, we have shown that the transient network theory develops into aontinuum mehanial theory of visoelastiity based on the multipliative deompositionof the deformation gradient. Thus, this kind of split, whih had to be onsidered before asa purely onsitutive assumption, an be motivated on miromehanial level. The result-ing model aounts for large deformation as well as large deformation rates. It thereforerepresents a true �nite model for visoelasti material behaviour. Important is also, thatthermomehanial oupling phenomeno an be inorporated in a thermodynamially on-sistent way. Experimental validation of suh a model has been arried out by Lion [10, 11℄.Important issues onerning the numerial implementation are the hoie of the time stepand the �nite element formulation. For the latter we use a reently developed stabilizationtehnique whih avoids loking ompletely.Bibliography[1℄ A. Bertram. Desription of �nite inelasti deformations. In A. Benallal, R. Billardon,and D. Marquis, editors, MECAMAT '92, Multiaxial Plastiity, pages 821{835. 1993.[2℄ P. Chadwik. Thermomehanis of rubberlike materials. Philosophial Transationsof the Royal Soiety of London, Series A, 276:371{403, 1974.[3℄ W. Ehlers and B. Markert. Modelling of visoelasti foams at large deformations. InA. S. Khan, H. Zhang, and Y. Yuan, editors, Plasti and visoplasti response of ma-terials and metal forming, pages 128{130. Neat Press, Maryland, 2000. Proeedingsof PLASTICITY 2000.[4℄ W. Ehlers and B. Markert. Numerial alulation of polymeri foams under quasi-stati and dynami load. Beriht aus dem Institut f�ur Mehanik (Bauwesen), Nr.00-II-10, Universit�at Stuttgart, 2000.[5℄ M. S. Green and A. V. Tobolsky. A new approah to the theory of relaxing polymerimedia. J. Chem. Phys., 14:80{92, 1946.[6℄ G. Holzapfel. On large strain visoelastiity: ontinuum formulation and �nite ele-ment appliations to elastomeri strutures. Int. J. Numer. Methods Engng., 39:3903{3926, 1996.
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11Mixed ontinuum-atomisti analysisof single rystalsR. Sunyk und P. SteinmannLehrstuhl f�ur Tehnishe MehanikUniversit�at KaiserslauternD-67653 KaiserslauternAbstrat. Continuum-atomisti models ombine atomisti features like pair potentialsand lattie-strutures with lassial �eld approahes from ontinuum mehanis. Thus theymay be onsidered as a mixed sale method, whereby the atomisti sale is typially in theorder of nm, whereas the ontinuum sale is in the order of mm. In this ontribution weinvestigate the inuene of the atomisti features on the ontinuum response, espeiallywith respet to the failure harateristis in terms of the loalization tensor.11.1 IntrodutionDuring reent years many publiations related to omputational material siene high-light the same trend: the investigation of the marosopi behaviour of solids using semi-empirial energy potential funtions stemming diretly from lattie statis or dynamis,see e.g. Shenoy et al. [11℄ or Nakane et al. [7℄. Thereby, the ontinuum quantities suhas the stress tensor or the tangent operator an be represented in terms of the deriva-tives of these potentials, see e.g. by Tadmor [14℄. In this paper we study the materialresponse during homogeneous deformations under onsideration of the rystal strutureby the mixed ontinuum-atomisti approah referred to above. Thereby, we investigatethe appearane of strain loalization during an inremental loading history whih an beexpressed in terms of the loss of elliptiity of the appropriate quasi-stati �eld equations.In setions two and three we summarize the main features of lassial lattie statis with ashort remark on some well-known pair-potentials together with a review of the ontinuummehanis framework. In setion four we desribe the mixed ontinuum-atomisti modelemployed in this study. Setion �ve ontains the derivation of the loalization onditionand ompletes the theoretial onsiderations. The omputational examples are given insetions six. Setion seven represents results of the omputation of marosopi failuresurfae based on the derived loalization riterion. Conlusions in setion eight lose thispaper. 175



176 R. Sunyk and P. Steinmann11.2 Atomisti onstitutive modellingTo set the stage we give a short review of the diret atomisti approah, whereby we re-strit ourselves to lassial lattie statis. For an overview on di�erent approahes towardsnanomehanis we refer to Ortiz & Phillips [8℄. We onsider a rystallite body onsistingof N interating atoms. The kinematis are then typially represented by the distanevetors between two atoms labelled i and j, i.e. Rij and rij in the material and in thespatial on�guration, respetively.Rij = Ri �Rj rij = ri � rj with rij = jrijj (11.1)whereby 'i(Ri) denotes a non-linear disrete map, see �g. 11.1 There are many well-known
i

j

i

j

R i

ij
R

jr

ri

r
ij

R
j

PSfrag replaements C0 Ct'i(Ri)
Figure 11.1: Referene C0 and urrent Ct rystal lattieempirial energy funtions desribing the inter-atom interation. In their simplest formthese empirial potentials ontain only pair-wise interations �. Well-known examples forthis type are e.g. Morse, Bukingham and Lennard-Jones potentials, whih are funtionsof only relative distanes r = jrj between two atoms. For instane, the elebrated Lennard-Jones potential has the format�(r) = 4" �h�r i12 � h�r i6� (11.2)with " and � denoting parameters to be �tted. Thus, the energy ontribution of the atomi an be represented as a sum over pair-wise interations of this atom with all other atomsin the bodyEi = 12Xj 6=i �(rij) � 12Xj 6=i �ij (11.3)Clearly, more sophistiated models are oneivable and indeed neessary. For examplemany important properties of real solids are determined by their eletroni struture.Therefore, it is very signi�ant to inlude the dependene of the interation energy onquantum mehanial e�ets. This problem has been treated e.g. in the work of Daw &Baskes [1℄, who developed the Embedded Atom Method (EAM). Here eah atom in asolid is viewed as an impurity embedded in the host onsisting of all other atoms. Therebythe energy Ei of the i�th atom onsists of two di�erent terms: 1) the embedding energy�Ei(�i) of atom i, see Puska et al. [9℄, i.e. the energy of the atom in a uniform eletron gas



Mixed ontinuum-atomisti analysis of single rystals 177relative to the atom separated from the eletron gas, and 2) the ontributions �(rij) ofthe inter-ion interations. It an be represented as followsEi = �Ei(�i) + 12Xj 6=i �(rij) with �i =Xj 6=i ��j(rij) (11.4)The embedding energy depends on the host eletron density �i at the position ri beforethe atom i has been embedded and is an impliit funtion of the relativ distanes rij ,onsequently Ei is a funtion of these distanes, too. Nevertheless, for the purpose oftranspareny we restrit ourselves in this work to only pair-wise inter-atomi interations,thus all subsequent formulae are given under this limitation. In partiular, without loss ofgenerality, we will use the simple Lennard-Jones potential for the sake of demonstration.Finally, the total energy Etot an be represented as a sum over all atomi ontributionsEtot =Xi Ei (11.5)Then the derivative of the total energy Etot with respet to the position vetor ri of thei�th atom yields the fore f i ating on this partiular atom due to the interations withall other atomsf i = �Etot;ri =Xj 6=i f ij with f ij = ��0ijrij rij ; (11.6)whereby the prime (�)0 denotes the derivative of (�) with respet to rij. This relationrepresents the underlying onstitutive law of lassial lattie statis based on only pair-potential interations. Please note that here the summation onvention is not adoptedto quantities related to atomistis. The priniple of the minimum of the total energyrepresenting the global equilibrium results loally in the equilibrium at eah atomEtot +�ext �! min () Xj 6=i f ij + fexti := 0 (11.7)with external fore f exti ating on the atom i. Within an iterative solution strategy, theseond derivative of the total energy Etot with respet to rj is needed. This results in theatomi level sti�ness kij , whereby we obtain the partiular resultkij = �Etot;rirj = �0ijrij I + "�00ijr2ij � �0ijr3ij # rij 
 rij (11.8)It is remarkable that for the speial ase of pair-wise interations the diagonal elements kiiof the total sti�ness matrix an be represented as a sum over orresponding o�-diagonalelements kijkii = �Etot;riri = �Xj 6=i kij: (11.9)Thereby the bandwidth of the atomi level sti�ness is related to the ut-o� radius r thatwill be disussed in detail later.



178 R. Sunyk and P. Steinmann11.3 Continuum onstitutive modellingIn this setion, we give a short desription of the ontinuum mehanis framework. In thisapproah, the body is de�ned by a olletion of material points. The non-linear deformationmap '(X) relates the material plaementX to the spatial plaement x = '(X), see upperpart of the �g. 11.2. Thereby, the deformation gradient F de�nes a linear tangent mapand is given by the two-point tensorF = �'(X)�X (11.10)Then for hyperelasti material response, the strain energy W per unit volume in thematerial on�guration is a funtion of the deformation gradient F and the position vetorX in the material on�guration, i.e.W =W (F ;X) (11.11)Note that the last dependene orresponds to the subsript i of the i�th atom's energywithin the atomisti approah. The strain energy is usually de�ned phenomenologiallybased on an appropriate set of invariants of the right Cauhy-Green tensor C = F t � F .Based on this lassial set-up, the onstitutive law results from the �rst derivative of thestrain energy with respet to the deformation gradient and renders the �rst Piola-Kirhho�stress tensor � t, whih is again a two-point tensor� t = �W�F (11.12)We reall that the �rst Piola-Kirhho� stress tensor enters the appropriate balane ofmomentum, whih reads in the quasi-stati aseDiv�t = 0: (11.13)Finally, linearization of the stress tensor yields the fourth-order tangent operator L, whihrelates the inrement in � t to the inrement in FL = �2W�F 
 �F with d� t = L : dF (11.14)11.4 Continuum-atomisti onstitutive modellingNext we pursue a desription of a mixed ontinuum-atomisti approah whih is e.g.employed among other, more sophistiated onepts by Tadmor et al. [14, 15, 11℄. The keyidea is to replae the phenomenologial marosopi energy W by appropriate atomistipotentials. This step allows in a natural way to onsider a real rystal struture with theappropriate anisotropi energy density in the ontinuum mehanis setting. In the sequel,we will denote this model as ontinuum-atomisti model. The entral idea is to onsiderhomogeneous deformations of an in�nite representative rystallite, whereby the kinematirelation is given by the so alled Cauhy-Born rule, see Milstein [6℄, Eriksen [3℄, Tadmor[14℄ , Dluzewski & Trazykowski [2℄. Here it is assumed that the lattie vetors rij of the
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Figure 11.2: The Cauhy-Born rule for the ase of homogeneous deformationspatial on�guration result from the orresponding Rij in the material on�guration bythe appliation of the loal deformation gradient, see �g. 11.2,rij = F �Rij (11.15)Then, the energy ontribution Ei of the atom i depends only on relative distanes rijbetween this atom and all other atoms and an formally be represented as a funtion ofthe deformation gradient and the lattie vetors Rij in the material on�gurationEi = 12 Xj 6=i �(jrijj) = 12 Xj 6=i �(jF �Rij j) = 12 Xj 6=i �ij(F ) (11.16)Here the onstant distane vetors Rij are given and depend only on the underlying ry-stal struture. Thus, eah point of the ontinuum is modelled by an in�nite rystal, whihdeforms homogeneously. In pratise the ut-o� radius r limits the extension of the partof the rystal that has to be onsidered.The next important step is to �nd a orrespondene between an atomisti energy funtionEi and a spei� strain energy W . By the assumption that the individual atomi ontri-butions to the total energy an be de�ned and that the energy of eah atom i is uniformlydistributed over the volume V of its Voronoi polyhedron, see Tadmor [14℄, both energiesan be related as followsW =W (F ;X) = EiV = 12V Xj 6=i �ij(F ) (11.17)As soon as this orrespondene is established the remaining proedure is the same as forthe ontinuum formulation. The onstitutive law given by eq. (11.12) results in� t = �W�F = 12V Xj 6=i f ji 
 Rij (11.18)



180 R. Sunyk and P. Steinmannwith the onsequent symmetry for the spatial Kirhho� stress� t =� t � F t = 12V Xj 6=i f ji 
 rij (11.19)Likewise the fourth order tangent operator given by eq. (11.14) takes the formatL = �2W�F 
 �F = 12V Xj 6=i kij 
 [Rij 
Rij ℄ (11.20)Here f ji = �f ij and kij are de�ned as in (11.6) and (11.8), respetively 1. It is remarkablethat the quantities whih are de�ned for the underlying atomisti model show up in asimple format in the relations for � t and L.11.5 Loalization analysisLoalization is essentially a transition from a spatially homogeneous to a spatially onen-trated inhomogeneous deformation state. The appearane of narrow zones of aumulatedinelasti deformations usually aompanies this proess, whereby other parts of the bodyan simultaneously exhibit unloading. Conerning the hierarhy of failure we note that fordi�use failure both the veloity and veloity gradient remain ontinuous �elds[[ _'℄℄ = 0 and [[ _F ℄℄ = 0 (11.21)In ontrast to this, for loalized failure we may onsider disontinuities of ertain �eldvalues. Thereby, the appearane of a disontinuity of the veloity gradient (weak dison-tinuity, see e.g. Rie [10℄)[[ _'℄℄ = [[ _F ℄℄ 6= 0 (11.22)orresponds to the loss of elliptiity of the appropriate quasi-stati �eld equations aor-PSfrag replaements mB� n = F �t�NjF �t�N jB+ Figure 11.3: Zone of loalized inelastideformation in the spatial on�gurati-on; m and n denote the polarizationvetor and the normal to the loaliza-tion surfae, respetivelyding to the lassi�ation of partial di�erential equations. Here a jump of a �eld quantity[[�℄℄ = (�)+ � (�)� is de�ned as a di�erene between the magnitudes of this value on the1The non-standard dyadi produt 
 emerging in eq. (11.20) is introdued for seond ordertensors A, B and C as[A
B℄ : C = A �C �Bt and C : [A
B℄ = At �C �B



Mixed ontinuum-atomisti analysis of single rystals 181positive and negative side of the failure surfae. The onept of strong disontinuity statesa more general kinemati approah assuming the disontinuity of both the veloity andthe veloity gradient �elds[[ _'℄℄ 6= 0 and [[ _F ℄℄ 6= 0; (11.23)see e.g. Steinmann et al. [13℄. The strong disontinuity ase an be redued to the weakdisontinuity by introduing a regularization method, see Steinmann [12℄. Therefore, weonsider here only the ase of the weak disontinuity.A presene of a disontinuity in the veloity gradient tensor is then expressed kinematiallyaording to Maxwell's onsisteny ondition (Maxwell [5℄, Truesdell et al. [16℄) as a rankone tensor weighted with a jump magnitude �[[ _F ℄℄ = �m
N (11.24)Herem denotes the jump or rather polarization vetor in the spatial on�guration and Nrepresents the normal to the failure surfae onveted bak to the material on�guration,see �g. 11.3. The equilibrium ondition aross the failure surfae requires ontinuity of thenominal tration vetor t0. By appliation of the Cauhy theorem this ondition results in[[ _t0℄℄ = _t0+ � _t0� = 0 =) [[ _t0℄℄ = [[ _� t℄℄ �N = [[L : _F ℄℄ �N = 0 (11.25)with� t and L as given in eq. (11.12) and (11.14), respetively. Under the assumption of aontinuous tangent operator (so alled linear omparison solid, see e.g. Hill [4℄, resulting inthe so alled ontinuous bifuration) we obtain from eq. (11.24) and (11.25) the followingloalization ondition in terms of an eigen-value problem for the loalization tensor q[L : [m
N ℄℄ �N = q(N ) �m = 0 with qpr = LpQrSNQNS (11.26)Thus, the appearane of non-zero solutions of eq. (11.26) indiates the possibility of strainloalization. The homogeneous equation system renders non-trivial solutions if the deter-minant vanishes. Therefore the loalization ondition an be redued todet q(N ) = 0 () loss of elliptiity, possible disontinuities in [[ _F ℄℄ (11.27)The fat that det q(N ) beomes zero or negative thus orresponds to the possible our-rene of loalization in the form of ontinuous bifuration. Therefore the sign-hange ofdet q(N ) must be heked during an inremental load history for all spatial diretions N .The orresponding stress is the ritial stress and N rit determines the failure diretionorresponding to N rit = argmin fdet qg. Finally, the loalization tensor q takes an espe-ially simple and elegant form within the framework of the ontinuum-atomisti approah.By substitution of the tangent operator L in expression (11.20) into the de�nition of theloalization tensor (11.26) we obtainq = 12V Xj 6=i qij with qij = [Rij �N ℄2 kij (11.28)Thus, the loalization tensor in this ase onsists of the weighted sum over atomisti levelsti�nesses. This statement is supported by the fat that for the dynami ase on the onehand the loalization tensor desribes wave propagation in ontinuous media, whereas theatomisti level sti�ness does the same for disrete media.



182 R. Sunyk and P. Steinmann11.6 ExamplesTo illustrate the developments disussed above we apply two di�erent homogeneous de-
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Figure 11.4: The undeformed rystallite (on the left side) with the ellipse ontainingatoms from the ut-o� sphere of the deformed rystallite (on the right side); for both, theundeformed and deformed rystallite atoms have idential arrangements orresponding tothe �rst and seond minimum of the strain energy density W , see �g. 11.5formations to the (111)�plane of f�type rystals and study the behaviour of theloalization tensor as a funtion of rystal diretions and applied deformation. In ouromputations, we use the sublimation energy and lattie onstant of aluminium, Es =3:58 eV = 0:574nN nm and r0 = 0:286nm respetively to �t the parameters " and � ofthe Lennard-Jones potential. For a ut-o� radius r = 5r0 we obtain " = 0:17nN nm and� = 0:257nm. The area of the Voronoi ell results from simple geometrial onsiderationsin V = 0:142nm2. In the plane we set N = os� e1 + sin� e2.11.6.1 Simple shearThe simple shear deformation is haraterized by the deformation gradient F = I + [e1 
 e2℄ with the unit tensor I and the shear number  = tan�, see �g. 11.2, wherebyei denote the artesian unit vetors. During the deformation atomi planes (or atomirows for the planar ase) slip relatively to eah other and the atomisti arrangement ofthe undeformed on�guration repeats itself periodially, see �g. 11.4. Therefore we expeta periodial behaviour of the strain energy density and stress tensor omponents. Indeed,this periodiity an be obtained by omputing the atual neighbours ontained in theut-o� sphere after every load inrement, see �g. 11.5. It is expeted that the determinantof the loalization tensor det q has a periodial behaviour too. Two det q vs. � urvesorresponding approximately to two minima of the strain energy density are omparedwith a third urve for an arbitrary value of the shear number  in �g. 11.7. Whereasthe �rst two urves are similar, the third urve shows an absolutely di�erent behaviour.It is remarkable that all the urves have a loal extremum for � orresponding to thenormals to the slip diretions in the (111)�plane. For instane, N =̂[os 150Æ sin 150Æ℄is the normal to the slip diretion [101℄, see �g. 11.8. The obtained results depend onthe orientation of the representative rystallite. For example, rystallites rotated by 60Ærelatively to the original rystallite yield neessarily the idential results due to symmetry.
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Fig. 11.6 ompares strain energy densities and the shear stresses of the Kirhho� stresstensor for unrotated rystallites and rystallites rotated by 30Æ.11.6.2 Uniform extension without lateral ontrationWe onsider the deformation gradient F = I + [� � 1℄ e2 
 e2 for uniform extensionwithout lateral ontration with the unit tensor I and the streth �. This deformationis not as spetaular as the simple shear deformation sine it yields no periodiity in theappropriate quantities. The strain energy and the omponents of the Cauhy stress tensor� = �=detF are displayed simultaneously with the values of min fdet qg in �g. 11.10.
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The fat that a sign-hange of min fdet qg orresponds approximately to the maximumtension stress �22 is in a good agreement with theoretial expetations. Fig. 11.9 showsa det q vs. � urve for the value of the streth � lose to the point of the sign-hange ofdet q.11.7 Computation of failure surfaeWe make use of the derived loalization riterion (11.28) with the ontinuum-atomistiapproah in order to obtain marosopi failure surfaes for single rystals. The followingow hart an be proposed for the omputation of a single point of the failure surfae inthe prinipal stress spae.1. De�ne Atomisti Arrangement (Struture, Rotation)2. De�ne Polar Angle  in Prinipal Stress Spae3. Set � pr = n�� �os 00 sin �4. Compute Deformation Gradient F :12V Xj 6=i f ji(F ) 
 rij � � pr �! min5. Compute Determinant of Loalization Tensordet q(N ) = det 12V Xj 6=i [Rij �N ℄2 kij(F )
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Mixed ontinuum-atomisti analysis of single rystals 18711.8 Summary and onlusionWe have reviewed a formulation of the mixed ontinuum-atomisti approah based on thesubstitution of a phenomenologial strain energy density by an atomisti energy funtionstemming from diret atomisti onsiderations. We have derived a loalization onditionin form of the vanishing determinant of the loalization tensor and obtained the expliitformat of this tensor for the ontinuum-atomisti approah. We have emphasized thatwithin this mixed approah marosopi �eld values suh as the stress tensor, the fourthorder tangent operator and the loalization tensor are determined by disrete atomi levelfores and sti�nesses. Moreover we have applied several plane homogeneous deformati-ons suh as simple shear and uniform extension to the (111)�plane of f�type rystalsand investigated the orresponding loalization riterion. The results we obtained are in agood agreement with theoretial expetations. For instane, the appearane of loalizatione�ets depends heavily on the orientation and thus on the anisotropy of the representa-tive rystallite. In partiular, failure diretions oinide with expeted slip diretions off�type lattie. Finally, the derived loalization ondition determined by the proper-ties at the atomisti sale is applied to ompute failure ondition for single rystals atthe ontinuum sale. The ondition an simultaneously be viewed as a ondition of �rstdisloation nuleation. Clearly, the obtained results shall not be seen as yet ompletedframework, but rather as an aademial example whih shows the diretion and potentialof our further researh.Bibliography[1℄ M. S. Daw and M. I. Baskes. Semiempirial, quantum mehanial alulation ofhydrogen embrittelment in metals. Phys. Rev. Lett., 50:1285, 1983.[2℄ P. Dluzewski and P. Trazykowski. Interatomi potentials and �nite element mo-delling of stress distribution in epitaxial layers. Proeedings on the 5th EuropeanMehanis of Materials Conferene Delft, 2001.[3℄ J. L. Eriksen. Phase Transformations and Material Instabilities in Solids. New York,Aademi Press, 1984.[4℄ R. Hill. A general theory of uniqueness and stability in elasti-plasti solids. J. Meh.Phys. Solids, 6, 1958.[5℄ C. Maxwell. Treatise of Eletriity and Magnetism. Oxford, Clarendon, 1873.[6℄ F. Milstein. Mehanis of solids. Oxford, Pergamon Press, 1982.[7℄ M. Nakane, K. Shizava, and K. Takahashi. Mirosopi disussions of marosopibalane equations for solids based on atomisti on�gurations. Arhive Appl. Meh.,70:533{549, 2000.[8℄ M. Ortiz and R. Phillips. Nanomehanis of defets in solids. Adv. Appl. Meh.,36:1{71, 1999.[9℄ M. J. Puska, R. M. Nieminen, and M. Manninen. Atoms embedded in an eletrongas: Immersion energies. Phys. Rev., B 24:3037, 1981.
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12Analogiebetrahtungen f�ur mikropolareKontinua mit Anwendung auf denBiaxialversuhW. Volk1, S. Diebels2, M. L�atzel3 und S. Luding31W. Volk, Voitstr. 4, D-80637 M�unhen2Institut f�ur Mehanik (Bauwesen), Universit�at Stuttgart, D-70569 Stuttgart3Institut f�ur Computeranwendungen 1, Universit�at Stuttgart, D-70569 StuttgartZusammenfassung. Die makroskopishe Beshreibung von lokal diskontinuierlihen Sy-stemen (z. B. Granulaten) erfordert die Erweiterung der klassishen Kontinuumstheorie,um makroskopishe Ph�anomene zu erfassen, die durh die Mikrostruktur hervorgerufenwerden. Im vorliegenden Artikel werden zus�atzlihe rotatorishe Freiheitsgrade im Sin-ne einer Cosserat-Theorie eingef�uhrt und die zugeh�origen mikropolaren Materialparame-ter durh einfahe Analogiebetrahtungen mit mikroskopishen Gr�o�en in Verbindung ge-braht. Shlie�lih werden mit Hilfe der diskreten Elementmethode die �Uberlegungen an-hand des Biaxialversuhs veri�ziert.12.1 EinleitungDie Ber�uksihtigung von Mikrostrukturen in der makroskopishen Beshreibung von ver-shiedensten Materialien, z. B. von Granulaten, Kristallen, Sh�aumen oder biologishenGeweben ist derzeit ein sehr wihtiges und popul�ares Forshungsgebiet der Materialtheo-rie.Es gibt jedoh sehr untershiedlihe M�oglihkeiten die heterogene Mikrostruktur f�ur ho-mogenisierte makroskopishe Sto�gesetze in Betraht zu ziehen. Ein direkter Zugang istder sogenannte "Mikro-Makro-�Ubergang\, der beispielsweise f�ur kristalline Strukturen er-folgreih angewendet wurde, vgl. Shr�oder [20℄ und die darin zitierte Literatur. DieseVorgehensweise bietet sih in erster Linie f�ur periodish wiederkehrende Mikrostrukturenan, die im Detail bekannt sind.Bei stohastishen Mikrostrukturen (z. B. Granulate oder Sh�aume) ist es mit gro�enShwierigkeiten verbunden, ein mikroskopishes Randwertproblem zu formulieren und zul�osen. Aus diesem Grund ersheint es vielversprehend, f�ur diese Klassen von Materiali-en, den �Ubergang von der Mikro- zur Makroebene niht explizit, sondern virtuell durh-189



190 W. Volk, S. Diebels, M. L�atzel und S. Ludingzuf�uhren und hierauf aufbauend erweiterte kontinuumsmehanishe Modelle mit zus�atzli-hen Freiheitsgraden und Materialparametern zu erhalten. Exemplarish sei an dieser Stel-le die Arbeit von Ehlers [10℄ f�ur ges�attigte bzw. teilges�attigte por�ose Materialien erw�ahnt.Der n�ahste Shritt ist die Existenz mikroskopisher Rotationen, die eine Einf�uhrungzus�atzliher rotatorisher Freiheitsgrade auf der Makroebene motiviert, welhe aber auheinfah durh die diskontinuierlihe Mikrostruktur motiviert werden k�onnen. Diese Ideegeht auf eine Arbeit der Gebr�uder Cosserat [5℄ zu Beginn des 20. Jahrhunderts zur�uk.Hierauf aufbauend ist es erforderlih, die Kinematik sowie die Bilanzaxiome zu erweitern,vgl. z. B. Besdo [1℄, Eringen & Kafadar [14℄, de Borst [3, 4℄, Steinmann [21, 22℄, Diebels& Ehlers [9℄, Ehlers & Volk [12℄, Volk [25℄ und Diebels [7, 8℄.In der vorliegenden Arbeit werden die vorgestellten Ans�atze zur Ber�uksihtigung der Mi-krostruktur in einer makroskopishen Beshreibung miteinander verkn�upft. Anhand ein-fahster Ersatzmodelle werden durh Analogieshl�usse die makroskopishen Materialpa-rameter der Cosserat-Theorie mit mikroskopishen Einu�gr�o�en in Verbindung gebrahtund diese Zusammenh�ange mit Hilfe des Biaxialversuhs veri�ziert. Zudem k�onnen dieMaterialparameter durh die beshriebene Vorgehensweise neu interpretiert werden.Der Biaxialversuh wird unter Anwendung des sogenannten diskreten Elementmodells(DEM) (Cundell & Strak [6℄ und L�atzel et al. [17, 18℄) und De�nition der kontinuums-mehanishen Gr�o�en durh Mittelung �uber die beshreibenden mikroskopishen Gr�o�enbeshrieben. Eine detaillierte Beshreibung der Simulationsmethode und des hier verwen-deten Biaxialversuhs kann dem Artikel von S. Luding und H. J. Herrmann im vorliegendenBuh entnommen werden.12.2 KinematikIm folgenden Kapitel werden die kinematishen Grundlagen eines leeren, mikropolarenFestk�orperskeletts in aller K�urze vorgestellt. Dabei erfolgt eine Beshr�ankung auf dengeometrish linearen Bereih. Die Darstellung folgt eng der Shreibweise und Argumenta-tionskette von Diebels [7, 8℄, Diebels & Ehlers [9℄, Ehlers & Volk [12℄ und Volk [25℄.Ein mikropolarer Festk�orper hat im Sinne einer Lagrangeshen Beshreibung den Vershie-bungsvektor u und den mikropolaren Rotationsvektor �' als kinematishe Freiheitsgrade.Die Einf�uhrung eines zus�atzlihen Rotationsfeldes ist insbesondere bei Granulaten mitHilfe eines mittleren Spins der Partikel sehr leiht zu motivieren. Der Vershiebungsvek-tor u ist die Di�erenz zwishen dem Ortsvektor x der aktuellen Kon�guration und demOrtsvektor X der Referenzkon�guration:u = x � X: (12.1)Der lineare Vershiebungsgradient H wird durh die Ableitung von u nah X bzw. xgebildet:H = � u�X � � u� x : (12.2)Der mikropolare Rotationsvektor setzt sih aus der Kontinuumsrotation ' und der freien,



Analogiebetrahtungen f�ur mikropolare Kontinua 191unabh�angigen Rotion �' zusammen:�' = '+ �'; ' = 12 3E �H � HT � : (12.3)Darin sind ' der axiale Vektor des shiefsymmetrishen Anteils von H und 3E der Ri-i-Permutationstensor (voll antisymmetrisher Fundamentaltensor dritter Stufe). Der mi-kropolare Rotationsvektor �' kann eindeutig durh den Rotationswinkel �' und die Rota-tionsahse �e beshrieben werden:�' = �'�e: (12.4)Eine anshaulihe Interpretation f�ur die physikalishe Bedeutung der drei vershiedenenRotationen kann z. B. mit Hilfe eines Timoshenko-Balkens gegeben werden (vgl. G�unther[15℄), Bild 12.1. In Bild 12.1 sind � und � die sogenannten Direktoren der Referenz- bzw.
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Abbildung 12.1: Rotationsvektoren bei einem Timoshenko-Balken.der aktuellen Kon�guration und �R ist ein eigentlih-orthogonaler Tensor, der die beidenDirektoren ineinander abbildet, vgl. Besdo [1℄ oder Diebels & Ehlers [9℄. Die Verdrehungder Mittelahse des Balkens ist abh�angig von der Vershiebung des Balkens und entsprihtsomit der Kontinuumsrotation '. Die Quershnitte, in deren Ebene die Direktoren � und� liegen, k�onnen sih noh zus�atzlih gegen die Mittelahse mit dem freien Rotationsvektor�' verdrehen, so da� � niht mehr rehtwinklig zur Balkenmittelahse ist. Im Rahmen dergeometrish linearen Theorie k�onnen die Rotationsvektoren zur Gesamtrotation �' derQuershnitte summiert werden.Das lineare mikropolare Verzerrungsma� �" ist durh�" = H+ 3E �' (12.5)



192 W. Volk, S. Diebels, M. L�atzel und S. Ludingde�niert. Die symmetrishen und shiefsymmetrishen Anteile von �" ergeben mit Hilfe von(12.3) und (12.5)�"sym = 12 (H + HT ) = ";�"skw = 12 (H � HT ) + 3E �' = 3E (�' � ') = 3E �': (12.6)Hieraus ist ersihtlih, da� der symmetrishe Anteil von �" gleih dem linearen Verzerrungs-ma� der niht-polaren Theorie ist, w�ahrend sih der shiefsymmetrishe Anteil direkt ausdem freien Rotationsvektor �' ergibt. Somit ist bei vershwindendem freien Rotationsfeld�' die Abw�artskompatibilit�at zur niht-polaren Theorie gew�ahrleistet.In der mikropolaren Beshreibung wird mit dem Kr�ummungstensor �� ein weiteres Defor-mationsma� eingef�uhrt:�� = grad �': (12.7)Mit Hilfe von (12.2) bis (12.7) und einigen algebraishen Umformungen kann die mikro-polare Kompatibilit�atsbedingung�� = 12 3E (grad �"+ grad13T �"� grad23T �" )2 (12.8)hergeleitet werden, vgl. Ehlers & Volk [12℄ oder Volk [25℄. Aus dieser Gleihung ist ersiht-lih, da� der Kr�ummungstensor �� eine reine Funktion des Verzerrungsgradienten grad �"ist. Auf eine elastish-plastishe Kinematik wird an dieser Stelle verzihtet und auf dieLiteratur verwiesen (z. B. Diebels [8℄, Ehlers & Volk [12℄, Steinmann [22℄ oder Volk [25℄).12.3 BilanzrelationenDas folgende Darstellung der Bilanzrelationen entstammt der Arbeit von Volk [25℄. DasAufstellen einer allgemeinen Bilanzrelation ist ein eleganter Weg, um die Aussagen deraxiomatish eingef�uhrten Bilanzen f�ur Masse, Impuls, Drall, Energie und Entropie zu�nden (siehe z. B. Diebels & Ehlers [9℄ Ehlers [11℄ oder Haupt [16℄):dd t ZB  dv = ZS � � nda + ZB �dv + ZB  ̂dv;dd t ZB  dv = ZS (�n)da + ZB �dv + ZB  ̂dv: (12.9)In (12.9) ist  bzw.  die skalare oder vektorwertige Dihte der zu bilanzierenden mehani-shen Gr�o�e, ��n bzw.�n ist der Ausu� der mehanishen Gr�o�e infolge �au�erer Nahwir-kung mit dem nah au�en gerihteten Ober�ahennormaleneinheitsvektor n, � bzw. � sinddie Zufuhrterme infolge �au�erer Fernwirkung und  ̂ bzw.  ̂ sind die Produktionsterme dermehanishen Gr�o�e. Mit dem Gau�shen Integralsatz k�onnen die Ober�ahenintegrale



Analogiebetrahtungen f�ur mikropolare Kontinua 193RS(�)da ebenfalls in Volumenintegrale RB(�)dv �uberf�uhrt werden. Unter der Voraussetzungstetiger Integranden k�onnen durh Di�erentiation die lokalen Bilanzrelationen gewonnenwerden:_ +  div _x = div � + � +  ̂ ;_ +  div _x = div � + � +  ̂ : (12.10)In Tabelle 12.1 sind die physikalishen Gr�o�en, ihr Flu�, ihre Zufuhr und ihre Produk-tion aufgef�uhrt, so da� aus (12.10) die jeweiligen Bilanzen entstehen. In Tabelle 12.1 ist ;  �; � �; �  ̂;  ̂Masse � 0 0 0Impuls � _x T �b 0Drall (klassish) x� (� _x) x�T x� �b 0Drall (mikropolar) x� (� _x) + � ���! x�T + M x� �b + �  0Table 12.1: Bilanzrelationen.T der Cauhyshe Spannungstensor und b die spezi�she Volumenkraft. Unter dem Ten-sor der Mikrotr�agheit �� versteht man den �uber ein REV gemittelten Tr�agheitstensor derMikropartikel, M ist der Momentenspannungstensor und  ist die spezi�she Volumen-momentendihte. Auf die Bilanzrelationen f�ur Energie und Entropie wird an dieser Stelleim Rahmen einer rein mehanishen Theorie verzihtet. Der interessierte Leser sei auf dieArbeiten von Diebels [7, 8℄ und Eringen & Kafadar [14℄ verwiesen.Aus Tabelle 12.1 ergibt sih die Massenbilanz zu_� + � div _x = 0: (12.11)Mit Einsetzen der Massenbilanz (12.11) folgt f�ur die Impulsbilanz die bekannte Form:� �x = div T + �b: (12.12)Mit den "niedrigeren\ Bilanzen (12.11) und (12.12) folgt in der klassishen Kontinuums-mehanik aus der Drallbilanz lediglih die Symmetrie des Spannungstensors:0 = I �T: (12.13)Das �au�ere Vektorprodukt zweier Tensoren ist dabei folgenderma�en de�niert (vgl. deBoer [2℄):A � B = �B � A = 3E (ABT ): (12.14)



194 W. Volk, S. Diebels, M. L�atzel und S. LudingIn der mikropolaren Theorie erh�alt man die erweiterte Form der Drallbilanz� (�� �!). = I � T + div M + � : (12.15)Aus (12.15) folgt, da� der Spannungstensor im Rahmen einer mikropolaren Theorie in derRegel unsymmetrish ist.Neben den in Tabelle 12.1 genannten Bilanzen ist f�ur mikropolare Materialien die so-genannte Erhaltung der Mikrotr�agheit von Interesse (Eringen [13℄, Eringen & Kafadar[14℄). Die Annahme starrer Mikropartikel f�uhrt zur Aussage, da� die mikropolare Green-Naghdi-Ableitung (Zeitableitung bez�uglih eines mit der Mikrobewegung mitrotierten Ba-sissystems) des Tensors der Mikrotr�agheit �� vershwinden mu�:��� = _�� � �
 �� � �� �
T = 0: (12.16)Darin ist �
 der mikropolare Kreiseltensor�
 = _�R �RT : (12.17)Aus (12.16) ergibt sih_�� = 2 ( �
 �� )sym: (12.18)Diese Gleihung liefert in Verbindung mit der Massenbilanz (12.11) eine Beziehung, diedie Form einer Erhaltungsgleihung f�ur die Mikrotr�agheit besitzt:(� ��). + � �� div _x = 2 � ( �
 �� )sym: (12.19)Die Beziehung (12.19) ist jedoh keine Bilanzgleihung im �ublihen Sinn, da sie auf kine-matishen �Uberlegungen beruht und niht axiomatish eingef�uhrt wird. Da (12.19) jedohprinzipiell die Form der lokalen Bilanz (12.10) besitzt, spriht man auh gelegentlih vonder Bilanz der Mikrotr�agheit (z. B. Eringen [13℄, Eringen & Kafadar [14℄).Mit (12.19) kann die mikropolare Drallbilanz (12.15) shlie�lih in die folgende Formgebraht werden:� �� _�! + 2 � ( �
 �� )sym �! = div M + I � T + � : (12.20)12.4 KonstitutivannahmenMit den Beziehungen aus den beiden vorhergehenden Kapiteln sind die beshreibendenGleihungen des mikropolaren Kontinuums bis auf fehlende Konstitutivgleihungen be-stimmt.Zur Behandlung elastishen Materialverhaltens wird angenommen, da� der mikropolareSpannungstensor T lediglih von den Verzerrungen �" gem�a� (12.5) abh�angt. Aus material-theoretisher Siht w�are es prinzipiell m�oglih, da� T auh eine Funktion der Kr�ummung



Analogiebetrahtungen f�ur mikropolare Kontinua 195ist, doh soll dies konstitutiv ausgeshlossen werden. Neben der geometrishen Linearit�atwird im folgenden ebenfalls eine materielle Linearit�at f�ur das Elastizit�atsgesetz angenom-men. Somit ergibt sih f�ur isotropes Materialverhalten ein modi�ziertes Hookeshes Gesetzmit drei Elastizit�atskonstanten (vgl. de Borst [4℄, Ehlers & Volk [12℄ und Steinmann &Willam [24℄):T = 4C�" = 2��"sym + � (�" � I) I + 2� �"skw;Tsym = 4C�"sym = 2��"sym + � (�" � I) I ;Tskw = 4C�"skw = 2� �"skw: (12.21)
Darin ist 4C der 4-stu�ge Elastizit�atstensor4C = 2� 4Isym + � I
 I + 2� 4Iskw;4Isym = 12 [(I
 I)23T + (I
 I)13T ℄;4Iskw = 12 [(I
 I)23T � (I
 I)13T ℄: (12.22)Die Materialparameter � und � entsprehen den Lam�eshen Konstanten der niht-polarenElastizit�atstheorie, so da� der symmetrishe Anteil des mikropolaren Spannungstensorsmit dem niht-polaren Spannungstensor �aquivalent ist. Der zus�atzlihe Materialparameter� ist der Proportionalit�atsfaktor zwishen den shiefsymmetrishen Anteilen von T und�". Die 4-stu�gen Fundamentaltensoren 4Isym und 4Iskw bilden bei Anwendung auf einen2-stu�gen Tensor dessen symmetrishen bzw. shiefsymmetrishen Anteil.In analoger Weise h�angt die Momentenspannung M ausshlie�lih von der Kr�ummung ��ab. Somit kann hier generell f�ur M ein vergleihbarer Ansatz mit drei Materialparame-tern gew�ahlt werden, jedoh wird vereinfahend ein direkt proportionaler Zusammenhangzwishen M und �� angenommen, vgl. de Borst [3, 4℄:M = 2� (l)2 �� : (12.23)Aus Dimensionsgr�unden ersheint in (12.23) ein Materialparameter l mit der Einheit"L�ange\. Man beahte, da� l niht direkt mit materialspezi�shen Gr�o�en wie z. B. derKorngr�o�e identi�ziert werden kann. Dies wird im folgenden Kapitel noh eingehend ge-zeigt.12.5 Motivation der Materialgesetze undMaterialparameterIn diesem Kapitel werden die verwendeten mikropolaren Elastizit�atsgesetze anhand einfa-her eindimensionaler Betrahtungen auf mikroskopisher Ebene motiviert. �Ahnlihe �Uber-legungen sind der Arbeit von M�uhlhaus & Vardoulakis [19℄ zu entnehmen.



196 W. Volk, S. Diebels, M. L�atzel und S. LudingAusgangspunkt sind zwei elliptishe Sheiben, die durh eine seitlihe Kraft f aneinan-dergedr�ukt werden. Nah einer Verdrehung der Sheiben gegeneinander um den Winkel�' = '2 � '1 wandert der Kontaktpunkt nah unten und es ensteht ein R�ukstellmo-ment m, da neben der Kontakttangentialkraft auh die Kontaktnormalkraft einen Hebel-arm besitzt, vgl. Bild 12.2. Die spezielle Wahl der elliptishen Ausgangsgeometrie soll nur
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' r sI IIAbbildung 12.2: R�ukstellmoment bei elliptishen Sheiben unter Seitendruk.exemplarishen Charakter haben. Daher wird eine Transformation auf eine kreisf�ormigeGeometrie durhgef�uhrt, deren Radius r im vorliegenden Fall der kleineren Hauptahseder elliptishen Sheibe entsprehen soll, d. h. die Geometrie in der N�ahe des Kontakt-punkts wird durh einen Kreis approximiert. Es wird angenommen, da� das R�ukstellmo-ment m der Kontaktnormalkraft in der elliptishen Ausgangsgeometrie in erster N�aherungproportional zum relativen Verdrehwinkel �' ist, w�ahrend bei einer kreisf�ormigen Geo-metrie die Kontaktnormalkraft immer zentrish wirkt und kein Moment verursaht. DieTransformation auf die kreisf�ormige Ersatzgeometrie maht daraufhin die Einf�uhrung ei-ner Drehfeder erforderlih, die ein zus�atzlihes R�ukstellmoment bewirkt, das proportionalzu �' ist, siehe Bild 12.3. Die Drehfederkonstante � beshreibt in dieser Argumentationdie Zwangskr�afte, die bei einer Drehung durh die niht kreisf�ormige Ausgangsgeome-trie entstehen. Es wird weiterhin angenommen, da� die tangentialen Kontaktkr�afte, diedurh Haftreibung hervorgerufen werden, durh eine Tangentialfeder mit der Stei�gkeit �beshrieben werden k�onnen (Cundall & Strak [6℄). Man beahte, da� durh die Tangen-tialfeder keine Dissipation durh Gleiten entsteht und der gesamte Deformationsproze�reversibel ist, d. h. es liegt rein elastishes Materialverhalten vor.Es wird zudem vernahl�assigt, da� Reibung auh durh die Relativbewegung von Teilhenohne Rotationen z. B. bei einfaher Sherung entstehen kann.In Bild 12.4 sind die Kr�afte und Momente f�ur die ausgelenkte Ersatzstruktur eingezeihnet.Nah der Verdrehung ist die Drehfeder gespannt, w�ahrend die Tangentialfeder noh unbe-lastet ist. Um das Momentengleihgewiht wiederherzustellen, verdrehen sih die beidenK�orper gegeneinander, und die Tangentialfeder wird gespannt. Wenn das Moment infol-ge der Tangentialkraft das Moment der Drehfeder egalisiert, ist die statishe Ruhelage
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198 W. Volk, S. Diebels, M. L�atzel und S. LudingBei dieser Annahme wird vernahl�assigt, da� auh eine Drehung in die gleihe Rihtungein Moment induzieren kann. Die Entwiklung des Winkelinkrements � �' �uber dem Lini-enparameter s liefert:� �' = � �'� s�s; �s = 2 r: (12.25)Einsetzen der Beziehungen (12.25) in (12.24) ergibt f�ur das Moment mm = 2 � r � �'� s : (12.26)Die Tangentialkraft f gen�ugt der folgenden Beziehung:f = � r �'; �'= �'2= �'2 � '2: (12.27)Es wird nun vorausgesetzt, da� der Momentenspannungsvektor m den mittleren Momen-ten m auf einem Fl�ahenelement da mit der Fl�ahennormalen n entspriht und da� derMomentenspannungstensorM durh ein Cauhy-Theorem mit dem Momentenspannungs-vektor verkn�upft ist:m = Mn: (12.28)Im Rahmen einer quasistatishen Betrahtungsweise der Drallbilanz wird die Divergenz derMomentenspannungen durh den shiefsymmetrishen Anteil des Spannungszustands insMomentengleihgewiht gebraht, vgl. (12.20). Im Beispiel aus Bild 12.4 sind die �au�erenR�ander momentenspannungsfrei und das Moment m entspriht demnah dem Momenten-u� und steht somit in Analogie zum kontinuumsmehanishen Divergenzterm. Nun wirdm im vorliegenden Beispiel durh das Moment infolge der Tangentialkraft ins Gleih-gewiht gebraht, so da� der Analogieshlu� naheliegt, da� die mittlere Tangentialkraftf pro Fl�ahenelement da die gleihe Bedeutung wie der shiefsymmetrishe Anteil desSpannungstensors Tskw in der kontinuumsmehanishen Beshreibung hat.Ein Vergleih von (12.26) und (12.27) mit den elastishen Gesetzen der Momentenspan-nungen (12.23) bzw. der Spannungen (12.21) zeigt mit den genannten �Uberlegungen inter-essante Analogien. Die Verallgemeinerung der Linienableitung des Winkels �' ergibt denGradienten, der im konstitutiven Ansatz der Momentenspannungen vorhanden ist. DerProportionalit�atsfaktor 2� l2 beinhaltet nah dieser Argumentation Information sowohl�uber mittlere Partikelgr�o�e als auh �uber die Partikelform. Die Tangentialfederkraft ent-spriht in diesem Zusammenhang dem shiefsymmetrishen Anteil des Spannungstensorsund ist proportional zum freien Rotationsfeld, sofern elastishes Materialverhalten voraus-gesetzt wird. Der Proportionalit�atsfaktor � wird demnah durh den mittleren Teilhenra-dius und das lokale mehanishe Kontaktverhalten bestimmt. Durh die Kopplung der dreifundamental untershiedlihen mikroskopishen Eigenshaften, Partikelgr�o�e, Partikelformund Kontaktgesetz in den Materialparametern � und l ist es prinzipiell unm�oglih, inden etablierten Materialgesetzen die genannten Einu�gr�o�en zu separieren.Zusammenfassend lassen sih die folgenden Aussagen gewinnen:� Die mittlere Partikelform und Lagerungsdihte bestimmt die Drehfederstei�gkeit �.



Analogiebetrahtungen f�ur mikropolare Kontinua 199� Die mittlere Partikelgr�o�e wird durh r bestimmt.� Das lokale mikroskopishe Kontaktverhalten wird durh die Stei�gkeit � der Tan-gentialfeder wiedergegeben.� F�ur den mikropolaren Materialparameter � ergibt sih der Zusammenhang� � � r: (12.29)� Die interne L�ange l repr�asentiert das Verh�altnis aus Drehfederstei�gkeit und Tan-gentialfederstei�gkeit:l � r�� : (12.30)12.6 Sonderfall f�ur kreisf�ormige MikrobausteineEs soll der Sonderfall von kreisf�ormigen Mikrobausteinen (Sheiben) behandelt werden,die sih in einer Ebene be�nden. Anwendungsbeispiel ist der Biaxialversuh, auf den nohim Detail eingegangen wird. Weiterhin sollen keine Volumenmomente  vorhanden sein.Mit den Untersuhungen des vorhergehenden Kapitels ergeben sih hierf�ur folgende Aus-sagen:1. Die interne L�ange l ist null, da f�ur kreisf�ormige Partikel die Drehfederstei�gkeitvershwindet, und somit d�urfen auh keine Momentenspannungen auftreten.2. Der mikropolare Materialparameter � kann ungleih null sein, da eine endlihePartikelgr�o�e und eine Tangentialfederstei�gkeit vorhanden sind.Mit diesen Aussagen und der o�ensihtlihen Annahme, da� f�ur kreisf�ormige Partikel derTensor der Mikrotr�agheit �� = �� I Diagonalform besitzt, reduziert sih die mikropolareDrallbilanz (12.20) zu� �� _�! = I � T : (12.31)Somit mu� der Spannungstensor T nur im quasistatishen Fall symmetrish sein. Sofernder dynamishe Term auf der linken Seite ungleih null ist, ergibt sih auh ein unsymme-trisher Spannungstensor und daraus folgend auh ein unsymmetrisher Verzerrungstensor.Mit Hilfe von (12.6) und (12.21) kann der rehte Term von (12.31) folgenderma�en ge-shrieben werden:I � T = �2� �' : (12.32)Es wird nun ein station�arer makroskopisher Zustand des Sheibenmodells angenommen.Dies bedeutet, da� es eine konstante Kontinuumsrotationsgeshwindigkeit ! gibt und eineFluktuation der einzelnen Partikel von der Kontinuumsrotation auftritt, die jedoh im



200 W. Volk, S. Diebels, M. L�atzel und S. LudingMittel �uber alle Partikel vershwindet. Diese Fluktuation wird nun detaillierter untersuhtund angenommen, da� ein periodisher Ansatz f�ur �' g�ultig ist:�'= a sin(!f t+ 'i) (12.33)Darin ist a die Fluktuationsamplitude, !f die Fluktuationswinkelgeshwindigkeit und 'ider individuelle Phasenwinkel jedes einzelnen Partikels. Hieraus ergibt sih f�ur die mikro-polare Rotationsgeshwindigkeit �!�! = !+ �!= ! + a!f os(!f t+ 'i): (12.34)Durh eine weitere Zeitdi�erentiation erh�alt man einen Zusammenhang f�ur die mikropolareWinkelbeshleunigung _�!:_�! = _! � a!2f sin(!f t+ 'i) = �a!2f sin(!f t+ 'i) ; (12.35)denn ! wurde als konstant (station�ar) angenommen. Einsetzen von (12.32),(12.33) und(12.35) in (12.31) liefert das folgende interessante Ergebnis:��!2f ��a = �2� a: (12.36)Als Folge ergibt sih einerseits eine Beziehung f�ur �� = 12� ��!2f ; (12.37)und andererseits wird auh deutlih, da� eine betragsm�a�ige Mittelung von (12.36) einennihtsymmetrishen Anteil des Spannungstensors vonI � T = �� jamaxje3 (12.38)erwarten l�a�t.12.7 Untersuhung des BiaxialversuhsIm folgenden Biaxial-Versuh ist die rehte, senkrehte Wand spannungs-, die obere, waag-rehte Wand vershiebungsgesteuert. Die obere Wand bewegt sih nah unten, die linkeWand, sowie der Boden sind unbeweglih. Das System wird in einem isotropen Span-nungszustand pr�apariert und anshlie�end relaxiert bis die kinetishe Energie sowohl dertranslatorishen als auh der rotatorishen Freiheitsgrade dissipiert ist. Es existieren alsoweder rotatorishe Gro�en noh shiefsymmetrishe Spannungen in diesem relaxierten An-fangszustand. Dieser ist damit konsistent mit den �Uberlegungen des vorherigen Abshnitts.Die Dekenwand wird langsam nah unten bewegt. Dabei erreiht das Material nah einerVershiebung von "z � 0:02 sein maximales Spannungsverh�altnis �zz=�xx � 2:8. (AusKonsistenz zu anderen Arbeiten wird der Spannungstensor, der mit Hilfe der DEM be-rehnet wurde, mit � anstatt T bezeihnet.) Im weiteren Verlauf der Deformation �ndet,



Analogiebetrahtungen f�ur mikropolare Kontinua 201wie in Bild 12.5 zu erkennen, eine Entfestigung statt. Das Maximum der Spannungskurveist deutliher als das Maximum des Fabri-Tensors (Strukturtensor), welher ein Ma� f�urdie mittlere Kontaktanzahl ist. Die rotatorishen Freiheitsgrade werden im folgenden imkritishen Bereih bei einer Vershiebung von "z � 0:12 untersuht. Eine Momentaufnah-me der Simulation ist in Bild 12.6 gezeigt, wobei die Winkelgeshwindigkeit von hell nahdunkel zunimmt.

1

1.5

2

2.5

3

0 0.05 0.1 0.15

εz

S
C/2

Abbildung 12.5: Spannungsverh�altnis S = �zz=�xx �uber der Vertikalvershiebung "z. Diezweite Kurve sind die Mittelwerte der Spur des Fabri-Tensors C=2 =tr(F) [17℄.

Abbildung 12.6: Momentaufnahme der Simulation zum Zeitpunkt "z � 0:12.Im folgenden wollen wir unsere Betrahtungen auf die rotatorishen Freiheitsgrade unddie damit verbundenen Gr�o�en beshr�anken. Diese Gr�o�en sind im einzelnen: der Winkelder Teilhenorientierung �, die Winkelgeshwindigkeit ! und die Ober�ahengeshwindig-keit (a!)2. Au�erdem tritt in der mikropolaren Theorie der shiefsymmetrishe Anteil des



202 W. Volk, S. Diebels, M. L�atzel und S. LudingSpannungstensors �A = Tskw auf. F�ur die Mittelungen wird das System mit den Abmes-sungen lx � 0:075m � lz � 0:108m (B � H) in 20 � 20 Zellen unterteilt, welhe jeweilsa. N=400 � 5 Teilhen mit N = 1950 enthalten.Die Teilhenorientierung ist in Bild 12.7 dargestellt. Die Isolinien zeigen, da� nur Teilhenin der Sherzone rotieren und die Rotationsrihtung bevorzugt positiv (im Uhrzeigersinn)ist. Die Winkelgeshwindigkeiten in Bild 12.8 unterstreihen die Ergebnisse f�ur �. Die
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Abbildung 12.7: Gemittelter Winkel der Teilhenorientierung � als Konturlinien. Die Wer-te der Isolinien sind in beliebigen Einheiten angegeben, um starke Abwei-hungen von Null hervorzuheben.Mehrzahl der Teilhen rotiert in �Ubereinstimmung mit der Sherrihtung im Uhrzeiger-sinn. Die Ober�ahengeshwindigkeit in Bild 12.9 f�uhrt zu keinen weiteren Erkenntnissen;allerdings stellt man starke Amplituden in den Eken (rehts unten und links oben) fest.Im Gegensatz zur relaxierten Anfangsbedingung, in welher die Spannung symmetrishist, �ndet sih in Bild 12.10 ein shiefsymmetrisher Anteil des Spannungstensors. Diessteht somit im Einklang zu den vorherigen Ausf�uhrungen. Die Bildung eines Sherbandesist in dieser Darstellung niht deutlih zu erkennen. Es ersheint breiter und die shiefsym-metrishen Anteile sheinen in "Inseln\ lokalisiert zu sein. Auh l�a�t sih die eindeutigeRotationsrihtung niht aus den shiefsymmetrishen Spannungen ablesen. Dies erkl�artsih auh durh die These, da� bei kreisf�ormigen Partikeln die Fluktuationen um denMittelwert den shiefsymmetrishen Anteil induzieren, vgl. (12.35) bis (12.37). Um dieKorrelation zwishen der Winkelgeshwindigkeit und den shiefsymmetrishen Anteilendes Spannungstensors zu erhalten, sind in Abbildung 12.11 shlie�lih die zugeh�origenWerte f�ur alle Mittelungsvolumina gegeneinander aufgetragen.Wir bedanken uns f�ur die Unterst�utzung der Deutshen Forshungsgemeinshaft (DFG)und f�ur hilfreihe Diskussionen bei C. Goldenberg und I. Goldhirsh.
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Abbildung 12.8: Gemittelte Teilhenwinkelgeshwindigkeit !, dargestellt als Konturlinien.
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Abbildung 12.9: Gemittelte quadrierte Teilhenober�ahengeshwindigkeit (a!)2 darge-stellt als Konturlinien.
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Abbildung 12.10: Absolutbetrag des shiefsymmetrishen Anteils der Spannungstensorendargestellt als Konturlinien.
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13Konsistente Linearisierung im Rahmender Theorie Por�oser MedienG. EipperEgerstr. 12D-71111 Waldenbuh13.1 EinleitungFluidgef�ullte por�ose Festk�orper, wie z. B. Polymersh�aume, gasgef�ullte Metallsh�aumeoder auh blutdurhstr�omtes biologishes Gewebe, k�onnen unter Belastung �nite Defor-mationen erfahren. Diese Zweiphasenmaterialien bestehen aus einem uidgef�ullten Fest-k�orperskelett. Das mehanishe Verhalten dieser Werksto�e l�asst sih mit Hilfe der Theo-rie Por�oser Medien (TPM) beshreiben. Die TPM wurde aus der Mishungstheorie vonMehrkomponentenkontinua unter Ber�uksihtigung des Konzepts der Volumenanteile ent-wikelt, siehe Bowen [1, 2℄, de Boer & Ehlers [4℄, Ehlers [6℄. Insbesondere bei der Belastungvon Elastomersh�aumen k�onnen �nite elastishe Deformationen im Festk�orperskelett auf-treten. Hierzu muss ein geeignetes �nites elastishes Materialgesetz f�ur por�ose Festk�orper-skelette verwendet werden. Die Beshreibung des gekoppelten Festk�orper-Fluid-Problemsgeshieht mit Hilfe der Bilanzgleihungen bzw. deren shwahen Formulierungen. Auf-grund der m�oglihen Fluiddurhstr�omung des Festk�orperskeletts erh�alt man selbst unterquasi-statisher Belastung ein zeitabh�angiges Anfangs-Randwertproblem. Zur numerishenUmsetzung der beshreibenden Gleihungen in einem Berehungsprogramm ist eine Dis-kretisierung der Gleihungen im Ort mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM) so-wie eine geeignete Zeitdiskretisierung notwendig. Zur eÆzienten numerishen L�osung desProblems spielt die konsistente Linearisierung der Gleihungen eine herausragende Rol-le. Im Folgenden wird die konsistente Linearisierung der nihtlinearen Bilanzgleihungenf�ur ein uidges�attigtes Festk�orperskelett unter �niter elastisher Deformation hergeleitet.Desweiteren wird auf die Einbindung der Linearisierung im Rahmen einer numerishenBehandlung des Problems mit Finiten Elementen eingegangen.13.2 GrundlagenF�ur das aus einem Festk�orperskelett und einem Fluid bestehende Zweiphasenmodell wirdim Weiteren von einem materiell inkompressiblen Matrixmaterial des Festk�orperskeletts207



208 G. Eippersowie von Inkompressibilit�at des Porenuids ausgegangen. Die materielle Inkompressibi-lit�at des Matrixmaterials bedingt dabei keinesfalls makroskopishe Inkompressibilit�at. Sokann das por�ose Festk�orperskelett unter Belastung durhaus gro�e Volumendehnungenerfahren.Die S�attigungsbedingung fordert f�ur die Volumenanteile von Festk�orper (Index S: Solid)und Fluid (Index F : Fluid)nS + nF = 1 : (13.1)Die kinematishe Beshreibung der Festk�orperdeformation erfolgt zwekm�a�igerweise imRahmen einer Lagrangeshen Darstellung mit Hilfe der Festk�orpervershiebung uS. DieFluidbewegung wird in einer Eulershen Darstellung mit der Sikergeshwindigkeit wFbeshrieben. Diese stellt die Fluidbewegung relativ zum sih deformierenden Festk�orper-skelett dar.Der materielle Deformationsgradient des Festk�orpers l�asst sih durhFS = I+GradSuS (13.2)darstellen, wobei GradS = �=�XS die partielle Ableitung nah dem Ortsvektor XS derFestk�orperphase in der Referenzkon�guration ist. Als weiteres wihtiges Deformationsma�wird die Jaobishe DeterminanteJS = detFS (13.3)eingef�uhrt. Hierdurh l�asst sih ein Zusammenhang zwishen dem AnfangsvolumenanteilnS0S des Festk�orpers (bez�uglih der Festk�orperreferenzkon�guration) und dem aktuellenVolumenanteil nS herstellen:nS = 1JS nS0S : (13.4)Grundlage f�ur die Beshreibung des mehanishen Verhaltens eines uidges�attigten Fest-k�orperskeletts sind die Massen- und Impulsbilanz des Festk�orpers und des Fluids, sieheEhlers [7℄. Aufgrund der materiellen Inkompressibilit�at von Festk�orper und Fluid erh�altman aus den Massenbilanzen und der S�attigungsbedingung die Volumenbilanz des Zwei-phasenmodellsdiv �nF wF + (uS)0S� = 0 ; (13.5)wobei (uS)0S die Festk�orpergeshwindigkeit darstellt. Der Di�erentialoperator "div\ ist derzu grad = �=� x (partielle Ableitung nah dem Ortsvektor der Momentankon�guration)korrespondierende Operator. Unter Annahme quasi-statisher Prozesse (Tr�agheitstermeentfallen) sowie bei Vernahl�assigung von eingepr�agten Volumenkr�aften (z. B. aufgrundder Erdbeshleunigung) erh�alt man die Impulsbilanzen f�ur das Festk�orperskelett und dasFluid zudivTS + p̂S = 0 ; divTF + p̂F = 0 : (13.6)



Konsistente Linearisierung im Rahmen der Theorie Por�oser Medien 209Hierbei sind TS und TF die jeweiligen partialen Cauhyshen Spannungstensoren. Ausder Theorie Por�oser Medien erh�alt man die Zwangsbedingung p̂S + p̂F = 0 f�ur den Im-pulsaustaush zwishen Festk�orper und Fluid. Die Partialspannungen TS und TF sowieder Impulsaustaush p̂F sind aufgrund der Forderung nah materieller Inkompressibilit�atnur bis auf einen gewissen Anteil konstitutiv bestimmbar. Dies f�uhrt zur Einf�uhrung so-genannter Extragr�o�en (Index E), die konstitutiv bestimmt werden m�ussen:TS = �nS p I+TSE ; (13.7)TF = �nF p I ; (13.8)p̂F = p gradnF � (nF )2 FRkF wF : (13.9)Hierbei l�asst sih der auftretende Lagrange-Multiplikator p als e�ektiver Porenuiddrukidenti�zieren. Eine Fluidextraspannung TFE wird in (13.8) a priori vernahl�assigt. Auf dieBestimmung der Festk�orperextraspannung TSE wird im Weiteren noh detaillierter einge-gangen. Die reale Wihte des Porenuids wird mit FR bezeihnet. Der Dary-ParameterkF beshreibt die Permeabilit�at und h�angt damit sowohl von der Gr�o�e und Strukturdes Porenraums als auh von der Viskosit�at des Porenuids ab. Durh Kombination derImpulsbilanz von Festk�orper und Fluid unter Ber�uksihtigung der angegebenen konstitu-tiven Beziehungen erh�alt man die Impulsbilanz des Zweiphasenmodells zudiv (TSE � p I) = 0 : (13.10)Kombiniert man die Impulsbilanz des Fluids mit den konstitutiven Ans�atzen f�ur die Fluid-spannung TF und dem Interaktionsterm p̂F , so erh�alt man mit nF wF = � kFFR grad pdas sogenannte Daryshe Filtergesetz. Mit dieser Formulierung ist es m�oglih, die Siker-geshwindigkeit direkt aus den Bilanzgleihungen zu eliminieren. Man erh�alt dann f�ur dieVolumenbilanz der Mishungdiv �� kFFR grad p+ (uS)0S� = 0 : (13.11)Die Beziehungen (13.10) und (13.11) stellen die grundlegenden Gleihungen zur numeri-shen Beshreibung eines uidges�attigten Festk�orperskeletts dar.13.3 Ein �nites Elastizit�atsgesetz f�ur das por�oseFestk�orperskelettDa das Festk�orperskelett aus materiell inkompressiblem Material besteht, k�onnen volu-metrishe Deformationen des Festk�orperskeletts nur durh Porosit�ats�anderungen, d. h.Deformationen der Porenstruktur, auftreten. Aufgrund der Inkompressibilit�at des Matrix-materials kann das Festk�orperskelett nur bis zum sogenannten Kompressionspunkt zu-sammengedr�ukt werden. Dieser Deformationszustand ist erreiht, wenn durh eine Volu-menkompression alle Poren vollst�andig geshlossen sind (Volumendeformation JS ! nS0S)und aufgrund der Inkompressibilit�at keine weitere Volumenkompression mehr m�oglih ist.



210 G. EipperDer zum Kompressionspunkt geh�orende Deformationszustand darf demzufolge nur miteiner unendlih gro�en hydrostatishen Drukspannung erreihbar sein.Dieses mehanishe Verhalten soll im Weiteren mit einem �niten Elastizit�atsgesetz be-shrieben werden. Auf der Grundlage eines Neo-Hooke-Modells f�ur kompressible niht-por�ose Festk�orper l�asst sih ein �nites hyperelastishes Elastizit�atsgesetz f�ur ein por�osesFestk�orperskelett aus materiell inkompressiblem Matrixmaterial konstruieren, vgl. Ehlers& Eipper [8℄, Eipper [9℄. Der Kirhho� -Extraspannungstensor � SE (gewihtete Cauhy-Spannung: � SE = JS TSE) dieses �niten Elastizit�atsgesetzes lautet:�SE = �S (BS � I) + �S (1� nS0S)2 � JS1� nS0S � JSJS � nS0S� I ; (13.12)hierbei ist BS = FS FTS der rehte Cauhy-Green Deformationstensor. Die LameshenMaterialkonstanten �S und �S beshreiben das Verhalten der por�osen Festk�orperstruktur(und niht des Matrixmaterials selbst). Als zus�atzliher Parameter enth�alt das Elasti-zit�atsgesetz zur Beshreibung des Kompressionspunktes den Anfangsvolumenanteil nS0Sdes Festk�orpers. Dieses Materialgesetz erf�ullt alle �ublihen Anforderungen an �nite Ela-stizit�atsgesetze, wie Spannungsfreiheit im undeformierten Zustand, unendlihe Volumen-extension nur unter unendlihen volumetrishen Zugspannungen, Polykonvexit�at der Ver-zerrungsenergiefunktion sowie �Ubergang zu einem Elastizit�atsgesetz vom Hookeshen Typbei Linearisierung im Bereih kleiner Deformationen. Dieses Materialgesetz eignet sihsowohl zur Berehnung uidgef�ullter por�oser Festk�orper als auh zur Berehnung leererFestk�orperskelette.Bei der numerishen Umsetzung von �niten Elastizit�atsgesetzen im Rahmen von Finite-Elemente-Formulierungen spielt der vierstu�ge Elastizit�atstensor der Momentankon�gu-ration eine wihtige Rolle. Dieser stellt einen Zusammenhang zwishen dem OldroydshenSpannungsuss (obere Lie-Ableitung von �SE) und dem Deformationsgeshwindigkeitsten-sor DS = sym [grad (uS)0S ℄ dar:(� SE)5 = 4C DS : (13.13)F�ur das vorgestellte Neo-Hooke-Modell f�ur por�ose Festk�orper �ndet man den isotropenvierstu�gen Elastizit�atstensor zu4C = 2 1 (I
 I)23T + 2 (I
 I) : (13.14)Die KoeÆzienten 1 und 2 sind deformationsabh�angige Gr�o�en:1(JS) = �S � �S(1� nS0S) JS JS � 1JS � nS0S ; (13.15)2(JS) = �S(1� nS0S) JS J2S � 2nS0S JS + nS0S(JS � nS0S)2 : (13.16)Der Elastizit�atstensor des Neo-Hooke-Modells besitzt den Vorteil, dass er aus vierstu�genFundamentaltensoren aufgebaut werden kann. Lediglih die KoeÆzienten 1 und 2 sind



Konsistente Linearisierung im Rahmen der Theorie Por�oser Medien 211deformationsabh�angig. Dies erm�ogliht eine sehr eÆziente Auswertung des Elastizit�atsten-sors im Rahmen einer numerishen Berehnung.13.4 Shwahe FormulierungGrundlage zur numerishen Umsetzung des gekoppelten Festk�orper-Fluid-Problems sinddie shwahen Formulierungen der Bilanzgleihungen. Die shwahe Form der Impulsbilanzerh�alt man durh Anwendung des Divergenztheorems und des Gau�shen Integralsatzesaus (13.10) zug1 (uS ; p) = ZB (TSE � p I) � grad ÆuS dv � Z�B t � ÆuS da = 0 ; (13.17)wobei die Testfunktion ÆuS als virtuelle Vershiebung aufgefasst werden kann; t ist derauf die Ober�ahe von Festk�orper und Fluid wirkende Spannungsvektor. Durh analogesVorgehen erh�alt man mit der Testfunktion Æp (virtuelles Drukfeld) und der Abk�urzungvS = (uS)0S aus der Volumenbilanz (13.11) die shwahe Form der Volumenbilanz derMishung:g2 (uS ; p;vS) = ZB div vS Æp dv + ZB kFFR grad p � grad Æp dv + Z�B q Æp da = 0 ; (13.18)hierbei ist q die Filtergeshwindigkeit (nFwF ) des durh einen Teil der Ober�ahe austre-tenden Fluids.Durh Einf�uhren eines Prozessvektors z der beshreibenden Variablen sowie dessen zeitli-her Ableitungz =  uSp ! ; z0 = 0� (uS)0S0pS 1A (13.19)lassen sih die shwahen Formen der Bilanzgleihungen formal in einem Funktionenvektorzusammenfassen:G (z; z0) =  g1 (z)g2 (z; z0) ! = 0 : (13.20)Allerdings tauht die zeitlihe Ableitung des Porenuiddruks in den Bilanzgleihungenniht auf. Die Zeitableitung z0 des Prozessvektors wird bei der numerishen Behandlungdes Gesamtproblems durh ein geeignetes Integrationsverfahren in der Zeit diskretisiert.



212 G. Eipper13.5 Konsistente Linearisierung der shwahenFormulierungen der BilanzgleihungenGrundlage bei der Durhf�uhrung der konsistenten Linearisierung ist die Rihtungsablei-tung (Gateaux-Ableitung) einer Funktion. Konsistente Linearisierung bedeutet, dass allein das Problem eingehenden Gleihungen bis zur gleihen Ordnung bez�uglih ihrer un-bekannten Gr�o�en linearisiert werden. Die Rihtungsableitung einer Funktion f(z) einesVektors z an der Entwiklungsstelle z in Rihtung von �z ist de�niert durhDf(z) ��z = dd�hf(z+ ��z)i�=0 ; (13.21)wobei � ein skalarer Parameter ist. Damit l�asst sih der lineare Anteil von f(z) = 0 in derForm flin(z) = f(z) + Df(z) ��z = 0 (13.22)darstellen. Dieses Vorgehen dient als Grundlage zur iterativen L�osung von Gleihungssy-stemen mit Hilfe des Newton-Verfahrens.Die Linearisierung des Funktionenvektors (13.20) der shwahen Formen der Bilanzglei-hungen erh�alt man zuG+DzG ��z+Dz0 G ��z0 = 0 ; (13.23)wobei G die Auswertung des Funktionenvektors an der bekannten Entwiklungsstelle ist.Der Index z bzw. z0 im Operator der Gateaux-Ableitung kennzeihnet die Gr�o�e, bez�uglihder linearisiert wird. Die Linearisierung erfolgt bei festgehaltener Zeit t. Die inkrementellenGr�o�en �z = f�uS ;�pg stellen im Rahmen eines Newton-Verfahrens die Inkremente derL�osung dar.Die Rihtungsableitungen in der Linearisierung des Funktionenvektors G sind durhDzG ��z = 0� Du g1 ��uS + Dp g1 ��pDu g2 ��uS + Dp g2 ��p 1A ; Dz0G ��z0 = 0� 0Dv g2 ��vS 1A(13.24)gegeben.13.5.1 Bereitstellung wihtiger LinearisierungenZur Linearisierung der shwahen Formen der Bilanzgleihungen werden im Folgenden dieLinearisierungen einiger wihtiger Gr�o�en bereitgestellt. Hierbei wird unter Linearisierungdas Bilden der Rihtungsableitung verstanden. Im Weiteren wird die Rihtungsableitungjeweils an der Entwiklungsstelle ausgewertet, ohne dass dies explizit angegeben wird. Diesgilt auh f�ur die auftretenden Di�erentialoperatoren und Transportmehanismen.



Konsistente Linearisierung im Rahmen der Theorie Por�oser Medien 213Deformationsgr�o�enDie Linearisierung des Deformationsgradienten FS bez�uglih der Vershiebungsgr�o�e uSerh�alt man aus der De�nition der Rihtungsableitung zuDuFS ��uS = dd�hI+GradS (uS + ��uS)i�=0 = GradS �uS : (13.25)Entsprehend erh�alt man f�ur die Linearisierung des inversen DeformationsgradientenD�1u FS ��uS = �F�1S grad�uS : (13.26)Mit Hilfe der Rehenregeln zur Bildung von Determinanten, siehe z. B. de Boer [3℄, kanndie Linearisierung der Jaobishen Determinanten JS = detFS gebildet werden:DuJS ��uS = JS div�uS : (13.27)Di�erentialoperatorenDer r�aumlihe Di�erentialoperator "grad\ ist deformationsabh�angig, da er eine Gr�o�e deraktuellen (deformierten) Kon�guration ist. Zur Linearisierung der geometrishen Niht-linearit�aten wird der Di�erentialoperator mit Hilfe der Transformationsbeziehungengrad� = FT�1S GradS � f�ur eine skalare Gr�o�e � bzw. grada = (GradS a) F�1S f�ur einevektorielle Gr�o�e a in einen materiellen Di�erentialoperator GradS transformiert. DieserAusdruk wird dann bez�uglih der Deformation linearisiert und das Ergebnis wieder mitHilfe inverser Transformationsbeziehungen in die Momentankon�guration zur�uktransfor-miert. So liefert z. B. die Linearisierung des r�aumlihen Gradienten der Testfunktion ÆuSdas ErgebnisDu(grad ÆuS) ��uS = �grad ÆuS grad�uS : (13.28)Linearisierung bez�uglih des PorenuiddruksDie Linearisierung des (in der Volumenbilanz der Mishung auftretenden) Gradienten desPorenuiddruks bez�uglih des Porendruks selbst erh�alt man aus der De�nition der Rih-tungsableitung zuDp(grad p) ��p = dd�hgrad (p+ ��p)i�=0 = grad�p : (13.29)Linearisierung bez�uglih der VershiebungsgeshwindigkeitDie Linearisierung der Divergenz der Vershiebungsgeshwindigkeit bez�uglih vS selbsterfolgt auf analoge Weise. Hier erh�alt manDv(divvS) ��vS = div�vS : (13.30)



214 G. EipperDie Geshwindigkeit vS wird zun�ahst als eine von uS unabh�angige Feldgr�o�e betrahtet.Die Deformationsabh�angigkeit des Di�erentialoperators "div\ wird bei der Linearisierungbez�uglih der Festk�orperdeformation ber�uksihtigt.Mit diesen grundlegenden Beziehungen l�asst sih die konsistente Linearisierung der shwa-hen Formen der Bilanzgleihungen ausf�uhren. Die Ergebnisse lassen sih dann in dievektorielle Darstellung (13.24) einordnen.13.5.2 Linearisierung der shwahen Form der ImpulsbilanzLinearisierung bez�uglih der Festk�orperdeformationDie in der shwahen Form der Bilanzgleihungen auftretenden Integrale sind deforma-tionsabh�angig, da eine Volumenintegration �uber ein Volumenelement der aktuellen (de-formierten) Kon�guration durhgef�uhrt wird. Dies muss bei der Linearisierung beahtetwerden. Hierzu wird zun�ahst eine Integraltransformation in die Referenzkon�gurationdurhgef�uhrt, somit sind die Integrationsgrenzen niht mehr deformationsabh�angig. F�urdas Volumenintegral der shwahen Form der Impulsbilanz der Mishung erh�alt man dannZB (TSE � p I) � grad ÆuS dv = ZB0 (� SE � JS p I) � grad ÆuS dVS : (13.31)F�ur die Linearisierung des Extraspannungsanteils �ndet man die aus der klassishenFestk�orpermehanik bekannte Form (siehe z. B. Wriggers [10℄)Du h� SE � grad ÆuSi ��uS= � 4C 12 (grad�uS + grad T�uS) + grad�uS � SE� � grad ÆuS : (13.32)Dieser Ausdruk ist auh ma�gebend bei der Berehnung eines leeren por�osen Festk�orper-skeletts. Die Linearisierung des Porenuiddrukterms in (13.31) kann mit den vorgestelltengrundlegenden Beziehungen in analoger Weise ausgef�uhrt werden. Da die Ober�ahen-kr�afte als deformationsunabh�angig angenommen werden, liefert das Ober�ahenintegralin der Impulsbilanz der Mishung keinen Beitrag bei der Linearisierung.Nah einer R�uktransformation des Volumenintegrals in die Momentankon�guration erh�altman f�ur die Linearisierung der shwahen Form der Impulsbilanz der Mishung bez�uglihder Festk�orpervershiebung:Dug1 ��uS =ZB 1JS � 4C 12 (grad�uS + grad T�uS) + (grad�uS) � SE�� gradÆuSdv+ZB p (grad T�uS � div�uS I) � grad ÆuS dv : (13.33)



Konsistente Linearisierung im Rahmen der Theorie Por�oser Medien 215Die erste Zeile enth�alt die materielle und die geometrishe Nihtlinearit�at des Extraspan-nungsterms. Die zweite Zeile beinhaltet die geometrishe Nihtlinearit�at des Gradientender Testfunktion sowie der Volumenintegration beim Drukterm.Linearisierung bez�uglih des PorenuiddruksAus der Linearisierung der Impulsbilanz der Mishung bez�uglih des Porenuiddrukserh�alt manDp g1 ��p = �ZB �p div ÆuS dv : (13.34)Linearisierung bez�uglih der VershiebungsgeshwindigkeitDa die Impulsbilanz keine von vS abh�angigen Terme enth�alt, vershwindet die Linearisie-rung der Impulsbilanz bez�uglih der Vershiebungsgeshwindigkeit:Dv g1 ��vS = 0 : (13.35)13.5.3 Linearisierung der shwahen Form derVolumenbilanzLinearisierung bez�uglih der Festk�orperdeformationZur Ber�uksihtigung der Deformationsabh�angigkeit in der Volumenbilanz wird auh hierzun�ahst eine Transformation des Volumenintegrals in die Referenzkon�guration durh-gef�uhrt. Damit ergeben sih deformationsunabh�angige Integralgrenzen. Der Geshwindig-keitsdivergenzterm in g2 kann dann in der FormZB divvS Æp dv = ZB0 JS (I � gradvS) Æp dVSdargestellt werden. Eine analoge Integraltransformation kann auh f�ur den Porenuid-drukterm in der Volumenbilanz vorgenommen werden. Im Weiteren wird hier angenom-men, dass die Permeabilit�at kF deformationsunabh�angig ist und damit keinen zus�atzlihenBeitrag bei der Linearisierung liefert.Zur konkreten Ausf�uhrung der Linearisierung der Integranden (nah der Integraltrans-formation) werden die r�aumlihen Gradientenoperatoren "grad\ mit den entsprehendenTransportbeziehungen in materielle Gradientenoperatoren "GradS\ �uberf�uhrt und der ent-stehende Ausdruk mit Hilfe der Kettenregel linearisiert. Anshlie�end wird das Ergebniswieder in die Momentankon�guration zur�uktransformiert. Das Ober�ahenintegral in derVolumenbilanz wird als deformationsunabh�angig betrahtet. Deshalb liefert dieser Termkeinen Beitrag bei der Linearisierung.



216 G. EipperAls Ergebnis der Linearisierung der shwahen Form der Volumenbilanz der Mishungbez�uglih der Festk�orperdeformation erh�alt man:Du g2 ��uS =ZB �div�uS divvS � grad T�uS � gradvS� Æp dv�ZB � kFFR �grad�uS + grad T�uS � div�uS I� grad p��grad Æp dv : (13.36)
Die erste Zeile enth�alt die geometrishe Nihtlinearit�at des Geshwindigkeitsdivergenztermsin der shwahen Form der Volumenbilanz. In der zweiten Zeile sind die geometrishenNihtlinearit�aten des Porenuiddrukterms aufgrund der Volumenintegration und der De-formationsabh�angigkeit der Gradientenoperatoren enthalten.Linearisierung bez�uglih des PorenuiddruksAus der Linearisierung der Volumenbilanz bez�uglih des Porenuiddruks ergibt sih ent-sprehend (13.29)Dp g2 ��p = ZB kFFR grad�p � grad Æp dv : (13.37)Linearisierung bez�uglih der VershiebungsgeshwindigkeitDie Linearisierung der Volumenbilanz der Mishung bez�uglih der Vershiebungsgeshwin-digkeit liefert mit (13.30) den AusdrukDv g2 ��vS = ZB div�vS Æp dv : (13.38)13.6 Ortsdiskretisierung der BilanzgleihungenZur numerishen Umsetzung der beshreibenden Gleihungen m�ussen die shwahen For-men der Bilanzgleihungen in Ort und Zeit diskretisiert werden. Selbst bei quasi-statisherBelastung erh�alt man aufgrund der m�oglihen Fluiddurhstr�omung des Festk�orperskelettsein zeitabh�angiges Anfangs-Randwertproblem. Zun�ahst wird eine Ortsdiskretisierung derGleihungen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM) durhgef�uhrt. Hierbei wird ei-ne Zerlegung des betrahteten Gebietes in ne Elemente vorgenommen. Anshlie�end wirddas entstehende Gleihungssystem mit Hilfe eines geeigneten Zeitintegrationsverfahrens inder Zeit diskretisiert.



Konsistente Linearisierung im Rahmen der Theorie Por�oser Medien 217Im Weiteren wird ein isoparametrishes Konzept zur Diskretisierung der Festk�orperver-shiebungsfreiheitsgrade verwendet, siehe z. B. Zienkiewiz & Taylor [11℄. Damit erh�altman f�ur den Vershiebungsvektor in einem ElementuS ! ue = kuXj=1N j uj : (13.39)Hierbei stellen N j die Ansatzfunktionen am Knoten j eines Elements e dar, welhes kuVershiebungsknoten (Knoten, an denen Vershiebungsfreiheitsgrade vorliegen) besitzt.Die Ortsabh�angigkeit des zu diskretisierenden Vershiebungsfeldes uS ist in der Ansatz-funktionN j enthalten, w�ahrend die diskreten Knotenvariablen uj die Zeitabh�angigkeit desVershiebungsvektors uS enthalten. In analoger Weise wird die Vershiebungsgeshwindig-keit vS mit den zeitlihen Ableitungen vj der Knotenvershiebungen uj diskretisiert. DieOrtsdiskretisierung der Inkremente der Festk�orpervershiebung �uS und der Vershie-bungsgeshwindigkeit �vS erfolgt in analoger Weise zur Diskretisierung der korrespondie-renden Gr�o�en uS bzw. vS .Die Ortsdiskretisierung des Druks p (sowie des Drukinkrements �p) wird durhp! pe = kpXj=1M j pj (13.40)vorgenommen. Die Ordnung der Ansatzfunktion M j kann sih von der Ordnung der An-satzfunktion N j f�ur die Vershiebung untersheiden.Die Gesamtspannungen in der Impulsbilanz berehnen sih aus einem Extraspannungs-anteil und einem Anteil aus dem Porenuiddruk. Die Extraspannungen ergeben sihdurh Gradientenbildung aus Deformationsgr�o�en der Festk�orpervershiebung. Dadurhreduziert sih die Ordnung des resultierenden Ausdruks um eins. Damit insgesamt glei-he Ordnungen im diskretisierten Gesamtspannungsausdruk vorliegen, wird die Ordnungder AnsatzfunktionM j f�ur den Druk um eins niedriger gew�ahlt als die Ansatzfunktion N jf�ur die Vershiebung. Da die Volumenbilanz den Gradienten des Porenuiddruks enth�alt,muss die Ansatzfunktion f�ur den Druk mindestens linear sein. Die Vershiebungen werdensomit quadratish angesetzt, siehe Diebels & Ehlers [5℄.Bei Verwendung eines Standard-Galerkin-Verfahrens stimmen die Ansatz- und Testfunk-tionen zur Approximation korrespondierender Feldgr�o�en �uberein. Damit erh�alt man f�urdie Ortsdiskretisierung des virtuellen Vershiebungs- und Drukfeldes:ÆuS ! Æue = kuXi=1 N i Æui ; Æp! Æpe = kpXi=1 M i Æpi : (13.41)Durh die Ortsdiskretisierung des Gleihungssystems G (13.20) der shwahen Formender Bilanzgleihungen (13.17), (13.18) ergibt sih nah Assemblierung der entstehendenlokalen Elementanteile ein globales FEM-Gleihungssystem. Fasst man die Vershiebungs-und Drukfreiheitsgrade aller Elementknoten im Vektor y der Unbekannten zusammen, soerh�alt man ein ortsdiskretes (jedoh zeitkontinuierlihes) Gleihungssystem in der FormF(y; y0; t) =M(y) y0 + k(y) � f(t) = 0 : (13.42)



218 G. EipperHierbei bezeihnet M eine verallgemeinerte Massen- bzw. Systemmatrix, k einen ver-allgemeinerten Stei�gkeitsvektor und f einen verallgemeinerten Kraftvektor. Der Vektory0 = dy=dt enth�alt die totale Zeitableitung der Knotenfreiheitsgrade.Da der Porenuiddruk eine algebraishe Zwangsbedingung zur Erf�ullung der Inkompres-sibilit�atsforderung darstellt, tritt keine zeitlihe Ableitung des Porenuiddruks in denGleihungen auf. Aus diesem Grund ist M singul�ar. Deshalb handelt es sih bei (13.42)um ein di�erential-algebraishes Gleihungssystem (DAE) erster Ordnung in der Zeit.13.7 ZeitdiskretisierungEine Zeitdiskretisierung des FEM-Gleihungssystems (13.42) f�uhrt auf ein System niht-linearer Gleihungen, das in jedem Zeitshritt eines Zeitintegrationsalgorithmus mittelseines Newton-Verfahrens iterativ gel�ost werden muss.Zur L�osung eines di�erential-algebraishen Gleihungssystems ist ein implizites Zeitin-tegrationsverfahren notwendig. Die einfahste implizite Zeitdiskretisierung l�asst sih mitHilfe des impliziten Euler-Verfahrens vornehmen. Hierbei wird die Geshwindigkeit amneu zu berehnenden Zeitpunkt tn+1 durh den Di�erenzenquotienteny0n+1 = yn+1 � yn�t (13.43)approximiert, wobei �t = tn+1 � tn das Zeitinkrement ist.Die Zeitdiskretisierung des FEM-Gleihungssystems (13.42) mit dem impliziten Euler-Verfahren an einem Zeitpunkt tn+1 f�uhrt auf�Fn+1 �yn+1; y0n+1(yn+1); tn+1� = 0 : (13.44)Hieraus l�asst sih der Vektor yn+1 der unbekannten Freiheitsgrade zum Zeitpunkt tn+1bestimmen. Die L�osung des nihtlinearen Gleihungssystems ist nur iterativ m�oglih. Diehierzu notwendige Tangente beim Newton-Verfahren in einem Iterationsshritt �ndet manmit (13.43) zuD�Fn+1 := d�Fn+1dyn+1 = � �Fn+1�yn+1 + 1�t � �Fn+1�(y0)n+1 : (13.45)Die in der Tangente auftretenden partiellen Ableitungen ergeben sih durh Ortdiskreti-sierung der in (13.24) zusammengefassten Linearisierungen (13.33) - (13.38) der kontinu-ierlihen shwahen Formen der Bilanzgleihungen. Die Tangente des Gleihungssystemskann mit der Darstellung (13.42) auh in der FormD�Fn+1 = ��Mn+1�yn+1 (y0)n+1 + �kn+1�yn+1�+ 1�t �Mn+1� (13.46)dargestellt werden. Das vorgestellte Vorgehen setzt die Vertaushbarkeit von Linearisie-rung und Assemblierung der globalen FEM-Tangente voraus. Dies ist beim hier betrah-teten nihtlinear elastishen Zweiphasenmodell immer m�oglih, da die Linearisierung der



Konsistente Linearisierung im Rahmen der Theorie Por�oser Medien 219kontinuierlihen Bilanzgleihungen mit der Linearisierung der FEM-Gleihungen �uberein-stimmt. Bei Problemstellungen mit inneren Variablen (Plastizit�at, Viskoelastizit�at) ist ei-ne Linearisierung eines auf Elementebene arbeitenden Algorithmus notwendig. Dies wirddann auh als "algorithmish konsistente Linearisierung\ bezeihnet.13.8 Globaler L�osungsalgorithmusDie L�osung des nihtlinearen Gleihungssystems �Fn+1 = 0 wird mit einem Newton-Verfahren iterativ berehnet. In einem Newton-Iterationsshritt k zur Berehnung derL�osung zum Zeitpunkt tn+1 muss das GleihungssystemD�Fkn+1 �ykn+1 = ��Fkn+1 (13.47)gel�ost werden. Anshlie�end erfolgt eine Aufdatierung des L�osungsvektorsyk+1n+1 = ykn+1 +�ykn+1 : (13.48)Diese Iteration wird solange wiederholt, bis die Residuumsnorm eine vorgegebene Toleranzuntershreitet. Dann wird der n�ahste Zeitshritt ausgef�uhrt. Hierbei dient die L�osungim vorigen Zeitshritt als Startwert f�ur die Newton-Iteration im neuen Zeitshritt. Diekonsistente Linearisierung aller in das Gesamtproblem eingehenden Gleihungen garantiertquadratishe Konvergenz der L�osung beim Newton-Verfahren.13.9 ZusammenfassungAuf der Basis der Theorie Por�oser Medien wurden die beshreibenden Bilanzgleihungenf�ur ein uidges�attigtes Festk�orperskelett aus materiell inkompressiblemMatrixmaterial an-gegeben. Zur Modellierung des mehanishen Verhaltens bei �niten elastishen Deforma-tionen (insbesondere zur Ber�uksihtigung des sogenannten Kompressionspunkts por�oserMaterialien) wurde ein modi�ziertes Neo-Hooke-Modell f�ur por�ose Festk�orper verwendet.Die eÆziente numerishe Behandlung des gekoppelten Festk�orper-Fluid-Problems erfor-dert eine konsistente Linearisierung der beshreibenden Gleihungen. Hierzu wurden dieshwahen Formulierungen der Bilanzgleihungen bez�uglih der unbekannten Feldgr�o�enlinearisiert. Durh Diskretisierung dieser linearisierten Gleihungen l�asst sih die globa-le Tangente des Berehnungsproblems ermitteln. Diese globale Tangente ist notwendigzur Formulierung eines eÆzienten L�osungsalgorithmus im Rahmen einer Finite-Elemente-Berehnung.Literaturverzeihnis[1℄ R. M. Bowen. Toward a thermodynamis and mehanis of mixtures. Arh. RationalMeh. Anal., 24:370{403, 1967.
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14Error-ontrolled Runge-Kutta timeintegration in elastoplastiity andvisoplastiityP. Ellsiepen und S. DiebelsInstitut f�ur Mehanik (Bauwesen)Universit�at StuttgartD-70550 StuttgartAbstrat. We �rst develop an abstrat setting that allows us to handle a large lass ofplastiity models (with or without yield riterion, with or without hardening) in a single- ormulti-phase ontext. Afterwards, we apply error-ontrolled Runge-Kutta time integrationmethods to the abstrat plastiity formulation. Due to the abstrat formulation, a hangein the model is very easy to implement without the need to hange the omplete algorithm.The eÆieny of the algorithms is demonstrated by means of two numerial examples,also giving omparisons in terms of auray and omputational e�ort with respet to theBakward Euler sheme whih is usually applied in omputational plastiity.14.1 IntrodutionThe numerial simulation of ontinuummehanial problems has beome a widely aeptedmethod to get insight into omplex problems that arise in tehnial and engineering appli-ations. The omplexity of the overall task is usually split into three main aspets, namelyexperiments, theory and numerial methods. These aspets are strongly linked, e. g. theomparison of numerial results and experimental data may lead to hanges in the theory.In this artile, we onentrate on improved numerial methods in terms of auray andeÆieny to simulate phenomena based on equations derived from a ontinuum mehani-al setting, i. e. a phenomenologial theory. Espeially, we put the fous on adaptive timeintegration of models in omputational plastiity.In Setion 14.2, we desribe the ontinuum mehanial setting for two seleted modelswith pratial relevane in engineering appliations. First, we onsider a standard modelfor solid materials, e. g. metals or other ristalline materials. Seond, we present a modelfor two-phase fritional materials, e. g. uid-saturated geomaterials like sand or lay. Bothmodels are then embedded into an abstrat setting whih is the basis for the �nite ele-ment formulation presented in Setion 14.4 and the adaptive time integration algorithmsdesribed in Setion 14.5. The resulting non-linear systems with large sparse Jaobians221



222 P. Ellsiepen and S. Diebelsare solved by a two-stage Newton algorithm desribed in Setion 14.6. On the elementlevel (loal Newton iteration), the eÆieny of the algorithm is determined by the stressomputation desribed in Setion 14.7. Finally, in Setion 14.8, we ompare the error-ontrolled Runge-Kutta methods with the standard bakward Euler method in terms ofauray and omputational e�ort on the basis of numerial examples.14.2 Continuum mehanial setting14.2.1 Solid materialsSolid materials { espeially metals { play an important role in tehnial appliations.Furthermore, in engineering problems, the elasti and plasti behaviour of solids is ofinterest. As an example, we use a standard material model for metals, i. e. a plastiitymodel with yield surfae inluding isotropi and kinemati hardening. For simpliity, weassume all proesses to proeed at a onstant temperature and restrit ourselves to a smallstrain formulation. However, the algorithms disussed in Setion 14.5 may also be appliedin a large strain ontext (see e. g. Hartmann [22℄).With the displaement �eld u = u(x; t), the linearized Green strain tensor E is thesymmetri part of the displaement gradient:E = 12(gradu+ gradT u) = symgradu : (14.1)The stati equilibrium ondition derived from the balane of momentum readsdivT+ �b = 0 ; (14.2)where T is the Cauhy stress tensor determined by onstitutive equations (see below), �is the mass density, b is the volume fore (e. g. gravity), and the operator div(�) is thedivergene related to grad(�).The weak formulation needed for the �nite element method (FEM) results from multiply-ing (14.2) by a test funtion Æu and integrating over the two- or three-dimensional domain
 oupied by the body. Integration by parts yieldsZ
 grad Æu �T dv = Z
 Æu � �b dv + Z�t Æu � �t da : (14.3)The boundary � = �u[�t of 
 is split into the displaement boundary �u and the trationboundary �t as usual. The tration boundary ondition Tn = �t on �t is part of the weakformulation (natural or Neumann b. .) while the displaement boundary ondition u = �uon �u has to be ful�lled by the ansatz funtions (essential or Dirihlet b. .).In the following we briey state the onstitutive model taken from Hartmann, L�uhrs &Haupt [23℄ featuring isotropi and kinemati hardening plastiity for metals with a rate-independent (elastoplasti) or rate-dependent (visoplasti) ow rule. We slightly modi�edthe model by only inluding one Armstrong-Frederik term in the kinemati hardening



Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 223law and by inluding isotropi linear hardening in addition to exponential hardening, f.e. g. Barthold, Shmidt & Stein [2℄.The strain tensor is split into elasti and plasti parts, E = Ee + Ep, where the elastipart Ee is responsible for the stresses gouverned by Hooke's law (linear elastiity):T = 4C (E�Ep) = 2�Ee + � (trEe) I with 4C = 2� 4I+ � I
 I : (14.4)The von Mises type yield riterionF (T;X; k) = k(T�X)Dk �r23 k (14.5)determines wether the behaviour is elasti (F < 0 or F = 0 and _F < 0) or plasti1 (F � 0).Therein, the deviator of a seond order tensor A is denoted by AD = A� 13(trA) I andthe norm by kAk = pA �A. The bak-stress tensor X represents kinemati hardeningwhereas the stress-like salar variable k desribes isotropi hardening.Remark: The von Mises yield riterion an equivalently be written as~F (T;X; k) = J2 � 13 k2 ; (14.6)where J2 = 12 k(T�X)Dk2 is the seond deviatori invariant of the tensor T�X, givingrise for the notion of J2-plastiity. 2In the ase of elasti behaviour (F < 0) or unloading (F = 0 and _F < 0), the plastistrain Ep is kept onstant and the stress tensor T is solely determined by the algebraiequation (14.4).In the ase of plasti behaviour (F � 0), a system of di�erential-algebrai equations hasto be solved in order to determine the stress tensor T together with the internal variablesEp; X; s and �. An assoiated ow rule determines the rate of the plasti strain Ep andan Armstrong-Frederik type kinemati hardening law is used for the evolution of thebak-stress tensor X:_Ep = �N ; N = �F�T = (T�X)Dk(T�X)Dk ; (14.7)_X =  _Ep � b _sX ; (14.8)_s = �r23 : (14.9)The plasti arlength s (equivalent plasti strain) drives the stress-like hardening variablek via an isotropi hardening law _k = (h+ a (k1 � k + h s)) _s ; inluding linear as well as1The ase F > 0 is only valid in the visoplasti ase. In the elastoplasti ase, the stress stateis required to remain on the yield surfae: F = 0.



224 P. Ellsiepen and S. Diebelsexponential hardening. This an be integrated in losed form proeeding from s(0) = 0and k(0) = k0:k(s) = h s|{z}linear + k1 + (k0 � k1) e�a s| {z }exponential hardening : (14.10)The system is losed by an additional equation in order to determine the plasti multiplier�. In the elastoplasti ase, the stress state is required to remain on the yield surfae:0 = F (T;X; k) : (14.11)In the visoplasti ase, � is expliitly given by an overstress model (Perzyna [28℄)0 = �� 1� �F (T;X; k)�0 �r ; (14.12)where the F�oppel symbol (Maauley brakets) is de�ned by hxi = (x+ jxj)=2. FollowingHartmann, L�uhrs & Haupt [23℄, both the elastoplasti and the visoplasti ase an beinluded in the single equation0 = � � �r0 � hF (T;X; k)ir ; (14.13)whih is the result of multiplying (14.12) by � �r0. Therein, the elastoplasti limit (14.11)is represented by � = 0 whenever r is positive. This is rather natural due to the fatthat elastoplastiity (also alled rate-independent plastiity or invisid plastiity) is thelimiting ase of visoplastiity for vanishing visosity, or, alternatively, for in�nitely slowproesses, f. e. g. Lubliner [25℄, Haupt, Kamlah & Tsakmakis [24℄.Summarising, the evolution in the plasti regime is desribed by the differential-algebraisystem (14.4),(14.7)-(14.9) and (14.13) in the variables T; Ep; X; s; and � with k = k(s)given by (14.10).14.2.2 Two-phase materialsTwo-phase materials { e. g. uid-saturated porous materials suh as sand or lay { play animportant role in geotehnial appliations. Here, we briey present a two-phase modelbased on the Theory of Porous Media (TPM). The TPM is a phenomenologial ontinuumtheory based on the lassial mixture theory (Truesdell & Toupin [32℄, Bowen [3℄) and theonept of volume frations (Bowen [4℄, de Boer & Ehlers [7℄, Ehlers [11, 12, 14℄). Asbefore, we restrit ourselves to a purely mehanial model (onstant temperature) and ageometrially linear theory. Furthermore, as slowly varying proesses are a standard as-sumption in geotehnial appliations, a quasi-stati formulation is adopted. The materialbehaviour of the solid is gouverned by an ideal plastiity model for fritional materialswith a non-assoiated ow rule (Ehlers [13℄, Diebels, Ellsiepen & Ehlers [9℄).Note, however, that the desribed algorithmi approah is neither limited to small deforma-tions nor to ideal plastiity. For example, the �nite strain ase is disussed in Mahnkopf



Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 225[26℄, while a more omplex material model for granular materials like sand { inludingstrain hardening and strain softening { is handled suessfully by M�ullersh�on [27℄.The two-phase material onsists of a solid skeleton (index S) whih is saturated by a pore-uid (index F ). The primary variables desribing the deformation of suh materials arethe solid displaement uS and the pore pressure p. As before, the linearized Green straintensorES = 12(graduS + gradT uS) = ESe +ESp (14.14)is split into elasti and plasti parts. A displaement-pressure formulation of the inom-pressible two-phase model an be derived (Diebels, Ellsiepen & Ehlers [10℄):0 = div �TSE � p I�+ �nS�SR + nF�FR�b ; (14.15)div(uS)0S = div� kFFR �grad p� �FR b�� : (14.16)The �rst equation is the mixture balane of momentum (solid and uid). The seondequation is the volume balane together with the uid balane of momentum (Dary 'slaw). Therein, TSE is the Cauhy extra stress tensor of the solid, nS and nF are thevolume frations of solid and uid, respetively, �SR and �FR are the e�etive or realdensities, (�)0S denotes the material time derivative following the solid motion, kF is theDary permeability parameter, FR is the real weight of the uid and b is the volumefore ating on both onstituents (e. g. gravity). Again, additional onstitutive equationsare needed for the extra stress TSE of the solid.With the test funtion ÆuS , the weak formulation of the mixture balane of momentumreads Z
 grad ÆuS � (TSE � p I) dv= Z
 ÆuS � (nS�SR + nF�FR)b dv + Z�t ÆuS � �t da : (14.17)The boundary � = �u [ �t is split into the displaement boundary �u and the trationboundary �t as before. However, the surfae tration �t = (TSE � p I)n now ats on bothonstituents, i. e. the solid and the uid phase.With the test funtion Æp, the weak formulation of the volume balane readsZ
 Æp div(uS)0S dv + Z
 grad Æp � kFFR grad p dv= Z
 grad Æp � kFFR �FR b dv � Z�v Æp �v da : (14.18)Similarly, the boundary � = �p [ �v is split into the pressure boundary �p and the uxboundary �v. The boundary term of the volume balane is the volume ux �v = nFwF �n,



226 P. Ellsiepen and S. Diebelswhere nFwF is the so-alled �lter veloity. For a more detailed disussion of the weakformulation see Diebels & Ehlers [8℄.The elasti behaviour of the solid is again gouverned by Hooke's law:TSE = 4C (ES �ESp) : (14.19)The plasti behaviour of fritional materials like sand, lay or rok shows plasti defor-mations even under hydrostati stress onditions whih is ompletely di�erent from thebehaviour of rystalline stutures. Therefore, a yield surfae suitable for these materialsmust possess a losed shape in the prinipal stress spae. The single-surfae yield riterionproposed by Ehlers [13℄F (TSE ) =vuutIID 1 +  IIID=II3=2D !m + 12 � I2 + Æ2 I4 + � I + " I2 � � (14.20)depends on the �rst invariant I as well as on the seond and third deviatori invariantsIID and IIID of the stress tensor TSE . The invariants of a tensor A are de�ned as follows:I = trA; IID = 12 AD �AD; IIID = detAD : (14.21)The seven parameters �; �; ; Æ; �; � and m used in (14.20) allow to model the losedshape of the yield surfae in the prinipal stress spae as well as the typial triangularshape with rounded orners in the deviatori plane (�-plane).In the elasti regime (F < 0 or F = 0 and _F < 0), the stress tensor TSE is determinedby the algebrai equation (14.19), while in the plasti regime2 (F � 0) it must be deter-mined together with the internal variables ESp and � through the solution of a system ofdi�erential-algebrai equations onsisting of (14.19) and the ow rule(ESp)0S = � �G�TSE : (14.22)The (viso-)plasti potential proposed by Diebels, Ellsiepen & Ehlers [9℄G(TSE ) =rIID + 12 � I2 + Æ2 I4 + � I + " I2 + g(I) (14.23)is used to determine the plasti ow diretion in (14.22). It assumes oaxial ow in thedeviatori plane while in the hydrostati plane the funtion g allows to �t the dilatanyangle of the non-assoiated ow rule aording to experiments.The system is losed by an additional equation in order to determine the plasti multiplier�. As in (14.13) above, we use a single equation to represent both the elastoplasti (� = 0)and the visoplasti (� > 0) ase:0 = � � �r0 � 
F (TSE )�r : (14.24)2The ase F > 0 is only valid in the visoplasti ase. In the elastoplasti ase, the stress stateis required to remain on the yield surfae: F = 0.



Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 22714.3 Abstrat ontinuum settingAs we want to present the time integration algorithms independent of the speial modelunder onsideration, we �rst develop an abstrat setting that allows to handle a largelass of plastiity models (with or without yield riterion, with or without hardening) ina single- or multi-phase ontext.Suppose the primary variables are olleted into a vetor u and the internal variables intoa vetor q. Then, an abstrat weak formulation for the primary variables u in some trialspae S(t) with test funtions Æu from some test spae T reads:Find u 2 S(t) s. t. G(Æu; u; q) = 0 8 Æu 2 T ; t 2 [0; T ℄ : (14.25)The dependene of the non-linear funtioal G on q is noted after a semiolon sine theinternal variables enter the weak formulation only in an indiret way via the stress operatorbelow. An abstrat material model inluding plastiity an be stated as follows:Strain: E = �E(u) ;Stress: T = �T(E; q) ;Evolution: A _q = �q(T; q) : (14.26)Therein, �E is the strain operator, �T is the stress operator, and �q is the operatordesribing the right hand side of all evolution equations. Sine the evolution equationsmay inlude di�erential and algebrai equations, the matrix A is introdued. In the aseof all evolution equations being ordinary di�erential equations, the matrix A is simply theidentity matrix I. Otherwise, A may be singular and thus takes into aount algebraiequations onstraining the evolution.In ase of a plastiity model based on a yield riterion F (T;q), the evolution equationsare only ative in the plasti regime (F � 0). The Heaviside funtion H(x) may then beformally used as an indiator funtion (H(x) = 0 for x < 0 and H(x) = 1 for x � 0).Thus, the right hand side of (14.26)3 reads�q(T;q) = H(F (T;q)) ~�q(T;q) ; (14.27)where F (T;q) is the yield funtion and ~�q desribes the evolution in the plasti regime.Identi�ation for the solid material modelIn the ase of the plastiity model for solid materials disussed in Setion 14.2.1, theprimary and internal variables are:Primary variables: u = u ;Internal variables: q = (Ep; X; s; �) : (14.28)



228 P. Ellsiepen and S. DiebelsThus, by omparison of (14.3) and (14.25), the abstrat operator of the weak formulationreads:G(Æu; u; q) � Z
 grad Æu �T dv � Z
 Æu � �b dv � Z�t Æu � �t da ; (14.29)where the only dependene on q is in the stress tensor T. The abstrat operators of theplastiity model an be identi�ed as follows:Strain: �E(u) = 12(gradu+ gradT u) ;Stress: �T(E; q) = 4C (E�Ep) ;Evolution: A = blokdiag(I; I; 1; 0) ;~�q(T; q) = 2666666664 �N� [N�r23 bX℄�r23� � �r0 � F (T; X; k)r
3777777775 : (14.30)

Identi�ation for the two-phase fritional material modelIn the ase of the plastiity model for two-phase fritional materials disussed in Setion14.2.2, the primary and internal variables are:Primary variables: u = (uS ; p) ;Internal variables: q = (ESp; �) : (14.31)For the sake of a uniform notation, the only time derivative (�)0S in the two-phase modelwith respet to the motion of the solid skeleton is denoted by the supersript dot (�)_ inthe following. Thus, by omparison of (14.17), (14.18) and (14.25), the abstrat operatorof the weak formulation reads:G(Æu; u; q) � G([ÆuS ; Æp℄; [uS ; p℄; [ESp; �℄)� Z
 grad ÆuS � (TSE � p I) dv� Z
 ÆuS � (nS�SR + nF�FR)b dv � Z�t ÆuS � �t da+ Z
 Æp div _uS dv + Z
 grad Æp � kFFR grad p dv� Z
 grad Æp � kFFR �FR b dv + Z�v Æp �v da : (14.32)



Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 229Note that the above sum (14.32) of the weak formulations (14.17) and (14.18) is equivalentto the separate equations sine the test funtions ÆuS and Æp are linearly independent.Omitting the sub- and supersripts at the strain tensor ES and at the extra stress tensorTSE , the abstrat operators (14.26) in the ase of the two-phase fritional material modelread: Strain: �E(u) = 12(graduS + gradT uS) ;Stress: �T(E; q) = 4C (E�ESp) ;Evolution: A = blokdiag(I; 0) ;~�q(T; q) = 24 � �G�T� � �r0 � F (T)r 35 : (14.33)
14.4 Spatial disretizationFor the spatial disretization, we apply the �nite element method (FEM) in the sense ofthe method of lines (MOL), i. e. a �xed spatial mesh is used at all times t 2 [0; T ℄. Spaeadaptive proedures in ontext of multi-phase materials are disussed elsewhere (see e. g.Ehlers & Ellsiepen [16℄, Ellsiepen [17℄).Aording to the FEM, the trial spae S(t) and the test spae T in the weak formulation(14.25) are approximated by their disrete ounterparts Sh(t) and T h, respetively. Thus,on a mesh with nu nodes, the disrete trial and test funtions an be de�ned as follows:

uh(x; t) = �uh(x; t) + nuXj=1 Nj(x)uj(t) = �uh(x; t) + N(x)u(t) ;Æuh(x) = nuXi=1 Ni(x) Æui = N(x) Æu ; (14.34)
where �uh represents the approximated Dirihlet boundary onditions, and h is a dis-retization parameter, e. g. the largest element diameter in the mesh. Furthermore, letnd = dimu denote the number of primary variables of the ontinuous problem, i. e. thenumber of degrees of freedom at eah node j. The matrix Nj = diag(N1j ; : : : ;Nndj ) ontainsthe global basis funtions at node j depending on the spatial position x only. The nodaldegrees of freedom uj(t)2 Rnd are still ontinuous funtions of the time t leading to thenotion of a a spatial semi-disretization. Taking it all together, N(x) represents the globalmatrix of all shape funtions and u(t)2 Rnu�nd is the vetor of all nodal displaements.In the following, the time-dependene of all funtions is silently assumed for simpliity ofnotation.Remark: Certainly, in a FE program, the shape funtions are implemented on the el-ement level using loal oordinates �. The global basis funtions Nj then result from atransfer to global oordinates x via the isoparametri mapping. However, as we have in



230 P. Ellsiepen and S. Diebelsmind a global formulation of the resulting equations, we formally use the global nodalbasis fNjg, skipping details of the FE implementation. 2The abstrat FE-Galerkin formulation of (14.25) reads:Find uh 2 Sh(t) s. t. Gh(Æuh; uh; qh) = 0 8 Æuh 2 T h; t 2 [0; T ℄ ; (14.35)where Sh = �uh + T h is the disrete trial spae and T h is the disrete test spae. Thereplaement of G by Gh denotes the inexat evaluation of the integrals by numerial inte-gration. Therefore, as usual in omputational plastiity, the internal variables q are onlyomputed at the nq integration points xk of the mesh in the sense of a olloation methodwhih results in the replaement of q by its spae-disrete ounterpart:
qh(xk; t) def= qk(t) ; k = 1; : : : ; nq : (14.36)In the following, an abstrat setting of the system of equations resulting from the FE-Galerkin method (14.35) is derived. To this end, all nodal variables uj are olleted intoa vetor u and all integration point variables qk are olleted into a vetor q as follows:Primary variables (FE nodes): u = (u1; : : : ;unu)T ;Internal variables (integration points): q = (q1; : : : ;qnq)T : (14.37)At eah integration point k (k = 1; : : : ; nq) with global position xk we obtain a system ofni = dimq di�erential-algebrai equations in time by inserting the stress and the strainoperator of (14.26), �T and �E, into the evolution operator �q:
lk(t;q; _q;u) � h

A _qk � �q(�T(�E(uh); qk); qk)i���x=xk = 0 : (14.38)Furthermore, let Ndi denote the vetor-valued test funtion for equation number d at nodei (d = 1; : : : ; nd; i = 1; : : : ; nu). Then the semi-disrete (global) balane equations at nodei read:
gi(t;u; _u;q) � 26664 Gh(N1i ; uh; qh)...Gh(Nndi ; uh; qh) 37775 = 0 : (14.39)Taking all semi-disrete equations (14.38) and (14.39) together, we are led to an initial-value problem of di�erential-algebrai equations in time (Ehlers & Ellsiepen [15, 16℄):
F(t;y; _y) � 24 g(t;u; _u;q)

l(t;q; _q;u) 35 = 0 ; y(0) = y0 ; t � 0 ; (14.40)where y = (uT ; qT )T is the global vetor of unknowns ontaining all FE degrees of freedomat the nodes as well as all internal variables at the integration points. The formulation(14.40) is the basis for the adaptive time integration presented in the next setion.



Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 23114.5 Adaptive time integration14.5.1 General settingThe numerial integration of sti� ordinary di�erential equations (ODE) and di�erential-algebrai equations (DAE) has been an important researh topi in numerial analysisduring the last deade, see e. g. Hairer, Lubih & Rohe [20℄, Brenan, Campbell & Petzold[5℄, Hairer & Wanner [21℄, Strehmel & Weiner [31℄. Thus, the large number of availablemethods requires that ertain seletion riteria be formulated.� As we want to preserve as muh of the struture of the well-known bakward Eulermethod usually applied in omputational plastiity, we put the fous on one-stepimpliit Runge-Kutta methods.� In order to minimize the additional ost for time adaptivity, we apply embeddedmethods whih provide an eÆient error-ontrol based on two solutions of di�erentorder without any additional non-linear system solutions (see Setion 14.5.2).� For large DAE systems of index 1, diagonally impliit methods (DIRK) are wellsuited, allowing to solve the stage equations in a deoupled way one after the other.Furthermore, the speial struture of the non-linear systems in ase of the above FEsemi-disretization an be exploited during the solution (see Setion 14.6).� As the algebrai onstraints { e. g. the stati equilibrium equations and the yieldsurfae in ase of elastoplastiity { have to be ful�lled at the new time step, sti�yaurate methods are preferred.� Certain stability riteria are essential in solving DAEs. For short, A-stability (ab-solute stability for all step sizes) is a must while L-stability is \nie to have".The oeÆients of a general s-stage embedded DIRK are given in Table 14.1, the so-alledButher array. Sti�y aurate methods are haraterized by the additional onditions1 a11... ... . . .s as1 � � � assb1 � � � bsb̂1 � � � b̂sTable 14.1: Buther Array for Embedded DIRK Methodsasi = bi. The time step algorithm applied to a general DAE initial-value problem (f.(14.40))
F(t;y(t); _y(t)) = 0 ; y(0) = y0 ; t � 0 (14.41)



232 P. Ellsiepen and S. Diebels� �1 1� � �1� � �1� �̂ �̂ � = 1� 12 p2 ; �̂ = 2� 54 p2 :
Table 14.2: Embedded SDIRK 2(1) method of Alexander (1977), Ellsiepen (1999)starts from a known approximate solution yn � y(tn) at time tn and a given time stepsize �tn. For eah stage i = 1; : : : ; s, the following quantities are de�ned:Stage time: Tni := tn + i�tn ;Stage solution and inrement: Yni := yn +�Yni ;Stage derivative: _Yni := 1�tn aii [�Yni �Yni℄ ; (14.42)where Yni := �tnPi�1j=1 aij _Ynj depends only on already omputed quantities. The stageinrements �Yni are omputed one after the other as solutions of the s non-linear systemsthat arise by inserting the disrete quantities (14.42) into the ontinuous DAE (14.41):

Rni(�Yni) � F
�tn + i�tn| {z }Tni ; yn +�Yni| {z }

Yni ; 1�tn aii [�Yni �Yni℄| {z }_Yni � = 0 : (14.43)Afterwards, two solutions of di�erent order an be omputed:Order p: yn+1 = yn +�tn sXi=1 bi _Yni ;Order p̂ < p: ŷn+1 = yn +�tn sXi=1 b̂i _Yni : (14.44)In the ase of a sti�y aurate method the new solution at time tn+1 = tn+�tn = Tns isgiven by yn+1 = yn +�Yns = Yns and need not be reomputed by (14.44)1.In the examples presented in Setion 14.8 we use three di�erent DIRK methods of ordersone to three. First, the well-known bakward Euler is applied for omparison purposes.As no lower order method an be embedded into a method of order one the impliitEuler method is used without step size ontrol. Seond, we apply the sti�y aurate andstrongly S-stable (and therefore A- and L-stable) 2-stage method of Alexander [1℄ wherewe have added an S-stable (and therefore A-stable) embedded error estimation method oforder one (Ellsiepen [17℄). The oeÆients of this new method are given in Table 14.2.Third, we use the sti�y aurate and strongly S-stable 3-stage method of Alexander [1℄with an embedded 2-stage error estimator proposed by Cash [6℄. The oeÆients of thismethod are given in Table 14.3.



Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 233 2 a21 1 b1 b2 b1 b2 b̂1 b̂2 0
 = 0:435866521508458999472 = (1 + )=2 a21 = (1� )=2b1 = 1� b2 �  b2 = (62 � 20 + 5)=4b̂1 = =(1� ) b̂2 = (2 � 1)=( � 1)Table 14.3: Embedded SDIRK 3(2) method of Cash (1979)14.5.2 Error-ontrolOne the two solutions (14.44) have been omputed, an embedded error estimation anbe omputed (for details, see e. g. Hairer & Wanner [21℄):ERR � kyn+1 �ŷn+1k = k�tn sXj=1(bi � b̂i) _Ynik (14.45)Note that this error estimation is \heap" in the sense that it does not require any ad-ditional non-linear system solution but only a weighted sum of the already omputedquantities _Yni. This makes Runge-Kutta methods with embedded error estimators wellsuited for large systems of equations.In ase of the system (14.40) under onsideration, the norm in (14.45) has to be hosenwith are. Due to the di�erent nature of the quantities u (FE degrees of freedom in theL2 sense) and q (olloation variables), the following error measures (\error/tolerane")are de�ned (Ehlers & Ellsiepen [15, 16℄, Ellsiepen [17℄):eu := 0� 1N NXk=1 "ukn+1 � ûkn+1�r � juknj+ �a #21A1=2 ; eq := maxk=1;:::;Q �����qkn+1 � q̂kn+1�r � jqknj+ �a ����� ; (14.46)where the supersript index k denotes the vetor omponent, N = dimu = nd � nu is thetotal number of FE degrees of freedom, Q = dimq = ni �nq is the total number of internalvariables, and �r and �a are relative and absolute toleranes to be spei�ed by the user.In pratie, the absolute tolerane is spei�ed omponent-wise as �ka to take into aountdi�erent orders of magnitude in the variables.Remark: The above hoie of eq makes sure that the most ritial point during thenumerial simulation of plastiity problems, namely the onset of plasti deformation, isfound reliably by the time-adaptive algorithm. Thus, the time step size is determined bythe integration point that ontributes most to the total error in the plasti equations. 2A time step is aepted if both error measures eu and eq are less than or equal to one,ey := maxfeu; eqg � 1 ; (14.47)



234 P. Ellsiepen and S. Diebelsand rejeted otherwise. In both ases a new step size is predited from the error measuresand the order p̂ of the embedded method:�tnew := �told �minnfamax; maxnfamin; fasafety � e�1=(p̂+1)y oo : (14.48)Therein, fasafety < 1 is a safety fator that prevents osillations in the step size, andfamax > 1 and famin < 1 bound the step size variation.One ruial point, i. e. the solution of the non-linear systems (14.43), needs to be lookedat in more detail sine it determines the eÆieny of the over-all algorithm. This topi isdisussed in the following setion.14.6 Solution of non-linear systemsIn order to solve (14.43) by Newton's method, the Jaobian matrix
Jni = R0ni(�Yni) = dRnid�Yni = �F�y

����
z
+ �ni �F� _y ����z (14.49)is needed, where z = (Tni;Yni; _Yni) represents the urrent set of arguments and �ni =1=(�tn aii) is the stage fator due to the rule of hain. In ase of the system (14.40)resulting from the FE semi-disretization of the plastiity problems at hand, the non-linear system (14.43) reads24 G(U; Q)

L(U; Q) 35 � 24 g
�Tni; un + U; �ni[U�Uni℄; qn + Q

�
l
�Tni; qn + Q; �ni[Q�Qni℄; un + U

� 35 = 24 0

0

35 ; (14.50)where the abbreviations U := �Uni and Q := �Qni have been introdued and the indiesn and i at G and L have been dropped in order to simplify notation. The Jaobian of(14.50) reads:
Jni = 2666664 �G�U

�G�Q�L�U
�L�Q

3777775 = 2666664 �g�u
+ �ni�g� _u �g�q�l�u

�l�q
+ �ni �l� _q

3777775 : (14.51)The upper left blok matrix represents a usual sparse FEM matrix ombining the general-ized sti�ness matrix K = �g=�u and the generalized mass matrix M = �g=� _u whih resultfrom the linearization of the time-disrete nodal Galerkin equations (14.39). Furthermore,the lower right blok matrix is sub-strutured into nq diagonal bloks representing thelinearization of the time-disrete systems of evolution equations (14.38) at the integrationpoints k = 1; : : : ; nq. From these observations, it would be desastrous to solve the linearsystem with matrix (14.51) diretly sine the sparse struture would be ompletely de-stroyed. Therefore, a suitable blok-wise solution is needed in order to retain the sparse



Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 235struture of the FE system and solve the integration point equations in a deoupled fash-ion.TheNewton blokGauss Seidelmethod (NBGS) is the blokGauss Seidel iterative methodapplied to the linear system with matrix (14.51) and right hand side (14.50) embeddedinto a Newton iteration applied to (14.50), f.Wittekind [34℄, Fritzen [19℄. Conversely, theblok Gauss Seidel Newton method (BGSN) also reported there onsists in �rst applyinga non-linear blok Gauss Seidel iteration to the system (14.50) and solving the non-linearblok-equations G(U; Q) with �xed Q and L(U; Q) with �xed U, respetively, by Newton'smethod. Thus, only the diagonal bloks of (14.51) are used in the linearization. Bothmethods onverge when the step size �tn is \small enough" (Fritzen [19℄). However, inthe presene of strong non-linearities, e. g. in plasti loalization problems, this step sizerestrition often rules out the advantage of being able to hoose \large" time steps due tothe absolute stability of the hosen diagonally impliit methods.Another possibility is to apply a generalization of the BGSN method, where in the lin-earization of the global G-equations the dependene on the loal L-equations is onsidered(Ehlers & Ellsiepen [16℄, Diebels, Ellsiepen & Ehlers [10℄). In ase of the bakward Eulermethod applied to elastoplastiity this approah is known as the \algorithmily onsis-tent linearization" (Simo & Taylor [30℄). It an also be regarded as a two-stage Newtonmethod (Hartmann [22℄, Ellsiepen & Hartmann [18℄). One step of the iteration onsistsof the following substeps where the iteration index is dropped for the sake of learity:1. solve the loal integration point systems L(U; Q) for Q with �xed global variables
U,2. ompute the Jaobian of the global system G(U; Q(U)),3. solve the global sparse linear FEM system for �U and4. update the global variables U.In the �rst substep of the iteration, the loal equations at the integration points are solvedfor Q by Newton's method with given �xed U:
L(U; Q) = 0 =) Q = Q(U) : (14.52)Certainly, this is done in a deoupled fashion at eah integration point k = 1; : : : ; nq.From the impliit funtion theorem, Q is loally a funtion of U provided (14.52) is solvedexatly. Then the di�erential of L(U; Q(U)) with respet to U is zero, too, and we get thedi�erential of the impliit funtion Q(U) as a result:dLdU

= �L�U
+ �L�Q

dQdU
= 0 =) dQdU

= � � �L�Q

��1 �L�U
: (14.53)Again, this is omputed loally at eah integration point by solving a small linear systemwith dimension ni = dimq, i. e. the number of internal variables. The seond substeponsists in omputing the total di�erential of the global equation G(U; Q(U)) with respetto U, i. e. the \algorithmily onsistent linearization":

JG := dGdU
= �G�U

+ �G�Q
dQdU

= �G�U
� �G�Q

� �L�Q

��1 �L�U
: (14.54)



236 P. Ellsiepen and S. DiebelsRemark: The �rst term in (14.54) represents the sti�ness matrix resulting from thelinearization of the elasti material law (plus the linearization of the volume balane in aseof the two-phase model disussed in Setion 14.2.2). The seond term is only \ative" inthe plasti regime and takes into aount the non-linearity that results from the plastiitymodel after spatial and temporal disretization. 2In the third substep of the iteration, the sparse linear system
JG �U = G(U; Q(U)) (14.55)is solved for the global Newton inrement �U. Finally, the global solution vetor isupdated:
U U��U : (14.56)14.7 Stress omputationThe priniple of the overall algorithm has been desribed in the previous setion based onthe abstrat setting developed before. However, in a �nite element ode, a stress ompu-tation algorithm is required that returns the stress tensor T as well as the algorithmilyonsistent stress tangent dT=dE whenever the strain tensor E and preeeding values ofthe internal variables are given. This algorithm is applied for every integration point xkof the numerial integration and thus inludes the solution of the loal system (14.38) aswell as the omputation of the ontribution to the global Jaobian that is made by theurrent integration point.As usual, a trial stress state is omputed from (14.26)2 with the urrent strain tensor Ebut with the internal variables q taken from the last time step or Runge Kutta stage. Inase of a plastiity model with yield surfae, the next step is to hek if the omputationis elasti (F (T; : : :) < 0). In this ase, the stress algorithm is ompleted and the result isthe trial stress together with the elasti tangent. The internal variables are kept onstantdue to the zero right hand side of the evolution equations (see (14.27)).Otherwise, the material behaviour is plasti and the stress an only be determined togetherwith the time-disrete evolution of the internal variables. To this end, we fous on thestress term in the weak formulation (14.29) or (14.32). Let e be a given element withneq integration points and let u be the disrete displaement �eld inside the element (thesupersript h is skipped at uh and qh for simpliity). Keeping in mind that { after thesolution of the non-linear system at the integration point under onsideration { the internalvariables q an be expressed as funtions of the displaement, f. (14.52), the stress terman be written as follows:
G(u; q(u)) � neqXk=1wk �grad Æu �T�E(u); Ep(E(u))������x=xk : (14.57)For the global Jaobian (14.54), the total derivative of (14.57) with respet to the dis-
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= neqXk=1 wk �grad Æu � dTdE dEdu

�����x=xk : (14.58)Therein, the derivative of E with respet to u is the usual strain operator in the FEMontext, also known as the \B-matrix". Therefore, it remains to ompute the derivativeof T with respet to E:dTdE = �T�E + �T�Ep dEpdE : (14.59)The �rst term represents the material tensor (see (14.30) or (14.33)) while the seond termis determined by the loal evolution equations. In order to ompute this term, the systemof loal evolution equations has to be reast in terms of strain instead of displaement,giving rise for the notion of a strain-driven algorithm. Therefore, let
L(E; Q) � l

�Tni; qn + Q; �ni[Q�Qni℄; En +E� = 0 (14.60)be the part of (14.50)2 that belongs to the urrent integration point. Again, as this systemis assumed to be solved exatly for Q for any given E (f. (14.52)),
L(E; Q) = 0 =) Q = Q(E) ; (14.61)we may apply the method of impliit di�erentiation to yield:dLdE = �L�E + �L�Q

dQdE = 0 =) dQdE = � � �L�Q

��1 �L�E : (14.62)The result of this proedure is dQ=dE whih inludes the term dEp=dE needed to ompletethe onsistent stress tangent (14.59). Taking it all together, the global Jaobian (14.54) isobtained by the usual summation over all integration points together with the FE assemblyof all element ontributions.14.8 Numerial examples14.8.1 Benhmark problem in Prandtl-Reu� plastiityAs a �rst example we use a well-known benhmark problem that has been de�ned to testdi�erent spae adaptive methods (see e. g. Barthold et al. [2℄, Rannaher & Suttmeier[29℄). Although we use this example in the time integration ontext based on a �xedspatial disretization, the numerial results of Wieners [33℄ have been used as a refereneto ross-hek the results obtained with the time-adaptive methods. For details onerningthe performed omputations we refer the interested reader to Ellsiepen [17℄. A quadratialdis with a irular hole is investigated under plane strain onditions based on a perfet
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Figure 14.1: Quadratial dis with irular hole under tension; left: sketh of initialboundary-value problem, right: maro nodes and edges of FE disretizationplastiity model, see Figure 14.1. The material parameters are K = 164206 [MPa℄, G =80194 [MPa℄ and k = 450 [MPa℄, � = 0,  = b = 0 and the geometrial data is de�ned bya = 200 [mm℄ and R = 10 [mm℄ as well as p7 = p5=3 + 2=3p6. The problem is omputedusing a �xed �nite element mesh in order to investigate the behaviour of the three timeintegration methods, namely the Bakward Euler method, Cash's method and Ellsiepen'smethod. The load is applied linearly as q(t) = 100 [MPa/s℄ �t until the �nal time t = 4:5 [s℄is reahed. Due to the appliation of the inreasing load a plasti zone evolves startingat the irular hole. Figure 14.2 shows the �nite element mesh and the evolution of theplasti zone.As a referene quantity we hoose the value of the horizontal stress at point 7 (�11(p7),see Figure 14.1 right) whih is one of the referene quantities de�ned in the benhmark.Sine there is no analytial solution to this problem we �rst ompute a numerial referenesolution by re�ning the time step-size until we reah onvergene in the time domain, i.e.until the referene quantity (here �11(p7) at t = 4:5 [s℄) stays onstant with respet to thenumerial preision when the time step-size is further re�ned.Based on the numerial referene solution �ref11 , the relative error at the �nal load an beomputed by �err11 = j�11 � �ref11 j=j�ref11 j. Figure 14.3 shows the work-preision diagram forthe three tested methods. Eah symbol in the diagram represents a omplete omputationwith the respetive method starting at t = 0 [s℄ and ending at t = 4:5 [s℄. The resultsof the Bakward Euler method have been obtained based on a hand-optimized time stepseries with 29 time steps (see Wieners [33℄) whih has been biseted three times (resultingin 57, 113 and 225 time steps) leading to a total of four alulations. The results of Cash'smethod and Ellsiepen's method are omputed adaptively based on the four tolerane pairs�r = �a = 10�2; 10�3; 10�4; 10�5.From the work-preision diagram (Figure 14.3) it an be learly seen that the time-adaptivemethods are muh more eÆient than the Bakward Euler method. Furthermore, theBakward Euler results are based on a hand-optimized time step series that has to beonstruted in a preproessing step by various test alulations. In ontrast to this, the
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Error-ontrolled Runge-Kutta time integration in plastiity 241funtion of time. The horizontal stress t1 is applied and then kept onstant. From biaxialexperiments it is known that, when a ritial load is reahed, the plasti strain loalizes innarrow bands (shear bands). In general, the loation and orientation of shear bands arenot known. To overome this diÆulty in the numerial simulation, the sti�ness of oneelement is redued to initiate shear banding as indiated in Figure 14.5.
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Figure 14.5: Mesh and boundary onditions for the biaxial experiment
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Figure 14.6: Equivalent Plasti Strains; left: Bakward Euler, right: SDIRK 3(2).Figure 14.6 shows the results obtained by the Bakward Euler sheme (left) and by SDIRK3(2) (Cash [6℄) of third order with embedded error estimator of seond order (right). Thestep size of the Bakward Euler sheme is ontrolled by the number of Newton iterations,i. e. by the non-linearity of the problem, while in the Runge-Kutta sheme, the embed-ded error estimator is used for automati step size ontrol. Due to the imperfetion onthe lower boundary the shear band should start at the weakened element. Therefore,
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15Untersuhung der Bewegung von FE- undStarrk�orperstrukturen in Zentralkraft-feldern mit der "Energy-Momentum\MethodeB. G�ottliher und K. ShweizerhofInstitut f�ur MehanikUniversit�at KarlsruheD-76128 KarlsruheZusammenfassung. Mit der "Energy-Momentum\ Methode (nah Simo et al. [12, 13℄)steht ein implizites Zeitintegrationsverfahren mit vollst�andiger Energie-, Impuls- und Dre-himpulserhaltung zur Berehnung starrer und exibler Strukturen mit transienter Bela-stung zur Verf�ugung. Das Verfahren ist auf Grund seiner hohen numerishen Stabilit�atf�ur Langzeitsimulationen besonders geeignet. Im Beitrag wird speziell untersuht, wie sihdas Zeitintegrationsverfahren auf den Algorithmus bei der Berehnung von Strukturen inGravitationsfeldern auswirkt. Vereinfahend wird dabei von einem station�aren, radialsym-metrishen Kraftfeld ausgegangen. Von besonderem Interesse ist hierbei der Nahweis derEnergieerhaltung im Algorithmus bei z. B. einem sih im Kraftfeld bewegenden Satelliten.Es wird eine Formulierung vorgestellt, mit der die Gravitationskr�afte energieerhaltend f�urstarre und elastishe Kontinua darstellbar sind. Die Funktionsf�ahigkeit der Formulierung,insbesondere die Erfordernis zur Erfassung der r�aumlihen Verteilung der Gravitations-kr�afte und Fragen zur Genauigkeit werden an numerishen Beispielen diskutiert.15.1 Einf�uhrungDie numerishe Analyse der transienten Bewegung von Strukturen in Gravitationsfeldernerfordert eine Zeitintegration �uber gro�e Zeitr�aume. Daher ersheinen dissipative Verfah-ren wenig sinnvoll, insbesondere wenn Impuls- und Drehimpulserhaltung niht gew�ahrlei-stet werden k�onnen. Unter den aktuell diskutierten Zeitintegrationsverfahren (siehe z. B.Betsh & Steinmann [1, 2℄ sowie Kuhl & Ramm [10℄ und Kuhl & Cris�eld [9℄) soll der Fo-kus auf Einshritt-Verfahren gelegt werden. Aufgrund ihrer hohen numerishen Stabilit�atsind f�ur Fragen der Strukturmehanik die implizite Mittelpunktsregel sowie die sogenann-te "Energy-Momentum\ Methode [12℄ besonders geeignet. Mit der Mittelpunktsregel, ei-nem symplektishen Verfahren, kann allerdings im allgemeinen die Energieerhaltung niht245



246 B. G�ottliher und K. Shweizerhoferf�ullt werden. Daher wird die "Energy-Momentum\ Methode weiterverfolgt, die die Ei-genshaft besitzt, Impuls, Drehimpuls und Energie exakt im Zeitshritt zu erhalten. DieMethode wurde in Simo & Tarnow [12℄ f�ur exible K�orper vorgeshlagen und f�ur starreKontinua von Simo &Wong [13℄ erweitert. In Bezug auf Zentralkraftfelder ist zu erw�ahnen,da� ein Vergleih der "Energy-Momentum\ Methode und der Mittelpunktsregel hinsiht-lih der Stabilit�at in Gonzales & Simo [5℄ f�ur Punktmassen mit Potentialfeldern durh-gef�uhrt wurde. In Greenspan [6℄ wurde eine die Erhaltungss�atze erf�ullende Formulierungentsprehend der "Energy-Momentum\ Methode vorgeshlagen, mit der Punktmassensy-steme mit den von ihnen ausgehenden Potentialfeldern berehnet werden k�onnen.Der Fokus dieses Beitrages liegt auf der Formulierung der Anziehungskraft als �au�ereKraft auf einen Satelliten in einem Zentralkraftfeld, da� von der Masse des Satellitenniht beeinu�t wird. Insbesondere wird die Erfordernis und Durhf�uhrung der r�aumli-hen Diskretisierung dieser Anziehungskr�afte diskutiert.Der Beitrag gliedert sih wie folgt. In Abshnitt 15.2 wird eine spezielle De�nition vonGravitationsfeldern mit Bezug auf das gew�ahlte Zeitintegrationsverfahren vorgestellt. InAbshnitt 15.3 folgt der Nahweis der Erf�ullung der Erhaltungss�atze. Die r�aumlihe Dis-kretisierung und die Auswirkungen des Zeitintegrationsverfahrens auf die matrizielle Formwerden in Abshnitt 15.4 diskutiert. In Abshnitt 15.5 werden an zwei numerishen Bei-spielen die Auswirkungen untershiedliher Parameter gezeigt und in Abshnitt 15.6 folgteine Zusammenfassung.15.2 De�nition von GravitationsfeldernEin Shwerefeld wird von einer Punktmasse erzeugt, deren Masse sehr viel gr�o�er ist alsdie des betrahteten K�orpers. Daher kann das Zentrum Z des Shwerefeldes als ortsfestangesehen werden, d. h. seine Position wird von den K�orpern in seinem Shwerefeld nihtbeeinu�t. Bei Kenntnis der Gravitationsbeshleunigung gref in einer Referenzentfernungrref ergibt sih der Vektor der Gravitationbeshleunigung eines Punktes i auf einem K�orperzu gi = gref r2refr2i eri mit eri = riri (15.1)ri = XZ �Xi � ui = XZ � xi (15.2)Hierbei sei X der Ortsvektor in der Referenz-kon�guration und x = X+u der Ortsvektor inder aktuellen Kon�guration. u sei der Vershie-bungsvektor und der Betrag der Referenzentfer-nung sei ri = jrij. Ursprung iZentrum Z xirixZ = XZAbbildung 15.1: De�nition der VektorenDie Gravitation f�uhrt mit der Dihte % auf eine Volumenkraft der Form p = % gem, wobeimit gem der im Zeitshritt als konstant angenommene Vektor der Gravitationsbeshleu-nigung bezeihnet wird. F�ur gem mu� im Zusammenhang mit der "Energy-Momentum\Methode ein spezieller Ansatz eingef�uhrt werden.Die shwahe Form f�ur das zeitdiskretisierte System im Zeitshritt t00 ! t10 f�ur dasunbelastete System im Shwerefeld istÆ� = Æ�M + Æ�E � ZV % gem � Æu dV = 0: (15.3)



Bewegung von FE- und Starrk�orperstrukturen in Zentralkraftfeldern 247Æ�M und Æ�E stehen f�ur die virtuellen Arbeiten infolge Massentr�agheit und Verzerrungenvon elastishen, starren und gekoppelten starr-elastishen Strukturbereihen.In der "Energy-Momentum\ Methode (wie auh in der impliziten Mittelpunktsregel) sinddie Geshwindigkeiten und Vershiebungen der Zeitshrittgrenzen verkn�upft �uber_u05 = 12 ( _u00 + _u10 ) = u10 � u00�t (15.4)_u05 entspriht somit einer im Zeitshritt konstant angenommenen Geshwindigkeit.F�ur die Gravitationsbeshleunigung gem im Zeitshritt wird folgender spezieller Ansatzeingef�uhrtgem = gref r2refr00 r10 r00 + r10r00 + r10 (15.5)D. h. die Beshleunigung ist klar lage- und damit vershiebungsabh�angig. Die Qualit�at undSinnhaftigkeit des Ansatzes bez�uglih der exakten Abbildung station�arer Zentralkraftfelderwird im folgenden bewiesen.15.3 Betrahtung der Erhaltungss�atzeEs wird davon ausgegangen, da� sih f�ur die beiden ersten Anteile ( Æ�M und Æ�E ) in(15.3) die Nahweise der Impuls-, Drehimpuls- und Energieerhaltung f�uhren lassen. Dieswurde z. B. in Simo & Tarnow [12℄ f�ur exible Elemente und in Simo & Wong [13℄ f�urStarrk�orperelemente nahgewiesen. Die Kopplung von Starrk�orpern untereinander undvon Starrk�orpern mit elastishen K�orpern mittels holonomer Zwangsbedingungen wurdein Chen [4℄, sowie Ibrahimbegovi et al. [8℄ und Ibrahimbegovi & Mamouri [7℄ diskutiert.F�ur den Arbeitsanteil infolge der Gravitationskr�afte m�ussen zum Nahweis der exaktenAbbildung des station�aren Zentralkraftfeldes folgende Nahweise erbraht werden:a) Drehimpulserhaltung um das GravitationszentrumMit der Annahme einer konstanten Geshwin-digkeit im Zeitshritt kann die Drehimpulserhal-tung formuliert werden zuZV r05 � % gem dV = 0 (15.6)mit r05 = 12 (r00 + r10) (15.7)
Zentrum i00

i10
g00gemg10r05r00r10Abbildung 15.2: Vektoren im ShwerefeldDiese Bedingung ist aufgrund der Parallelit�at von gem (15.5) und r05 (15.7) o�ensihtliherf�ullt. Auh bei einer Formulierung mit der Mittelpunktsregel ist mit derselben Bedingungdie Drehimpulserhaltung gegeben.



248 B. G�ottliher und K. Shweizerhofb) EnergieerhaltungF�ur die Arbeit der Gravitationskr�afte im Zeitshritt giltWext = �tZV % gem � _u05 dV (15.8)Im vorgegebenen Zeitintegrationsverfahren gilt f�ur die Geshwindigkeit _u05 mit (15.1) und(15.4) _u05 = u10 � u00�t = r00 � r10�t (15.9)Hiermit ergibt sih nah Einsetzen von (15.5):gem � _u05 = gref r2ref�t (r00 + r10) � (r00 � r10)(r00 + r10) r00 r10= gref r2ref�t r200 � r210(r00 + r10) r00 r10= gref r2ref�t r00 � r10r00 r10 (15.10)Energieerhaltung im Zeitshritt kann f�ur die shwahe Form (15.3) niht direkt gezeigtwerden, da die Anziehungskraft als �au�ere Kraft auf die Struktur einwirkt. Es mu� daherbewiesen werden, da� die Arbeit der Gravitationskr�afte Wext im Zeitshritt genauso gro�ist wie der Potentialverlust Wa im Shwerefeld.Mit (15.10) ergibt sihWext = ZV % gref r2ref r00 � r10r00 r10 dV (15.11)Die Potential�anderung im Shwerefeld im Zeitshritt ergibt sih aus der Di�erenz derWerte zwishen der Ausgangs- und Endlage zuWa = ZB0 % (g10 � r10 � g00 � r00) dV= gref r2ref ZB0 % [ er10r210 � (er10 r10) � er00r200 � (er00 r00) ℄ dV mit (15.1)= gref r2ref ZB0 % ( 1r10 � 1r00 ) dV= gref r2ref ZV % r00 � r10r00 r10 dV) Wa = Wext ! (15.12)



Bewegung von FE- und Starrk�orperstrukturen in Zentralkraftfeldern 249Es sei abshlie�end festgestellt, da� dieser Nahweis nur mittels der vorgeshlagenen An-nahme f�ur die Beshleunigung gem gelingt; f�ur eine Formulierung mit der Mittelpunktsregelist dies niht m�oglih.15.4 FE - Diskretisierung im RaumWerden Vershiebungsans�atze verwendet, so gilt mit den Formfunktionen im ElementNe = [I3x3N1; :::; I3x3Nnen℄ und den diskreten Vershiebungen der Elementknoten de f�urdie Vershiebungen im ElementÆu = Ne Æde (15.13)Hiermit ergibt sih aus der �au�eren Arbeit das Residuum der Volumenkr�afte fe f�ur einElement mittelsfe � Æde = ZVe % NTe gem(r) dV � Æde : (15.14)Da gem vershiebungsabh�angig ist, erzeugt die f�ur eine iterative L�osung mittels einesNewton-Verfahrens erforderlihe Linearisierung unsymmetrishe sogenannte Lastanteileauf der e�ektiven Elementstei�gkeitsmatrix gem�a�Ke = ZVe % NTe KlNe dV (15.15)mit Kl = gref r2ref [ ( 1r00 r210 + Cr) e�em eT10 � Cr I3x3 ℄ (15.16)Cr = 1r00 r10 (r00 + r10) ; e�em = r00 + r10r00 + r10 ; (15.17)D. h. obgleih grunds�atzlih ein konservatives Problem vorliegt, f�ur das sih eine symme-trishe Matrix ergeben m�u�te (siehe Shweizerhof & Ramm [11℄ und Buer [3℄), f�uhrt diespezielle Wahl der gemittelten Gravitationsbeshleunigung f�ur das "Energy-Momentum\Verfahren zu einer unsymmetrishen Laststei�gkeitsmatrix. Dies ist ein typisher E�ektdes von Simo et al. [12, 13℄ vorgeshlagenen Verfahrens. Im Falle von physikalish realisti-shen Gravitationsfeldern und im Verh�altnis zur Umlaufzeit niht zu gro�en Zeitshritt-weiten sind allerdings diese zus�atzlihen Anteile sehr klein und k�onnen im allgemeinenvernahl�assigt werden.Starrk�orper k�onnen zur Erfassung der Gravitation auh analog der FE-Methode r�aum-lih �uber Einzelelemente diskretisiert werden. In einer Vorberehnung werden dann mitNutzung dieser Diskretisierung die Gesamtmassenmatrix, der Massenmittelpunkt und derTr�agheitstensor f�ur die Referenzkon�guration des Starrk�orpers ermittelt. Es emp�ehlt sihdiesen Punkt auh als Bezugspunkt f�ur die Vershiebungs- und Rotationsfreiheitsgrade des



250 B. G�ottliher und K. ShweizerhofStarrk�orpers zu w�ahlen.Die Wirkungslinie der resultierenden Gravitationskraft geht durh den Shwerpunkt desStarrk�orpers, der in einem inhomogenen Potentialfeld aber i.a. niht identish mit demMassenmittelpunkt ist. Die Position des Shwerpunktes, sowie der Betrag der resultieren-den Anziehungskraft h�angen von der jeweiligen Lage des Starrk�orpers im Gravitationsfeldab, d. h. zur Erfassung des korrekten Einusses der Gravitation mu� eine Integration �uberdas Volumen in der aktuellen Kon�guration durhgef�uhrt werden.Die aus der r�aumlihen Diskretisierung des Starrk�orpers berehneten Knotenkr�afte wer-den dann �uber Kopplungsbedingungen auf die 6 Freiheitsgrade im Massenmittelpunkttransformiert. Entsprehend sind die Lastanteile der e�ektiven Stei�gkeitsmatrix auf dieStarrk�orperfreiheitsgrade zu transformieren.Alternativ zur Auswertung an den Integrationspunkten k�onnte die Auswertung der Gravi-tationsbehleunigung ĝem auh an den Elementknoten vorgenommen werden. Der Verlaufim Element wird dabei mittels der Ansatzfunktionen angen�ahert durhgem = Ne ĝem (15.18)Einsetzen in (15.14) liefertfe � Æde = (ZVe % NTe Ne dV ĝem ) � Æde= (Me ĝem ) � Æde (15.19)mit der konsistenten Elementmassenmatrix Me.Dieses Vorgehen stellt eine N�aherung dar. Beispielsweise bei linearen Ansatzfunktionenkann hiermit der quadratishe Verlauf der Gravitationskraft niht korrekt abgebildet wer-den. Die Verwendung der diagonalisierten Massenmatrix anstelle der konsistenten Ma-trix entspriht der Annahme von konzentrierten Knotenmassen und f�uhrt zu einem etwasgr�o�eren Fehler. Da die Gradienten im Potentialfeld sehr klein sind, ist der Fehler infolgeVerwendung von (15.19) sehr klein, jedoh ist hier eine Integralauswertung auf Elemen-tebene nur einmal zur Bestimmung der konsistenten oder diagonalisierten Massenmatrixerforderlih und der Berehnungsaufwand daher entsprehend geringer.15.5 Numerishe Beispiele15.5.1 Punktmasse auf elliptisher BahnEs wird eine Punktmasse (Masse m) betrahtet, die sih infolge ihrer Geshwindigkeitauf einer elliptishen Umlaufbahn um ein Gravitationszentrum Z gem�a� Abbildung 15.3be�ndet.
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v0Soll-UmlaufbahnZentrum
rmax = 10m2m z xm

Abbildung 15.3: Vorgaben f�ur die Umlaufbahn; Punktmasse auf elliptisher Bahn.
rmax = 10 mg (rmax) = 3:9478 � 10�2 ms2v0 = 0:36276 ms) T = 46:4758 sZum Zeitpunkt t = 0 besitzt sie den maximalen Abstand rmax zum Gravitationszentrum.Aus diesen Vorgaben kann mit Hilfe der Kepler'shen Gesetze die Gravitationsbeshleu-nigung g(rmax), die tangentiale Geshwindigkeit v0 = v(t = 0) und die Zeit T f�ur einenUmlauf berehnet werden.Die numerishe Berehnung dieses Systems mit dem vorgestellten "Energy-Momentum\Zeitintegrationsverfahren zeigt, da� zwar unabh�angig vom Zeitshritt Energieerhaltungvorhanden ist, aber zeitshrittweitenabh�angig sowohl ein Phasenfehler (Approximations-fehler der Umlaufzeit) als auh ein Rihtungsfehler auftritt. F�ur 2 untershiedlihe, rela-tiv gro� gew�ahlte Zeitshrittweiten sind die jeweils ermittelten Bahnen exemplarish inAbbildung 15.4 dargestellt. Es sind erheblihe Abweihungen von der in Abbildung 15.3gezeigten korrekten L�osung zu bemerken. Die Energieerhaltung bleibt davon unber�uhrt;sie f�uhrt allerdings dazu, da� der umshlie�ende Kreis mit Radius r = rmax um das Shwe-rezentrum in jedem Umlauf ber�uhrt wird. Die Erkl�arung hierf�ur ist, da� im vorliegenden
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Abbildung 15.4: Berehnete Umlaufbahnen f�ur zwei vershiedene Zeitshrittweiten f�ur diePunktmasse auf elliptisher Bahn.Zeitshrittverfahren die im Zeitshritt konstant angenommene Gravitationsbeshleunigungaus der jeweiligen Lage, d. h. aus den Werten an den Zeitshrittgrenzen ermittelt wird.Durh dieses Vorgehen entstehen naturgem�a� in Bereihen starker Gradienten, d. h in der



252 B. G�ottliher und K. ShweizerhofN�ahe des Zentrums, Interpolationsfehler, die dadurh verst�arkt werden, da� die Punkt-masse gerade in diesen Bereihen eine besonders hohe Geshwindigkeit besitzt und daherje Zeitshritt einen gro�en Weg zur�uklegt. Insbesondere wird durh die Interpolation mitHilfe der Werte an den Zeitshrittgrenzen der jeweilige Extremalwert der Anziehungskraftin diesem Zeitbereih i.a. niht exakt erfa�t. Dieser Fehler panzt sih fort.Der wesentlihe Vorteil des vorgestellten Verfahrens im Vergleih mit z. B. der impliziten
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Zeit [s℄Abbildung 15.5: Gesamtenergie der Punktmasse f�ur �t = 0:25 s f�ur die Bewegung aufeiner elliptishen Bahn.Mittelpunktsregel ist aber die Erf�ullung der Energieerhaltung. Zum Vergleih wird daherauh der zeitlihe Verlauf der Gesamtenergie f�ur eine konstante Zeitshrittweite �uber einenl�angeren Zeitraum betrahtet. Hierbei mu� auh die potentielle Energie der Punktmasseim Shwerefeld ber�uksihtigt werden.In Abbildung 15.5 ist deutlih erkennbar, da� der Verlauf der Gesamtenergie bei Zei-tintegration mit der Mittelpunktsregel Oszillationen aufweist. Bei Berehnung mit der"Energy-Momentum\ Methode dagegen ist die Energieerhaltung exakt erf�ullt, und es er-gibt sih eine Gerade mit konstantem Wert.Erwartungsgem�a� zeigen sih f�ur den Vektor des Impulses und des Drehimpulses bei Nut-zung beider Verfahren keine Verletzungen der Erhaltungss�atze.15.5.2 Starrk�orper auf KreisbahnDie Umlaufbahn und die Bewegung eines Starrk�orpers (Satelliten) mit homogener Dih-teverteilung, der sih f�ur t = 0 in Speihenstellung (das Gravitationszentrum liegt in derVerl�angerung der Satellitenahse) gem�a� Abbildung 15.6 be�ndet, soll im Shwerefeld derErde untersuht werden. Das Erdshwerefeld wird vereinfahend als Zentralkraftfeld an-genommen.



Bewegung von FE- und Starrk�orperstrukturen in Zentralkraftfeldern 253Erdmittelpunkt 6370 km 2:0mxzy v0!0
Abbildung 15.6: Vorgaben f�ur den Starrk�orper auf einer Kreisbahn

Satellit (2:0m � 0:2m � 0:2m)g(r=6370 km) = 9:81 ms2) T = 5547:4 sDa bei der Berehnung von Satelliten in Shwerefeldern deren Form und Ausrihtungbez�uglih des Erdmittelpunktes von Bedeutung ist, d�urfen die Anziehungskr�afte jetzt nihtals im Massenmittelpunkt wirkende Kr�afte betrahtet werden, sondern die Verteilung f�urdas Kontinuum mu� korrekt ber�uksihtigt werden.Das Erdshwerefeld wird radialsymmetrish angenommen. Im Abstand von rref = 6370 km(Erdober�ahe) betrage die Gravitationsbeshleunigung gref = 9:8100 ms2 . Der Satellit be-wege sih in einer Kreisbahn in 400 km H�ohe �uber der Erdober�ahe. Als Geometrie desSatelliten wird ein Quaderelement mit den Abmessungen 2:0m � 0:2m� 0:2m zugrundegelegt.Die Gravitationskr�afte f�ur das diskretisierte Kontinuum wurden mittels Auswertung anden Integrationspunkten gem�a� (15.3) gewonnen. Da die Stei�gkeitsterme aus der Lineari-sierung der Anziehungskr�afte wegen der gro�en Radien sehr klein sind, zeigt die Erfahrung,da� auf ihre Berehnung ohne merklihe Auswirkungen auf die Konvergenz verzihtet wer-den kann. Dies f�uhrt zu erhebliher Reduzierung des Aufwandes.
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Position in x-Richtung [m]Abbildung 15.7: Orientierung des Satelliten im ersten UmlaufBei kleineren St�orungen der Ausrihtung z. B. infolge �au�erer Einwirkungen erzeugen diegr�o�eren Anziehungskr�afte in Erdn�ahe ein Moment, das einer St�orung immer entgegen-wirkt. Dies gilt auh f�ur k�unstlihe St�orungen infolge numerisher Fehler aus dem Be-rehnungsverfahren. Da Energieerhaltung gegeben ist, wird sih in der Folge einer kleinenSt�orung somit eine Pendelbewegung um die urspr�unglihe Speihenstellung einstellen.Eine solhe St�orung ist z. B. mit folgender Startbedingung f�ur die Starrk�orpergeshwin-
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Anzahl der Umlaeufe (T = 5547.39 s)Abbildung 15.8: Zeitverlauf des Winkels zwishen Satellitenl�angsahse und Rihtung derGravitationdigkeit (Translations- und Rotationsgeshwindigkeit) de�niert, wenn als Ausgangslage dieLage bei x = y = z = 0 genommen wird.Startvorgabe vt=0 = [ 0:0; 0:0; �2 rs �T ℄T !t=0 = [ 0:0; 0:0; 0:0 ℄T( korrekt w�are !t=0 = [ 0:0; 2�T ; 0:0 ℄T )Der Fehler in der Winkelgeshwindigkeit f�uhrt zuerst zu einem Ausweihen aus der Spei-henstellung. Das dabei entstehende Moment aus der Wirkung des Zentralkraftfeldes er-zeugt nun eine Rotationsbeshleunigung des Satelliten um die y-Ahse jeweils in Rihtungder Speihenstellung. Vorzeihen und Gr�o�e der Beshleunigung wehseln im Zuge einesUmlaufes. Die Positionen und Ausrihtungen des Satelliten f�ur den ersten Umlauf sindin Abbildung 15.7 abgebildet. Der Zeitverlauf des Drehwinkels in Abbildung 15.8 zeigtdie sih einstellende Pendelbewegung f�ur die ersten 5 Uml�aufe. Mit diesem Beispiel wirdverdeutliht, da� zur genauen Erfassung der Bewegung von starren K�orpern und defor-mierbaren Festk�orpern die Form des K�orpers beahtet werden mu�. Dann ist auh dierihtige Ermittlung der wirkenden Kr�afte im Zentralkraftfeld von Bedeutung.15.6 ZusammenfassungZiel des Beitrages ist die Vorstellung der korrekten algorithmishen Erfassung eines Zen-tralkraftfeldes mittels �au�erer Kr�afte auf eine Struktur in einem Zeitintegrationsverfahren,welhes die mehanishen Erhaltungss�atze im Zeitshritt exakt erf�ullt. Zur Zeitintegrationwird die "Energy-Momentum\ Methode genutzt und hierf�ur wird die korrekte Abbildungdes Zentralkraftfeldes f�ur aus starren und exiblen K�orpern aufgebaute Kontinua gezeigt.Es sei allerdings bemerkt, da� dabei trotz der Erf�ullung der mehanishen Erhaltungss�atze
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16Die Stabilit�at der Ortsbrust von Tunnelsin homogenem Boden oder FelsP. A. Vermeer und N. RuseInstitut f�ur GeotehnikUniversit�at StuttgartD-70550 StuttgartZusammenfassung. In der vorliegenden Ver�o�entlihung wird die Standsiherheit derOrtsbrust beim Au�ahren eines Tunnels betrahtet. Das Rehenproblem wird idealisiert,indem der Ausbruh eines Kreisquershnitts in einem homogenen Boden oder Fels oh-ne Grundwasser betrahtet wird. Ausgehend vom Durhmesser der Ausbruhs�ahe undden gegebenen Bodenkennwerten, werden zur Ermittlung des ben�otigten minimalen St�utz-druks, nihtlineare dreidimensionale FE-Berehnungen durhgef�uhrt. Auf Grundlage ei-ner Vielzahl von FE-Ergebnissen l�asst sih f�ur den ben�otigten St�utzdruk eine geshlosseneFormel entwikeln. Ist der St�utzdruk fest vorgegeben, ergibt sih eine einfahe Formel f�urden Siherheitsbeiwert. Die klassishe Spritzbetonbauweise mit St�utzdruk gleih null istals Spezialfall einbegri�en. Neben der Entwiklung einer unmittelbaren analytishen For-mel f�ur den Siherheitsbeiwert, l�a�t dieser Beitrag erkennen, dass die Standsiherheit derOrtsbrust fast unabh�angig von der Tiefe des Tunnels ist.16.1 Einf�uhrungEines der Hauptprobleme beim Au�ahren eines Tunnels, stellt die Standsiherheit derOrtsbrust des Tunnelbauwerkes dar. Die Stabilit�at der Tunnelr�ohre ist durh eine entspre-hende Dimensionierung des Ausbaus zu gew�ahrleisten, jedoh ist die Standsiherheit derOrtsbrust ma�geblih von der Koh�asion des Baugrundes abh�angig. Bei gering koh�asivenB�oden ben�otigt man deswegen einen Shildvortrieb, wobei die Ortsbruststabilit�at durheinen St�utzdruk gew�ahrleistet wird (Anagnostou & Kov�ari [4℄). Bei B�oden oder Fels mitmehr Koh�asion kann die Spritzbetonbauweise (N�OT) erfolgen, wobei die Stabilit�at durheine Verkleinerung der Ausbruhs�ahe sihergestellt werden kann (Kolymbas [12℄). Dakleine Ausbruhs�ahen unwirtshaftlih sind, erfolgt hier manhmal auh die Anwen-dung von Ortsbrustankern (Kov�ari & Lunardi [13℄, Lea, Leblais & Kuhnhenn [14℄), mitdenen wie beim Shildvortrieb ein St�utzdruk erzeugt werden kann. Somit vershwindeteiner der Untershiede zwishen Shildvortrieb und Spritzbetonbauweise. Im vorliegen-den Artikel wird vereinfahend von einem St�utzdruk ausgegangen, wobei die klassisheSpritzbetonbauweise ohne St�utzdruk sih als Sonderfall ergibt.257



258 P. A. Vermeer und N. RuseDie Zahl der wissenshaftlihen Untersuhungen zum Thema Ortsbrust ist relativ gering.Nur f�ur den Spezialfall des undrainierten Bodenverhaltens, in dem mit reibungslosemMaterialverhalten gerehnet werden kann, gibt es mehrere Ver�o�entlihungen (Atkinson& Mair [5℄, Davis et al. [7℄, Mair & Taylor [15℄, Sho�eld [18℄). F�ur den allgemeinenFall eines koh�asiven Reibungsmaterials wurden bislang keine Entwurfsformeln erarbeitet.Beim Shildvortrieb ergibt sih also keine einfahe Regel zur Ermittlung des ben�otigtenSt�utzdruks. Ebenfalls steht bei der Spritzbetonbauweise keine Formel zur Verf�ugung,mit der die Gr�o�e einer noh stabilen Ausbruhs�ahe abgesh�atzt werden kann. Nurbei vorgegebener Ortsbrustgeometrie kann eine Bruhk�orperstatik nah der Grundideevon Horn [9℄ zur Berehnung eines Siherheitsbeiwertes durhgef�uhrt werden (siehe auhAnagnostou & Kov�ari [3, 4℄).Das Ziel des vorliegenden Beitrags ist niht die Entwiklung eines omputerorientiertenRehenmodells, sondern eine handhabbare Entwurfsformel zur Bestimmung des ben�otigtenSt�utzdruks bei gegebener Ausbruhs�ahe, sowie die Berehnung der Gr�o�e des noh sta-bilen Teilquershnitts sofern ein Tunnel ohne St�utzdruk aufgefahren werden soll. Das Pro-blem wird haupts�ahlih dadurh vereinfaht, dass nur eine kreisf�ormige Ausbruhs�aheuntersuht wird. Da die Stabilit�at der Kreis�ahe in solhen F�allen durh eine komplexeGew�olbewirkung zustande kommt, ist eine analytishe Herangehensweise ausgeshlossen.Als Alternativen bieten sih physikalishe Modellversuhe (Kimura & Mair [11℄, Mair &Taylor [15℄, Sho�eld [18℄) und numerishe Untersuhungen an (Vermeer et al. [21, 22, 23℄).Da reproduzierbare Modellversuhe niht nur kostspielig, sondern auh nur eingeshr�anktm�oglih sind, wird auf numerishe Simulationen zur�ukgegri�en.Zum Auftakt wird in Abshnitt 16.2 der heutige Stand der Ortsbruststatik, d.h. dieBruh- k�orperstatik vorgestellt. In Abshnitt 16.3 wird der Einsatz und die Vorgehens-weise der dreidimensionalen, nihtlinearen FE-Methode zur Analyse der Ortsbruststatikbeshrieben. In Abshnitt 16.4 wird gezeigt, dass die Stabilit�at der Ortsbrust niht vonder Gr�o�e des Erdruhedrukbeiwerts K0 abh�angig ist. Anshlie�end wird in Abshnitt16.5 die Gew�olbewirkung analysiert. Eine empirishe St�utzdrukformel f�ur B�oden mit20Æ < ' < 40Æ wird auf der Grundlage dreidimensionaler FE-Berehnungen in Abshnitt16.6 entwikelt. Abshlie�end werden in Abshnitt 16.7 die Ergebnisse der Studie erweitertund ausgewertet. Dies ist erstens eine Formel f�ur den minimal m�oglihen St�utzdruk, d.h.beim Verbruh der Ortsbrust. Zweitens eine Formel f�ur die maximal m�oglihe Ausbruhs-�ahe ohne zus�atzlihen St�utzdruk. Drittens eine Formel f�ur den Siherheitsbeiwert beivorgegebenem St�utzdruk p (mit Sonderfall p = 0) und vorgegebener Tunnelgeometrie.16.2 Stand der WissenshaftEin g�angiges Berehnungsverfahren zur Ermittlung der Standsiherheit der Ortsbrust wirdvon Anagnostou & Kov�ari [4℄ beshrieben. Dieses Berehnungsmodell basiert auf einerAnnahme zur �Uberlagerungsspannung �z an der Firste eines Tunnels, wie sie von Terzaghi& Jelinek [19℄ auf Grundlage der Silotheorie von Janssen [10℄ vorgeshlagen wurde:�z = D � 44K0 tan' (1� exp (�2K0 tan'2HD )): (16.1)
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a) b)Abbildung 16.1: a) R�aumlihes Bruhk�orpermodell zur Ermittlung des St�utzdruks aufdie Ortsbrust; b) L�angsshnitt entlang der Tunnelahse.Die Vertikalspannung ist somit abh�angig vom Tunneldurhmesser D, von der Koh�asion ,dem Reibungswinkel ', dem ErdruhedrukbeiwertK0 und der Tiefenlage H. Diese Formelbesagt, dass von einer ma�gebenden Zunahme der Vertikalspannung in der Tiefe nur bis zueiner bestimmten Tiefe auszugehen ist. Ab einer bestimmten Tiefe ist �z fast konstant. Essei zu beahten, dass Drukspannungen in dieser Studie als positiv de�niert sind. Im Un-tershied zu dem Ausdruk nah Terzaghi & Jelinek [19℄ ergibt sih in Gleihung 16.1 nihteinfah , sondern 2. F�ur die Herleitung wird auf die Referenzen (Kolymbas [12℄,Vermeer& Ruse [22℄) hingewiesen. Da Zugspannungen in B�oden und Fels nur eingeshr�ankt m�oglihsind, sollte die Gleihung auf den Fall �z > 0 beshr�ankt werden.Zur Ermittlung des minimalen S�utzdruks pf , k�onnen Berehnungen mit dem in Abbildung16.1 dargestellten r�aumlihe Bruhk�orpermodell, welhes bereits in seinen Grundz�ugen vonHorn [9℄ vorgestellt wurde, durhgef�uhrt werden. Der Bruhdruk pf , welher notwendigist um eine standsihere Ortsbrust zu gew�ahrleisten, wird aus einer Gleihgewihtsbe-trahtung der am Gleitkeil wirkenden Kr�afte gewonnen. Eine genaue Beshreibung desBruhk�orperverfahrens geben (Anagnostou [4℄, Vermeer & Ruse [22℄). Ergebnisse auf-grund des Bruhk�orpermodells werden sp�ater in Abbildung 16.7 und Abbildung 16.8 mitResultaten dreidimensionaler FE-Berehnungen verglihen.In der Geotehnik stellt sih h�au�g die Frage, ob man mit undrainiertem Materialverhal-ten rehnen muss. Beim undrainierten Materialverhalten sollte ja niht mit den e�ektivenSherparametern  und ' gerehnet werden, sondern mit der undrainierten Koh�asion uund dem undrainierten Reibungswinkel 'u � 0. Zur Entsheidung welhe Vorgehensweiseam wirklihkeitsn�ahsten ist, sollte der Konsolidationsgrad der Ortsbrust beurteilt wer-den. Neben dem Durhl�assigkeitsbeiwert des Materials wird somit die Vortriebsgeshwin-digkeit eine entsheidende Rolle spielen. Nah Angaben von Anagnostou [1, 2℄, ergebensih drainierte Randbedingungen f�ur Durhl�assigkeitsbeiwerte gr�o�er 10�7 bis 10�6m=sund Vortriebsgeshwindigkeiten von 2,5 bis 25 m/Tag oder weniger. F�ur den Fall des un-drainierten Materialverhaltens ergeben sih eine Vielzahl von empirishen Daten aufgrundVersuhen in Geozentrifugen (Atkinson & Mair [5℄). Diese Ergebnisse werden nahezu exaktbeshrieben durh die Formel:pf = (H + 12D)�Nu mit N = 5; 86(HD )0;42: (16.2)
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Abbildung 16.2: a) Die Flie��ahe nah Mohr-Coulomb f�ur  = 0;b) Grundidee eines elastish-perfekt-plastishen Sto�gesetzes.Es soll gezeigt werden, dass diese Formel den FE-Ergebnissen genau entspriht (Abbildung16.7).16.3 Bestimmung des Bruhdruks mit der FEMZur Ermittlung des St�utzdrukes pf auf die Ortsbrust im Bruhzustand werden dreidimen-sionale Finite Elemente Berehnungen durhgef�uhrt. Die Berehnungen erfolgen mit der3D Version des Programms Plaxis [6℄. Als Sto�gesetz wird ein linear-elastishes perfekt-plastishes Sto�gesetz mit einem Bruhkriterium nah Mohr-Coulomb zugrunde gelegt(Plaxis [6℄), dessen Charakteristika in Abbildung 16.2 dargestellt sind. Es ergibt sih derFall, dass die Fliess�ahe niht glatt ist, sondern Singularit�aten aufweist, wie sie im dreidi-mensionalen Raum als Kanten oder Eken bezeihnet werden. Es gibt dann Punkte auf ihr,in denen die partiellen Ableitungen niht eindeutig gegeben sind oder s�amtlih vershwin-den. F�ur die Handhabung solher singul�aren Flie��ahen sei auf Ziegler [24℄ verwiesen.Im Gegensatz zu Abbildung 16.2a werden Berehnungen mit einem koh�asiven Reibungs-material durhgef�uhrt, wobei jedoh keine Zugspannungen zugelassen werden, d.h. es wirdmit einem sogenannten Tension Cut-O� ein abgeshnittener Flie�kegel beshrieben. Imlinear-elastishen Bereih wird das Boden- und Felsverhalten mit einem Elastizit�atsmo-dul E und einer Querdehnzahl � beshrieben. F�ur den plastishen Bereih ergeben sihdrei Materialparameter; die Koh�asion , der Reibungswinkel ' und der Dilatanzwinkel  (Vermeer [20℄).Aus Symmetriegr�unden werden f�ur die Berehnungen jeweils nur ein entlang der L�angsah-se halbierter Tunnel verwendet. Ein typishes FE-Netz, wie es f�ur die Berehungen verwen-det wird, ist in Abbildung 16.3 dargestellt. Der Boden oder Fels wird durh 15-knotige pris-matishe Volumenelemente mit einer 6-Punkt-Gauss-Integrations-Regel dargestellt. Diedunkle Tunnelinnen�ahe stellt eine Auskleidung mit einer Biegestei�gkeit EI und ei-ner Dehnstei�gkeit EA dar, die f�ur alle Analysen relativ hoh angesetzt wurden. DieseTunnelshale wird aus linear-elastishen 8-knotigen Shalenelementen modelliert. Vor derTunnelshale wird ein relative shmaler Ring mit einer relativen Breite von d=D = 1=40ungest�utzt belassen. Dies erfolgt, um ein ausreihend exibles FE-Netz zu erhalten, wel-hes die Simulation des Bruhmehanismus erlaubt.Die Randbedingungen der verwendeten FE-Modelle stellen sih wie folgt dar. Die Gel�ande-
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a) b)Abbildung 16.3: Typishes FE-Netz, wie es f�ur die Berehnungen verwendet wird.ober�ahe ist frei, die seitlihen Begrenzungs�ahen haben eine Rollenlagerung und dieGrund�ahe ist unvershieblih. Die frei vershieblihe Ortsbrust wird durh eine Fl�ahen-last, wie angegeben in Abbildung 16.3b, unterst�utzt. In der Mitte der Ortsbrust hat siedie Gr�o�e p.Die Initialbedingungen der durhzuf�uhrenden Analysen stellen sih wie folgt dar. Im Aus-gangszustand der Berehnung existiert im Baugrund eine geostatishe Spannungsvertei-lung mit �hor = K0�vert, wobei K0 der sogenannte Erdruhedrukbeiwert ist. Der Einussdieses Beiwerts auf den Bruhdruk pf wird in Abshnitt 16.4 analysiert.Der erste Berehnungsshritt besteht darin, die Volumenelemente des Tunnels zu entfernenund die Shalenelemente im Tunnel zu aktivieren. Das Gleihgewiht wird hierbei nihtgest�ort, da ein �aquivalenter Druk sowohl auf die Tunnelauskleidung als auh auf dieOrtsbrust gegeben wird. Zur Bestimmung des minimal m�oglihen St�utzdruks wird beider Berehnung der Druk auf die Ortsbrust shrittweise reduziert und die Verformungder Knotenpunkte berehnet. Bei abnehmendem St�utzdruk p nehmen die Verformungenzu. Mit erreihen des St�utzdruks pf im Bruhzustand n�ahert sih der Kurvenverlauf einerhorizontalen Gerade an; bei stetiger Zunahme der Verformungen kann der St�utzdruk nihtweiter reduziert werden. Eine typishe Druk-Vershiebungskurve ist in Abbildung 16.4adargestellt. Neben der Druk-Vershiebungskurve ist in Abbildung 16.4 ein errehneterBruhmehanismus dargestellt. Bei dem ah liegenden Tunnel in Abbildung 16.4b zeigtsih ein kaminartiger Bruh.Die numerishe Umsetzung f�uhrt zu einem inkrementellen Shema. F�ur jedes Dekrementdes St�utzdruks werden Gleihgewihtsiterationen durhgef�uhrt, wobei in den plastishenGausspunkten ausserhalb der Bruh�ahe liegende Spannungen reduziert werden (Radial-Return-Algorithmus). F�ur eine genaue Beshreibung dieser Methode im Rahmen der Mehr-�ahenplastizit�at wird auf de Borst [8℄ hingewiesen. F�ur die numerishe Simulation eineslastgesteuerten Bruhproblems wird insbesondere die Stabilit�at des Verfahrens wihtig.Zur handhabung der Stabilit�at im vollplastishen Bereih mit p = pf wurde die ar-lengthMethode nah Riks [16℄ angewendet.16.4 Einuss des Erdruhedrukbeiwerts K0Bei der Durhf�uhrung von numerishen Stabilit�atsanalysen, wie oben beshrieben, stelltsih die Frage welher K0-Wert f�ur die Eingabe der geostatishen Ausgangsspannungen zuw�ahlen sei. Nah der Theorie der assoziierten Plastizit�at w�aren die Ausgangsspannungen
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Verschiebung   uAbbildung 16.4: Errehnete Druk-Vershiebungskurve. Die Vershiebung u bezieht sihauf einen Kontrollpunkt in der Mitte der Ortsbrust.
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Abbildung 16.5: Errehnete Last-Vershiebungskurven f�ur ein reibungsfreies Materialver-halten. Sowohl f�ur die Berehnung mit K0 = 0; 75 als auh mit K0 = 1; 25wird der gleihe Bruhdruk pf ermittelt.irrelevant f�ur die Berehnung von Bruhlasten wie pf . Um dies zu kontrollieren wurdenAnalysen mit dem assoziierten Tresa-Modell, d.h. dem Mohr-Coulombshen Sonderfall = ' = 0, durhgef�uhrt. Abbildung 16.5 zeigt Ergebnisse solher Analysen f�ur einenrelativ ahen Tunnel. Trotz der untershiedlihen Ausgangsspannungen wird hier derselbe Wert f�ur den Bruhdruk pf gefunden.Bei B�oden und Fels ist der Dilatanzwinkel  im allgemeinen viel kleiner als der Rei-bungswinkel ' und so ergibt sih ein niht-assoziiertes Materialverhalten (Vermeer [20℄).Somit entf�allt die theoretishe Begr�undung, der zu Folge K0 keinen Einuss auf pf hat.Aus diesem Grunde wurden numerishe Untersuhungen mit  = 0Æ und ' = 30Æ durh-gef�uhrt, d.h. mit einem realistishen niht-assoziierten Materialverhalten. Berehnungenzur Ermittlung des Einusses des Erdruhedrukbeiwerts K0 auf den Bruhdruk erfolgtensowohl f�ur ah- als auh f�ur tieiegende Tunnel. In allen F�allen konnte festgestellt werden,dass es keinen Einuss von K0 auf den St�utzdruk pf gibt. Berehnungsergebnisse sindin Abbildung 16.6 f�ur einen sehr tiefen Tunnel exemplarish dargestellt. Die Unabh�angig-keit von K0 ist wahrsheinlih mit der Gew�olbewirkung an der Ortsbrust verbunden. Imn�ahsten Kapitel soll die Gew�olbewirkung aufgezeigt werden.
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Abbildung 16.6: Errehnete Last-Vershiebungskurven f�ur ein Reibungsmaterial. Sowohlf�ur die Berehnung mit K0 = 0; 5 als auh mit K0 = 2 wird der gleiheBruhdruk pf ermittelt.16.5 Gew�olbewirkung an der OrtsbrustIn diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass die Stabilit�at der Ortsbrust ma�gebend von derGew�olbewirkung gepr�agt wird, dies gilt zumindest f�ur B�oden oder Fels mit ' > 20Æ. Durhdiese Gew�olbewirkung ergibt sih ein tiefenunabh�angiger Bruhdruk pf . Bei sehr geringenReibungswinkeln ist dies jedoh niht der Fall. F�ur ein reibungsloses Material (' = 0Æ) istz.B. eine fast lineare Zunahme des Bruhdruks pf mit zunehmender Tunnel�uberdekungzu verzeihnen (Abbildung 16.7). Bereits bei geringen Reibungswinkel von ' = 10Æ kannfestgestellt werden, dass dieser Einuss der Tiefe sih reduziert.Die Resultate der FE-Berehnungen aus Abbildung 16.7 zeigen eine exzellente �Uberein-stimmung mit der aus Versuhsergebnissen stammenden Kurve nah Atkinson & Mair [5℄.Die Bruhk�orperberehnungen nah Anagnostou & Kov�ari [4℄ ergeben f�ur ' = 0 geringereSt�utzdr�uke, aber auh hier gibt es nur geringe Untershiede zu den FE-Ergebnissen. Bei ei-nem Reibungswinkel von 10Æ ist eine sehr gute �Uberseinstimmung zwishen FE-Resultatenund Bruhk�orperstatik zu beobahten.Abbildung 16.8 zeigt die FE-Ergebnisse im Vergleih zu den Bruhk�orperberehnungennah Anagnostou & Kov�ari [4℄ f�ur B�oden oder Fels mit einem Reibungswinkel von 20Æund 30Æ. W�ahrend die L�osung nah Anagnostou & Kov�ari [4℄ bis H=D = 3 einen signi-�kanten Anstieg des normierten St�utzdruks mit zunehmender relativen Tiefe aufweist,zeigen die Ergebnisse der FE-Berehnungen, dass es bei Reibungsb�oden keinen Einussder Tunnel�uberdekung auf den St�utzdruk pf im Bruhzustand gibt. Dies bedeutet, dassder Bruhdruk bei B�oden und Fels mit einem Reibungswinkel ' > 20Æ, entgegen bishe-riger Vermutungen, v�ollig unabh�angig von der Tiefenlage des Tunnels ist. In Abbildung16.8 kann auh noh beobahtet werden, dass die ermittelten Dr�uke der Bruhk�orper-berehnungen wesentlih gr�o�er als die Resultate der FE-Berehnungen sein k�onnen, wiehier z.B. f�ur ' = 20Æ.Einen visuellen Eindruk �uber den erheblihen Einuss des Reibungswinkels gibt Abbil-dung 16.9; das Beispiel (a) wurde mit ' = 0Æ, (b) mit ' = 30Æ ermittelt. In einem L�angs-shnitt durh den Tunnel ist der Verlauf der Hauptspannungen durh Spannungskreuze
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Abbildung 16.8: Normierte Bruhdr�uke als Funktion der relativen Tiefenlage des Tunnels.FE-Resultate sind punktuell dargestellt. Vergleihend dazu sind Ergebnis-se von anderen Untersuhungen aufgef�uhrt. Die Berehnungen erfolgtenf�ur ein dialtanzloses Material  = 0.
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a) b)

j = 0° j = 30°Abbildung 16.9: Errehnete Hauptspannungen beim Bruh sind als Kreuze in einemL�angsshnitt durh den Tunnel mit H=D = 5 dargestellt. Rihtung undGr�o�e eines Kreuzes entsprehen der Hauptspannungsausrihtung undder Hauptspannungsgr�o�e.

a) b)Abbildung 16.10: Inkrementelle Vershiebungen im Bruhzustand. In Bild a) ist der Ver-sagensmehanismus f�ur ' = 0Æ, in Bild b) f�ur ' = 30Æ dargestellt.dargestellt. An der Ausrihtung und Gr�o�e der Spannungskreuze ist in Abbildung 16.9bdeutlih zu erkennen, wie sih im Reibungsmaterial ein Gew�olbe ausbildet, w�ahrend sihdies im reibungslosen Material niht erkennen l�asst. Ausgehend vom initialen Spannungs-zustand reduzieren sih beim Reibungsmaterial die Spannungen im unmittelbaren Bereihvor der Ortsbrust fast auf 0. Dies bedeutet, dass sih hier der Baugrund zum gro�en Teilselbst tragen kann. Das reibungslose Material in Abbildung 16.9a weist zwar eine leihteReduzierung der Spannungen auf, jedoh ist diese um ein Vielfahes geringer als bei Rei-bungsmaterial. Der Baugrund kann hier nur einen geringen Anteil zur Stabilisierung derOrtsbrust beitragen. Zum Ausdruk kommt der Einuss des Reibungswinkels auh am Er-sheinungsbild des Verbruhs (Abbildung 16.10). W�ahrend sih bei Reibungsmaterial einkeilf�ormiger Bruhk�orper, �ahnlih einem Gleitkeil ausbildet, f�uhrt der Verbruh im Fallevon ' = 0Æ zu einer gleihm�a�igen Intrusion des Baugrunds in die Tunnelr�ohre.
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Abbildung 16.11: Erwarteter Verlauf der KoeÆzienten N und ND als Funktion des Rei-bungswinkels '.16.6 Bruhdrukformel f�ur 20Æ < ' < 40ÆDie im vorigen Kapitel festgestellte Tatsahe, nah welher der Bruhdrukdruk pf beiReibungsmaterialien mit ' > 20Æ unabh�angig von der Tiefenlage des Tunnels ist undder Erdruhedrukbeiwert K0 ebenfalls keinen Einuss auf das Ergebnis aus�ubt, l�asst denGrund zur Annahme einer einfahen Formel f�ur den Bruhdruk zu. Dabei h�angt derBruhdruk nur von den Sherparametern (; '), der spezi�shen Materialihte  unddem Tunneldurhmesser ab. In Anlehnung an die Grundbruhformel eines Fundaments(Shmidt [17℄) l�asst sih der Bruhdruk nah folgender allgemeinen Formel beshreibenpf = �N + DND N = N(') ND = ND(') (16.3)zumindest f�ur einen nihtdilatanten Baugrund ( = 0). Die KoeÆzienten N und ND inder Formel sind Beiwerte, die abh�angig vom Reibungswinkel ' des Bodens oder des Felsessind.Zur Ermittlung der KoeÆzienten N und ND wurden ausf�uhrlihe Rehenreihen durh-gef�uhrt, wobei die Bodenkennwerte  und  systematish variiert wurden. F�ur die Bestim-mung von ND wurden FE Berehnungen durhgef�uhrt, bei denen der Reibungswinkel 'variiert und die Koh�asion  = 0 angenommen wurde. Zur Determinierung von N wurde' konstant belassen und die Koh�asion variiert. Ziel ist eine einfahe Abh�angigkeit derKoeÆzienten vom Reibungswinkel zu entwikeln, wie sie in Abbildung 16.11 dargestelltist.16.6.1 Ermittlung des KoeÆzienten ND = �pf=�DDie Ermittlung des KoeÆzienten ND, dem Durhmesserbeiwert, erfolgte durh FE-Be-rehnungen, wobei der Reibungswinkel ' systematish variiert wurde, wie angegeben inAbbildung 16.12. Die Koh�asion wurde f�ur diese Berehnungen mit  = 0 angesetzt, sodass pf = DND ist. Die Berehnungen erfolgten f�ur relative Tunnel�uberdekungen vonH=D = 0:25 bis H=D = 8, wobei sih das zuvor festgestellte Ergebnis, dass die Tiefen-lage des Tunnels keinen Einuss hat, best�atigte. F�ur die weitere Bearbeitung wurde der
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0Abbildung 16.12: Errehnete Bruhdr�uke f�ur  = 0 und  = 0. Die Ergebnisse der FE-Berehnungen sind punktuell dargestellt, deren Mittelwerte sind als Li-nien verzeihnet.Mittelwert der in Abbildung 16.12 punktuell dargestellten FE-Ergebnisse in Abbildung16.13 aufgetragen. Der durh den Tunneldurhmesser D und die spezi�she Material-wihte  normierte St�utzdruk wird in dieser Abbildung als KoeÆzient ND = pf=D inAbh�angigkeit des Reibungswinkels aufgezeihnet. Die Punkte in Abbildung 16.13 stellendie Mittelwerte der FE-Berehnungen, die Kurve die berehnete Regression mit der imDiagramm dargestellten Formel f�ur ND. Die numerishen Resultate lassen sih mit einerbesonders einfahen Funktion fassen.
16.6.2 Ermittlung des KoeÆzienten N = �pf=�Der KoeÆzient N beeinusst den Koh�asionsanteil am Bruhdruk pf und wird im fol-genden deswegen als Koh�asionsbeiwert bezeihnet. Aus der Tatsahe, dass der St�utzdrukim Bruhzustand pf unabh�angig von der relativen Tiefenlage des Tunnels H=D ist, istbei der Ermittlung von N die Tiefenlage des Tunnels niht zu ber�uksihtigen. In Ab-bildung 16.14 ist f�ur Reibungswinkel von 20Æ bis 40Æ bei einer Variation der normiertenKoh�asion =D der normierte St�utzdruk pf=D aufgetragen. Es kann festgestellt wer-den, dass f�ur einen bestimmten Reibungswinkel die normierten Bruhdr�uke, aufgetragen�uber der normierten Koh�asion =D, auf einer Geraden liegen. Dies best�atigt die Rihtig-keit der Formel 16.3. Aus der Steigung dieser Geraden folgt, wie angegeben in Abbildung16.14, der Koh�asionsbeiwert N. Werden die Koh�asionsbeiwerte in Abh�angigkeit vom Rei-bungswinkel aufgetragen, wie dies in Abbildung 16.15 durh die Punkte dargestellt ist, soliegen diese Punkte auf einer Kurve, welhe durh die elementare Funktion N = ot(')beshrieben werden kann.
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Abbildung 16.15: Der Koh�asionsbeiwert N als Funktion des Reibungswinkels.



Die Stabilit�at der Ortsbrust von Tunnels 26916.7 Auswertung und Erweiterungder ErgebnisseDurh die Berehnungen an dreidimensionalen Tunnelmodellen und einer systematishenAnalyse konnte Folgendes festgestellt werden. Erstens, dass der Bruhdruk unabh�angigvom angesetzten Erdruhedrukbeiwert K0 ist, und zweitens, dass bei B�oden und Fels mitReibungswinkeln ' > 20Æ der Bruhdruk unabh�angig von der Tiefenlage des Tunnelsist. Mit diesen Kenntnissen konnte eine sehr einfahe Entwurfsformel de�niert werden mitder es m�oglih ist, den St�utzdruk auf die Ortsbrust im Bruhzustand f�ur Tunnels zubestimmen. Es ergibt sih die Formel:pf = �N + DND N = 1tan' ND = 19 tan' � 0; 05: (16.4)F�ur das Au�ahren von Tunnels ben�otigt man in der Praxis St�utzdr�uke die etwas �uber demBruhdruk pf liegen, da es shwankende Bodenparameter und Unsiherheiten im Baua-blauf gibt. Es w�are hier niht angebraht, den errehneten Bruhdruk einfah um einenAnteil von z.B. 20 % zu erh�ohen, da dies im Sonderfall pf = 0 �uberhaupt keine Siherheitergeben w�urde. Zur Ermittlung des siheren St�utzdruks, d.h. einem erforderlihen Drukperf , wird in Gleihung 16.4  durh =�erf ersetzt und tan' durh tan'=�erf . F�ur denSt�utzdruk perf ergibt sih damit folgende Formulierung:perf = D( �erf9 tan' � 0; 05) � tan'; (16.5)wobei �erf der erforderlihe Siherheitsbeiwert ist. W�ahrend des Baus werden im allgemei-nen nur geringe Siherheiten verlangt. Beim Tunnelbau ergeben sih hier keine genauenVorshriften, aber man k�onnte z.B. �erf = 1; 2 in Betraht ziehen.Anstelle der Ermittlung von perf und der Kontrolle p � perf , kann man auh bei gegebe-nem St�utzdruk p die vorhandene Siherheit � errehnen und anshlie�end kontrollieren,ob die Bedingung � � �erf erf�ullt ist. Ersetzt man perf durh p und �erf durh �, erh�altman durh Umformulierung von Gleihung 16.5 folgende Formel:� = 9D (+ p tan') + 0; 45 tan ': (16.6)In der Spritzbetonbauweise, auh Neue �Osterreihishe Tunnelbauweise (N�OT) genannt,werden im allgemeinen Tunnels mit ungest�utzter Ortsbrust aufgefahren. In diesem Spezi-alfall p = 0 erh�alt man mit Gleihung 16.6 f�ur die vorhandene Siherheit:� = 9D + 0; 45 tan ' (p = 0): (16.7)Diese Formel zeigt ganz deutlih die Bedeutung der Koh�asion, d.h. die klassishe N�OTverlangt eindeutig einen koh�asiven Boden oder Fels. Ist diese Koh�asion nur in geringemAusmass vorhanden, so bietet sih eine Verringerung des Tunneldurhmessers an, d.h. ein
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(D)Abbildung 16.16: Tunnelvortrieb in Teilausbr�uhen bei der Spritzbetonbauweise in einemL�angs- und Quershnitt.Au�ahren des Tunnels mit Teilausbruh. Zum Entwurf eines Vortriebs in Teilausbr�uhen,wie z.B. in Abbildung 16.16 angegeben, stellt sih nun die Frage nah dem maximal m�ogli-hen Durhmesser Df . Die Kalottenausbr�uhe A und B in Abbildung 16.16 sind zwarniht kreisrund, aber sie k�onnen gut von kreisrunden Quershnitten angen�ahert werden.Den maximal m�oglihen Durhmesser erh�alt man nun f�ur � = 1 aus Gleihung 16.7. Esergibt sih damit folgende Gleihung:Df = 9 11� 0; 45 tan ' � 12  (p = 0): (16.8)Die letzte Ann�aherung ist nahezu exakt f�ur den Reibungswinkel ' = 30Æ. F�ur Reibungs-winkel von 20Æ < ' < 35Æ wie es in der Praxis h�au�g der Fall ist, ist die Ann�aherungauh sehr brauhbar. Bei ' = 20Æ ergibt sih Df = 10; 8 = und bei ' = 35Æ wirdDf = 13; 1 = gefunden. Die Ann�aherung 12= ist also ein sehr guter Ansatz.Abbildung 16.16 zeigt, dass die vorliegende Analyse f�ur einen kreisrunden Tunnel auhf�ur den Kalottenausbruh (A und B) anwendbar ist, jedoh niht f�ur die Teilausbr�uheC und D. Beim Vortrieb der sog. Strosse C und der sog. Sohle D stellt sih das quasizweidimensionale Problem einer Steilb�oshung. Die Stabilit�at der Ortsbrust von Strosseund Sohle bilden also einen anderen Versagensmehanismus wie die der Kalotte und stelltf�ur den Tunnelbau ein untergeordneteres Problem dar.Im Falle eines Tunnels in der Spritzbetonbauweise kann durh die Kenntniss der ma-ximalen Ausbruhs�ahe der Tunnelvortrieb entsprehend ausgelegt werden. Einerseitskann bei einer ausreihend gro�en m�oglihen Ausbruhs�ahe der Tunnel mit Vollaus-bruh aufgefahren werden, andererseits kann bei einem kleinen errehneten DurhmesserDf entshieden werden, wie die Teilausbr�uhe erfolgen sollen.16.8 Shlussfolgerungen und ShlussbemerkungenDie in diesem Beitrag vorgestellten Untersuhungen und Erkenntnisse basieren auf einerVielzahl von Ergebnissen aus dreidimensionalen FE-Berehnungen. Es wurde gezeigt, dassbei einem reibungslosen Materialien der Bruhdruk pf fast linear mit der Tiefenlagedes Tunnels zunimmt. Dieses Ergebniss zeigt eine exzellente �Ubereinstimmung mit denResultaten von Atkinson & Mair [5℄, welhe auf experimentellen Untersuhungen basieren.F�ur B�oden und Fels mit Reibungswinkeln zwishen 20Æ < ' < 40Æ wurde gezeigt, dass derBruhdruk unabh�angig von der �Uberdekung des Tunnels ist. Weiterhin konnte nahge-



Die Stabilit�at der Ortsbrust von Tunnels 271wiesen werden, dass der Bruhdruk unabh�angig vom ErdruhedrukbeiwertK0 ist. Mit dengewonnenen Erkenntnissen konnte eine geshlossene Formel, �ahnlih der Grundbruhfor-mel entwikelt werden, mit der es m�oglih ist den Bruhdruk zu ermitteln. Daraus wurdengeshlossene Formeln abgeleitet, die es erm�oglihen einen Siherheitsbeiwert f�ur die Sta-bilit�at der Ortsbrust sowie die maximale Ausbruhs�ahe eines Tunnels ohne zus�atzliheSiherungsmittel zu berehnen.Mit Hilfe der vorgestellten Formeln ist es nun m�oglih, zumindest bei homogenen Bau-grund- und einfahen Grundwasserverh�altnissen, auf aufwendige omputerorientierte Ver-fahren zu verzihten. Im allgemeinen Fall ergeben sih komplexere Situationen, in denen diehergeleiteten Formeln als Entwurfsformeln anwendbar sind. Die Verwendung der Formelngeben dann einen shnellen Einblik in die tunnelstatishen Probleme an der Ortsbrustund f�uhren zu einem Baushema.Bei der Ermittlung des Bruhdruks sind in dieser Studie nur Tunnels in niht dilatan-tem Material untersuht worden, obwohl es vermutlih einen Einuss des Dilatanzwinkels geben wird. Bei ober�ahennahen Fundamenten wurde zwar kein Einuss festgestelltVermeer [20℄, aber bei tieiegenden zeigte sih ein erhebliher Einuss, und so l�a�t sihdies auh an der Ortsbrust eines Tunnels vermuten. Diese Studie verlangt also eine Erwei-terung indem mehrere FE-Analysen f�ur einen realistishen Dilatanzwinkel, z.B.  = 10Æ,wiederholt werden. Die bisherige Vernahl�assigung des dilatanten Materialverhaltens liegtzwar auf der siheren Seite, aber dies ist im Tunnelbau h�au�g niht vertretbar. Eine wirt-shaftlihe Spritzbetonbauweise verlangt z.B. eine maximale Ausbeutung des Materials,wobei die Siherheit �uber eine kontinuierlihe Beobahtung gew�ahrleistet wird. In solhenSituationen passt es niht, die Dilatanz als Stille Materialreserve zu betrahten. Bei An-wendung der Resulate dieser Studie auf Tunnels die im Shildvortrieb aufgefahren werden,sollte man sih die Einshr�ankung auf nihtdilatantes Material realisieren. Dar�uberhinaussollte man sih beim Shildvortieb auh mit dem Problem des maximalen St�utzdruks(blow-out) befassen.Von Anwendung der Formeln auf Tunnels, die in der Spritzbetonbauweise (N�OT) aufgefah-ren werden, sollte vorerst stark abgeraten werden. Diese Warnung geht aus den bisherigengeometrishen Idealisierungen hervor. Dies ist siherlih niht verbunden mit der Annah-me eines kreisrunden Tunnels, sondern mit der Vernahl�assigung der Abshlagsl�ange. Eswurde zwar eine kleine relative Abshlagsl�ange von d=D = 1=40 angenommen, aber diesegeringe L�ange wurde nur aus numerishen Gr�unden eingef�uhrt. Da sih in der Praxis Ab-shlagsl�angen von bis zu zwei Metern ergeben, liegen die Formeln dieser Studie extrem aufder unsiheren Seite. Zur Herleitung von Formeln, die direkt auf die Spritzbetonbauweiseanwendbar w�aren, sind neue FE-Analysen f�ur relative Abshlagsl�angen bis d=D = 1=5geplant. Es sollen sowohl FE-Analysen bei d=D = 1=20 als auh bei 1=10 und 1=5 durh-gef�uhrt werden. Damit sollen sowohl der Koh�asionsbeiwertN und der DurhmesserbeiwertND als Funktion sowohl des Reibungswinkels ' als auh der relativen Abshlagsl�ange d=Dermittelt werden.Dem Titel nah ist diese Studie niht direkt auf gekl�ufteten Fels anwendbar. Die Homo-genisierung eines gekl�ufteten Materials w�are jedoh m�oglih im Falle, dass der Abstandzwishen den Kl�uften klein im Vergleih zum Tunneldurhmesser ist. Abshlie�end sollnoh auf m�oglihe Einwirkungen des Grundwassers hingewiesen werden. Genau so wie dieBruhk�orperstatik (Anagnostou & Kov�ari [3℄) k�onnen auh die hergeleiteten Formeln zurBer�uksihtigung des Grundwassers erweitert werden.
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17�Anderung des Korngef�uges durhAbrasionR. Katzenbah und G. FestagInstitut und Versuhsanstalt f�ur GeotehnikTehnishe Universit�at DarmstadtD-64287 DarmstadtZusammenfassung. Der Beitrag befasst sih mit dem Deformationsverhalten von Sandunter zyklisher Belastung und mit dem Einuss der Kornzertr�ummerung auf das Defor-mationsverhalten eines Sandes. Bei Kornzertr�ummerung lassen sih, je nah Gr�o�e dererzeugten Bruhst�uke, zwei v�ollig vershiedene Vorg�ange untersheiden: Fragmentationund Abrasion. Fragmentation beshreibt die Zerlegung des Korns in ann�ahernd gleih gro�eSt�uke, bei der Abrasion werden sehr kleine St�uke durh Abplatzen von der Kornober�aheabgetragen. Zur Untersuhung des Einusses der Abrasion auf das Deformationsverhaltenvon Sand wurden Triaxialversuhe mit bis zu 5 Mio. Belastungszyklen durhgef�uhrt. Insbe-sondere bei kantigem Ausgangsmaterial k�onnen E�ekte der Abrasion beobahtet werden, sosind u.a. andauernde plastishe Verformungszunahmen und pl�otzlihe �Anderungen des De-formationsverhalten zu beobahten. Durh die Untersuhung der Rundheit der Einzelk�ornerkonnte festgestellt werden, dass gerade besonders kantiges Material unter wiederholter Be-lastung zunehmend runder wird. Die Rundheit der K�orner kann damit als Ma� f�ur dieAbrasion angesehen werden.17.1 EinleitungDas Verformungsverhalten von Sand unter zyklisher Belastung ist von baupraktisherBedeutung f�ur die Gr�undung von Bauwerken mit h�au�g wehselnden Lastereignissen. Zusolhen Bauwerken z�ahlen Kranbahnen, �Ol- und Wassertanks, Mashinenfundamente, O�-Shore-Bauwerke und Verkehrswege. Im Rahmen der hier vorgestellten Forshungen werdenBelastungen betrahtet, die im Verh�altnis zur aufnehmbaren Belastung vergleihsweise ge-ring sind. Bei den durhgef�uhrten Untersuhungen zum Verformungsverhalten von Sandunter zyklisher Belastung wurden ein permanenter Zuwahs der plastishen Dehnungenund einige spontan auftretende Verformungen, die auf eine Umlagerung im Kornhaufwerkzur�ukzuf�uhren sind, beobahtet. Ma�gebend f�ur die auftretenden Verformungen ist der ameinzelnen Korn auftretende Abrieb (Abrasion). Unter Abrasion wird das Abplatzen kleinerPartikel von der Kornober�ahe verstanden. Diese Abplatzungen treten unter Belastung275



276 R. Katzenbah und G. Festaginsbesondere an den Kontaktstellen zwishen den K�ornern durh lokale �Ubershreitungder Korn-/Mineralfestigkeit auf. Ein anderes Ph�anomen der Kornzertr�ummerung ist dieFragmentation. Hierbei wird das Korn in ann�ahernd gleih gro�e St�uke aufgeteilt. Frag-mentation tritt erst dann auf, wenn die Festigkeit des gesamten Korns �ubershritten wird,sie ist also nur bei einem relativ hohen Spannungsniveau zu beobahten, wohingegen Ab-rasion unabh�angig vom Spannungsniveau auftritt, was durh die durhgef�uhrten Versuhebest�atigt wird. Das Spannungsniveau wurde so gew�ahlt, dass Fragmentation praktish aus-geshlossen ist. Siebanalysen best�atigen dies. Das Verformungsverhalten von Sand unterzyklisher Beanspruhung wird an Sandproben im Triaxialversuh untersuht.17.2 Verformungsverhalten von SandF�ur die Beshreibung des Materialverhaltens unter untershiedlihen Belastungsbedin-gungen werden Sto�gesetze und Materialgleihungen untershiedliher Komplexit�at undBetrahtungsweise verwendet. Hierbei sind zwei vershiedene Betrahtungsweisen zu un-tersheiden, zum Einen die mikroskopishe Betrahtung und zum Anderen die makro-skopishe Betrahtung (ph�anomenologishe Betrahtung). In der Geotehnik �uberwiegtderzeit die makroskopishe Betrahtungsweise. Materialkennwerte, wie z.B. der Winkelder inneren Reibung und die Koh�asion, werden an einer Probe aus �au�eren Messwertenim Labor bestimmt. Der Winkel der inneren Reibung als ph�anomenologishe Gr�o�e um-fasst paushal und integrierend die Ein�usse aus der "Korn zu Korn Reibung\, aus derKornform, aus der Lage der Einzelk�orner im Kornhaufwerk, aus der Lagerungsdihte u.a.Die entsprehenden mikromehanishen Kennwerte sind zum Gro�teil niht bekannt undnur shwer zu ermitteln. Hinzu kommt, dass eine Modellierung eines geotehnishen Pro-blems mit der Modellierung aller Einzelk�orner derzeit die verf�ugbaren Rehenkapazit�atenbei weitem �ubershreiten w�urde. Dennoh werden erste Versuhe in dieser Rihtung mitder Distint-Element Methode unternommen [3℄.Die Verformungen nihtbindiger B�oden setzen sih von Beginn der Belastung an aus rever-siblen und irreversiblen Komponenten zusammen. Bei Erreihen eines h�oheren Spannungs-niveaus f�uhrt eine Entlastung auh zu gr�o�eren Hystereseshleifen [8℄. Auh rein hydro-statishe Belastungen f�uhren sowohl zu nihtlinearen elastishen als auh zu plastishenVerformungen. Dieses Verhalten kann n�aherungsweise mit elastoplastishen Sto�gesetzenmit isotroper und kinematisher Verfestigung [5, 10℄ und mit hypoplastishen Sto�gesetzen[9℄ beshrieben werden.17.3 TriaxialversuheDer Triaxialversuh ist ein axialsymmetrisher Drukversuh an homogenen zylindrishenProben. Unter Vernahl�assigung der St�orungen, die durh die End�ahen bedingt sind,kann der Triaxialversuh als Elementversuh angesehen werden. Die Hauptspannung �1ist betragsm�a�ig die gr�o�te Hauptspannung. Die Hauptspannungen �2 und �3, die radi-al an der Probe angreifen, sind gleih. Der Probek�orper be�ndet sih in einer Drukzelle.Die radiale Hauptspannung wird meist durh Fl�ussigkeitsdruk, die axiale Hauptspannungdurh einen vershieblihen Stempel aufgebraht. Man untersheidet den hydrostatishenVersuh (�1 = �2 = �3), den Triaxialkompressionsversuh (�1 > �2 = �3) und den Triaxia-



�Anderung des Korngef�uges durh Abrasion 277lextensionsversuh (�1 < �2 = �3). Im Rahmen der hier vorgestellten Untersuhungenwurden Triaxialkompressionsversuhe mit monotoner und zyklish wehselnder Belastungdurhgef�uhrt. Die Versuhe werden an Proben mir einem Durhmesser von 10m und einerH�ohe von 20 m durhgef�uhrt. Nah [4℄ kann bei Proben mit einem Verh�altnis H�ohe zuDurhmesser von 2:1 davon ausgegangen werden, dass die Probe sih im mittleren Drittelhomogen verh�alt, solange sih keine Sherzone ausbildet.17.3.1 Verwendeter TriaxialversuhsstandDie Triaxialversuhe werden in einem Versuhsstand durhgef�uhrt, dessen Belastungsein-rihtung in der Lage ist, Wehsellastamplituden von bis zu 10 kN (dies entspriht eineraufgebrahten Spannung von 1; 3MN=m2 bei einem Probendurhmesser von 10 m) beieiner Belastungsfrequenz von 5 Hz und einer maximalen Wegamplitude von 1 mm je Be-lastungszyklus aufzubringen (Abbildung 17.1).

Abbildung 17.1: Photo und �Ubersihtsskizze des Versuhsstandes f�ur zyklishe Triaxial-versuheDie an der Probe auftretenden Verformungen werden an der Probe mit drei Hall-E�ektSensoren gemessen, von denen zwei die axialen Verformungen und einer die Durhmes-ser�anderung der Probe im mittleren Drittel der Probe bestimmen. Das Messprinzip basiert



278 R. Katzenbah und G. Festagauf der Bestimmung des durh einen Magneten induzierten Spannungsfeldes. Daher ist dasSystem quasi Reibungsfrei und minimiert den Einuss des Messsystems auf die Versuhs-probe. Mit den Hall-E�ekt Sensoren ist eine Au�osung von 2 �m und eine Genauigkeitvon a. 10 �m erreihbar. Eine solh hohe Au�osung ist f�ur die relativ kleinen Verfor-mungszyklen notwendig. Die Messwerterfassung erfolgt omputergesteuert �uber eine PC,der die Messwerte von allen Messgebern gleihzeitig mit bis zu 50 Hz erfassen kann. Umdie Datenmenge beherrshbar zu mahen wurde statt der permanenten Messwerterfassungeine Intervallerfassung gew�ahlt, die bei den Langzeitversuhen (� 1 Wohe) jede Stundezehn Lastspiele erfasst und auswertet.17.3.2 VersuhsmaterialF�ur die zyklishen Triaxialversuhe wurden zwei vershiedene Sande verwendet. Zum Einenwurde ein Quarzsand, dessen K�orner nah ASTM D 2488 als gut gerundet klassi�ziertwerden, zum Anderen ein doppelt gebrohener Gabbro-Edelbrehsand, der nah ASTMD 2488 ein ekiges Material ist, verwendet. Der Quarzsand stammt aus der hessishenRheinebene und hat seinen Rundungsgrad aus dem langen uviatilen Transport erhalten.Er besteht zu 74% aus Quarz, zu 15% aus Feldspat und einigen untergeordneten Bei-mengungen. Der Gabbro-Edelbrehsand stammt aus einem Steinbruh im Odenwald undwurde dort mashinell gebrohen. Mineralogish setzt er sih aus 45% Plagioklas, 18%Glimmer, 16% Hornblende, 12% Quarz und einigen untergeordneten Beimengungen zu-sammen. Vom Mineralaufbau ist er als deutlih weiher als der Quarzsand anzusehen [6, 7℄.An beiden Sanden werden weg- und kraftgesteuerte Triaxialversuhe mit monotoner Bela-stung zur Bestimmung der Materialparameter und zyklishe, kraftgesteuerte Triaxialver-suhe mit bis zu f�unf Millionen Lastspielen durhgef�uhrt. Das Probenmaterial wurde vordem Einbau im Trokenofen bei 105oC getroknet.17.3.3 Versuhsergebnisse der TriaxialversuheDie Proben wurden in den Versuhsstand eingebaut und bei 150 kN=m2 konsolidiert. DerZelldruk wurde f�ur die anshlie�ende Versuhsphase auf diesem Wert konstant gehalten.Die Versuhe wurden im Klimaraum bei konstanter Temperatur durhgef�uhrt. Anshlie-�end an die Konsolidierungsphase wurde eine zyklish wehselnde Vertikallast aufgebraht.Die Belastung folgt einem Sinusverlauf mit einer Frequenz von 1 Hz und einer Belastungs-amplitude von ��1 = 150kN=m2. Die Vertikallast wehselte zwishen �1 = 200kN=m2 und�1 = 350kN=m2. Die Versuhe wurden mit beiden Materialien und untershiedlihen Ein-baudihten durhgef�uhrt. Exemplarish werden im Folgenden ein Teil der Ergebnisse vonzwei Versuhen dargestellt. Ein Versuh mit Quarzsand und einer mit Gabbro-Edelbreh-sand, die mit der gleihen relativen Einbaudihte durhgef�uhrt wurden.Die aus den Lastspielen resultierenden Vertikalverformungen sind als Dehnungen �uber derLastspielzahl in Abbildung 17.2 aufgetragen. Auf der Ordinate ist die Lastspielzahl auf-getragen und auf der Abszisse die gemessene Vertikaldehnung. Die obere Kurve zeigt diein jedem Versuh aufgetretene minimale Vertikaldehnung, also die Dehnung, die zu der



�Anderung des Korngef�uges durh Abrasion 279kleinsten Vertikalspannung im Belastungszyklus geh�ort, die untere Kurve zeigt die ma-ximal aufgetretene Vertikaldehnung, die bei der maximalen Belastung in jedem Lastspielauftritt. Wie in der Geotehnik �ublih sind Stauhungen positiv und Zerrungen negativaufgetragen. Der Abstand der beiden Kurven zeigt die in jedem Belastungszyklus auftre-tenden elastishen Vertikaldehnungen. Man erkennt die zu Beginn des Versuhs auftre-tenden plastishen Vertikaldehnungen, deren Inkremente mit zunehmender Lastspielzahlabnehmen, aber niht ganz vershwinden. Es sind vershiedene Phasen zu beobahten.Teilweise vershwinden die plastishen Inkremente fast vollst�andig, darauf folgen Phasenmit pl�otzlih zunehmenden Dehnungsinkrementen. Nah [1℄ kann das Verformungsver-halten eines elasto-plastishen Materials unter zyklisher Belastung in vershiedene Be-reihe unterteilt werden. Wenn die Belastungsamplitude gen�ugend klein ist treten fastausshlie�lih elastishe Verformungen auf. Wenn die Belastungsamplitude einen gewis-sen Betrag �ubershreitet k�onnen zwei typishe Verhalten beobahtet werden. Zum Einenkann sih nah einer gewissen Anzahl von Lastspielen quasi ein Gleihgewihtszustandeinstellen, so dass nur noh elastishe Verformungen oder geshlossene plastishe Verfor-mungshysteresen zu beobahten sind. Dieser Zustand wird als "shakedown\ bezeihnet.Zum Anderen k�onnen sih bei gr�o�erer Belastung oder nah einer weiteren Anzahl vonLastspielen Verformungshysteresen ausbilden, die nah einem Lastspiel niht mehr zurAusgangskon�guration zur�ukkehren. Wenn die Verformungshysteresen von Lastspiel zuLastspiel um einen konstanten Betrag vershoben werden spriht man von "ratheting\.Egal ob solhe Hysteresen bei jedem Lastspiel um einen nahezu konstanten oder zunehmen-den Betrag versetzt werden, f�uhren sie doh fr�uher oder sp�ater zum Versagen der Struktur.In Abbildung 17.2 k�onnen drei "shakedown\-Bereihe beobahtet werden, die aber naheiner bestimmten Anzahl von Lastpielen zu neuen Dehnungsinkrementen f�uhrten. Diesepl�otzlihen �Anderungen des Verformungsverhaltens werden mit auftretender Abrasion unddadurh ausgel�oster �Anderung der Struktur des Kornhaufwerks in Verbindung gebraht.Bemerkenswert ist, dass auh nah vier Millionen Lastspielen die plastishen Dehnungs-inkremente niht vershwunden sind, sondern weiterhin eine Zunahme der plastishenVertikaldehnung zu beobahten ist ("ratheting\). Ein Versagen der Probe ist also unterden im Versuh vorliegenden Randbedingungen (wie �ubrigens in allen durhgef�uhrten Ver-suhen) niht auszushlie�en. Auh die Auswertung der Spannungs-Verformungs-Verlaufszeigt bis zum Ende des Versuhs o�ene Hystereseshleifen, was zeigt, dass weiterhin Ener-gie dissipiert wird (Abbildung 17.3). Ein "shakedown\-Zustand, bei dem keine weiterenVerformungen auftreten, ist niht nahweisbar. Nah Versuhsende wurde die Korngr�o�en-verteilung des betesteten Materials ermittelt. Es konnte keine signi�kante �Anderung zumAusgangsmaterial festgestellt werden.Der im Folgenden dargestellte Versuh mit Quarzsand wurde entsprehend dem Vorgehenbeim Gabbro-Edelbrehsand eingebaut und belastet. Allerdings wurde nah etwa drei Mil-lionen Lastspielen die Belastungsamplitude in mehreren Shritten erh�oht. W�ahrend derersten 3,1 Millionen Lastspiele ist eine kontinuierlihe, fast lineare Zunahme der plastishenVertikaldehnungen zu beobahten. Dies deutet auf ein konstantes plastishes Dehnungs-inkrement und damit auf den typishen Fall des "ratheting\ hin. Die Entwiklung derVertikaldehnung ist in Abbildung 17.4 dargestellt. Ein ausgepr�agter "shakedown\-Zustandkonnte bei den Versuhen an Quarzsand niht festgestellt werden. Anshlie�end an die er-ste Belastungsphase wurde die Belastungsamplitude in mehreren Stufen erh�oht. In keinerder Laststufen waren die beim Gabbro-Edelbrehsand zu beobahtenden zunehmenden



280 R. Katzenbah und G. FestagDehnungsinkremente zu erkennen.

Abbildung 17.2: Entwiklung der Vertikaldehnung - Gabbro-Edelbrehsand

Abbildung 17.3: Spannungs-Verformungs-Hysteresen - Gabbro-Edelbrehsand. Kurvenpa-rameter: LastspielzahlDeutlih wird aber, dass die Vertikalverformungen zwishen einem linearen und asym-ptotishen Verhalten liegen, also zwishen einem "ratheting\ und einem "shakedown\-Verhalten. In Abbildung 17.5 ist das Spannungs-Dehnungsverhalten des Quarzsandes dar-gestellt. Im Vergleih zu den Verformungshysteresen des Gabbro-Edelbrehsandes shlie�ensie eine kleinere Fl�ahe (entspriht der dissipierten Energie) ein und sind steiler geneigt.Das zeigt, dass weniger Energie dissipiert wurde und damit auh weniger Energie f�ur Ab-rasionsprozesse zur Verf�ugung steht. Dies mag ein Grund f�ur das gleihm�a�igere Verhaltendes Quarzsandes sein.



�Anderung des Korngef�uges durh Abrasion 281

Abbildung 17.4: Entwiklung der Vertikaldehnung - Quarzsand

Abbildung 17.5: Spannungs-Verformungs-Hysteresen - Quarzsand. Kurvenparameter:Lastspielzahl17.4 Ver�anderung der KornformIm letzten Kapitel wurden die makroskopishen Beobahtungen an einer zyklish be-lasteten Probe im Triaxialversuh dargestellt. Das Verformungsverhalten des Gabbro-Edelbrehsandes kann in vershiedene "shakedown\-Bereihe eingeteilt werden, die durhein pl�otzlih auftretendes diskontinuierlihes Verformungsverhalten von einander getrenntsind. Dieses Verhalten kann mit Abrasion in Verbindung gebraht werden. Im Gegensatzdazu konnte ein solh ausgepr�agtes Verhalten beim Quarzsand niht festgestellt werden.Um die Ursahen des Deformationsverhaltens zu untersuhen, wurden mikroskopishe Un-tersuhungen an den K�ornern der Versuhsproben durhgef�uhrt.



282 R. Katzenbah und G. Festag17.4.1 Bestimmung des RundungskoeÆzientenAbrasion ist das Abplatzen von kleinen Partikeln von der Kornober�ahe. An den Kon-taktpunkten der K�orner im Kornhaufwerk wird die lokale Festigkeit des Minerals oderMineralgef�uges �ubershritten und dabei platzen kleine Teile des Korns shollenartig ab.Um dieses Verhalten zu beobahten, wird die Kornform einer gen�ugend gro�en Anzahl vonEinzelk�ornern am Ausgangsmaterial und am betesteten Material bestimmt. Die Kornformwird meistens �uber den RundungskoeÆzienten beshrieben. Der am h�au�gsten verwende-te RundungskoeÆzient ist der nah [2℄. Bei diesem KoeÆzienten handelt es sih um einnormiertes Ma� der Rundheit eines 2D-Abbilds eines K�orpers. Der RundungskoeÆzientist das Verh�altnis der Fl�ahe zum Umfang der ebenen Projektion eines Korns:K = 4 � � � AU2 (17.1)K ist der RundungskoeÆzient, A ist die Fl�ahe der ebenen Projektion des K�orpers undU ist der Umfang des ebenen Abbilds. Der RundungskoeÆzient kann Werte zwishen nullund eins annehmen, wobei null einer Linie entspriht und eins einem Kreis. Durh die Nor-mierung auf einen Kreis ergibt der RundungskoeÆzient den prozentualen Anteil, den dieFl�ahe des Korns im Verh�altnis zu der Fl�ahe eines Kreises hat, der den gleihen Umfangwie das Korn besitzt.Die Bestimmung des RundungskoeÆzienten sollte mittels einer EDV-basierten Strategiem�oglih sein, um reproduzierbare Ergebnisse an einer gr�o�eren Anzahl von K�ornern erhal-ten zu k�onnen. Dazu wurde folgendes Arbeitsshema entwikelt. Eine Anzahl von K�ornernwird auf einen hohau�osenden Durhlihtsanner gelegt. Dabei d�urfen die Sandk�orner sihniht ber�uhren, damit die nahfolgend eingesetzte Software die einzelnen K�orner einfaherkennen und segmentieren kann. Durh das Sannen erh�alt man ein pixelbasiertes Grau-stufenbild der ebenen Projektion der Sandk�orner, das die Grundlage f�ur die Bestimmungdes RundungskoeÆzienten ist. Dieses Graustufenbild muss noh in einigen Shritten bear-beitet werden, um ein geeignetes Ergebnis zu erzielen. In einem ersten Shritt muss das Bildvon Unsauberkeiten und Staub gereinigt werden, hierzu werden alle zusammenh�angendenFl�ahen, die kleiner als ein bestimmter Wert sind aus dem Bild gel�osht. Da die Kornver-teilung beim Einbau nur aus K�ornern mit einem Durhmesser gr�o�er als 0,25 mm bestandk�onnen alle wesentlih kleineren Partikel auf dem Bild als Unreinheit gewertet und ver-nahl�assigt werden. Um eine ausreihend genaue Bestimmung des RundungskoeÆzientenzu gew�ahrleisten, sollten die einzelnen K�orner mit jeweils mehr als 100 Pixeln abgebildetwerden. Ist dies niht der Fall, so m�ussen die K�orner erneut mit einer h�oheren Au�osunggesannt werden. Als n�ahster Shritt wird das Bild in ein shwarz/weiss Bild konvertiert.Dazu wird die Grauwertverteilung des Bildes bestimmt. Beim Minimum der Grauwertver-teilung wird die Untersheidung zwishen shwarz und weiss angesetzt. Damit kann derHintergrund des Bildes von den Sandk�ornern abgetrennt werden. Nun besteht das digitaleBild der Sandk�orner aus shwarzen Bereihen, die die K�orner repr�asentieren und einer zu-sammenh�angenden weissen Fl�ahe, die den Hintergrund repr�asentiert. Im n�ahsten Shrittsuht die Software nah shwarzen Bereihen und gibt jedem zusammenh�angenden Bereiheine digitale Signatur, �uber die dieser Bereih imWeiteren angesprohen werden kann. Nunz�ahlt die Software f�ur jeden Bereih die Anzahl Pixel der Fl�ahe und des Umfangs. UnterBer�uksihtigung der Au�osung kann dann die Fl�ahe und der Umfang jedes Korns be-



�Anderung des Korngef�uges durh Abrasion 283stimmt werden. Bei der Berehnung des Umfangs muss noh zwishen den an Eken undin Geraden liegenden Pixeln untershieden werden, da sie einen untershiedlih gro�enBeitrag zum Kornumfang liefern, wie im Bild 17.6 durh die untershiedlih markiertenBildpunkte erkennbar ist. Aus den nun vorliegenden Ergebnissen kann der Rundungsko-eÆzient f�ur jedes einzelne Korn bestimmt werden. Der gesamte Berehnungsprozess istsoftwaregesteuert und l�auft automatish ohne Nutzereingri� ab. Das Ablaufdiagramm derBestimmung des RundungskoeÆzienten ist in Abbildung 17.7 dargestellt.

Abbildung 17.6: Bestimmung des Umfangs auf Basis eines Pixelbildes

Abbildung 17.7: Ablaufdiagramm zur Bestimmung des RundungskoeÆzienten17.4.2 Ergebnisse der Bestimmung desRundungskoeÆzientenIn einem Vorversuh wurden 600 Sandk�orner gesannt, um zu untersuhen, ob die statisti-she Verteilung des RundungskoeÆzienten einer Normalverteilung entspriht. Der durh-gef�uhrte �2 -Test zeigte, dass die Annahme einer Normalverteilung mit einem Signi�-kanzniveau von 0,05 sowohl f�ur den Quarzsand, als auh f�ur den Gabbro-Edelbrehsand



284 R. Katzenbah und G. Festaggerehtfertigt ist. Damit k�onnen der Mittelwert und die Standardabweihung auf bekannteWeise errehnet werden. Der Vorversuh ergab ebenfalls, dass f�ur das angestrebte Signi�-kanzniveau von 0,05 eine Anzahl von 600 K�ornern je Test ausreihen. Nah diesen ersteneher statistishen Erkenntnissen, die das grunds�atzlihe Vorgehen rehtfertigen, wurdendie RundungskoeÆzienten f�ur das Ausgangsmaterial und f�ur das betestete Material nahallen durhgef�uhrten Versuhen ermittelt. Abbildung 17.8 gibt einen �Uberblik �uber dieErgebnisse der Untersuhung.

Abbildung 17.8: RundungskoeÆzientenDie Zuordnung der einzelnen Versuhe und die wihtigsten Versuhskennwerte zeigt Ta-belle 17.1. Versuh Material Einbaudihte LastspielzahlG0 Gabbro-Edelbrehsand 0G1 Gabbro-Edelbrehsand diht 0; 15 � 106G2 Gabbro-Edelbrehsand diht 2; 0 � 106G3 Gabbro-Edelbrehsand diht 4; 0 � 106G4 Gabbro-Edelbrehsand mitteldiht 2; 2 � 106S0 Quarzsand 0S1 Quarzsand diht 5; 2 � 106Tabelle 17.1: VersuhskennwerteAbbildung 17.8 zeigt deutlih die Untershiede zwishen Gabbro Edelbrehsand undQuarz-sand. Da es sih bei dem Gabbro-Edelbrehsand um einen mashinell gebrohenen Sandhandelt, besitzt er viele sharfe Kanten und damit einen kleineren RundungskoeÆzienten.



�Anderung des Korngef�uges durh Abrasion 285In den beiden Materialien ist auh deutlih die Auswirkung der zyklishen Belastung aufdas Einzelkorn zu beobahten. Eine direkte Abh�angigkeit des RundungskoeÆzienten vonder Lastspielzahl ist o�ensihtlih. Ebenso sheint es eine Abh�angigkeit des Rundungsko-eÆzienten von der Lagerungsdihte zu geben. Dieser Zusammenhang ist aber niht ganzso deutlih und muss noh n�aher untersuht werden.17.5 AusblikAus den durhgef�uhrten Versuhen konnte der Beweis erbraht werden, dass Abrasion, al-so das Absplittern kleiner Partikel von der Kornober�ahe, auftritt. Die Langzeitversuhehaben nahdr�uklih gezeigt, dass Abrasion ein dauerhafter E�ekt ist, der bei allen Span-nungsniveaus auftritt und gerade im Bereih zyklisher Belastungen niht vernahl�assigtwerden darf. Abrasion f�uhrt bei kantigem Ausgangsmaterial zu einer Abrundung der Ein-zelk�orner und f�uhrt damit verbunden auh zu einer �Anderung der bodenmehanishenParameter, wie dem Winkel der inneren Reibung. Abrasion ist, wie die vorliegenden Ver-suhsergebnisse zeigen, ein langsamer und permanenter Prozess, der die Granulometrie�andert. Die hier vorgestellten Untersuhungen k�onnen nur ein erster Shritt zum besse-ren Verst�andnis von granularen Materialien unter wiederholter Belastung sein. Zuk�unftigeexperimentelle Untersuhungen werden sih zun�ahst auf den Zusammenhang zwishenKornzusammensetzung bzw. Mineralzusammensetzung und Abrasionsneigung konzentrie-ren. Auf theoretisher Ebene muss ein thermodynamish konsistentes Modell zur Beshrei-bung des Verformungsverhaltens von granularen Materialien unter Ber�uksihtigung derAbrasion entwikelt werden.Literaturverzeihnis[1℄ I. F. Collins and M. Boulbibane. Geomehanial analysis of unbound pavements basedon shakedown theory. Journal of Geotehnial and Geoenvironmental Engineering,126 (1):50{59, 2000.[2℄ E. P. Cox. A method of assigning numerial and perentage values to the degree ofroundness of sand grains. Journal of Paleontology, 1:179{183, 1927.[3℄ P. A. Cundall, H. Konietzky, and D. O. Potyondy. PFC Ein neues Werkzeug f�urnumerishe Modellierungen. Bautehnik, 73/(8):492{498, 1996.[4℄ J. D. Frost and D.-J. Jang. Evolution of the mirostruture during shearing. Journalof Geotehnial and Geoenvironmental Engineering, 126 (2):116{130, 2000.[5℄ P. V. Lade and S. Boonyahut. Large stress reversals in triaxial tests on sand. In Pro.4th Int. Conf. on Numerial Methods in Geomehanis, pages 171{182, Rotterdam,1982. Edmonton, Balkema.[6℄ G. B. MDowel and M. D. Bolton. On the miromehanis of rushable aggregates.G�eotehnique, 48 (5):667{679, 1998.[7℄ Y. Nakata, A. F. L. Hyde, M. Hyodo, and A. Murata. A probabilisti approah tosand partile rushing in the triaxial test. G�eotehnique, 49 (5):567{583, 1998.



286 Literaturverzeihnis[8℄ F. Tatsuoka, R. J. Jardine, D. Lo Presti, H. Di Benedetto, and T. Kodaka. Charate-rising the pre failure deformation properties of geomaterials. In Pro. 14th Int. Conf.on Soil Mehanis and Foundation Engineering, pages 2129{2164, Rotterdam, 1996.Balkema.[9℄ P.-A. von Wol�ersdor�. A hypoplasti relation for granular materials with a pre-de�ned limit state surfae. Mehanis of Cohesive-Fritional Materials, 1:251{271,1996.[10℄ D. Winselmann. Sto�gesetze mit isotroper und kinematisher Verfestigung sowie de-ren Anwendung auf Sand. Dissertation. Tehnishe Universit�at Carolo-Wilhelma zuBraunshweig, 1984.



18Optimization of material parameters usingthe response surfae method in LS-OPTH. M�ullersh�on1, U. Franz1, T. M�unz1 und N. Stander21CAD-FEM GmbH, Marktplatz 2, D-85567 Gra�ng2Livermore Software Tehnology Corporation, Livermore, CA, USAAbstrat. In the past years more and more omplex materials, e. g. plasti and metal-li foams, honey-omb materials, di�erent types of glues, epoxy-glass materials et., wereinorporated in a wide range of produts, partiularly in the automotive industry. Themodeling of suh materials within nonlinear dynami problems ould be performed by theommerial Finite-Element ode LS-DYNA. This ode ompletes with an expliit time in-tegration sheme (Forward Euler) and it is well suited for solving highly nonlinear dynamiproblems. Numerous material models are available (Hallquist [2℄, Belytshko et al. [1℄).However, the appliation of these material models require the knowledge of the materialparameters desribing the behavior of the spei� material. The auray of the Finite-Element simulations depend authoritatively on the quality of the involved material parame-ters. In order to obtain these material parameters the alibration of the model is neessarythrough omparison with experimental data.The main objetive of this paper is to demonstrate the alibration of a nonlinear materialmodel by minimizing the di�erene of the model response and the experimental tests. Asan example, a low density styrofoam is onsidered, whih is desribed by a material modelwith strain rate e�ets (Fu-Chang Model). The minimization problem is solved via theResponse Surfae Method (Myers [3℄) using the ommerial optimization ode LS-OPT(Stander [5℄).18.1 IntrodutionSimple material models, e. g. linear isotropi elasti models or perfet elastoplasti modelsof v. Mises type, allow a diret physial interpretation of the involved material parameters.For example, in a one dimensional tension test, the slope of the stress-strain urve an beinterpreted as the Youngs Modulus, presumed linear material behavior ours. Assump-tive in the test the material starts perfet yielding at a distint point, the parameter � ofthe v. Mises yield riterion an be determined diretly.In the ase of more omplex material models, it is generally not possible to assign a physi-al meaning to eah single material parameter. In suh ases the appliation of a so-alled287



288 H. M�ullersh�on, U. Franz, T. M�unz and N. Standerinverse parameter identi�ation proedure is useful. Therefore, various experimental testshave to be performed in order to stimulate a variety of di�erent material responses. Thesetests should be then simulated with the hosen material formulation by onsidering theboundary onditions as aurately as possible. The response of the model is a funtion ofa set of material parameters p. The goal of the parameter identi�ation proedure is tominimize the di�erene between the responses of the material model and the experimen-tal observations for several boundary value problems (see Figure 18.1) by variation of aseleted set of material parameters.
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Figure 18.1: Di�erene between simulation and experiment
18.2 ApproahThe Response Surfae Method (RSM) is applied in order to solve the optimization problemof minimizing the distanes of experimental points to results alulated with a spei�material model. This method has beome popular for optimization studies involving thesimulation of nonlinear dynamial problems. A main advantage of the method is primarilyto avoid the neessity for analytial or numerial gradient quantities as these are eithertoo omplex to formulate, disontinuous or sensitive to round-o� errors. In addition, amajor feature of the RSM is the apability to smooth the design response and to stabilizenumerial sensitivities. This is important for highly nonlinear and osillating problems.Loal minima aused by noisy responses are avoided.18.2.1 Optimization problemAs mentioned above the objetive of the parameter identi�ation problem is to minimizethe di�erene between the omputational and the experimental results. Therefore, anobjetive funtion based on the well-known Least-Squares-Method is introdued:R(p) = 12krm(p)k2 = �r1(p)2 + � � �+ rm(p)2�1=2 ! min: (18.1)
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rm(p) = 26664 yexp1 � modelresponse(xexp1;p)...yexpm � modelresponse(xexpm;p) 37775 ; p = (p1; : : : ; pn): (18.2)Here, m spei�es the number of experimental observations of any desired physial responsevalue resulting from one or more boundary value problems. The Least-Squares funtionalis a funtion of the vetor p 2 < whih ontains n material parameters. These parametersare ating as design variables in the optimization proess. In addition, sets of funtions giand hj may de�ne inequality and equality onstraints in order to bound the variation ofthe parameters:gi(p) � 0 ; i = 1; : : : ; k ;hj(p) = 0 ; j = 1; : : : ; l : (18.3)18.2.2 The Response Surfae MethodAmong several methodologies available to address optimization in a design environment,the Response Surfae Methodology (RSM) has ahieved prominene in reent years. TheRSM is a statistial method for onstruting smooth approximations to the objetivefuntion in the multi-dimensional parameter spae. So alled experimental design points(parameter sets pe; e = 1; : : : ; E; E = number of experimental points) are seleted withina pre-de�ned design spae (Figure 18.2). For these points the de�ned model responsesand the respetive residuals are alulated. In a subsequent step polynomial funtions are�t to these experimental design points in order to substitute the original, possibly verynoisy, response.For illustration purposes: In the two-dimensional parameter spae (n = 2) the polynomialfuntions represent surfaes, that are adapted to seleted experimental points within thethree-dimensional spae, see Figure 18.3. The �t of the polynomial funtions is doneby using regression analysis. Least squares approximations are ommonly used for thispurpose.Design of experimentsExperimental Design is the seletion proedure for �nding the points in the parameterdesign spae. Many di�erent methods are available, e. g. Koshal Design, Fatorial Design,Central Composite Design, Box-Behnken Design, D-Optimal Design et. An exellentreview of the di�erent design types an be found in Myers [3℄.An advantage of the D-Optimal Design is, that design regions of irregular shape and anynumber of experimental points an be onsidered. The experimental points for the D-Optimal Design are usually seleted from a full fatorial design by using the D-optimalityriterion. The number of experimental points is of ourse in orrelation with the order ofthe approximation funtions. Usually oversampling of approximately 50 % is reommended(Roux et al. [4℄), i. e. 50 % more points are being analyzed than the minimum required.
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Figure 18.3: Approximation surfae is �tted through points in the design spaeApproximationsPolynomial funtions might be omposed by arbitrary base funtions. The seletion of thebase funtions should lead to a best regression model. The use of full quadrati approxi-mations (seond-order model) is very ommon, but beause of their ost they should beavoided for very large models. A possible solution is to use linear approximations. Theseare generally inaurate beyond the immediate neighborhood of the onsidered designpoint, but an be used in a suessive response surfae proedure.Suessive Response Surfae MethodFor the suessive response surfae method a region of interest is de�ned as a sub-regionof the entire design spae (Figure 18.2). The sub-region is approximated and the optimumis determined on the approximated response surfae. Then a new region of interest isde�ned and the enter is loated on the previous suessive optimum. Progress is madeby moving the enter of the region of interest as well as reduing its size (Stander [6℄),



Optimization of material parameters using the response surfae method 291ompare Figure 18.4. The iteration is ontinued until the objetive funtion or the designvariables reah stationary values.
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292 H. M�ullersh�on, U. Franz, T. M�unz and N. Stander18.3 Example: Parameter identi�ation oflow density foam18.3.1 GoalIn general, the goal of material parameter identi�ation is to �nd appropriate parametervalues of a onstitutive model in order to map the realisti (experimental) material behav-ior as aurately as possible. In the urrent example a low density foam of a motorylehelmet is onsidered.
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Figure 18.5: Impat of a helmet on a rigid hemisphereThe fous of the study is on the impat of the helmet on a rigid hemisphere with a pre-de�ned initial veloity. Experiments have been arried out for this ase. Simulations ofthe problem have been performed with an intuitive hoie of material parameters for thelow density foam inside the helmet (Figure 18.5). The low density foam is modeled bya rate-dependent material law. Here the question arises: How to obtain better mate-rial parameters for the onsidered material model in order to improve the results of thesimulation with regard to the experimental response?18.3.2 Component drop testsThe idea is to perform simple experiments by dropping rigid spheres with an initial veloityon a foam blok, ompare Figure 18.6. Two di�erent spheres with radii of 50mm and130mm are used. In total, there are 5 di�erent tests:� Sphere with radius 50mm; falling height 2.0 m; mass1� Sphere with radius 130mm; falling heights 1.0/1.5/2.0/2.5 m; mass2



Optimization of material parameters using the response surfae method 293In the experiments the aeleration of the spheres versus time is measured.In addition to the dynamial drop tests, quasi-stati uniaxial tension tests are performed.18.3.3 Simulation of the omponent testsThe above mentioned drop tests are simulated with the FE-ode LS-DYNA. The sphereand the base plate are assumed to be rigid. The foam blok is modeled by a materiallaw alled MAT FU CHANG in LS-DYNA. This is a rate sensitive reversible model, wherethe material properties might be de�ned by stress-strain load urves, see Figure 18.8.This means, load urves of dynami ompression tests with di�erent strain rates mightbe used diretly as input. The load urves an be provided either by true strain rates orby engineering strain rates. For the one dimensional ase the engineering strain rates aregiven by_" = vl0 (18.4)As a onsequene, by using engineering strain rates in the input load urves, the results ofuniaxial experimental tests performed at onstant veloity v ould be used diretly. Theproblem is, that for these tests, partiularly for high strain rates and for large deformations,very large fores our. The experimental set-up of suh tests is rather diÆult. Thus,quite simple drop tests with spheres on foam bloks (Figure 18.6) are performed and byinverse optimization for several strain rates the load urves are determined.18.3.4 The optimization problemObjetive funtionThe aim of the optimization proedure is to adapt the model response to the results of theomponent tests by varying material parameters of the FU CHANGmaterial model. Thereby,it is foused on the maximum aeleration value of the spheres. The optimization problemis formulated in order to minimize the di�erenes between the maxima of the model andthe experimental responses (ompare Figure 18.7):R(p) = ��max1(p)2 + � � �+�max5(p)2�1=2 ! min: (18.5)Here, �max1 � � ��max5 refer to the above mentioned tests with di�erent falling heightsand di�erent radii and weights of the spheres.Design variablesThe material behavior of the foam is desribed by load urves for di�erent strain rates inthe ompression as well as in the tension range. The averaged values of the quasi-statiuniaxial ompression tests are used as base load urve in the ompression regime (dashedurve in Figure 18.8). In order to over the strain rate e�ets in a wide range, three
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Maximal CompressionInitial Con�gurationFigure 18.6: Simulation of the experimental drop testsadditional load urves are introdued. These load urves are generated by multiplyingthe ordinate values (stress values) with sale fators. For the optimization proess thesesale fators are de�ned as design variables. The stati load urve is also provided witha sale fator in order to allow minor hanges to the quasi-stati values. There are noexperimental results available in the tension range. Hene, a bilinear urve is assumed,�xed by two points at values of 5 % and 100 % tensile strain. The orresponding stressvalues are de�ned by two additional design variables (see Figure 18.8).ConstraintsIt is intended to provide load urves for the Fu-Chang material model with a monotoniinrease of the stress values for inreasing strain rates. The intersetion of the load urveshas to be avoided. Consequently, a monotoni inrease of the ordinate sale fators is
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Figure 18.8: De�nition of the design variables: Four ordinate sale fators plus two tensilestress valuesneessary. The monotoniity is enfored by the onstraints:sfa0 � sfa1 � sfa2 � sfa3 ; (18.6)where sfa0 : : : sfa3 are the ordinate sale fators referred to the load urves in Figure18.8. In the tension range it has to be guaranteed that the absolute stress value at 100 %is higher than at 5 % tensile strain, beause softening should be avoided. This leads to



296 H. M�ullersh�on, U. Franz, T. M�unz and N. Standerthe following onstraint:j�0:05j � j�1:0j : (18.7)Settings for the RSMThe most suessful and eÆient approximation funtions for the present problem arelinear polynomials. For the linear approximation 11 iterations by the suessive responsemethod are suÆient to ahieve a onverged result. For eah iteration 11 experimentalpoints are seleted by the D-Optimal riterion. This means, in total11 experimental points � 11 iterations � 5 simulations (5 omponent tests) =605 runshave to be alulated. In addition to the optimization run using linear approximation,ellipti and quadrati settings are tested for this problem. Elliptial approximations arebased on full quadrati polynomials, but hoosing the diagonal terms only. In Table 18.1the main values with respet to a onverged optimization result are summarized. The�nally ahieved optimum points are approximately the same for the di�erent approxima-tions.Approximat. DOE Basis Design Exp. Points Iterations Total RunsLinear D-Optimal 36 11 11 605Ellipti D-Optimal 56 20 9 900Quadrati D-Optimal 56 43 7 1505Table 18.1: Comparison of di�erent approximations shemesStander et al. [7℄ have shown in their examinations as well the suessful appliation oflinear approximations by using the suessive approximation method.18.3.5 ResultsIn Figure 18.9 the evolution of the objetive funtion R(p) for the linear approah is plot-ted. After 11 iterations the hange of the design variables is less than a pre-set toleranevalue. The squares display the results of R(p) by omputing the aeleration responses ofthe above desribed omponent tests (omputed values). On the other hand the solid linerepresents the objetive R(p) by the evaluation of the approximated response surfae (pre-dited values). The predited values are very lose to the omputed values. This indiatesa rather good approximation of the response surfae and that the initial region of inter-est ould probably have been hosen larger, thereby foring onvergene in a signi�antlylower number of iterations.
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Figure 18.9: History of the objetive funtion
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Time [ms℄Figure 18.10: Results of the omponent tests (sphere radius 50mm)The omparison between the results of the simulated omponent tests using the initial andthe optimized parameters is shown in Figure 18.10 and Figure 18.11.Using the optimized parameters for the simulation of the helmet problem, a signi�antimprovement of the results with respet to the experimental observation is ahieved, seeFigure 18.12.18.4 AknowledgementThe authors gratefully aknowledge the permission of Shuberth Helme GmbH, Germanyto showase an appliation of LS-OPT in the development proess of a motoryle helmet.In addition the authors would like to thank Mr. Salehi and Mr. Philipp from ShuberthHelme GmbH for various fruitful disussions.
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Figure 18.11: Results of the omponent tests (sphere radius 130mm)

PSfrag replaements Aeleration
[g℄

Time [ms℄Figure 18.12: Simulation and experimental data of the helmet drop test18.5 ConlusionsLS-OPT was used suessfully to determine input parameters for a low density foam.The �ve load ases of simple drop tests were hosen suh that the load is onsiderably



Bibliography 299lose to the load in an atual drop test of a omplete motoryle helmet. To simulatethe reversible behavior of the foam, the LS-DYNA material model FU CHANG was seleted.Irreversible properties of the foam were not onsidered. The maximum deelerations ofthe impators were used to de�ne the objetive funtion. For the design of experiments(DOE) the D-optimal riterion was applied by using linear polynomials as approximationfor the response surfae.The optimized material parameters were used in the simulation of a motoryle helmettest and showed a vastly improved behavior when ompared to the initial set of parametersand a very good agreement with the experimental results.It is onluded that the linear approximations are good enough for this type of materialidenti�ation. Future studies ould highlight whether the number of iterations an beredued signi�antly by inreasing the size of the initial region of interest and by using aoarser tolerane. In addition, it ould be explored if the inlusion of additional disretepoints or an integral riterion in the objetive funtion has a signi�ant e�et on theresults.Bibliography[1℄ T. Belytshko, W. K. Liu, and B. Moran. Nonlinear Finite Elements for Continuaand Strutures. J. Wiley, Chihester,West Sussex, England, 2000.[2℄ J. Hallquist. LS-DYNA Keyword User's Manual - Version 960, volume I,II. LivermoreSoftware Tehnology Coorporation, Livermore, 2001.[3℄ R. H. Myers and D. C. Montgomery. Response Surfae Methodology - Proess andProdut Optimization Using Designed Experiments. J. Wiley, New York, 1995.[4℄ W. J. Roux, N. Stander, and R. T. Haftka. Response Surfae Approximation forStrutural Optimization. Int. J. Numer. Meth. Engng, 42:517{534, 1998.[5℄ N. Stander. LS-OPT User's Manual - Version 2. Livermore Software TehnologyCoorporation, Livermore, 2001.[6℄ N. Stander. The Suessive Response Surfae Method Applied to Sheet-Metal Forming.In First MIT Conferene on Computational Fluid and Solid Mehanis, June 12-15,Cambridge,MA,USA, 2001.[7℄ N. Stander, R. Reihert, and T. Frank. Optimization of Nonlinear Dynamial ProblemsUsing Suessive Linear Approximations in LS-OPT. In 6th International LS-DYNAUsers Conferene, Detroit, USA, 2000.



19Approximated rank-1-onvexi�ationfor the relaxation of non-onvexelastoplasti materialsM. Lambreht und C. MieheInstitut f�ur Mehanik (Bauwesen)Universit�at StuttgartD-70550 StuttgartAbstrat. The paper disusses a relaxation tehnique of loalization phenomena whihappear within omputational simulations of elastoplasti solids, e. g. in the form of shearbands. The inelasti response is governed by a general internal variable formulation for ageneralized standard medium with a maximum dissipation property. For this lass of on-stitutive response an inremental variational formulation of inelastiity is presented wherea quasihyperelasti stress potential at disrete time steps results from a loal minimizationproblem with respet to the internal variables. The existene of the potential allows forexistene theorems of minimizers of the variational problem onsidered. Minimizing solu-tions exist if the inremental potential satis�es the quasionvexity ondition. Non-onvex�nite element formulations yield the harateristi mesh-dependent results. The proposed�nite element relaxation tehnique bases on an approximated rank-1-onvexi�ation. Inthis ontext we onsider a deomposition of the deformation state into two phases, eahmodelling a typial rank-1-bifuration mode. The volume average of the potentials thenleads to the homogenized onvex stress potential. The method has been motivated by re-ently developed omputational homogenization onepts of heterogeneous materials withmiro-strutures. The performane of the proposed relaxation tehnique is demonstratedby means of a representative numerial example.19.1 IntrodutionThe simulation of loalized failure in rate-independent plastiity formulations for strainsoftening materials yields the typial mesh-dependent postritial results within non-relaxed �nite element formulations. The ause is the loss of elliptiity of the linearizedboundary-value problem. The literature ontains a broad spetrum of methods to over-ome this problem, whih may be subdivided into two lasses: (i) higher order ontinuum-based models and (ii) approahes based on the modelling of disontinuities. This paperpresents, in line with the seond lass of methods, a relaxation tehnique whih mod-301



302 M. Lambreht and C. Mieheels loally at a point of the ontinuum (regularized) disontinuities based on a two-salehomogenization tehnique. Starting point is an inremental variational formulation of in-elastiity developed by Miehe [7℄ whih fouses on a general internal variable formulationof inelastiity where the onstituents represent generalized standard media. For this rea-son the evolution equations of the internal variables result from a priniple of maximuminternal dissipation. Miehe [7℄ develops for this type of onstitutive response an inre-mental variational formulation of inelastiity where a quasi-hyperelasti stress potentialat disrete time steps is obtained from a loal minimization problem with respet to theinternal variables. In nonlinear elastiity weak onvexity properties of the stored energyfuntion are neessary for the existene of solutions for the inremental boundary-valueproblem. The existene of a minimum is guaranteed if the funtional is (i) oerive and(ii) sequentially lower semiontinuous, see Daorogna [4℄, �Silhav�y [14℄, and Nguyen [12℄.A entral role plays the quasionvexity inequality introdued by Morrey [10℄ whih is aneessary and suÆient ondition for the sequentially lower semiontinuity of the aÆliatedvariational problem. The theoretially well motivated onept of quasionvexity bases onan integral ondition whih is hard to verify. This leads to the introdution of a weakerondition known as rank-1-onvexity. In this paper, we apply these existene theorems toa general lass of inelasti materials in terms of the derived inremental work potential.We perform an algorithmi hek of the rank-1-onvexity of the potential whih is in linewith the two-dimensional loalization analysis outlined by Miehe & Shr�oder [9℄. If thealgorithmi loalization analysis indiates the loss of rank-1-onvexity, the inrementalboundary-value problem is ill-posed and the existene of inremental minimizers is not en-sured. One possibility to relax the problem is to substitute the non-onvex potential by itsquasionvex hull, see the books Daorogna [4℄, �Silhav�y [14℄, for an overview. In this paper,we relax the not well-posed problem in terms of an approximated rank-1-onvexi�ation oftwo-dimensional problems. Key point is the assumption of a deomposition of the instablehomogeneous deformation state into two phases, eah modelling a �rst-order laminate.The onsidered ansatz for the strains in the laminates onsists of a homogeneous and autuation part whih desribes a mode-II simple shear and a mode-I simple extensionbifuration. Within the framework of the proposed �nite element relaxation tehnique weonsider the intensity of the rank-1-bifuration to be governed by two salar degrees offreedom only, denoted as disrete utuations. The orientation of the bifuration modes isgiven by the ritial inlination angle whih follows from the algorithmi hek of rank-1-onvexity. The volume frations of the phases are related to a given internal length saleand the dimensions of a quadrilateral �nite element. Thus, the utuations have the formof a regularized disontinuity with presribed band width (length sale parameter) alignedto a ritial diretion. The approximated rank-1-onvexi�ation involves the minimizationof the inremental work within the two phases in view of the disrete utuations whihthen uniquely determine the phase-splitting and the onvexi�ed potential.The struture of the paper is as follows: In Setion 2 an inremental variational formulationfor a generalized standard medium is established de�ning a loal quasi-hyperelasti stresspotential. The potential serves as the starting point for the subsequent setions dealingwith the non-onvex analysis. In Setion 3 existene theorems for inremental minimizers,in partiular the notions of quasionvexity and rank-1-onvexity are introdued. If thepotential is not rank-1-onvex we develop in Setion 4 a �nite element relaxation tehniquewhih onsists of an approximated rank-1-onvexi�ation. Setion 5 shows a representativeexample underlining the performane of the proposed relaxation tehnique.



Approximated rank-1-onvexi�ation 30319.2 Inremental variational formulationof inelastiityIn this Setion an inremental variational formulation of inelastiity is presented whihhas been developed by Miehe [7℄. The formulation inorporates a redued inrementalpotential funtion whih results from the solution of a loal minimization problem in viewof the internal variables. Quasi-hyperelasti expressions for the algorithmi stresses andonsistent tangent moduli are given. The inremental variational formulation allows forexistene theorems of minimizers of the elastoplasti boundary-value problem onsidered.19.2.1 An internal variable formulation of inelastiityLet u : B � IR ! IR3 denote the displaement �eld of a ontinuum B � IR3 at a materialpoint x 2 B and time t 2 IR+. Furthermore let " := sym[ru℄ be the strain tensorwith oordinates "ab := 12(ua;b + ub;a) based on the notation ua;b := �ua=�xb. Fousing onmehanial problems the loal onstitutive response at x 2 B is assumed to be onstrainedby the Clausius-Plank inequality for the internal dissipationD := P � _ � 0 with P := � : _" : (19.1)Here, � denotes the stress tensor and P the loal stress power per unit volume. Theevolution in time of the strain energy density _ with respet to the unit volume representsan energy storage mehanism loal at a material point. We base the desription of a path-dependent inelasti material response on an internal variable formulation as outlined ingeneral by Coleman & Gurtin [3℄ and Lubliner [6℄, among others. To this end, we onsiderthe loal energy storage to be governed by a strain energy funtion  ̂ : IR6 � IRn ! IRwhih depends on the symmetri strain tensor " 2 IR6 and a generalized vetor I 2 IRnof n internal variables. Taking the derivative of this funtion with respet to time andinsertion into (19.1) yields, by a standard argument, the onstitutive equation for thestresses� = �" ̂(";I) (19.2)and the redued representation of the internal dissipation inequalityD = F � _I � 0 with F := ��I  ̂(";I) : (19.3)In what follows, we denote F as the generalized internal fores onjugate to the internalvariables I. These fores are assumed to be bounded by a onvex set IE 2 IRn alled theelasti domain. We de�ne this onvex domain by a level set funtion �̂ : IRn ! IR viaIE := fF 2 IRnj�̂(F) � g; (19.4)where  2 IR+ is a given onstant threshold setting the level. The funtion �̂ is assumedto be a gauge, i. e. it is (i) onvex �̂(�F2 + (1 � �)F1) � ��̂(F2) + (1 � �)�̂(F1) for all



304 M. Lambreht and C. MiehefF1;F2g 2 IE and � 2 [0; 1℄, (ii) positively homogeneous of degree one �̂(�F) = ��̂(F)for � > 0, (iii) zero at the origin �̂(0) = 0 and (iv) always positive F̂ � 0. A anonialevolution of the internal variables is obtained from the extremum priniple for the internaldissipationD = D̂(F) = supF2IEfF � _Ig ; (19.5)in plastiity theory known as the priniple of maximum dissipation. The solution of thisonstraint optimization problem yields the evolution equation_I = _�F �̂(F) with _ 2 K (19.6)in terms of the Lagrange parameter _, in what follows denoted as the rate of the inelastiar length. _ is onstrained to lie within the one K := f _j _ � 0; �̂(F) � ; _[�̂(F)�℄ =0g representing the Karush-Kuhn-Tuker optimality onditions in (19.5). Insertion of theevolution equation (19.6) into (19.3)1 and exploitation of the homogeneity of degree onelead to the simple representationD =  _ � 0 (19.7)of the internal dissipation. Observe that the anonial assumption of the evolution equa-tion is onsistent with the dissipation demand (19.1). The set of onstitutive equations issummarized in Table 19.1.1: free energy  =  ̂("; I)2: stresses � = �" ̂("; I)3: internal fores F = ��I  ̂("; I)4: level set funtion � = �̂(F)5: evolution _I = _�F �̂(F) with _ 2 K6: loading one K := f _j _ � 0; �̂(F) � 0; _[�̂(F)� ℄ = 0g7: dissipation D =  _Table 19.1: An internal variable formulation of inelastiity.19.2.2 Integration algorithm for internal variablesConsider a time inrement [tn; tn+1℄ and assume all variables given at time tn. To advanethe problem solution we integrate the evolution system (19.6) for the internal variablesIn+1 = In + Z tn+1tn _�F �̂(F) dt : (19.8)



Approximated rank-1-onvexi�ation 305This integral is solved numerially by onsidering the fully impliit update algorithm forthe internal variablesÎn+1("n+1; n+1) = In + (n+1 � n) �F �̂(Fn+1) with n+1 2 Kn+1; (19.9)where the urrent value of the inelasti ar length is onstrained by the one Kn+1 :=fn+1jn+1 � n; �̂(Fn+1) � ; (n+1 � n)[�̂(Fn+1) � ℄ = 0g. Observe that the owdiretion is treated impliitly by evaluating the gradient �F �̂ in (19.9) in terms of theunknown fore Fn+1 at time tn+1. As indiated in (19.9), the internal variables at a timetn+1 are regarded as a funtion Î of the urrent strains "n+1 and the inelasti ar lengthn+1.19.2.3 Inremental variational formulationFollowing Miehe [7℄ we disuss a variational formulation for the inremental initial boun-dary-value problem assoiated with the model of inelastiity outlined above. We restritour onsiderations to the quasi-stati ase where inertial e�ets are negleted. Then thebalane of kineti energy degenerates to the statementPint = Pext; (19.10)whih we use as a starting point for the onstrution of an inremental variational formu-lation of inelastiity. Here,Pint := ZB PdV = ZB( _ +D)dV and Pext := ZB _u � �dV + Z�Bt _u � �tdA (19.11)denotes the internal and external power of the ontinuum, respetively. In (19.10) theinternal power is balaned with the external power of the ontinuum onsisting of thebody fore �eld � and the tration �eld �t. The displaement �eld is onstrained by theboundary ondition u = �u on �Bu, where �u denotes a time-dependent displaement �eld.As usual, we onsider a deomposition of the surfae of the ontinuum into a part wherethe displaement is presribed and a part where the trations are given, i. e. �B = �Bu[Btand �Bu \Bt = ;. Now onsider a time interval of interest [tn; tn+1℄. Taking into aountthe above de�nitions, the integration of (19.10) in this interval motivates an inrementalvariational formulation: Minimize the funtionalI(un+1; n+1) = ZB 	̂("n+1; n+1)dV � �̂(un+1) ! Min! (19.12)subjeted to the onstraints "n+1 = sym[run+1℄ in B, n+1 2 Kn+1 in B and un+1 = �un+1on �Bu. In (19.12), we introdued the internal work 	 per unit volume done by the loalmaterial model in the time inrement. For the onstitutive model under onsideration thedissipation (19.7) an be integrated exatly yielding, along with the algorithmi represen-tation (19.9) of the urrent internal variables, the form	̂("n+1; n+1) =  ̂("n+1; Î("n+1; n+1))�  n + (n+1 � n) (19.13)



306 M. Lambreht and C. Miehewith n+1 2 Kn+1. This funtion determines the work with respet to the unit volume ofthe loal inelasti response within the time interval. The integration of the power of theexternal loads assumes the algorithmi form�̂(un+1) := ZB(un+1 � un) � �n+1dV + Z�Bt(un+1 � un) � �tn+1dA (19.14)and is onsidered to be a funtion of the urrent displaements un+1. Taking the variationof (19.12) and using the integral theorem we obtain the Euler-Lagrange equationsdiv[�"n+1	̂℄ + �n+1 = 0 in B�n+1	̂ = 0 in B[�"n+1	̂℄�n = tn+1 on �Bt 9>>>=>>>; (19.15)representing the loal equilibrium ondition, a onsisteny ondition and the boundaryonditions for the trations. We understand (19:15)2 as an energeti onsisteny onditionthat, in onnetion with (19:9)2, determines the urrent inelasti ar length n+1. As thisEuler-Lagrange equation is loal in nature, it an be solved for n+1 loally at a pointof the ontinuum. This motivates a formal two-step solution of the variational problem(19.12): In a �rst step minimize the inremental work funtion 	̂ loally with respet tothe inelasti ar length n+1 and in a seond step minimize the funtional (19.12) globallywith respet to the urrent displaement un+1.19.2.4 Redued inremental variational formulationThe �rst step of the solution an be formulated as follows: Determine a redued inre-mental work expression from the loal minimization problem	̂red("n+1) = infn+12Kn+1f	̂("n+1; n+1)g : (19.16)The neessary ondition of this loal minimization problem onstitutes a quasi-onsistenyondition�n+1	̂ = 0 : (19.17)The solution (19.16) for the urrent inelasti ar length n+1 is then obtained as follows:At �rst assume an inrementally ative inelasti response and determine the inelasti arlength based on Newton updatesn+1 ( n+1 � [�2n+1n+1	̂℄�1 [�n+1	̂℄ (19.18)whih are repeated until a onvergene is obtained in the sense j�n+1	̂j < tol. Then hekthe onstraint n+1 2 Kn+1 by de�nition of the inremental inelasti loading ag� = 8<: 1 if n+1 > n0 otherwise (19.19)



Approximated rank-1-onvexi�ation 307and �nally perform the ative set update of the inelasti ar lengthn+1 ( �n+1 + (1� �)n : (19.20)Insertion of this result into the inremental work funtion 	̂ de�ned in (19.13) then yieldsthe redued inremental work funtion 	̂ de�ned in (19.16).In a seond step we de�ne based on the redued inremental work funtion 	̂red a reduedinremental variational priniple: Minimize the funtionalIred(un+1) = ZB 	̂red("n+1)� �̂(un+1) ! Min! (19.21)subjeted to the onstraints "n+1 = sym[run+1℄ in B, un+1 = �un+1 on �Bu, i. e. the kine-mati de�nition of the strains and the boundary ondition for the displaements. Takingthe �rst variation and using the integral theorem we get the Euler-Lagrange equationsdiv[�"n+1	̂red℄ + �n+1 = 0 in B[�"n+1	̂red℄�n = tn+1 on �Bt 9=; (19.22)representing the loal equilibrium and the boundary ondition for the trations. Thus, weidentify the algorithmi expression for the stresses and onsistent tangent moduli�n+1 := �"n+1	̂red("n+1) and Cn+1 := �2"n+1"n+1	̂red("n+1) (19.23)as derivatives of the funtion 	̂red desribing the internal inremental work minimizedwith respet to the inelasti parameters. Taking into aount the de�nition (19.16) andthe energeti onsisteny ondition (19.17) we an represent the stresses and tangentmoduli in the form via the impliit funtion theorem�n+1 = �"n+1	̂ ;Cn+1 = �2"n+1"n+1	̂� �[�2n+1n+1	̂℄�1�2"n+1n+1	̂
 �2n+1"n+1	̂ : (19.24)
19.3 Existene of inremental minimizersThe existene of solutions of the redued inremental funtional de�ned in (19.21) isensured if Ired is sequentially lower semiontinuous, see for example Daorogna [4℄ or�Silhav�y [14℄ for general de�nitions. Weak onvexity onditions of the redued inrementalintegrand 	̂red guarantee the sequential lower semiontinuity of Ired. Then solution pointsof in�mizing sequenes are minimizers and the minimum of Ired is attained.



308 M. Lambreht and C. Miehe19.3.1 QuasionvexityThe deisive mathematial theorem in view of the existene of inremental minimizer isthe quasionvexity ondition introdued by Morrey [10℄ that for the onstitutive modelunder onsideration reads	̂red("n+1) � 1jVj ZV 	̂red("n+1 + sym[r ~w℄) dV : (19.25)The quasionvexity ondition requires the isothermal stability of a homogeneous body Vwith support on its boundaries. For this reason the existene of mirosopi utuation�elds ~w is exluded.PSfrag replaementsFF +�F	(F )	(F +�F )	̂(F )P (F ) : �F
PSfrag replaementsFF +�F	(F )	(F +�F )	̂(F )P (F ) : �Fa. b.Figure 19.1: Mehanial interpretation of quasionvexity. The quasionvexity onditiondemands the stability of a.) a homogeneous body V with support on itsboundaries ( ~w = 0) and b.) exludes a priori the development of utuation�elds ( ~w 6= 0).Among all admissible isothermal deformations the homogeneous state "n+1 possesses thelowest energeti level. If the quasionvexity ondition is not ful�lled, �ne-sale defor-mation patterns minimizing the total work may emerge. Figure 19.1 gives a mehanialinterpretation of the quasionvexity ondition (19.25). In Figure 19.1b the formation of autuation �eld is visualized whih ful�ls the onstraint ~w = 0 on �V. The well motivatedonept of quasionvexity bases on an integral ondition whih is hard to verify in pratie.This leads to the introdution of the slightly weaker ondition of rank-1-onvexity.19.3.2 Rank-1-onvexityThe rank-1-onvexity ondition traes bak to the work of Corall and Graves, see �Silhav�y[14℄. For the redued inremental potential 	̂red onsidered it has the partiular form	̂red("n+1) � (1� �)	̂red("En+1) + �	̂red("Pn+1) : (19.26)Here, "En+1 and "Pn+1 denote two phases whih have to ful�l the ompatibility onditionand the hypothesis H2"n+1 = (1� �)"En+1 + �"Pn+1 and rank["Pn+1 � "En+1℄ � 1 (19.27)



Approximated rank-1-onvexi�ation 309in terms of the volume fration 0 < � < 1. In ontrast to the quasionvexity ondition(19.25) the rank-1-onvexity ondition desribes the loal stability at a material pointx 2 B in view of the development of �rst-order laminates de�ned by the rank-1-straintensor sym[p
n℄. The homogeneous state "n+1 is stable as long as no ombination of twophases exists that yields a lower energeti level. In Figure 19.2 a mehanial interpretationof the rank-1-onvexity ondition (19.25) is given. In Figure 19.2b the development ofpattern of �rst-order laminates is depited.PSfrag replaementsFF +�F	(F )	(F +�F )	̂(F )P (F ) : �F
PSfrag replaementsFF +�F	(F )	(F +�F )	̂(F )P (F ) : �Fa. b.Figure 19.2: Mehanial interpretation of rank-1-onvexity. The rank-1-onvexity ondi-tion requires the stability of a.) a homogeneous body in view to b.) �rst-orderlaminates haraterized by a rank-1-tensor sym[p
 n℄.As outlined in Thomas [15℄, Hill [5℄, and Rie [13℄, the vetor n represents the orientationof a possible singular surfae S and the vetor p desribes the jump in the strain �eldalong S. The loss of rank-1-onvexity initializes a loal bifuration problem leading to aonentration of large inelasti deformations within a ritial zone. This phenomenon isommonly referred to as loalization and is observed in metals as well as in geomateri-als, see for example Nadai [11℄ and Vardoulakis [17℄ for experimental investigations. Ifthe redued inremental potential 	̂red is twie ontinuously di�erentiable an alternativeformula for the rank-1-onvexity ondition (19.25) an be derived that reads(p
 n) : Cn+1 : (p
 n) � 0 (19.28)in terms of the tangent moduli Cn+1 de�ned in (19:23)2. (19.28) is alled Hadamardondition, see for example Truesdell & Noll [16℄. Some algebrai manipulations of (19.28)lead to the onditionp � (Qn+1 � p) � 0 with Qn+1 := n � Cn+1 � n; (19.29)stating that the aousti tensor Qn+1 has to be positively semide�nit. The inequa-tions (19.28) and (19.29) equivalently guarantee the elliptiity of the di�erential equa-tion (19:22)1 and ensure a positive wave speed in the ontext of the general theory ofaeleration waves.19.3.3 Algorithmi hek of rank-1-onvexityThe algorithmi ontrol of rank-1-onvexity bases on the evaluation of the ondition(19.29). In ase of plane problems the orientation vetor n of the singular surfae S an



310 M. Lambreht and C. Miehebe parameterized by the in-plane-angle � via n̂(�) := [� sin � os �℄T . As a onsequene,(19.29) an be reast into a nonlinear equation for the angle � readingdet [Q̂n+1(�)℄ � 0 with Q̂n+1(�) := n̂(�) � Cn+1 � n̂(�) : (19.30)The stability analysis needs the solution of the loal nonlinear optimization problemmin� fdet [Q̂n+1℄g8<: > 0 : 	̂red is rank-1-onvex� 0 : 	̂red is not rank-1-onvex (19.31)for the inlination angle � that minimizes the determinant of the aousti tensor Q̂n+1.For further details on this analysis we refer to Miehe & Shr�oder [9℄.19.4 Relaxation of non-onvexminimization problemIf the rank-1-onvexity property of the redued inremental work 	̂red does not hold,the redued inremental funtional Ired is not sequentially lower semiontinuous and ingeneral the minimum is not attained. Following Daorogna [4℄ and Aerbi & Fuso [1℄ therelaxed funtional denotes I?red(un+1) = RBQ	̂red("n+1)� �̂(un+1) where the non-onvexintegrand 	̂red is replaed by its quasionvex hull Q	̂red. It is well-known that the lossof rank-1-onvexity implies the lak of quasionvexity. In order to relax the inrementalfuntional we alternatively perform an approximated rank-1-onvexi�ation of the non-onvex inremental potential:I?red(un+1) = ZB Rh	̂red("n+1)� �̂(un+1) ! Min! (19.32)Here, the key point is the omputation of the approximated rank-1-onvex hull Rh	̂red.The subsequent setions onentrate on the onvexi�ation analysis of two-dimensionalplane problems.19.4.1 Conept of rank-1-onvexi�ationThe loss of rank-1-onvexity indiates the instability of the homogeneous deformation state"n+1 and the development of a pattern of �rst-order laminates. The two phases "En+1 and"Pn+1 have to ful�l the ompatibility ondition (19:27)1 and the hypothesis H2 given in(19:27)2. The appropriate ansatz for the phases"En+1 = "n+1 � d �sym[m
 n℄ and "Pn+1 = "n+1 + d (1� �)sym[m
 n℄ (19.33)models a so-alled mode-II simple shear bifuration in terms of the vetor m ? n. Thetwo vetors an then be parameterized by an angle #, i. e. n = [� sin# os#℄T and



Approximated rank-1-onvexi�ation 311m = [os # sin#℄T . The salar value d desribes the intensity of the bifuration and isdenoted as disrete utuation. The volume fration 0 < � < 1 an be understood toplay the role of a probability measure, see for example Carstensen & Roub�i�ek [2℄ fora detailed disussion involving Young measures. The rank-1-onvexi�ation of the non-onvex potential 	̂red is performed by determining the phases "En+1 and "Pn+1 haraterizedby �, d and # whih minimize the energeti level. The rank-1-onvexi�ed inrementalpotential follows from the solution of a nonlinear optimization problemR	̂red("n+1) = min�;d;#f�	̂red("Pn+1) + (1� �)	̂red("En+1)g : (19.34)In analogy to the redued inremental potential 	̂red de�ned in (19.21) the rank-1-on-vexi�ed potential R	̂red only depends on the urrent strains "n+1. Thus, we identify theonvexi�ed stresses �n+1 and the onvexi�ed tangent moduli Cn+1 at time tn+1�n+1 := �"n+1R	̂red("n+1) and Cn+1 := �2"n+1"n+1R	̂red("n+1) (19.35)as derivatives of the rank-1-onvexi�ed funtion R	̂red. Figure 19.3 shows the shape of anon-onvex potential 	̂red.PSfrag replaements�"n+1
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Figure 19.3: Conept of rank-1-onvexi�ation. At "n+1 the redued inremental potentialis not onvex. For this reason 	̂red is replaed by its rank-1-onvex hullR	̂redharaterized by the minimizing sequene of the variables �, d and #.In every point of the urve the loal energeti onsisteny ondition (19.17) has been solvedyielding the atual ar length n+1. Obviously, the redued potential 	̂red of the atualstrain is not rank-1-onvex aording to (19.26). As a onsequene the homogeneousdeformation state is not stable and deomposes into the phases "En+1 and "Pn+1. Thesolution of the minimization problem (19.34) yields the solution points �, d, # whihharaterize the two stable phases.



312 M. Lambreht and C. Miehe19.4.2 Approximated rank-1-onvexi�ationIn this setion we develop a �nite element relaxation tehnique whih inorporates an ap-proximated rank-1-onvexi�ation of the not rank-1-onvex redued inremental potential	̂red. Similar to (19.33) we introdue an ansatz for the phase deay of the homogeneousdeformation state whih now reads"En+1 = "n+1 � dk �sym[m
 n℄ � d? �sym[n
 n℄"Pn+1 = "n+1 + dk (1� �)sym[m
 n℄ + d? (1� �)sym[n
 n℄ 9=; :(19.36)Here, the two disrete utuations dk and d? separately desribe the intensity of a mode-IIsimple shear and a mode-I simple extension bifuration modelled by the rank-1-tensorssym[m
 n℄ and sym[n
 n℄, respetively. In ontrast to the rank-1-onvexi�ation pro-edure disussed in Setion 19.4.2 we relax the not sequentially lower semiontinuousfuntional Ired by a so-alled approximated rank-1-onvexi�ation: We onsider in (19.36)only the intensities dk and d? as degrees of freedom and estimate the volume fration �and the vetors n, m as onstant objets. Both vetors are formulated in terms of theritial inlination angle �ritn := [ � sin �rit os �rit ℄T and m := [ os �rit sin �rit ℄T (19.37)whih follows from the evaluation of the aousti tensorQn+1 as outlined in Setion 19.3.3.The volume fration � is assumed to be related to a given internal length sale Æ and thedimensions of a quadrilateral �nite element in terms of an equivalent height h:� = Æh with h = 12 4Xi=1 li : (19.38)The lengths fligi=1::4 denote the distanes between the four orner nodes of the quadri-lateral element and a ritial surfae S with inlination �rit in the middle of the �niteelement.If the inremental potential is not rank-1-onvex we assume a deay of the homogeneousstate into the phases "Pn+1 and "En+1 de�ned in (19.36) . The inremental work then onsistsof the ombination of the potentials in the phases:R̂("n+1; dk; d?) = �	̂red("Pn+1) + (1� �)	̂red("En+1) : (19.39)The approximated rank-1-onvexi�ation involves the minimization of R̂ in view of thedisrete utuations dk and d? whih uniquely determine the phase-splitting and de�nesthe onvexi�ed potentialRh	̂red("n+1) = mindk;d?fR̂("n+1; dk; d?)g : (19.40)The neessary onditions of this loal nonlinear minimization problem are the quasi-onsisteny onditions�dkR̂ = 0 and �d?R̂ = 0 : (19.41)
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hÆ Æn nm mmna. b.Figure 19.4: Deformation of a two-phase miro-struture. a.) The miro-struture isaligned to the ritial loalization angle �rit. b.) Due to the instability of thehomogeneous state indiated by the loss of rank-1-onvexity two stable phases"En+1 and "Pn+1 develop whih model a mode-II simple shear bifuration.In order to solve (19.40) for the disrete utuations dk and d? we apply an iterativeNewton update shemed ( d�K�1r (19.42)whih is repeated until a onvergene is obtained if jrj < tol. For the sake of larity weintrodue the utuation vetor d, the residual vetor r, the utuation sti�ness vetor Land the utuation sti�ness matrix K whih assume the formd = 24 dkd? 35 ; r = 24 �dkR̂�d?R̂ 35 ; L = 24 �2dk"n+1R̂�2d?"n+1R̂ 35 ;K = 24 �2dkdkR̂ �2dkd?R̂�2d?dkR̂ �2d?d?R̂ 35 : (19.43)

The onvexi�ed inremental potential Rh	̂red is only a funtion of the urrent strains"n+1. For this reason the onvexi�ed stresses and tangent moduli at time tn+1 simplyoinide in the derivatives�n+1 = �"n+1Rh	̂red("n+1) and Cn+1 = �2"n+1"n+1Rh	̂red("n+1) : (19.44)Exploitation of the de�nition (19.40) and the onsisteny onditions (19.41) yield thealternative formulation�n+1 = �"n+1R̂ and Cn+1 = �2"n+1"n+1R̂ �LTK�1L (19.45)



314 M. Lambreht and C. Mieheof the stresses and tangent moduli where we have used the formula [�"n+1dk �"n+1d?℄T =�K�1L obtained from (19.41) via the impliit funtion theorem. The approximated rank-1-onvexi�ation an be interpreted as a two-sale homogenization analysis of a miro-struture aligned with the ritial loalization angle �rit. For a detailed disussion ofomputational homogenization onepts of heterogeneous materials with miro-strutureswe refer to Miehe, Shotte & Shr�oder [8℄. Figure 19.4 visualizes the deformation ofa ube-shaped miro-struture. The yellow olored part loads plastially while the restunloads elastially modelled by the strains "Pn+1 and "En+1, respetively.19.5 Numerial exampleThe numerial example deals with an indentation test under plane strain onditions. Wefous on a simple onstitutive response of an inelasti material whih is assumed to be gov-erned by a model of isotropi von Mises-type elastoplastiity with linear strain-softening.The internal variables and the dual internal fores have the spei� formI := ["p; A℄T and F := [�p; B℄T (19.46)where "p denotes the plasti strains and A a salar internal variable for the desription ofthe strain-softening. �p and B are the dual stress-like variables de�ned by (19:3)2. ThePSfragreplaementsu F 24mm16 mm 32 mm32 mm
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Figure 19.5: Indentation test at plane strain. System and load.model problem is ompleted by the de�nition of the fundamental onstitutive funtions ̂ and �̂ for the strain energy and the level set of the elasti domain, respetively, asintrodued in Table 19.1. The elasti response is assumed to be isotropi and governed bya quadrati form of the strain energy ̂("; I) = 12�tr2["℄ + �kdev ["℄� "pk2 + 12hA2 : (19.47)Here, � 2 IR+ denotes the bulk modulus, � 2 IR+ the shear modulus and h 2 IR� asoftening modulus. The dual internal fores �p = 2�(dev ["℄ � "p) and B = �hA followfrom an evaluation of (19:3)2. The von Mises plastiity formulation is governed by thelevel set funtion�̂(F) = k�pk+B : (19.48)



Approximated rank-1-onvexi�ation 315The onstant threshold  introdued in (19.3) is related to the one-dimensional yieldstress y0 2 IR+ via  := q 23y0. The material parameters denote � = 160000N=mm2,� = 80000N=mm2, h = �131N=mm2 and y0 = 500N=mm2. The initial geometry of
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Figure 19.6: Indentation test at plane strain. Development of deformation{indued miro{strutures.the speimen is depited in Figure 19.5. Due to the apparent symmetry, only one halfhas been disretized by 30 � 18, 35 � 21, 40 � 24 and 45 � 27 �nite elements of theQ1E5-type. We onsider a deformation-ontrolled proess where the rigid blok indentsinto the speimen with inrements �u = 0:001mm to the �nal displaement u = 1:8mm.For all following omputations the internal length sale has been �xed to Æ = 0:25mm.In Figure 19.6 the deformed mesh of the 45 � 27 element mesh at u = 1:8mm is plottedsurrounded by the deformed miro-strutures orresponding to the entral Gaussian pointof the marked elements. As the miro-strutures onsidered lie within the loalized zoneof high plasti deformations, they have bifurated onsiderably. Note that the ritialloalization orientation of the miro-strutures oinides with the global formation of theshear band as depited in Figure 19.6a. The performane of the proposed relaxationtehnique is ontrolled by omparison of the load-deetion urves of the non-relaxedformulation with the relaxation proedure presented. Figure 19.7a depits the mesh-dependent load-displaement paths of the non-relaxed formulation, whereas Figure 19.7bshows the mesh-invariant urves resulting from the proposed relaxation tehnique.19.6 ConlusionA relaxation tehnique for the treatment of loalization phenomena whih appear withinomputational simulations of elastoplasti solids has been developed. The formulation isbased on an inremental variational formulation of inelastiity, yielding a quasi-hyperelas-ti algorithmi stress response following from a loal minimization problem. The formu-lation inorporates a potential funtion that allows for existene theorems of minimizersof the variational problem onsidered. We then went into the notions of quasionvexityand rank-1-onvexity being neessary onditions for the sequential lower semiontinuityof the aÆliated funtional. Foussing on the ase where the rank-1-onvexity ondition isnot ful�lled, we briey onsidered the onept of rank-1-onvexi�ation and developed a
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