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Abstract

In this thesis a soil model based on the Theory of Porous Media for the realistic description
of mechanical and fluid-mechanical soil properties is presented. Starting from a general
definition of a multi-phase material, the material soil is described by a bi- and tri-phasic
model.

The bi-phasic model consists of an elasto-plastic solid (soil skeleton) and a viscous, materi-
ally incompressible pore fluid (pore water) respectively a viscous, materially compressible
pore gas (pore air). In extension of this bi-phasic model a tri-phasic model is developed:
this new model takes into account on the one hand air inclusions in the pore water and
thus contains a materially compressible fluid phase, and on the other hand two separate
pore fluids (water and air). Employing the new model, either water saturated or dry or
partially saturated soil can be described.

For the description of elasto-plasticity of the solid skeleton of soils, use is made of a
physically non-linear elasticity law and a plasticity model that consists of a single surface
yield criterion with an isotropic work-hardening law and a plasticity potential for the
set-up of an appropriate flow rule.

An interface formulation for multi-phase materials is developed for the description of
strong discontinuities, i. e. the description of a jump in the displacement field. Such jump
emerges along shear loaded foundation bodies or within the soil in case of failure modes,
e.g. ground failure, in the shape of a shear band. For the prediction of shear bands, weak
discontinuities are determined by a localisation analysis. Then, for a special interface
element, constitutive relations that lead to a projection of the mechanical and fluid-
mechanical laws of the continuous multi-phase body into the plane of the discontinuity
are set up.

The necessary equations for the numerical simulation are coherently presented: on the
one hand materially independent equations concerning kinematics and balance equations,
on the other hand equations of the constitutive theory. From these, a system of equations
which is formulated in the primary variables of the problem is set up. For the solution
of the multi-field problem coupled in the volume fractions, the equations are consistently
linearised in their weak forms. A space discretisation of the the linearised weak forms
within the scope of the Finite Element Method and subsequent time discretisation by an
implicit time integration scheme lead to a solution of the system of equations at hand.

Finally, the numerical simulation of diverse, partly construction-related initial boundary-
value problems by use of the multi-phase model presented in this thesis shows the close-
to-reality description of the material behaviour of soils.






Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine Baugrund-Modellierung auf der Basis der Theo-
rie Pordser Medien zur realitdtsnahen Beschreibung mechanischer und fluidmechanischer
Bodeneigenschaften vorgestellt. Ausgehend von einer allgemeinen Definition mehrphasi-
ger Materialien wird das Material Boden durch ein Zwei- und ein Dreiphasen-Stoffmodell
beschrieben.

Das Zweiphasenmodell besteht aus einem elastisch-plastischen Festkorper (Bodenskelett)
und einer viskosen, materiell inkompressiblen Porenfliissigkeit (Porenwasser) bzw. einem
viskosen, materiell kompressiblen Porengas (Porenluft). In Erweiterung dieses Zweipha-
senmodells wird ein Dreiphasenmodell entwickelt, das zum einen Lufteinschliisse im Po-
renwasser beriicksichtigt und damit eine materiell kompressible Fluidphase enthélt und
das zum anderen zwei separate Porenfluide (Wasser und Luft) behandelt. Mit diesem neu-
en Modell 148t sich neben geséttigtem und leerem Boden auch teilgesittiger Baugrund
beschreiben.

Zaur Beschreibung der Elastoplastizitiat des Festkorperskeletts von Boden wird ein physika-
lisch nichtlineares Elastizitatsgesetz und ein Plastizitédtsmodell verwendet, das aus einem
EinflachenflieSkriterium mit einer isotropen Arbeitsverfestigung und einem plastischen
Potential zur Bildung einer geeigneten Fliefregel besteht.

Eine Interface-Formulierung fiir Mehrphasenmaterialien wird zur Abbildung starker Dis-
kontinuitaten, d. h. einem Sprung im Verschiebungsfeld, entwickelt. Dieser Sprung ergibt
sich entlang von schubbelasteten Fundamentkoérpern oder bei Versagenszustdnden des
Bodens, z.B. bei einem Grundbruch, in Form von einem Scherband. Zur Vorhersage von
Scherbiandern werden schwache Diskontinuitéten im Rahmen einer Lokalisierungsanalyse
betrachtet. Fiir ein spezielles Interface-Element werden Konstitutivgesetze angegeben, die
zu einer Projektion der mechanischen und fluidmechanischen Stoffgesetze des kontinuier-
lichen Mehrphasenkorpers in die Ebene der Diskontinuitét fithren.

Es werden die fiir die numerische Simulation erforderlichen Gleichungen — einerseits stoff-
unabhéngige Gleichungen beziiglich der Kinematik und der Bilanzen, andererseits Glei-
chungen der Konstitutivtheorie — kohérent dargestellt. Hieraus wird ein Gleichungssystem
gebildet, das in den Primérvariablen des Problems formuliert ist. Zur Losung des in den
Volumenanteilen gekoppelten Mehrfeldproblems werden die Gleichungen in ihren schwa-
chen Formen konsistent linearisiert. Eine Ortsdiskretisierung der linearisierten schwachen
Formen im Rahmen der Methode der finiten Elemente und anschliefende Zeitdiskretisie-
rung mit einem impliziten Zeitintegrationsverfahren fithren zu einer Losung des vorliegen-
den Gleichungssystems.

Schliefllich zeigt die numerische Simulation verschiedener, teils baupraktischer Anfangs-
Randwertprobleme mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Mehrphasen-Stoffmodell die
wirklichkeitsnahe Beschreibung des Materialverhaltens von Boden.
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1
Einleitung und Ubersicht

Wer hohe Tiirme bauen will, muf$ lange beim Fundament verweilen.
(Anton Bruckner, 1824 —1896)

Die genaue Kenntnis der Baugrundverhiltnisse und die Umsetzung der Materialeigen-
schaften des Baugrunds in geeignete Stoffmodelle zur computergestiitzten Baugrund-
Simulation sind die Grundlage fiir sicheres und wirtschaftliches Bauen. In dieser Ar-
beit wird hierzu ein Beitrag durch die Bereitstellung eines komnsistenten Mehrphasen-
Stoffmodells zur Beschreibung von Béden geleistet.

1.1 Zielsetzung und Vorgehensweise

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, das Mehrphasenmaterial Boden in seiner Kom-
plexitiat moglichst realitdtsnah zu beschreiben. Dabei sollen die folgenden bodenphysika-
lischen Phéanomene erfafit werden:

e Das Bodenmaterial zeigt unter Belastung ein sehr komplexes Verhalten. Es verhilt
sich nichtlinear elastisch, zeigt verfestigend-plastisches Verhalten, weist einen Kom-
pressionspunkt bei maximaler hydrostatischer Belastung auf und fiihrt bei deviato-
rischer Belastung zu dilatanten Volumendehnungen.

e Der Baugrund wird durch Tragwerke belastet, deren Gewichtskraft iiber Griindungs-
korper in den Baugrund eingeleitet wird. Zwischen dem Boden und dem Griin-
dungskorper findet eine Wechselwirkung statt (Baugrund-Griindungskorper-Inter-
aktion), bei der im Regelfall Druck- und Schubkrifte iibertragen werden. Infolge
der Ubertragung von Schubkriiften kann es zu einer Relativverschiebung zwischen
Griindungskorper und Boden kommen.

e Durch das Einwirken duflerer Krafte auf das Festkorperskelett wird eine mechanische
Deformation des Porenraums induziert. Daraus resultiert eine Stromung der im
Porenraum vorhandenen Fluide (Festkorper-Fluid-Interaktion), wie es beispielsweise
beim klassischen Konsolidationsproblem der Fall ist.

e Durch Kapillarkrifte im ungeséttigten Bereich des Baugrunds erhélt nichtbindiger
Boden kohisive Eigenschaften, die je nach Lage des ungeséttigten Bereichs nur lokal
auftreten.

Zur phianomenologischen Beschreibung des Bodens wird auf der Grundlage der Theorie
Poroser Medien, einer Kontinuumstheorie fiir Mehrphasenmaterialien, ein thermodyna-
misch konsistentes Stoffmodell fiir den aus Feststoff (Bodenskelett) und den Porenfluiden



2 1 FEinleitung und Ubersicht

Wasser und Luft bestehenden Baugrund entwickelt (Abb. 1.1). Mit diesem Modell a8t
sich im Sinne einer Modellkompatibilitat neben gesittigtem und leerem Boden auch teil-
gesittiger Baugrund beschreiben.

Festkorper

Porenluft

Porenwasser

Abb. 1.1: Dreiphasenmaterial Boden

Der Festkorperanteil des Bodens wird als elastisch-plastisch-verfestigendes Material be-
schrieben, wéihrend den Porenfluiden viskoses Materialverhalten zugewiesen wird. Zur
Abbildung von Relativverschiebungen zwischen Griindungskérper und Boden oder auch
zwischen zwei Bodenkdrpern wird ein spezielles Interface-Gesetz formuliert.

Zur Losung von drei- und zweidimensionalen Anfangs-Randwertproblemen wird eine Fi-
nite-Elemente-Formulierung unter Verwendung der entwickelten Stoffgesetze numerisch
umgesetzt. Dabei wird die Modellkompatibilitéit in den Algorithmen beriicksichtigt, so
dafl die Berechnung stark gekoppelter, dreiphasiger Festkorper-Fluid-Probleme wie auch
zwei- bzw. einphasiger Probleme mit demselben Werkzeug moglich ist.

Fiir die verwendeten mechanischen und fluidmechanischen Stoffgesetze miissen Parameter
identifiziert werden. Hierzu werden experimentelle Daten des Instituts fiir Geotechnik der
TU Darmstadt aus Triaxial-, Rahmenscher- und Unterdruckversuchen ausgewertet. Die
gefundenen Parameter werden in numerischen Rechnungen verifiziert.

1.2 Stand der Forschung und eigene Vorarbeiten

Die Baugrund-Modellierung, die zur verlafllichen Vorhersage des Verhaltens von Béden
unter mechanischen und fluidmechanischen Randbedingungen dient, war ein wichtiger Be-
standteil der Forschungsaktivitiaten der DFG-Forschergruppe ,,Baugrund-Tragwerk-Inter-
aktion®.

Im Rahmen der Aktivitdten der Forschergruppe sind, bezogen auf die Baugrund-Modellie-
rung und deren numerische Behandlung, eine Reihe von Publikationen erschienen: Eh-
lers et al. [43, 45, 49], Ehlers und Blome [31-42|, Ehlers und Droste [46], Ehlers und
Miillerschon [50 54], Ehlers und Volk [55], Miillerschén [87] und Stumpf [100].

Insbesondere wurden von Miillerschén zur Beschreibung von Berliner Sand ein Stoffgesetz
zur Abbildung nichtlinearer Elastizitdt und, basierend auf einem Plastizitdtsmodell von
Ehlers [26, 27], Evolutionsgleichungen fiir eine isotrope Verfestigung entwickelt und die
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zugehorigen Parameter identifiziert. Diese Stoffgesetze werden in dieser Arbeit verwendet.

1.3 Gliederung

Nach einer Einleitung und Ubersicht iiber den in dieser Arbeit behandelten Themenkom-
plex in Kapitel 1 werden in Kapitel 2 allgemeine Mehrphasenmodelle auf Grundlage der
Theorie Poréser Medien zur Beschreibung von Boden konstruiert. Hierzu werden die Ki-
nematik und die kontinuumsmechanischen Bilanzgleichungen von Mehrphasenmaterialien
angegeben und diese speziell auf die Beschreibung von Zwei- und Dreiphasenmaterialien
mit porésem Festkorperskelett und fluiden Poreninhaltsstoffen angewendet.

In Kapitel 3 wird die fluidmechanische Kopplung bei Mehrphasenmaterialien zur Be-
schreibung geséttigter und teilgesittigter Boden vorgestellt. Dabei wird die Wirkung von
materiell inkompressiblen und materiell kompressiblen fluiden Phasen, ndmlich Wasser
und Luft, auf das Festkorperskelett eines porosen Mediums iiber das Konzept der effekti-
ven Spannungen erfaflt, wiahrend ein durch Deformation des Festkorperskeletts verénder-
ter Porenraum zu einem deformationsabhéngigen Permeabilitatskoeffizienten fiithrt. Der
Permeabilitiatskoeffizient hingt auflerdem vom Sattigungsgrad der betrachteten fluiden
Phase im Porenraum ab und wird fiir das Darcysche Filtergesetz bestimmt. Kapillare
Effekte werden phidnomenologisch durch die Einfiihrung einer Kapillardruck-Sattigungs-
Beziehung beschrieben, iiber die der Sattigungsgrad eines benetzenden fliissigen und eines
nichtbenetzenden gasféormigen Fluids im Porenraum bestimmt wird.

Die Elastoviskoplastizitit des Festkorperskeletts von Boden wird in Kapitel 4 behandelt.
Speziell fiir nichtbindigen Boden wird ein physikalisch nichtlineares Flastizitatsgesetz und
ein Plastizitdtsmodell, das aus einem FinflichenflieBkriterium mit einer isotropen Ar-
beitsverfestigung und einem plastischen Potential zur Bildung einer geeigneten FlieSregel
besteht, vorgestellt. Fiir Berliner Sand werden die Ergebnisse einer Modellanpassung an-
gegeben.

In Kapitel 5 wird eine Interface-Formulierung fiir Mehrphasenmaterialien zur Abbildung
starker Diskontinuitdten, d.h. einem Sprung im Verschiebungsfeld, entwickelt. Dieser
Sprung ergibt sich entlang von schubbelasteten Fundamentkorpern oder bei Versagens-
zustdnden des Bodens, z. B. bei einem Grundbruch, in Form von einem Scherband. Zur
Vorhersage von Scherbandern werden schwache Diskontinuitdten im Rahmen einer Lo-
kalisierungsanalyse, die auf Zweiphasenmaterialien beschrinkt bleibt, betrachtet. Fiir ein
spezielles Interface-Element werden Konstitutivgesetze angegeben, die zu einer Projek-
tion der mechanischen und fluidmechanischen Stoffgesetze des kontinuierlichen Mehrpha-
senkorpers in die Ebene der Diskontinuitét fiithren.

Kapitel 6 behandelt die numerische Umsetzung des entwickelten Modells mit der Finite-
Elemente-Methode. Die hierzu erforderlichen schwachen Formen der Bilanzgleichungen
werden mit physikalisch sinnvollen Randtermen formuliert. Es wird auf die Kompatibi-
litdat des Dreiphasenmodells zu Zwei- und Einphasenmodellen und auf Varianten des Drei-
phasenmodells eingegangen, die numerisch ohne Mehraufwand umgesetzt werden kénnen.
Grundlage der numerischen Behandlung ist die konsistente Linearisierung der schwachen
Formen der Bilanzgleichungen des Dreiphasenmodells, die hier durchgefiihrt wird. Das
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Kapitel wird mit der Vorstellung einer geeigneten Orts- und Zeitdiskretisierung des zu
behandelnden Gleichungssystems abgeschlossen.

In Kapitel 7 wird die Parameteridentifikation fiir Kapillardruck-Séattigungs-Beziehungen
von Darmstddter Versuchssand behandelt. Hierzu wird auf die experimentelle Ermittlung
von Kapillardruck-Séttigungs-Beziehungen mittels eines Unterdruckversuchs eingegangen.
Die Parameteridentifikation selbst ist die Losung eines unrestringierten Optimierungspro-
blems mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Least-Squares-Methode). Eine
numerische Simulation der Laborversuche unter Verwendung der ermittelten Parameter
schliefft das Kapitel ab.

Die Ergebnisse von Rahmenscherversuchen werden in Kapitel 8 zur experimentellen Er-
mittlung von Interface-Gesetzen verwendet. In den Versuchen wird eine erzwungene Scher-
fliche erzeugt, die in einer numerischen Simulation sowohl kontinuierlich als auch diskonti-
nuierlich diskretisiert wird. Der Vergleich der Laborversuche mit den numerischen Ergeb-
nissen von einfachen Scherversuchen fiithrt auf die Bestimmung von speziellen Interface-
Parametern im Rahmen einer kontinuierlichen Beschreibung.

Schliellich werden in Kapitel 9 numerische Beispielrechnungen présentiert, die zum einen
der Verifikation des entwickelten Stoffmodells, zum anderen der Dokumentation der An-
wendbarkeit des neuen Stoffmodells fiir baupraktische Aufgabenstellungen dienen.

Die Arbeit schlieft mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf weitere Anwen-
dungsmoglichkeiten des vorgestellten Mehrphasen-Stoffmodells ab.
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Mehrphasenmodelle auf
Grundlage der Theorie Poréser Medien

In diesem Kapitel werden allgemeine Mehrphasenmodelle unter Beriicksichtigung von Sin-
gularitdten konstruiert, die speziell auf die Beschreibung von Zwei- und Dreiphasenmate-
rialien mit porosem Festkorperskelett und fluiden Poreninhaltsstoffen angewendet werden.

Es werden die grundlegenden Gleichungen der Kinematik und der mechanischen und ther-
modynamischen Bilanzen behandelt, die sowohl fiir Ein- als auch Mehrphasenmaterialien
Giiltigkeit haben. Dabei wird die Interaktion zwischen den beteiligten Phasen durch Pro-
duktionsterme erfafit.

Als geeignetes Werkzeug wird die Theorie Pordser Medien (TPM) verwendet, vgl. z. B.
de Boer [8], de Boer und Ehlers [9, 10], de Boer et al. [11], Bowen [13—15], Ehlers [24, 26,
28 -30] und Ehlers und Bluhm (Eds.) [44]. Im Rahmen dieser Theorie werden die mecha-
nischen Eigenschaften des Materials iiber ein repriasentatives Elementarvolumen (REV)
gemittelt wiedergegeben, vgl. z. B. Hornung (Ed.) [68]. Nach der Homogenisierung des
REV geméf der klassischen Mischungstheorie wird die Verdnderung der volumetrischen
Zusammensetzung des Kontinuums durch Strukturvariablen, die Volumenanteile der ein-
zelnen Phasen, erfafit.

2.1 Kinematik von Mehrphasenmaterialien

Die homogene Mischung eines aus n Phasen bestehenden Materials wird mit ¢, eine
einzelne Konstituierende mit ¢* bezeichnet. Fiir die Zusammensetzung einer n-phasigen
Mischung gilt also

Y= Z o mit n>0. (2.1)
=1
Jede Konstituierende ¢ besitzt ihre eigene Lagrangesche Bewegungsfunktion

Xo = Xa(Xa, 1) (2.2)
in Abhéngigkeit eines betrachteten materiellen Punktes X, der Konstituierenden und der
Zeit t.

Die Mischungstheorie fordert, dafl ein durch seinen Ortsvektor bestimmter Raumpunkt x
durch materielle Punkte aller in der Mischung vorhandenen Konstituierenden besetzt ist.
Das heifit, es werden iiberlagerte, superponierte Konstituierende ¢* beschrieben:

X = X, (Xa, t). (2.3)
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Die kinematischen Beziehungen sind in Abb. 2.1 beispielhaft fiir ein Zweiphasenmodell
dargestellt. Zum Zeitpunkt ¢, befindet sich die Mischung in der Referenzkonfiguration,
zum Zeitpunkt ¢ in der Momentankonfiguration.

Abb. 2.1: Kinematik eines Zweiphasenmodells (n = 2)

Jede Phase ¢* besitzt ihr eigenes Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld

/ n 2
Xa:w wd %= PXaXert) (2.4)

0t?
und ihren eigenen, partiellen Deformationsgradienten

_— OxXa(Xa,t)  0x
“ 0X, 00X,

= Grad, x. (2.5)

Die Funktion Grad, ( -) bezeichnet die partielle Ableitung von (-) nach dem Ortsvektor
X, der Konstituierenden ¢ in der Referenzkonfiguration.

Unter der Voraussetzung, dafl die Jacobi-Determinate
Jo = det F, (2.6)
ungleich null ist, kann die Lagrangesche Bewegungsfunktion x, invertiert werden,
Xo = X, (%, 1) mit Jo # 0, (2.7)

um damit die angegebenen kinematischen Groflen in einer Fulerschen Beschreibung zu
formulieren.

Die materielle Zeitableitung unter der Beriicksichtigung der Geschwindigkeit )Ica einer
Phase ¢* wird fiir eine skalare Grofle i) bzw. fiir eine vektorielle Grofie 1 auf die folgende
Weise gebildet:

¢a a ! ay/ _a,"ba
ot +grad¢ * Xa (’l/J )a_ It

Hierin bezeichnet grad (-) die Ableitung nach dem Ortsvektor x der Momentankonfigu-
ration.

(), = + (grad 9%) X, . (28)
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2.1.1 Konzept der Volumenanteile

Der Volumenanteil wird als eine dimensionslose Strukturvariable eingefiihrt, die das Ver-
héltnis des Volumens einer einzelnen Konstituierenden innerhalb der Mischung zum Ge-
samtvolumen der betrachteten Mischung angibt:

«
o dv

nt= - mit  n*e€ [0, 1] und  dv = Z do®. (2.9)

a=1

Die Summe aller Partialvolumenelemente dv® ergibt dabei das Gesamtvolumenelement
dv der Mischung.

2.1.2 Sittigungsbedingung

Die Einhaltung einer Sattigungsbedingung wird gefordert, um materiefreie R&ume im be-
trachteten Volumen auszuschlieflen:

i n®=1. (2.10)

a=1

2.1.3 Definition von Massendichtefunktionen

Die Massendichtefunktionen realistische Dichte und Partialdichte beschreiben das Verhélt-
nis der Masse einer einzelnen Konstituierenden bezogen auf das Volumen dieser Konsti-
tuierenden bzw. auf das Volumen der Gesamtmischung:

dm® dm®
realistische Dichte: p*ff = ﬂa : Partialdichte: p® = iy (2.11)
dv dv
Die Dichtefunktionen sind iiber die Volumenanteile linear gekoppelt:
p* = n® pt, (2.12)

2.1.4 Geometrisch finite Beschreibung

Die Position einer Konstituierenden ¢® in der Momentankonfiguration relativ zu ihrer
Lage in der Referenzkonfiguration wird durch den Verschiebungsvektor

u, = x — X, (2.13)

angegeben.

In Abhéngigkeit dieses Verschiebungsvektors lautet der Deformationsgradient (2.5)

F, = Grad,u, +1. (2.14)
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Zur Beschreibung von Deformationen wird der symmetrische und positiv definite partielle
rechte Cauchy- Green-Deformationstensor

C, =FlF, (2.15)
eingefiihrt, iiber den der partielle Greensche Verzerrungstensor definiert ist:
E,=3(C,—-1I). (2.16)

Damit ergibt sich fiir den partiellen Greenschen Verzerrungstensor in Abhéngigkeit vom
Verschiebungsgradienten

E, = 5 (Grad, u, + Gradg u, + Gradg u, Grad, u,). (2.17)

1
2
Als partielles Spannungsmafl wird der partielle Cauchysche Spannungstensor T¢ ein-
gefiithrt, der durch das Theorem von Cauchy definiert ist:

t%(x, t,n) =T%n & Tx,t) =t*®@n. (2.18)

Hierin ist t ein partieller Oberflichenspannungsvektor und n der zugehérige, nach auflen
orientierte Oberflichennormaleneinheitsvektor in der Momentankonfiguration.

2.1.5 Geometrisch lineare Beschreibung

Unter der Voraussetzung kleiner Verzerrungen wird die linearisierte Form der kinemati-
schen Grofien verwendet, die durch eine Taylor-Reihenentwicklung und Abbruch nach dem
linearen Glied erhalten wird, siche Eipper [56] und Wriggers [108]. Die Reihenentwicklung
geschieht i.d. R. bezogen auf den undeformierten Ausgangszustand der Referenzkonfigu-
ration und fiithrt zu den folgenden ausgewéhlten Ergebnissen:

lin(F,) = I+ Grad, u,,
lin(J,) = 1+ Divyu,, (2.19)
lin(E,) = €, = % (Grad, u, + Grad} u,).

Der linearisierte partielle Greensche Verzerrungstensor (2.19); entspricht also dem sym-
metrischen Anteil des Verschiebungsgradienten.

In der geometrisch linearen Theorie ist eine Unterscheidung zwischen Referenz- und Mo-
mentankonfiguration nicht mehr erforderlich, so daf§ z. B. nur noch Differentiale und Dif-
ferentialoperatoren bezogen auf die Momentankonfiguration verwendet werden. Erst in
der geometrisch linearen Theorie ist es moglich, den Greenschen Verzerrungstensor und
den Cauchyschen Spannungstensor ohne Transportmechanismen als konjugierte Grofien
zu betrachten:

lin(TY) = 0% (eq, --.) - (2.20)

Allerdings kommen im Rahmen der Theorie Pordser Medien noch weitere Variablen zur
Beschreibung des partiellen Spannungstensors einer Phase ¢ hinzu, da sie mit den an-
deren Phasen der Mischung interagiert (vgl. Abschnitt 3.1).
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2.1.6 Singularititen kinematischer Groéfien

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden kinematischen Beziehungen singuldrer
Fldchen in porosen Medien eingefiihrt.

Eine singuldre Fldche I' in einem pordsen Medium ist gekennzeichnet durch die Existenz
eines Sprungs einer physikalischen Groéfle ¥ einer Phase ¢® oder eines Sprungs einer
Ableitung dieser Grofle iiber diese Fliche, wihrend die sprungbehaftete Grofie stetig im
Korper B = BT U B~ der Mischung ist.

In Abb. 2.2 ist die Kinematik einer singuldren Fliche in einem pordsen Korper dargestellt.
nr ist der Normaleneinheitsvektor auf der singuldren Flache (Index I') in der Momentan-
konfiguration, und u, ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Fldche relativ zu einer
Phase ¢* in Richtung der Flachennormale bewegt:

/ /

Uy = (Xp — X,) - Nr. (2.21)
Die GréBen (-) in Abb. 2.2 sind Groien der Referenzkonfiguration.

Xo(Xa)

Fa/ \F

/ \
/ \

Abb. 2.2: Kinematik einer singuldren Flache in einem porosen Korper

Von den Teilkérpern B und B~ ausgehend lassen sich die Grenzwerte
()t = lim 9% (x +enr), (¥")” =limy*(x—enr) V xeTl (2.22)

an die Flache T' bilden, so dafl der Sprung von ¥* iiber die Flidche definiert ist als die
Differenz dieser Grenzwerte:

[[ (%, t) ﬂ = (™) — (¥*)~ vV xel. (2.23)

Eine singuldre Fliche n-ter Ordnung ist dann dadurch definiert, daB} die Spriinge aller
Ortsableitungen von ¥® der Ordnungen 0 bis n — 1 verschwinden:

[ Grad® v* =0 mit k=0,....n-1. (2.24)

Lemma von Hadamard

Die singuliire Fliche wird durch Parameterlinien (6r)" (i = 1, 2) beschrieben, an die die
Tangentenvektoren 9 Xr, /0 (fr)" gebildet werden, vgl. Abb. 2.3.
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Iy,
/

/

Abb. 2.3: Parameterlinie entlang einer singuldren Fléche

Das Lemma von Hadamard [63] sagt aus, daf die tangentiale Ableitung des Sprungs einer
physikalischen Grofle ¥ gleich dem Sprung der tangentialen Ableitung dieser Grofle ist:

8 @ a wa 6 XFa
-[v ] = : - (2.25)
0 (6r) 0Xrq || 0(6r)
Da die Fliche I',, als stetig angesehen wird, ist (2.25) fiir jede Parameterlinie (6p)¢ auf I',,
giiltig und daher auch fir die Tangentenvektoren an I' in der Momentankonfiguration.

Theorem von Maxzwell

Fiir eine singulére Flidche erster Ordnung bezogen auf ¥® verschwindet nach (2.24) der
Sprung [[ (e ﬂ und damit auch die tangentiale Ableitung des Sprunges auf der Fliche.

Mit (2.25) folgt
oY~ 0 Xra
o || 2| 9Xre (2.26)
0 Xra 0 (Or)
Hieraus ist ersichtlich, dafl der Sprung des Gradienten von % senkrecht zu I' gerichtet
sein mufl und daher ein Vielfaches des Normalenvektors nr, ist. Dieser Zusammenhang

wird als Theorem von Mazwell [84] bezeichnet und lautet fiir eine skalare GroBie ¢ bzw.
eine vektorielle Groie ®

|:|: 8¢a :|:| - 6aﬁr‘a mit 6a = |:|: 817[)& :H A

8 Xra 8Xro || Dra-nr.’ (2.27)
o || _ ) [ oy fir,
|:|: 8XFa :|:| B Ba # fra it Ba B |:|: 8XFQ :|:| ﬁFa : ﬁFa .

Kompatibilitdtsbedingung fiir die Zeitableitung

Die materielle Zeitableitung einer Grofie ¢ bzw. 1® 148t sich durch die materielle Zeit-
ableitung nach der Bewegung der singuldren Fliche und der Differenzgeschwindigkeit der
Phase ¢ und der Flache I' ausdriicken:

(), = (V) + grad ¥° - (X, — Xr),

, (2.28)
(¥ = (¥*)r + grad ¥ (xo — xr).
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Unter der Voraussetzung einer singuldren Fliache erster Ordnung bezogen auf ¢ oder 1®
folgt, dafl die Spriinge [[ (e ﬂ und [ P ﬂ und damit auch die materiellen Zeitableitungen

[ (™) ﬂ und [ (¢%); ]| nach der Bewegung der singuléren Fliche verschwinden. Auf
der singuléren Fliche ergibt (2.28) dann

[ () ] = (FI Grad, v°) - (%0 — %r) |,
[ (o), ] =] (FL" Grad, ) (%0 — %) ] -

(2.29)

2.2 Mechanische und thermodynamische
Bilanzgleichungen von Mehrphasenmaterialien

Im folgenden werden die Bilanzgleichungen der TPM, basierend auf den metaphysischen
Prinzipen von Truesdell [103], zusammengestellt. Diebels [22] liefert eine deutsche Uber-
setzung der Prinzipe:

1. Alle Figenschaften der Mischung miissen mathematische Konsequenzen der Figen-
schaften der Konstituierenden sein.

2. Um die Bewegung einer Konstituierenden zu beschreiben, kann man diese gedanklich
vom Rest der Mischung trennen, vorausgesetzt, man beachtet die Finwirkung der
anderen Konstituierenden.

3. Die Bewegung der Mischung wird von denselben Gleichungen beherrscht wie die
Bewegung eines Einphasenmaterials.

Nach diesen Prinzipen werden fiir jede Konstituierende ¢ unter Beriicksichtigung von In-
teraktions- bzw. Produktionsgrofien die Bilanzgleichungen analog zu denen der klassischen
Kontinuumsmechanik eines Einphasenmaterials, vgl. z. B. Ehlers [26, 28 - 30] und Haupt
[65, 66], getrennt aufgestellt. Die Interaktionsgrofen beschreiben dabei die physikalischen
Austauschprozesse zwischen den Konstituierenden des porosen Korpers. Die Summe der
Partialbilanzen aller Konstituierenden ¢ ergibt die entsprechende Bilanzgleichung der
Mischung ¢, welche der Bilanzgleichung eines Finphasenkontinuums entsprechen muf.
Hieraus ergeben sich Zwangsbedingungen fiir die Interaktionsgrofien.

Im Fall eines einphasigen Materials behalten alle Bilanzgleichungen ihre Giiltigkeit, es
treten allerdings keine Produktionsgrofien auf.

Im folgenden werden die mechanischen Bilanzen in Form von Partialbilanzen fiir jede Kon-
stituierende ¢ formuliert. Ausfiihrliche Betrachtungen der Bilanzgleichungen der TPM
finden sich u.a. in de Boer [7, 8|, de Boer und Ehlers [9], Bowen [14, 15], Diebels und
Ehlers [23], Ehlers [24, 28], Ellsiepen [58] und Mahnkopf [83].

Fiir eine einzelne Phase ¢* ergibt sich die allgemeine Form der globalen Bilanzgleichung ei-
ner skalarwertigen mechanischen Grofie ¢ bzw. einer vektorwertigen mechanischen Grofie
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1 unter Beachtung von diskontinuierlichen Feldgrofien zu

d .

d—i/wadv /qba-nda —i—/ao‘dv +/zpadv —/[[qﬁaﬂ.anm
B S B B r

d .

d—i/@b“dv:/q)anda +/a’adv +/1/)adv —/[[(baﬂ nrda.
B S B B T

Die globalen Formen konnen mit Hilfe eines modifizierten Reynoldsschen Transporttheo-
rems, siche Mahnkopf [83], und des Gauf$schen Integralsatzes unter der Voraussetzung von
hinreichender Stetigkeit und stetiger Differenzierbarkeit der zu bilanzierenden Gréfien in
die folgenden Formen iiberfiihrt werden:

(2.30)

/((zpa); + e div{ca_dima—aa—qﬁa) dv :/[[w(:’ca—{cp)— ¢° | -nrda,
T

B

/ <(¢“)’a + 4 div x, — div®* — o — {ba) dv :/ [ " ® (%0 — xr) — ® | nrda.
B r

(2.31)
Da das Volumenintegral nur kontinuierliche Groien enthélt und die Gleichungen fiir blie-
bige Teilvolumina gelten, ergeben sich die auf den materiellen Punkt X* bezogenen lokalen
Formen der kontinuierlichen Bilanzgleichungen:

W) + ¢ div X, = dive® + o +
(2.32)
(@), + 9* div X, = div ®° + o + P°.

In den materiellen Punkten auf der Diskontinuitatsfliche I" ergeben sich dann analog die
folgenden zusétzlichen Aussagen:

[¢* (%o —%r) — ¢” ] -np =0, (2.33)

[¢° ® (Xo —%p) — @ [ np = 0.

In den Gleichungen (2.30) bis (2.33) sind ¥® und ¥® die zu bilanzierenden volumen-
spezifischen skalaren bzw. vektoriellen physikalischen Groflen eines Korpers B, ¢ und
®“ sind die Ausfliisse iiber den Rand S bzw. den inneren Rand T des Korpers infolge
auBerer Nahwirkung, ¢® und o sind die Zufuhren infolge duflerer Fernwirkung und Q/AJO‘
und @Aba sind die Produktionsterme der physikalischen Grofien aufgrund der Interaktion
mit den anderen Konstituierenden. Die materielle Zeitableitung d,/dt(-) = (-)!, wird
mit der Geschwindigkeit der Phase ¢® gebildet, vgl. (2.8). n ist der nach aulen orien-
tierte Oberflichennormaleneinheitsvektor auf S, und nr ist der nach auflen orientierte
Oberflichennormaleneinheitsvektor auf I'.
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vy ¢, @ o, o s
Masse P~ 0 0 P~
Impuls P~ )lca T P~ b® s“
Drehimpuls x X (p® )/ca) x x T x X (p*b®) h”
Energie p*(e* + 1 Xo - Xa) | (T %, —q® | p* (b% X, +19) e
Entropie p*n® —o, oy ne

Tab. 2.1: Partielle Bilanzrelationen fiir die Konstituierenden ¢

Die speziellen mechanischen und thermodynamischen Bilanzgleichungen fiir jede einzelne
Konstituierende ¢p* werden mit den Angaben aus Tab. 2.1 gebildet:

Die Produktionsterme aus Tab. 2.1, Spalte 5 werden als total bezeichnet und lassen sich in
einen direkten Anteil und einen Anteil, der durch die Produktion einer niedrigeren Bilanz
verursacht wird, zerlegen (Ehlers [28]):

/
_ A aye’s
§* = p Xo +DP°,

!/
e = x x (B + /%) + T,
0%+ 7% %) (2.34)

! !/ /
~ ~ ~ ~ 1
ea — €Oé+pa.xa+pa(6a+ 5)(a.)(a),

,”7& — Ca_'_ ﬁa,r]a‘

Zum Beispiel 148t sich fiir die totale Impulsproduktion (2.34); die direkte Impulsproduk-
tion p“ als volumenbezogene, lokale Interaktionskraft zwischen der Phase ¢® und den
iibrigen Phasen interpretieren, wihrend der erste Summand den Anteil der Impulspro-
duktion darstellt, der infolge der Massendichteproduktion p* entsteht.

Aus den Forderungen des ersten und dritten Prinzips der Truesdellschen Prinzipe ergibt
sich, daf} die Bilanzrelationen der gesamten Mischung durch Summation aus den Bilanzen
der einzelnen Konstituierenden hervorgehen. Daraus ergeben sich Zwangsbedingungen in
Form von Summenrelationen, die fiir die totalen Produktionsgréfien wie folgt lauten:

Das heifit, dafi sich alle Wechselwirkungen zwischen den Phasen — mit Ausnahme der
Entropieproduktionen — innerhalb der Mischung aufheben.
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2.3 Beschreibung poréser Medien mit Anwendung
auf Zwei- und Dreiphasenmaterialien

Bei den im folgenden behandelten Mehrphasenmodellen wird grundséitzlich von einem
pordsen Festkorperskelett ¥ mit dem Index a = S fiir Solid und einer oder mehrerer
Fluidphasen ¢? ausgegangen, die sich im Porenraum des Festkorpers befinden. Hier gilt
also fiir die Zusammensetzung einer n-phasigen Mischung

p=¢"+ ) ¢’ mit >l (2.36)

In einem Zweiphasenmaterial (n = 2) befindet sich eine Fluidphase ¢, die mit dem Index
B = F fir Fluid gekennzeichnet wird, im Porenraum des Festkorpers:

o= ¢+ ¢f. (2.37)

Bei einem Dreiphasenmaterial (n = 3) treten zwei Fluidphasen auf, die gleiche oder
unterschiedliche Aggregatzustiande aufweisen konnen. Hier wird ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit der Fall betrachtet, in dem diese Fluide unterschiedliche Aggregatzustinde
aufweisen. Das heifit, die eine Fluidphase ist fliissig und wird mit ¥ (Index 8 = L
fiir Liquid) bezeichnet, wihrend die andere Fluidphase gasformig ist und mit ¢ (Index
B = G fiur Gas) bezeichnet wird. Es gilt also

o = o+ o°. (2.38)

Da die Phasen der genannten Modelle in beliebigen Massen- bzw. Volumenverhéltnissen in
der Gesamtmischung vorliegen konnen, lassen sich die Modelle durch ,, Weglassen“ einzel-
ner Fluidphasen von drei auf zwei Phasen oder auf das Einphasenmodell des Festkorpers
reduzieren.

2.3.1 Festkorper-Fluid-Problem

Zur Beschreibung des vorliegenden, in den Bewegungen gekoppelten Festkorper-Fluid-
Problems wird die Festkorperbewegung in der Lagrangeschen Form mit Hilfe des Ver-
schiebungsvektors ug, vgl. (2.13), dargestellt:

Us = X — XS . (239)

Fiir die Porenfluide wird mit der Sickergeschwindigkeit ws eine modifizierte Eulersche Be-
schreibung gewahlt. Die Sickergeschwindigkeit wird aus der Differenz der Fluidgeschwin-

digkeit )/(B und der Geschwindigkeit )lcs des Festkorpers gebildet:

/ !/

W5 =X — Xg. (2.40)

Die Sickergeschwindigkeit beschreibt damit die Bewegung eines Porenfluids relativ zum
sich deformierenden Festkorperskelett.
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Die GroBen ug und wg sind die Primdrvariablen der hier aufgestellten Mehrphasenmo-
delle.

Mit Hilfe der Sickergeschwindigkeit 148t sich die materielle Zeitableitung einer skala-
ren physikalischen Grofie 1 bzw. vektoriellen physikalischen Grofle 1 bezogen auf die
Bewegung einer Fluidphase ¢? ausdriicken durch die materielle Zeitableitung nach der
Festkorperbewegung:

(¥*)5 = (¥*)s + grad % - wp,

(2.41)
(¥%) = (¥%)s + grad (%) wp.
2.3.2 Siattigungsbedingung
Die Sattigungsbedingung fiir einen fluidgefiillten, pordsen Festkorper lautet
n—1
nf 4+ nf=1. (2.42)
B=1

Hierin ergibt die Summe der Porenfluide den Volumenanteil des Porenraums, die Porositét
n¥. Angewendet auf ein Zwei- bzw. Dreiphasenmodell ergibt diese Aussage

n+nf =1 und n+ nt 4+ n%=1, (2.43)

2.3.3 Einfiihrung von Sittigungsfunktionen

Die Porenfluide ¢” liegen im Porenraum in bestimmten Volumenverhéltnissen zueinander
vor. Zur Beschreibung dieser Verhiltnisse werden die Séttigungsfunktionen s” eingefiihrt,
die als Quotient der Volumenanteile n” und dem Volumenanteil n*” der Gesamtfluidphase
definiert sind:

B

n
==
nF

n—1
mit 7 €0, 1] und Z s7=1. (2.44)
p=1

Der Begriff eines teilgesdttigten pordsen Mediums ist iiber die Séttigung definiert: Ist der
Sittigungsgrad einer Fluidphase 0 < s? < 1, so liegt Teilsittigung beziiglich dieser Phase
vor. Der verbleibende Porenraum ist dann mit einer anderen Fluidphase gefiillt, so dafl
die Séttigungsbedingung (2.42) erfiillt ist.

Die Sattigungsfunktionen des Dreiphasenmodells lauten

st = —, s = — mit st s9=1. (2.45)

In Abb. 2.4 ist schematisch die volumetrische Zusammensetzung eines Zwei- und eines
Dreiphasenmodells dargestellt.
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Porenfluid Porengas n

Porenliquid

n

L

Abb. 2.4: Volumetrische Zusammensetzung eines Zwei- und eines Dreiphasenmodells

Auf die Definition einer modifizierten Séttigungsfunktion, die die auftretenden Residual-
und Maximalsédttigungen einer Konstituierenden im porésen Medium berticksichtigt, wird
hier zunéchst verzichtet. In Kapitel 7 werden die Residual- und Maximalsdttigungen der
Fluidphasen eines Dreiphasenmodells als Konstanten eingefiihrt, um die Sattigungsgrade
dieser Phasen in einem Experiment zu bestimmen.

2.3.4 Partielle Bilanzgleichungen

Im folgenden werden die partiellen Bilanzgleichungen fiir Masse bzw. Volumen und Impuls
einer beliebigen Phase ¢ aufgestellt. Dabei wird ein Massen- bzw. Volumenaustausch mit
anderen Phasen ausgeschlossen. Unter dieser Voraussetzung lautet die Massenbilanz fiir
eine Phase ¢®, vgl. (2.32); und Tab. 2.1, Zeile 2,

(P + p*divx, =0 mit p*=0. (2.46)

Die Reduktion von (2.46) zu einer Volumenbilanz ist im Fall einer materiell inkompressi-
blen Konstituierenden, d.h. p®* = konst., moglich:

(), + n® divx, = 0. (2.47)
Im folgenden wird ein materiell inkompressibler, pordser Festkorper ¢° vorausgesetzt, fiir
den die partielle Volumenbilanz

(nS)s + nS divxg = 0 (2.48)

gilt. Diese lokale Volumenbilanz verbindet im Fall der geometrisch linearen Theorie die ma-
terielle Zeitableitung (ns ) des Festkorpervolumenanteils, den Festkorpervolumenanteil
selbst und die zeitliche Anderung der Volumendehnung?

div xg = (e5)s- 1= (e (2.49)

Volumendehnung ey des Festkorperskeletts fiir den Fall finiter Deformationen:
ey = (dv —dV*®)/dV*® = Jg — 1. Zur Linearisierung siehe (2.19),.
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miteinander.

Die Impulsbilanz von ¢* ist unter Beachtung von (2.46) durch
0% Xy = div T + p* b + p° (2.50)

gegeben, siehe (2.32); und Tab. 2.1, Zeile 3. Im quasi-statischen Fall wird der Beschleu-

nigungsterm vernachléssigt ()léa = 0), d. h. Belastungen werden langsam aufgebracht, Po-
renfluidstromungen sind schleichend.

Auf einer singuldren Fldche gelten mit (2.33) fiir die Massen- bzw. Volumenbilanz und
die Impulsbilanz die folgenden zusétzlichen Aussagen

[p"(%a—xr) ] np=0, [n%Xe—x%r)] np=0 (2.51)

und
/ / /
[ " %0 ® (Xo —xr) — T* [ np = 0. (2.52)

Im Fall einer materiell an eine Phase ¢* gebundenen singulédren Flache I' gilt
/ !/
Xq = X, (253)

und die Massen- bzw. Volumenbilanz wird immer erfiillt. Die Impulsbilanz lautet unter
dieser Voraussetzung
[ T* ] nr=0 (2.54)

und wird als Kontinuitat des Spannungstensors bezeichnet.

2.3.5 Bilanzgleichungen der Mischung

Die Bilanzgleichungen der Mischung ergeben sich, indem die partiellen Bilanzgleichungen
der einzelnen Phasen addiert werden. Dies fithrt gemafl den Truesdellschen Prinzipen
zu einer Wiedergabe der Mischungseigenschaften, da sich diese Eigenschaften aus den
Eigenschaften der einzelnen Konstituierenden ergeben miissen, solange die inneren Wech-
selwirkungen zwischen den Phasen beriicksichtigt werden, vgl. Truesdell [103], S. 221.

Allerdings fallt die Bilanz (2.48) des Festkorpers aus der Summe der partiellen Massen-
bzw. Volumenbilanzen wieder heraus, da die rechte Seite gleich null ist. Daher wird die
partielle Bilanz von ¢ bzw. ¢F oder ¢ als unabhiingige Gleichung betrachtet, die iiber
die materielle Zeitableitung nach der Festkorperbewegung (2.41); und die Séttigungsbe-
dingung (2.43) mit den iibrigen Phasen in Verbindung gebracht wird.

Werden in einem Zweiphasenmodell ein materiell inkompressibler, pordser Festkorper ¢°
und ein materiell kompressibles Fluid ¢! vorausgesetzt, dann ergibt sich durch Anwen-
dung des Divergenztheorems und unter Beachtung von (2.48) die partielle Massenbilanz
der Fluidphase ¢f zu

n (p")s + pt div xs + div (¥ pFEwp) = 0. (2.55)
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Unter der Voraussetzung einer materiell inkompressiblen Fluidphase (p® = konst.), geht
diese Bilanz in eine Volumenbilanz iiber, die auch als Inkompressibilititsbedingung beider
Phasen bezeichnet wird:

div (x5 + nf wg) = 0. (2.56)

Die partielle Massenbilanz einer materiell kompressiblen Fluidphase ¢ eines Dreiphasen-
modells ausgedriickt bezogen auf die Festkorperbewegung von ¢° ergibt analog

n% (p“TYs 4+ p&F (n9)s + n pf div xs + div (n% p“Pwg) = 0, (2.57)
withrend die partielle Volumenbilanz einer materiell inkompressiblen Fluidphase ¢*

(n®)s +nt div xg + div (nfwg)=0 (2.58)
ergibt. Zu beachten ist, dafl die partiellen Bilanzen (2.57) und (2.58) der Fluidphasen des
Dreiphasenmodells in die partiellen Bilanzen (2.55) und (2.56) des Zweiphasenmodells

iibergehen, wenn Liquid- bzw. Gasphase entfallen (n = 0 bzw. n® = 0).

Die Impulsbilanz der Mischung entspricht der Summe der partiellen Impulsbilanzen (2.50)
aller Konstituierenden ¢®. Dabei bildet die Summe der partiellen Spannungstensoren T¢
den Spannungstensor T und die Summe der Partialdichten p* die Mischungsdichte p:

T = z”: T und p= z": p*. (2.59)
a=1

a=1

Die Interaktionskréfte p® miissen sich unter der getroffenen Voraussetzung p® = 0 inner-
halb der Mischung aufheben, vgl. (2.34); und (2.35)s:

i p® = 0. (2.60)

a=1

Die Beschleunigungen der Fluidphasen lassen sich mit (2.41), in Abhéngigkeit der Festkor-
pergeschwindigkeit, der Sickergeschwindigkeit und den materiellen Zeitableitungen dieser
GroBen nach der Festkorperbewegung darstellen:

"

Xp = ()lcs + wps)s + grad ()Ics + Wg) Wg. (2.61)

Wird fiir alle Konstituierenden die gleiche &uflere Beschleunigung b* = b, die i.d. R. die
Erdbeschleunigung ist, vorausgesetzt, so ergibt sich fiir die Impulsbilanz eines Zweipha-
senmodells, formuliert in bezug auf die Festkorperbewegung,

05 Xg + pF [(Xs + W)y + grad (Xg + wp) wp] = div T+ pb. (2.62)

Analog ergibt sich fiir ein Dreiphasenmodell

p° gis + p* [(P/(s +wp)s + grad ()/(S +wr) w] + (2.63)

+ p% [(>,<S + wg)s + grad ()/cs + wg) wg| = div T+ pb.
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Dabei gilt fiir die Interaktionskrafte
p° = —p und p° = -p —p". (2.64)

Unter quasi-statischen Bedingungen ()léa = 0) verschwinden die linken Seiten von (2.62)
und (2.63), und die Impulsbilanz der Mischung vereinfacht sich zu

0= div T+ pb. (2.65)

2.3.6 Bestimmung der Volumenanteile und der Sittigung

Der Volumenanteil n° des Festkorperskeletts wird in Abhéngigkeit vom Anfangsvolu-
menanteil nyy des Festkorpers in der Referenzkonfiguration und der Inverse der Jacobi-
Determinante aus der Integration der Volumenbilanz (2.48) des Festkorpers erhalten:
S S 7-1 nos
n” = nggJg = ———. 2.66
o (2:66)

Bei Anwendung der geometrisch linearen Theorie ergibt sich n° unter Verwendung von
(2.19)5 in Abhiingigkeit von n3g und der Divergenz der Festkérperverschiebung bzw. der
linearisierten Volumendehnung des Festkorperskeletts:

n® = nis (1 —div ug) = nis (1 —ey). (2.67)

Fiir die Implementierung des Dreiphasenmodells ist zu beachten, dafl sich die Volumen-
anteile n” und n% und die Sittigungsfunktion s des Porengases in Abhingigkeit des
Volumenanteils n° des Festkérpers und der Sittigungsfunktion s* des Porenliquids ange-
ben lassen, vgl. (2.43) und (2.45):

nt = (1 - n%) st n® = (1-n%(1- s, s9=1-sb. (2.68)

Die Sittigungsfunktion s” des Liquids wird durch ein geeignetes Konstitutivgesetz be-
stimmt. Die Diskussion geeigneter Gesetze ist Gegenstand von Abschnitt 3.4.






3

Fluidmechanische Kopplung bei
Mehrphasenmaterialien

Zur Beschreibung gesittigter und teilgesittigter Boden wird in diesem Kapitel die fluid-
mechanische Kopplung bei Mehrphasenmaterialien behandelt.

Die Kopplung umfafit zum einen die Wirkung des effektiven Porendrucks von fluiden
Phasen auf das Festkorperskelett eines porésen Mediums, zum anderen die Abhéngigkeit
der Permeabilitdt des Mediums von der Deformation des Porenraums aufgrund duflerer
Belastung. Fiir teilgeséttigte Medien kommen noch kapillare Effekte hinzu, die phdnome-
nologisch durch eine Kapillardruck-Séattigungs-Beziehung beschrieben werden. Aus dieser
Beziehung werden die Séttigungen der beteiligten fluiden Phasen im Porenraum bestimmt.

Zur vollstdndigen Beschreibung der in Abschnitt 2.3 aufgestellten Modelle in Abhéangigkeit
der Primérvariablen Festkorperverschiebung ug und Sickergeschwindigkeit wg sind kon-
stitutive Annahmen fiir die Impulsproduktion, den partiellen Spannungstensor, die Mas-
sendichte- und die Sdttigungsfunktion fiir jede einzelne Phase erforderlich. Das Problem,
die Modellbildung zu vervollstandigen und damit abzuschlieSen, wird ,,Closure Problem*
genannt und im folgenden durch die Bereitstellung der genannten Konstitutivgleichungen
gelost.

3.1 Konzept der Extraanteile

Die Auswertung der Entropiebilanz ((2.32); und Tab. 2.1, Zeile 6) liefert, daf sich die Kon-
stitutivgleichungen fiir die partiellen Spannungstensoren und die Impulsproduktionen aus
zwei Termen zusammensetzen: Der erste Term wird durch den effektiven Porenfluiddruck
p’f der Fluidphase ¢ beherrscht, wihrend der zweite Term aus einem Extraanteil (Index

FE) besteht.

3.1.1 Konstitutivgleichungen fiir Mehrphasenmaterialien

Fiir die Impulsproduktion eines Fluids ¢ ergibt sich nach Ehlers [24, 26]
(n)? 47

kﬁ Wﬁ . (31)

f)ﬂ = p’BR grad n® + f)% mit f)% = —

Der Extraanteil der Impulsproduktion ist eine lineare Funktion der Sickergeschwindigkeit
wg des betrachteten Porenfluids. Im Vorfaktor treten der Volumenanteil der Fluidphase
nP, die effektive Fluidwichte v#% = p°F |b| und ein Permeabilititskoeffizient &7 auf.

21
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Der Spannungszustand eines Porenfluids wird bestimmt durch
TP = - PRI+ T ~ —nP p°F1. (3.2)

Hier wird der Extraanteil T% des partiellen Spannungstensors fiir das Fluid, der auch
als Fluidreibungsspannung bezeichnet wird, vernachléssigt. Eine Dimensionsanalyse in
Ehlers et al. [49] zeigt die Vernachléssigbarkeit dieser Spannung bei der Behandlung von
bodenmechanischen Problemen im Rahmen einer makroskopischen Theorie.

Der Spannungszustand des Festkorperskeletts wird angegeben durch
TS = —npI+T5. (3.3)

Dabei ist p der Gesamtfluiddruck auf das Festkorperskelett. Dieser Druck wird mit Hilfe
des Partialdruckgesetzes von Dalton bestimmt:

p=> (s"p"). (34)

B

Der Extraanteil T% des Festkorpers wird als effektive Spannung aufgefafit (de Boer und
Ehlers [10]). Hier geht die Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Festkorpers ein, die einer
noch zu bestimmenden GesetzméBigkeit folgen soll.

Die Summe der partiellen Spannungstensoren fiithrt im quasi-statischen Fall zum totalen
Spannungstensor. Dies entspricht dem bekannten Prinzip der effektiven Spannungen (vgl.
Bishop [6] und Skempton [96]):

T=) T"= —pl+Tj. (3.5)

3.1.2 Konstitutivgleichungen fiir
Zwei- und Dreiphasenmaterialien

Im folgenden werden die Konstitutivgleichungen fiir ein Zwei- und ein Dreiphasenmodell
zusammengestellt.

In einem Zweiphasenmodell liegt nur eine unabhingige Fluidphase " vor, deren Bewe-
gungsfunktion vom effektiven Porenfluiddruck

pr=p (3.6)
bestimmt wird. Damit folgt nach (3.1) fiir die Interaktionskraft zwischen Festkorperskelett
und Fluidphase:

p’ = pgradn® + pL mit pE = — Wp. (3.7)
Die Partialspannungstensoren des Zweiphasenmodells sind (3.3) fiir das Festkorperskelett

und
TF = —nf pl (3.8)
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mit (3.2) fiir das Porenfluid. Mit diesen Aussagen 148t sich der totale Spannungstensor
(3.5) bilden.

Im Fall zweier Fluidphasen ¢ und ¢¢ mit unterschiedlichen Bewegungsfunktionen sind
unterschiedliche effektive Porenfluiddriicke p“® und p“# fiir diese Phasen zu beriicksich-
tigen (vgl. Bishop [6], Schrefler et al. [94] und Bolzon et al. [12]). Die Interaktionskréfte
zwischen Festkorperskelett und der jeweiligen Fluidphase werden auch hier nach (3.1)
gebildet:

. . . (TLL)2 7LR
p" = p" gradn® + p;  mit  pp= Vs
( G)2 GR (39)
~ . . ~ n
p¢ = pf gradn® + p§  mit  pG= —Tg wG -

Die Interaktionskrifte zwischen den Porenfluiden werden dabei durch die séttigungs-
abhingigen Permeabilititskoeffizienten kX und k¢ erfaBt, vgl. Abschnitt 3.3.2.

Die partiellen Spannungstensoren der Fluide lauten
TL = —nlptlI und TC = —nCpCh1, (3.10)

wihrend sich der partielle Spannungstensor T* des Festkdrperanteils nach (3.3) bildet.
Der auf das Festkorperskelett wirkende Gesamtdruck lautet, vgl. (3.4),

p= st p" 4 Tpht. (3.11)

Auch hier ergibt sich der totale Spannungstensor T wie in (3.5).

3.2 Materielle Kompressibilitdt der Porenfluide

Die materiellen (realistischen) Dichten p?® der im Mehrphasenmodell betrachteten Fluid-
phasen hiingen vom effektiven hydrostatischen Porenfluiddruck p®% ab, der sich aus einem
Umgebungs- bzw. Anfangsdruck p, und dem Porenfluidiiberdruck Ap®# zusammensetzt:

P =po+ AP mit p™>0. (3.12)

Damit ist p?® als absoluter Druck definiert, der den Fall des Vakuums (p°® = 0), d.h.
das Nichtvorhandensein der Phase, mit einschlief3t.

Fiir den Fall einer einzigen Fluidphase o und fiir den Fall, daf zwischen den Phasen
und ¢% keine Druckdifferenz besteht, gilt

p:=po+ Ap, (3.13)

wobei p den absoluten effektiven Porenfluiddruck bezeichnet.
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3.2.1 Materielle Kompressibilitit des Porenwassers
und der Porenluft

Das Porenwasser des hier vorgestellten Modells wird unter der Voraussetzung isother-
mer Bedingungen (Temperatur © = konst. fiir alle Phasen) als materiell inkompressibel
angenommen, d. h. die realistische Dichte p*# ist konstant:

pf = konst. vV ptft. (3.14)

Der effektive Liquiddruck p® kann unter der Voraussetzung der materiellen Inkompres-
sibilitdt dieser Phase in das Dissipationsprinzip als ein Lagrangescher Multiplikator ein-
gefithrt werden und ergibt sich dann aus den beschreibenden Randbedingungen eines
betrachteten Problems (Ehlers [25, 26]).

Die materielle Dichte p“® der Porenluft wird niherungsweise aus dem idealen Gasgesetz
(Gesetz von Boyle- Mariotte)

_ po+ ApH

GRAGR -
P~ (ApTT) 0

mit O = konst. (3.15)
in Abhéngigkeit des Porengasiiberdrucks ApCT bestimmt. In dieser Zustandsgleichung
bezeichnet R die spezifische Gaskonstante und O die absolute Kelvinsche Temperatur
der Phase ¢. Da nur isotherme Prozesse betrachtet werden, geht der Gradient 1 /(RO)
des idealen Gasgesetzes als Konstante in die nachfolgenden Uberlegungen ein.

In Tab. 3.1 sind die beschreibenden Parameter fiir Porenwasser und Porenluft fiir festge-
legte Anfangsbedingungen zusammengestellt.

Parameter Symbol | Wert Einheit
Dichte des Porenwassers ph 1000 kg /m?3
Dichte der Porenluft PS5 1,25 kg/m?
Umgebungsdruck Po 1-10° N/m?
Spezifische Gaskonstante fiir Luft | R® 287 J/(kgK)
Temperatur der Mischung G} 278 (5°C) | K

Tab. 3.1: Parameter der Fluidphasen unter gewéhlten Anfangsbedingungen

3.2.2 Materielle Kompressibilitit einer Mischphase

Ein einzelnes Porenfluid ¢ wird als Mischphase bestehend aus materiell inkompressi-
blem Wasser mit dispergierten, komprimierbaren Luftblasen modelliert, wobei eine Ent-
mischung der Konstituierenden ausgeschlossen wird. Aus der materiellen Inkompressibi-
litdt des Wassers folgt, dafl bei vollstindiger Kompression des Luftanteils keine weitere
Volumendehnung der Mischphase mehr moglich ist, d. h. die Mischphase erreicht im Kom-
pressionspunkt die maximale Dichte pZf

max"*
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Im folgenden wird prinzipiell ein Dreiphasenmodell behandelt, dessen Fluidphasen ¢* und
0% in der Mischphase ¢f vorliegen. Die materielle Dichtefunktion pf'# der Mischphase in
Abhiingigkeit vom absoluten Porendruck p = pf® wird im Rahmen der TPM angegeben.

Die partielle Dichte pf = n!" pt"ft der Mischphase ergibt sich aus der Summe der mit den
entsprechenden Volumenanteilen gewichteten materiellen Dichten der in der Mischphase
enthaltenen Fluide zu

nF ,OFR _ TLL pLR + TLG pGR‘ (316)

Die materielle Dichte pf* der Fliissigkeit ist hierbei aufgrund der Annahme materieller In-
kompressibilitit konstant, wihrend die materielle Dichte p&% des materiell kompressiblen
Fluids aus dem idealen Gasgesetz (3.15) bestimmt wird.

Eine Entmischung der Phase ¢! wird ausgeschlossen, d.h. die Konstituierenden o’ und
0% folgen derselben Bewegungsfunktion und besitzen demnach dieselbe Geschwindigkeit:

X1 =X = Xp . (3.17)

Unter der Voraussetzung, daf§ Massenaustauschprozesse zwischen den an der Mischphase
beteiligten Fluiden ausgeschlossen sind, 18t sich der gesuchte Zusammenhang zwischen
der materiellen Dichte p® der Mischphase und dem Porendruck p angeben (Ehlers et al.
[49], Ehlers und Blome [34]):

F
LR 1+ Cyg

FR( .
P s

p i (p)=p (3.18)

Darin ist Cfy eine Integrationskonstante, die direkt aus den Volumenanteilen und materi-
ellen Dichten der beiden Fluide, z. B. zum Zeitpunkt ¢ = ¢, bei konstantem Umgebungs-
druck pg, bestimmt werden kann:

oF _ nk pLR _ ”OLS pLR 3.19)
05 n® PGR t=to n(c);s POG R

Cls ist daher kein neuer Materialparameter, der aus Versuchen bestimmt werden muf3,
sondern vielmehr ein Strukturparameter, der die Zusammensetzung der Mischphase und
somit ihre Eigenschaften bestimmt.

Gegeniiber einem rein konstitutiven Ansatz fiir die Dichtefunktion einer Mischphase mit
Kompressionspunkt, hat die Herleitung iiber die TPM den Vorteil, daf§ keine zusétzli-
chen Materialparameter bestimmt werden miissen. Als Konsequenz aus dieser Herleitung
geniigt der vorliegende Ansatz automatisch den Grenzzusténden eines materiell kom-
pressiblen Fluids (n = 0 ~ Cf; = 0) bzw. eines materiell inkompressiblen Fluids
(n® = 0~ Cly — o0) und den Grenzzustéinden des Drucks fiir p — 0 bzw. p — oo:
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lim pf'? = pGF bzw. lim pf'ft = plt
Cg‘s—>0 C’&‘g—wo
3.20)
1+ Cf (
lim pf® =0 bzw. lim pf'ft = pfR . — - 05 LR
lim p . lim p Pt =~ P

Hierin ist pf2 die maximale Dichte der Mischphase, die sich fiir unendlichen Druck aus
(3.18) bestimmt, da der Quotient p™f/p%% fiir p — oo verschwindet. Im Grenzfall einer
materiell inkompressiblen Mischphase (n% = 0) degeneriert der effektive Porendruck p zu
einem Lagrange-Multiplikator, vegl. Abschnitt 3.2.1.

In Abb. 3.1 ist die Beziehung zwischen Porendruck p und effektiver Dichte p® der Misch-
phase fiir die hier eingefiithrte Druck-Dichte-Funktion dargestellt. Es wurden drei Fluide
mit unterschiedlichen Mischungsverhéltnissen (vgl. Tab. 3.2) untersucht. Tab. 3.1 gibt
die verwendeten physikalischen Konstanten fiir die Druck-Dichte-Funktion (3.18) an. Die
Funktion bildet das Verhalten der Mischphase einschlieSlich des Kompressionspunktes bei

pER in geeigneter Weise ab.
— 2,0 T T — L T
§ — ngs/ngs = 19 ' .
Loo 1, 5 i néS/nOGS = 3 7
N - nig/ngs =1
Q‘ .
< 1L0F----------- . - -
=
A
g 05f .
=
2
a st e
= 0 PRINTIIIA L | I I
0 200 400 600 800 1000

Fluiddichte pf® [kg/m? ]

Abb. 3.1: Druck-Dichte-Funktionen fiir verschiedene Porenfluide

ngs/nGs [ | nis [-1 | n6s [-1] Cos [-] | po ™ [kg/m?®] | phi [kg/m? ]
19 0,95 | 0,05 | 15200 950, 06 1000, 07
3 0,75 | 0,25 | 2400 750, 31 1000, 42
1 0,50 | 0,50 800 500, 63 1001, 25

Tab. 3.2: Spezifikation unterschiedlicher Porenfluide

Das hier vorgestellte Modell erlaubt eine frei wihlbare Zusammensetzung der Mischphase
im Ausgangszustand bei einem eben_f.alls frei wihlbarem Umgebungsdruck pg. Anderun-
gen des Porendrucks bewirken eine Anderung des Verhéltnisses der Volumenanteile der
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Phasen ¢ und ¢ in der Mischphase, d.h. die Sittigungsfunktionen sind vom Porendruck
abhéangig. Diese Druck-Sattigungs-Beziehungen in der Mischphase lassen sich explizit an-
geben:

C({s pt G ptt
L
s7(p) = und s7(p) = .
() TR IR (p) T O )R
Darin ist p“% = p“E(p). Die Summe der Sittigungsfunktionen ergibt fiir einen beliebigen

Porendruck p definitionsgeméf eins (vgl. (2.45), Abb. 3.2).

(3.21)

1,0 - o
VA
=
a
=
~
Val
2 0,5F |
=
= 'y Porenwasser
o0
; — Porenluft
)
Heo]
N

0

absoluter Druck p
Abb. 3.2: Druck-Sattigungs-Beziehung in der Mischphase

Die materielle Kompressibilitét " eines Fluids ¢? wird durch das Maf der Volumenénde-
rung dv” oder der Anderungen der effektiven Fluiddichte dp®® bei Anderung des absoluten

Porendrucks p bestimmt:
L dv® 1 dp”

P dp pPR dp
Fiir die Druck-Dichte-Funktion des Porenfluids fiihrt dies zur materiellen Kompressibi-
litats-Druck-Relation der Mischphase ¢,

k" (p) =

kP =

(3.22)

1
(Cos P /" +1)p”

wobei die Konstante Cfy wiederum die Zusammensetzung des Fluids im Ausgangszustand
bestimmt.

In den Grenzwerten fiir Cf wird die materielle Kompressibilitit eines idealen Gases oder
eines materiell inkompressiblen Fluids beschrieben:

(3.23)

1
lim &7 =r% = - und lim " =k"=0. (3.24)
Cct—o0 p CE—o0

Wird das Verhiltnis der Partialdichten der Phasen ¢* und ¢ durch C'¥ in Abhingigkeit
der Sittigung s des Liquids formuliert,
L LR sL pEF

F_pF(Ly_" P
Ch=0"(s )_nGpGR_(l_SL)pGR’

(3.25)
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a8t sich damit die Séattigungs-Kompressibilitits-Relation
sty =1-ktp (3.26)

der Mischphase bei konstantem Druck p angeben. Dies ermoglicht den Vergleich des vor-
gestellten Modells mit einem Modell von Fredlund und Rahardjo [60].

Die Abbildungen 3.3 und 3.4 zeigen die Sattigungs-Kompressibilitdts-Relation der bei-
den Modelle fiir Vielfache des atmosphérischen Luftdrucks py, wobei sich eine sehr gute
Ubereinstimmung feststellen 1a8t.

Compressibility of water
Cw= 4.58 x 1077 (1/kPa)

0 -l.-,:: = 100
I Compressiblity neglecting
. solubility of air
® 5 | \—— 95
@ Compressibility including _
— [ the solubility of air in )
;Z water P
T 10 90 o
3 ‘ ! i
@ ©
g T E;
5 Volumetric coefficient & a
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3.3 Filtergesetz nach Darcy

Zur Beschreibung der Stromung eines beliebigen Porenfluids ¢? im porésen Festkorper-
skelett wird das Darcysche Filtergesetz [21] verwendet:

1
nPwy =k i mit i=— R (grad p — p*b) . (3.27)

Dieses Gesetz ergibt sich durch Einsetzen der Konstitutivgleichung fiir die Impulsproduk-
tion p? in die Impulshilanz der Phase ”. Hierbei ist n” wj die Filtergeschwindigkeit eines
Fluids durch ein poréses Medium und der Ausdruck i = —1/9%F (grad p®f — p°Fb) der
dimensionslose hydraulische Gradient, von dem das Gesetz linear abhéingt.

kg (Dimension L/T) ist der Darcysche Permeabilitéitskoeffizient, der urspriinglich nur fiir
wassergesittigte Boden eingefiihrt wurde, d.h. die Fluidphase besteht ausschliellich aus
Wasser (pf" = o, s = 1). AuBerdem wurden von Darcy die Einfliisse einer Deformation
oder Schichtung des Bodens auf die Permeabilitét nicht beriicksichtigt. Daher ist es erfor-
derlich, das Darcy-Gesetz sowohl fiir andere Fluide als auch fiir ungeséttigte Bedingungen
und fiir Bodendeformationen zu adaptieren (Richwien et al. [91]). Dies wird hier iiber eine
Anpassung des Permeabilitatskoeffizienten kg erreicht.

3.3.1 Permeabilitidt des Festkorperskeletts fiir verschiedene
Porenfluide

Der Permeabilitatskoeffizient 148t sich in Abhéngigkeit des intrinsischen bzw. geometri-
schen Permeabilitiitsparameters Kjg (Dimension L?) des Festkorperskeletts, der Schervis-
kositéit 7% (Dimension FT/L?) und der Wichte v#% (Dimension F/L?) des Porenfluids
darstellen (Bear [3], Terzaghi und Jelinek [102]):

BR BR
=LK e Kgs= "Lk (3.28)
H Y
Im Sinne einer makroskopischen Betrachtungsweise folgt aus (3.28), dafi der Permeabi-
litatskoeffizient sowohl Informationen iiber die Geometrie des Porenraums als auch iiber
die Viskositéit des Porenfluids beinhaltet, die in Abhéngigkeit von Festkorperskelett und

Porenfluid getrennt voneinander beschrieben werden kénnen.

Der Permeabilitatskoeffizient k:g fiir ein vollstindig mit der Fluidphase ? gesittigtes
poroses Material wird i.d. R. aus einem Durchléssigkeitsversuch (DIN 18130, Teil 1) be-
stimmt und kann Tabellenwerken (z. B. Smoltczyk (Hrsg.) [97]) entnommen werden. Liegt
ein bestimmter Permeabilitdtskoeffizient vor, so 148t sich iiber den Zusammenhang (3.28),
die intrinsische Permeabilitit des Festkorperskeletts berechnen. Wiederum mit Hilfe von
(3.28); lassen sich dann Permeabilitétskoeffizienten fiir beliebige Fluide bestimmen. Vor-
aussetzung hierfiir ist die Kenntnis von Wichte und Scherviskositit dieser Fluide.

Beispielhaft wurde fiir die Fluide Wasser, Luft und Ol aufgrund bekannter effektiver
Fluidwichten v*® und Scherviskosititen pf® makroskopische Permeabilititskonstanten
kE bestimmt (Tab. 3.3). Dabei wurde eine intrinsische Permeabilitiit Ky = 2 - 107 m?
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vorausgesetzt. Die Werte aus Tab. 3.3, Zeilen 2 und 3, gelten fiir Normalbedingungen
(20°C) und kénnen z. B. Beitz und Kiittner (Hrsg.) [4] entnommen werden.

Parameter Symbol Wert Einheit
Effektive Fluidwichten F B, Wasser 10000 | N/m?
~F R, Luft 12 | N/m?
AF ROl 9000 | N/m?
Scherviskositéten pts Wasser 1000-107% | Ns/m?
pto bt 18-107% | Ns/m?
pF ol 10000 - 1070 | N's/m?
Permeabilititskonstanten | kg " 55" 20,0-107° | m/s
b bt 1,3-107° | m/s
k5O 1,8-107° | m/s

Tab. 3.3: KenngroBen fiir verschiedene Fluide (K55 = 2 - 107" m?)

3.3.2 Relative Permeabilitit

In Durchlassigkeitsversuchen wird beobachtet, dafi die Stromungsgeschwindigkeit eines
Fluids in einem pordsen Medium bei konstantem Druckgradienten von der Porengeo-
metrie, d.h. der aktuellen Festkorperdeformation, und dem Séattigungsgrad des Fluids
abhingt. Um die Mobilitit einer Fluidphase ¢” im Porenraum der aktuellen Konfigura-
tion makroskopisch zu beschreiben, wird der Permeabilitatskoeffizient mit einem Faktor
k2, der relativen Permeabilitit, gewichtet (Bear [3]):

= rkPEF mit kP e]o0,1]. (3.29)

Hierin ist &7 der Permeabilititskoeffizient fiir den Festkorper in der aktuellen Konfigura-
tion bei vollstandiger Fluidséttigung. Der Koeffizient wurde von Eipper [56] durch

1— S
1 — ( < >”k§ (3.30)

beschrieben, wobei die Deformationsabhéingigkeit des Permeabilitéitskoeffizienten durch
den positiven Parameter m gesteuert wird. Fiir 7 = 0 16st sich diese Abhéngigkeit auf und
das betrachtete Material behélt den Darcy-Koeffizienten ko’g der Referenzkonfiguration bei.
Zusatzlich kann eine durch die Festkorperdeformation induzierte anisotrope Permeabilitét
beriicksichtigt werden (s. Eipper [56]).

Zur Beriicksichtigung der Séttigung mit der jeweiligen Fluidphase werden fiir die relativen
Permeabilititen x und k¢ einer Liquid- und einer Gasphase die folgenden Ausdriicke
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verwendet:

KL (st nS) = (sb)e [1 — (1 - (SL)I/h>h]2’ (3.31)

KG(SG’ nS) — (SG)7 [1 . (1 o SG)l/h]Qh.

Die Beschreibung der relativen Permeabilitdt in Abhéngigkeit von der Séttigung mit der
jeweiligen Fluiphase in Form von (3.31) wurde von van Genuchten [61] vorgeschlagen. Die
verwendeten Parameter € und v werden zu € = 1/2 und v = 1/3 gewihlt (van Genuchten
[61], Helmig [67]). In Abb. 3.5 ist der Zusammenhang zwischen relativer Permeabilitét
und Séttigung beider Fluidphasen fiir h = 0,81 (vgl. Tab. 7.3, Zeile 4, Spalte 3) in einem
Festkorperskelett mit unveranderlichem Porenraum illustriert.
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Abb. 3.5: Relative Permeabilitats-Sattigungs-Beziehungen im starren Festkorperskelett

Die Formulierung der Abhingigkeit der Permeabilitit von der Fluidsittigung s” wird
durch Experimente von Childs und Collis-Georg [20] gestiitzt (Abb. 3.6). Der Durchléassig-
keitskoeffizient kZ wurde hier experimentell fiir zwei verschiedene Sandbéden bei unter-
schiedlichem Wassergehalt bestimmt. Ergebnis ist eine Abnahme der Permeabilitdt bei
reduziertem Wassergehalt. Fiir den Fall der Vollsattigung weisen die Boden Durchléssig-
keitskoeffizienten von 0,8 und 1,5 m/s auf. Mit abnehmender Wasserséttigung verringert
sich die Durchléssigkeit, bis sie bei Verschwinden der Wasserphase null ist. Dieses Phéno-
men konnte durch den Wichtungsfaktor % aus (3.31); mit A = 0,81 in geeigneter Weise
abgebildet werden (vgl. Abb. 3.7).
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Abb. 3.6: Experimentelle Ermittlung der Durchléssigkeit (Childs und Collis-George [20])
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Abb. 3.7: Relative Permeabilitéits-Séattigungs-Beziehung: angepafiter Darcy-Koeffizient

3.4 Kapillaritit

In diesem Abschnitt wird die Liquidséttigung s und damit auch die Gasséttigung s¢ im
Porenraum eines teilgesittigten, porosen Mediums bestimmt. Hierzu wird der Effekt der
Kapillaritat, d.h. die Wechselwirkung der Fluide mit dem Festkorperskelett, modelliert
(vgl. Ricken [92]). In Kapitel 7 findet sich eine Auswertung experimenteller Ergebnisse zur
Kapillaritat, so dafl mit dieser Arbeit eine realitédtsnahe Beschreibung der teilgesittigten
Zone von Sandboden vorliegt.

3.4.1 Phanomenologische Beschreibung

Als Kapillaritdt wird das Aufsteigen einer Fliissigkeit in engen Spalten oder Roéhren in-
folge ihrer Oberflichenspannung verstanden. Ursache hierfiir ist das Kréftegleichgewicht
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zwischen Adhésion und Kohésion der beteiligten Phasen. Die Adhésion wird von den Mo-
lekiilen der Festkorperphase ausgeiibt, sie bewirkt eine Anziehungskraft auf die Molekiile
der fluiden Phase. Die Fluidmolekiile werden von der im Fluid wirkenden Kohésionskraft
zuriickgehalten. Ist die Kohésion grofler als die Adhésion, liegen keine Kapillaritatseffekte
vor und das Fluid wird als nichtbenetzend bezeichnet. Wenn die Adhésion stirker ist
als die Kohésion, wird das Fluid von der Festkorperphase angezogen und haftet an ihr.
In diesem Fall hat das Fluid eine benetzende Eigenschaft. Als Kapillardruck wird die
Druckdifferenz an der Grenzfliche zwischen einem benetzenden Fluid und einem nichtbe-
netzenden Fluid verstanden. Bei dem hier betrachteten Dreiphasenmodell ist die Gasphase
das nichtbenetzende und die Liquidphase das benetzende Fluid.

Wird eine Kapillarrohre in eine Fliissigkeit getaucht, so stellt sich der Fliissigkeitsstand
in der Rohre so ein, dafl sich Kapillardruck und Gewichtskraft der Fliissigkeitssédule im
Gleichgewicht befinden. Steigt der Kapillardruck an, wird die benetzende Phase immer
stiarker von der nichtbenetzenden Phase verdringt. Daraus ergibt sich ein charakteristi-
scher Zusammenhang zwischen Kapillardruck und Sattigung. Dieser Zusammenhang wird
auch durch die Phaseneigenschaften (Oberflichenspannung, benetzbare Oberfliche, Mas-
sendichte) und die innere Geometrie des porésen Mediums (Poren-, KorngroBenverteilung)
bestimmt.

Die Kapillardruck-Séttigungs-Beziehung weist einen hysteretischen Verlauf auf (Abb. 3.8).
Dies ist in der Hauptursache auf eine eine unregelméflige Porengeometrie zuriickzufiithren
(Busch et al. [18], Childs [19], Jaynes [69], Montenegro-Ferrigno [86]).
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Abb. 3.8: Hysterese der Kapillardruck-Séttigungs-Beziehung (schematisch)

Die unregelmaflige Porengeometrie fithrt zum ,, Ink-bottle“-Effekt (Miller und Miller [85]),
der mit Hilfe des Jamin-Rohres beschrieben wird. Beim Jamin-Rohr handelt es sich um
ein Kapillarrohr mit unterschiedlichen Durchmessern (Abb. 3.9).

Bei steigendem Fiissigkeitsstand im Rohr verzogern die breiten Abschnitte im Rohr ein
Ansteigen der Fliissigkeit. Es kann beobachtet werden, wie die Fliissigkeit an einer schma-
len Stelle ,,verweilt“ und dann ,ruckartig® den breiten Bereich fiillt. Beim Entleeren des
Rohres verweilt die Fliissigkeit ebenfalls im schmalen Bereich, um dann ruckartig den
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Abb. 3.9: Kapillare Steigh6hen eines benetzenden Fluids im Jamin-Rohr (Taylor [101])

breiten Bereich zu leeren. Die kapillare Steighohe bei der Drainage des Rohres ist daher
goBer als bei der Befeuchtung. Das Verhéltnis der Steighthen von Drainage- und Befeuch-
tungskapillaritdt hingt von den GroBlenverhéltnissen der Durchmesser im Jamin-Rohr ab.
Im pordsen Medium verhilt sich die Kapillaritdt &hnlich. Ausschlaggebend sind hier die
Groflenverhiltnisse zwischen maximalen Porendurchmessern und Porenengstellen.

3.4.2 Kapillardruck-Sittigungs-Beziehung

Im folgenden bleiben die mikroskopischen Mechanismen zwischen den Phasen unberiick-
sichtigt, statt dessen wird eine makroskopische Betrachtungsweise zur phinomenologi-
schen Beschreibung der physikalischen Effekte teilgeséttigter, pordser Festkorper heran-
gezogen: Die Sattigungsfunktion s des Porenliquids wird konstitutiv in Abhingigkeit
vom Differenzdruck p® der effektiven Fluiddriicke p*® und p%%, der als Kapillardruck
oder Saugspannung bezeichnet wird, bestimmt (siehe z.B. Brooks und Corey [16], van
Genuchten [61], Parker und Lenhard [88]):

) mit  p% = pF — ptt > 0. (3.32)

Dieser Zusammenhang wird als Kapillardruck-Séttigungs-Beziehung (p®-s-Beziehung,
kurz: p-s-Beziehung) eingefiihrt.

Im folgenden werden verschiedene, nichthysteretische Funktionen zur Abbildung der Ka-
pillardruck-Sattigungs-Beziehung diskutiert.

3.4.3 Diskussion moglicher Funktionen

Um die in Versuchen gefundenen Zusammenhénge von Séttigung und Kapillardruck in ein
Stoffmodell zu implementieren, miissen diese MefSwerte durch eine stetige Funktion ap-
proximiert werden. Eine Ubersicht der in der Literatur vorgeschlagenen Funktionen gibt
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Vogler [104], Seite 37. In Tab. 3.4 sind die im in dieser Arbeit entwickelten Stoffmodell
implementierten Funktionen aufgefiihrt: eine einparametrige Exponentialfunktion und ei-
ne zwei- bzw. dreiparametrige Funktion, die von van Genuchten [61] verwendet wurde.
Alle verwendeten Parameter miissen grofler null sein.

Funktion Parameter
Exponentialfunktion || s = e=*#9)? k[(N/m?)72]
van Genuchten [61] || s* = [1 4 (ap®)"] ~0=Y/" | a [(N/m?)7'], n [-]

st =[1+(ap)"] " a [(N/m*)7' ], n[-], h[]

Tab. 3.4: Funktionen zur Beschreibung der Kapillardruck-Sattigungs-Beziehung

Die Anzahl der Parameter in der Funktion nach van Genuchten kann durch die Annahme

1
h=1- — mit 0<h<l1 (3.33)
n

von drei (a, n, h) auf zwei (o, n) Parameter reduziert werden.

Die Funktionen aus Tab. 3.4 stellen den gewiinschten, nichtlinearen Zusammenhang zwi-
schen Kapillardruck p© und Sittigung s her. Der Definitions- bzw. Wertebereich der
Funktionen liegt bei

p° €0, 00) und  sh € (0,1], (3.34)
d. h. die Funktionen haben die Eigenschaft
st =0)=1 und lim s (p¥) = 0 (3.35)
pC—o0

und erfiillen damit in den Grenzwerten unabhéngig von den gewéhlten Parametern die
geforderten Randbedingungen. Dies fithrt auf eine simple, unrestringierte Parameterbe-
stimmung, vgl. Kapitel 7.

Da die Funktionen in den genannten Intervallen stetig sind, lassen sie sich invertieren. Dies
ist fiir die numerische Umsetzung des Mehrphasenmodells (Abschnitt 6.2) von Bedeutung:

sb = o k) = p° = /—(nsk)/k,

[(SL)71/(171/n) _ 1] 1/n (3.36)

Rl— o+

[(SL)—l/h . 1]1/n_

3.4.4 Bestimmung des minimal erreichbaren Fluiddrucks

Der minimal erreichbare, negative Fluiddruck, der auf das Festkorperskelett eines porésen
Materials einwirkt und dort eine sogenannte Scheinkohésion verursacht, wird im folgenden
fiir das Dreiphasenmodell bestimmt.
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Es wird vereinfachend von der Kapillardruck-Sattigungs-Beziehung aus Tab. 3.4, Zeile 2
ausgegangen (Ehlers und Blome [38]). Fiir diese Funktion wird ein Parameter k gew&hlt,
der ein porodses Material beschreibt, das eine kapillare Steighohe von ca. zehn Metern

aufweist, vgl. Abb. 3.10.

1
0,8 -
0,6
0,4 -
0,2 -
0

Sittigung s& [~ ]

20 15 10 5 0

Kapillardruck p© > 0 [10® N/m?]
Abb. 3.10: p-s"-Beziehung aus Tab. 3.4, Zeile 2 fiir k =4 - 1078 (N/m?)~2

Der maximale Einflul des Kapillardrucks auf den porosen Festkorper wird fiir ein Mini-
mum des Gesamtfluiddrucks p = s p=f + s% p@E vgl. (3.11), erhalten.

Umschreiben von p unter Verwendung von (3.32) und (2.45) fithrt auf
p= —stp®+ pf. (3.37)

Fiir die gewéhlte Kapillardruck-Séattigungs-Beziehung wird das Minimum von p erreicht
fiir

p° = |(2k)Y?|, sbh= e 12 und  p“f <0. (3.38)
Der Zusammenhang zwischen Fluid-, Kapillar- und Gasdruck wird in Abb. 3.11 fiir den
gewihlten Parameter k gezeigt. Das Minimum von p wird erreicht fiir p© = 3536 N/m?
und s = 0,61. Jeder vorhandene, negative Gasdruck wird sich in Abhingigkeit von der
Gaspermeabilitit des gegebenen Materials mit der Zeit abbauen, so dafl der minimale,
konstante Fluiddruck fiir p% — 0 mit p = —2 157 N/m? erreicht wird.
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Elastoviskoplastizitat des Festkorperskeletts

Elastoviskoplastisches Materialverhalten wird bei portsen Materialien als Eigenschaft des
Festkorperskeletts verstanden. Daher werden konstitutive Beziehungen zur Beschreibung
von Elastoviskoplastizitat in Abhangigkeit von den effektiven Spannungen des Festkorper-
skeletts angegeben. Die konstitutiven Beziehungen setzen sich aus einem Elastizititsge-
setz, einer FlieBbedingung, einem plastischen Potential sowie einer Fliefregel zusammen.

Die im folgenden dargestellten Beziehungen zielen auf die Beschreibung des Spannungs-
Dehnungs-Verhaltens des Festkorperskeletts von bindigen und nichtbindigen Béden ab.
Boden haben die Eigenschaft, keine oder nur sehr geringe Zugspannungen aufnehmen zu
konnen, sie besitzen dilatantes Verhalten bei Scherbeanspruchung und haben die Cha-
rakteristik der Materialverfestigung mit zunchmender Belastung (Arslan [2], Biarez und
Hicher [5], Groen [62], Schanz [93], Wood [107]). Diese Eigenschaften werden durch die
verwendeten Materialgesetze erfafit.

Das gewahlte Modell wird auf Berliner Sand angewendet, fiir den die Ergebnisse einer
Modellanpassung angegeben werden (Miillerschon [87]).

4.1 Elastisches Materialverhalten

Die Beschreibung des elastischen Materialverhaltens eines Festkorperskeletts erfolgt im
einfachsten Fall unter Voraussetzung kleiner Deformationen mit dem Hookeschen Gesetz:

oy =2pel + K (es.-1)T  mit ko= X%+ 245, (4.1)

Hierin sind p° und A\ die Laméschen Konstanten, k¥ ist der Kompressionsmodul. Der
Deviator €§, = 5. — + (€se - I) I kennzeichnet den isochoren (spurfreien) Anteil der ela-
stischen Festkorperverzerrung.

Bei der Beschreibung des elastischen Verhaltens von Boden sind die folgenden, wesentli-
chen Punkte zu beriicksichtigen:

e Ein Elastizititsgesetz mufl kontinuumsmechanisch konsistent sein, d.h. es muf ein
zugehoriges Potential W existieren, fiir das gilt

o3 = OW/0es, .
e Das elastische Verhalten ist abhéingig vom Spannungs- bzw. Deformationszustand
des Bodens. Dies wird erfafit durch Materialparameter, die vom elastischen Verzer-

rungszustand abhédngen und durch die plastischen Volumendehnungen ¢,, parame-
trisiert sind.

39
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e Die Belastungsvorgeschichte soll durch Wahl der plastischen Zwischenkonfiguration
als Referenzkonfiguration fiir das Elastizitdtsgesetz erfafit werden.

e Die maximal mdégliche Volumenkontraktanz e, mi, soll im Elastizitdtsgesetz beriick-
sichtigt werden.

Um die genannten Anforderungen zu erfiillen, wird das Elastizititsgesetz materiell nicht-
linear formuliert, d.h. die GréSen p° und &% sind keine Konstanten, sondern Material-
funktionen in Abhé#ngigkeit der elastischen Volumendehnung e,. = €g. - I (Ehlers und
Miillerschon [50, 54]). Zusitzlich findet eine Parametrisierung durch die plastische Volu-
mendehnung €,, = €g, - I sowie die maximal mégliche Volumenkontraktanz €, i, statt:

/‘S(gvp) = Ng Eup (4.2)

und

k> (€ve; Eups Evmin) = (4.3)

- kls + kég ln[1+ Eve (8’06 + gvp - 5vmin+ (gvp - (‘:vmin)i1 )] Eve -

Hierin ist die elastische Volumendehnung ¢,. variabel, wihrend die plastische Volumen-
dehnung e,, und die maximale Volumenkontraktanz e, i, Parameter zur Bestimmung
von 0% sind. g,, wird fiir eine momentane Auswertung des Elastizitéitsgesetzes als kon-
stant angenommen, d.h. das Elastizitdtsgesetz wird durch e,, parametrisiert. €,mpin ist
eine materialbezogene Konstante.

Das Stoffgesetz besteht aus einem materiell linearen Teil
215 €op €y + KT Ee 1, (4.4)
der dem Hookeschen Gesetz dhnelt, und aus dem Teil
ky {1+ e (Evet Ep— Comin+ (Eop — Comin) )] (E0e)’ I, (4.5)

der die materielle Nichtlinearitdt des Materials beziiglich der Volumendehnung erfaft.

Es treten die Materialkonstanten p, k7 und k5 auf, die an das Stoffverhalten des betrach-
teten Bodens anzupassen sind. Ein Parametersatz fiir Berliner Sand, identifiziert anhand
von experimentellen Daten aus Triaxialversuchen, wird in Abschnitt 4.3 angegeben.

4.2 Viskoplastisches Materialverhalten

Zur Beschreibung des plastischen Materialverhaltens von Boden werden die folgenden Ele-
mente der Plastizitdtstheorie verwendet: ein EinflachenflieBkriterium, isotrope Arbeitsver-
festigung, ein zusétzliches plastisches Potential und eine nichtassoziierte FlieSregel (Ehlers
[26], Ehlers [27], Ehlers und Miillerschon [54], Miillerschon [87]).

Viskositit ist in dem vorgeschlagenen Materialmodell nur insofern von Bedeutung, als
daBl durch die Finfiihrung von Viskositéit eine Regularisierung beziiglich der numerischen
LLosung erreicht wird.
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4.2.1 EinflachenflieBkriterium und isotrope Arbeitsverfestigung

Das EinflichenflieBkriterium, F' = 0, wird durch die erste Invariante I und die zweite und

dritte deviatorische Invariante T” und II” von o3 zusammen mit einem Satz von sieben

Materialparametern beschrieben:

F(o}) = \/]ID (L+~1p/(Ip)32)m+ Lal? + 62 1* + Bl +€l” — k. (4.6)

Die Parameter {a, (3, §, €, k} beziehen sich auf die Form der FlieSkurve in der hydro-
statischen Ebene des Hauptspannungsraums, wéihrend die Parameter {v, m} sich auf die
Deviatorebene beziehen. Zur Umsetzung der isotropen Arbeitsverfestigung lassen sich die
Parameter in Abhéngigkeit der plastischen Arbeit entwickeln:

{a, B, 7, 0, ¢, k, m} = f(W,). (4.7)

Eine Formulierung der FlieBbedingung in Reuf$schen Variablen, d. h. erste Invarinate I und
Winkel © beziiglich der hydrostatischen Achse, ermoglicht ihre multiplikative Zerlegung:

FILO)=V2[( =) +28cl + (82— 1a—2er) 2 - 28k + K2]1/?
) (4.8)
X |1+ —— 7 sin(30)| /2.
75" (30)
Der erste Multiplikator beschreibt die FlieBflache in der hydrostatischen Ebene des Haupt-
spannungsraums, wahrend der zweite Multiplikator Form und Grofle der Flieflache in der
deviatorischen Ebene beschreibt.

Die FlieBbedingung ist in Abb. 4.1 als FlieSflache im Hauptspannungsraum geometrisch
dargestellt. 1, 09, 03 sind die Hauptwerte der effektiven Festkorperspannungen o3, (Zug-
spannungen positiv).

4.2.2 Plastisches Potential und nichtassoziierte Flie3regel

Aus experimentellen Ergebnissen ist bekannt, daf§ der fiir nichtportse metallische Stof-
fe iibliche Ansatz einer assoziierten Fliefiregel fiir die plastische Dehnungsrate bei Rei-
bungsmaterialien wie z. B. Boden nicht angewendet werden kann, da ein solcher Ansatz
insbesondere in bezug auf die Berechnung plastischer Volumendehnung (Dilatanz und
Kontraktanz) zu falschen Ergebnissen fiithrt. Daher ist es im Rahmen der nichtassoziier-
ten Plastizitat erforderlich, zusédtzlich zur FlieBbedingung ein plastisches Potential zur
Korrektur der Dilatanz einzufithren (sieche Mahnkopf [83] und Miillerschén [87]):

Gop) = \/¢1HD+%QIZ+5QI4+¢QI+EIQ, (4.9)

Das Potential G wird aus der FlieBbedingung F' durch Nullsetzen der Parameter v und &
und durch Einfithrung der Parameter v, und 5 gebildet. Der Unterschied zwischen der
FlieBbedingung und dem plastischen Potential besteht darin, dafl das Potential bei Dar-
stellung in der Deviatorebene des Hauptspannungsraums iiber eine Kreisform verfiigt,
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Abb. 4.1: FlieBfliche im Hauptspannungsraum (Ehlers [26, 27])
A —01

Kompression

Abb. 4.2: Schnitt durch die FlieBfliche in der Deviatorebene (I = konst.)

wahrend die FlieBbedingung durch eine Dreiecksform mit abgerundeten Ecken gekenn-
zeichnet ist (vgl. Abb. 4.2).

Die nichtassoziierte FlieSregel ergibt sich aus der Differentiation des plastischen Potenti-
als G nach den effektiven Spannungen und dem plastischen Multiplikator A, durch den
Viskositétseffekte (Perzyna [89]) erfaBt werden:

0G 1 /F\T
Esplg = N =—= mit A= -(—) . 4.10
(€55 = A s () (4.10)
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Hierin sind 7 die Relaxationszeit, o, die Ausgangsspannung und r ein Exponent. Das
Féppl-Symbol bzw. die Macaulay-Klammer ist definiert durch (x) = (x + |z|)/2, so daf§
im Bereich der Elastizitdt mit F' < 0 kein plastisches Flielen stattfindet.

(4.10) beschreibt die Evolution der plastischen Verzerrungen (plastische Dehnungsrate).
Dabei wird die Abweichung von der assoziierten Fliefrichtung in der hydrostatischen Ebe-
ne von den Parametern 1 und ¢, gesteuert. Fiir 1)y = 1 und ¢y = 0 ist die Flierichtung in
der hydrostatischen Ebene assoziiert. In der Deviatorebene wird die Flieirichtung immer
koaxial angenommen, d. h. sie hat die gleiche Richtung wie der herrschende deviatorische
Spannungsvektor (Abb. 4.2).

Der Winkel zwischen der Flieirichtung und der Senkrechten auf die hydrostatische Achse
wird durch

[(e5,)s

tany, = ————
N G

mit vy, € [-7/2, 7/2] (4.11)

beschrieben.

Darin sind v, der Dilatanzwinkel (Richtung des plastischen Fliefens) sowie (€§,)s und
(e5,)s Deviator und Kugeltensor von (es,)s. In Abb. 4.3 ist v, fiir den assoziierten iiber
die gesamte FlieBkurve angegeben. Im Fall hydrostatischen Drucks oder Zugs steht die
FlieBrichtung senkrecht auf den Polen der FlieBfliche. Daraus folgt, daf sich der Wertebe-
reich des Dilatanzwinkels im genannten Intervall befindet. Fiir negative Winkel v, sind die
Volumendehnungen eines belasteten Korpers negativ (kontraktant), fiir positive Winkel
positiv (dilatant). Beim Nulldurchgang des Dilatanzwinkels verschwindet der Kugelanteil
der Fliefirichtung, d.h. der Korper verformt sich volumenkonstant.

—_
[
T

—_
=]
T

=
ot
T

ass. Dilatanzwinkel
FlieBkurve (skaliert)

assoziierter Dilatanzwinkel v, [rad |

hydrostatische Achse I

Abb. 4.3: Schnitt durch die FlieBflache in der hydrostatischen Ebene (© = 0)
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4.3 Modellanpassung fiir Berliner Sand

Fiir das vorliegende Materialmodell wurde eine Parameteridentifikation fiir Berliner Sand
durchgefiihrt. Sinn dieser Modellkalibrierung ist die Simulation groSmafstiablicher Versu-
che der Deutschen Forschungsgesellschaft fiir Bodenmechanik (Degebo) zur Modellverifi-
kation. Dabei handelt es sich um Belastungsversuche an Fundamenten, die auf Berliner
Sand gegriindet sind, vgl. z. B. Elmiger und Muhs [59].

Der zur Parameteridentifikation verwendete Sand wurde am Potsdamer Platz ca. 16 m un-
ter der Gelindeoberfliche entnommen. Um eine Ubereinstimmung mit der Kornverteilung
des Versuchssands der Degebo zu erreichen, wurde der entnommene Sand entsprechend
ausgesiebt. Er weist eine enggestufte Korngrofenverteilung (SE) und eine dichte Lagerung
auf.

In Zusammenarbeit mit dem Institut fiir Geotechnik der TU Darmstadt wurden an diesem
Sand triaxiale Elementversuche durchgefiihrt. Die Identifikation der fiir die vorgestellten
Stoffgesetze erforderlichen Materialparameter wurde anhand des Datenbestands aus dem
Versuchsprogramms im Rahmen einer Dissertation vorgenommen (Miillerschon [87]). Er-
gebnis ist ein Parametersatz fiir Berliner Sand, der in Tab. 4.1 angegeben ist.

4.3.1 Bestimmung der Materialparameter des
Elastizitdtsmodells

Die MaterialkenngroBen p° und k° wurden fiir das in Abschnitt 4.1 formulierte Stoffge-
setz fiir Berliner Sand bestimmt. Thre Ermittlung wurde iiber Dehnungsinkremente an
Ent- bzw. Wiederbelastungsschleifen triaxialer Kompressionsversuche durchgefiihrt. Da
die Verformungen in diesen Bereichen annéhernd reversibel sind, wurde rein elastisches
Materialverhalten vorausgesetzt.

Die Funktion p wird in Abhingigkeit der plastischen Volumendehnung &,, angegeben,
die durch die Belastungsgeschichte bis zu der betrachteten Entlastungsschleife entstan-
den ist. Die plastische Vordeformation ¢,, wird fiir den elastischen Ent- und Wieder-
belastungsprozef als konstant angenommen, d.h. p° wird mit e,, parametrisiert. Fiir
einen rotationssymmetrischen Hauptspannungszustand (Triaxialversuch) ergibt sich p°
Zu

1 A(O’l — 0'3)
S
o) = — ) 4.12
M (6 p) 2 A(gl _53) ( )
Dabei wurde ein linearer Zusammenhang der Form
1 (Eup) = 115 Eup (4.13)

vorausgesetzt. Da die Steifigkeit im Rahmen der Elastizitdt mit zunehmender Verdichtung
grofer wird, sind triaxiale Kompressionsversuche bei unterschiedlichen Konsolidations-
spannungen erforderlich.

Zur Bestimmung von k° muf ein hydrostatischer Kompressionsversuch mit Entlastungs-
schleifen durchgefiihrt werden. Hier tritt an jeder Stelle einer Entlastung eine Anderung
des elastischen Materialverhaltens des Sands infolge plastischer Deformation auf. Dieser
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Elastizitat
Parameter Symbol Wert Einheit
3 —1,07 - 10® | kN/m?
kY 3,86-10* | kN/m?
kS 6,11-10° | kN/m?
€y min —0,019 -
Plastizitat
Parameter Symbol Wert Einheit
FlieBbedingung und Q 0,01 -
Verfestigung 6] 0, 26 -
¥ 1,5 -
5 0 m?/kN
Cs 2,0 m?/kN
0o 3,5-107 | m?/kN
5 1,5-107° | m?/kN
C. 0,25 m?/kN
€0 1,0-107* | m?/kN
K 1,0 kN /m?
m 0, 5454 -
Plastisches Potential (] 1,8182 -
() 0,1924 -
Bodenmechanische Kenngriéfien
Parameter Symbol Wert Einheit
Effektive Dichten p°®  (ps) | 2653 kg/m?
p™ (pw) | 1000 kg/m?
Volumenanteile nys  (1—n) | 0,644
nks  (n) 0,356 —
Effektive Fluidwichte VER - (y,) |10 kN /m?
Permeabilititskonstante |k}’ 2,0-107* | m/s

Tab. 4.1: Zusammenfassung der Materialparameter fiir Berliner Sand
(die in Klammern stehenden Symbole entsprechen der geotechnischen Notation)

Effekt wird von der Materialfunktion k% erfat, die den Verlauf der mittleren Spannung
0., in den Ent- bzw. Wiederbelastungsschleifen iiber der Volumendehnung ¢, beschreibt.
k® basiert auf einer Logarithmus-Funktion, die die hydrostatische Kompression an die mi-
nimale Volumendehnung €, ,;, anndhert. Damit ergibt sich o, aus dem Elastizitatsgesetz

fiir den hydrostatischen Spannungszustand in Abhéngigkeit von k°:

Om = —0%

3

S .
I=k (51)67 Eupy 5vmin) Eve

(4.14)
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mit k% nach (4.3). Dabei ist €,, als Parameter zu verstehen, der fiir die momentane
Auswertung des Elastizititsgesetzes als konstant angenommen wird. Die Konstanten kY
und k5 dienen zur Anpassung des Funktionsverlaufs von o, an die experimentellen Daten.
k¥ entspricht der Anfangssteigung von o, fiir £, = 0.

4.3.2 Bestimmung der Materialparameter des
Plastizitatsmodells

Parameteridentifikation in der Deviatorebene

»Wahre® Triaxialversuche (drei unabhéngige Spannungsrichtungen) zeigen, dafl die Form
der FlieBfliche im Bruchzustand fiir Sand in der Deviatorebene einem Dreieck mit ab-
gerundeten Ecken (vgl. Abb. 4.2) entspricht (Lade und Kim [76]). Dabei entwickelt sich
diese Form mit zunehmender deviatorischer Belastung aus einer Kreisform zu Beginn des
plastischen FlieBlens.

Die Formulierung der FlieSbedingung (vgl. Abschnitt 4.2.1) erlaubt eine Modellierung
dieser Figenschaften bei geeigneter Wahl von vy und m. Die Parameter wurden aus dem
Verhaltnis der BruchflieSradien der FlieBfliche im Kompressions- und Extensionsversuch
sowie einer Konvexitédtsbedingung ermittelt.

Parameteridentifikation in der hydrostatischen Ebene

Zur Ermittlung der FlieBkurven in der hydrostatischen Ebene wurde die Entwicklung der
volumenspezifischen plastischen Arbeit

¢
W, = / a% (egp)sdr (4.15)
to

fiir Spannungspfade triaxialer Kompressionsversuche bei unterschiedlichen Konsolidations-
spannungen untersucht. Mit der Annahme, dafl Punkte gleicher plastischer Arbeit auf
einer Flielfliche liegen, kann fiir ein beliebiges Niveau der plastischen Arbeit ein Para-
metersatz ¥ = {«a, 5, 0, €, k} bestimmt werden. Die Entwicklung der Parameter und
somit der Verfestigung wird durch eine Evolutionsgleichung beschrieben:

b= (U —0) W, (4.16)
Dabei gelten die Randbedingungen
YW, =0)=Ty>0  und (W, - o00) = Ve = . (4.17)

Die mit einem Stern gekennzeichneten Parameter sind Sattigungswerte fiir die groBtmogli-
che Flieiflache, C; (i = a, ..., k) sind die die Verfestigung beschreibenden Konstanten.

Fiir kohésionsloses Material, wie den vorliegenden Berliner Sand, gilt & = k = 0 (Diskus-
sion in Ehlers [26, 27]). Abb. 4.4 zeigt FlieBkurven fiir verschiedene Stufen der plastischen
Arbeit, die durch eine Anpassung an die experimentellen Ergebnisse aus den Triaxialversu-
chen an Berliner Sand gewonnen wurden. Die gepunkteten Linien zeigen Spannungspfade
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Abb. 4.4: FlieBkurven gleicher plastischer Arbeit (Miillerschén [87])

triaxialer Kompressionsversuche. Auf der Abszisse ist die erste Invariante des Spannungs-
tensors oz aufgetragen, auf der Ordinate der FlieBradius 7.

Ein Zusammenhang mit den in der Bodenmechanik fiir Triaxialversuche iiblichen p-g-
Diagrammen ist wie folgt gegeben:

1 3 ) —m)2
= -1, — /2 (1= == . 4.18
P= 3 q 5 0< \/ﬁ7> (4.18)

o ist der Fliefradius fir © = 0° (vgl. Abb. 4.2). Da sich ¢ auf den um 30° verschobenen
Kompressionspunkt bezieht, ergibt sich die genannte Abhéngigkeit von den Parametern
v und m.

Bestimmung des Dilatanzwinkels

Bei dicht gelagerten Béden wie dem vorliegenden Berliner Sand ist der Effekt der posi-
tiven bzw. negativen Volumendehnung (Dilatanz bzw. Kontraktanz) unter deviatorischer
Belastung besonders ausgeprigt. Beeinfluit wird dieses Verhalten vom Dilatanzwinkel.

Die Anpassung des Winkels in der hydrostatischen Ebene erfolgte aufgrund der in der
Geotechnik iiblicherweise getroffenen Annahme, da8 der Dilatanzwinkel v, der Hélfte des
Winkels ¢ der inneren Reibung entspricht. Infolgedessen wurden die Parameter ¢ und
1y so gewdhlt, dafl die Annahme

vy & )2 = 20° (4.19)

iiber einen moglichst grofien Bereich der Flieflache erfiillt ist.
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Interface-Formulierung fiir
Mehrphasenmaterialien

In diesem Kapitel wird eine Interface-Formulierung fiir Mehrphasenmaterialien zur Ab-
bildung starker Diskontinuitdten, d.h. einem Sprung im Verschiebungsfeld, entwickelt.
Dieser Sprung ergibt sich entlang von schubbelasteten Fundamentkérpern oder bei Versa-
genszustanden des Bodens, z. B. bei einem Grundbruch, in Form von einem Scherband. Da
das Materialverhalten in dieser Zone durch eine Relativverschiebung zwischen Griindungs-
und Bodenkorper oder zwei Bodenkorpern bestimmt ist, ist eine spezielle Interface-For-
mulierung erforderlich.

Ein Mantelreibungspfahl (Abb. 5.1) beispielsweise iibertragt die Bauwerkslasten im we-
sentlichen iiber die Kontaktzone am Pfahlmantel in den Baugrund. Es bildet sich eine Zone
mit groflen Schubspannungen aus, deren Spannungs-Dehnungs-Verhalten nicht mehr vom
kontinuierlich formulierten Materialgesetz des Bodens abgebildet werden kann: Es findet
eine Relativverschiebung zwischen zuvor benachbarten materiellen Punkten von Pfahl
und Boden statt.

l Pfahllast

R KRR
M

P
N Pfahlmantel-
N reibung

\/ N
™ Pfahlfus-
kraft

[N NG U U N

Abb. 5.1: Tragmechanismen eines Finzelpfahls

Die Abbildung des Materialverhaltens im Ubergangsbereich vom Griindungskorper zum
Boden 148t sich mit unterschiedlichen Techniken realisieren:

e klassische Kontaktformulierung

Die klassische Kontaktformulierung 148t eine Separation der betrachteten Korper
zu. Zusdtzlich wird ein Reibgesetz fiir den Kontaktfall formuliert, das unabhéngig
von den Materialgesetzen der Korper in Kontakt ist. Diese Methode wird z. B. von
Wriggers und Haraldsson [109] auf die vorliegende Problemstellung angewendet.

49
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e diskontinuierliche Formulierung

Bei der diskontinuierlichen Formulierung (Slip-Elemente) wird die Versagensfliche
als bekannt vorausgesetzt. Im numerischen Modell werden in dieser Fldache Elemen-
te mit einer speziellen Kinematik verwendet. Das Materialverhalten des Interface
wird konstitutiv beschrieben, dabei wird das Materialgesetzes des Bodens auf die
Kontaktflache projiziert.

e kontinuierliche Formulierung

Bei der kontinuierlichen Formulierung wird das fiir den Baugrund entwickelte Stoff-
modell auch in der Kontaktzone angewendet, allerdings wird es hierzu mit speziel-
len Materialparametern versehen. Das Interface wird so im Rahmen der klassischen
Kontinuumsmechanik, d.h. volumetrisch, erfafit.

In dieser Arbeit wird alternativ zur klassischen Kontaktformulierung sowohl die kontinu-
ierliche als auch die diskontinuierliche Formulierung zur makroskopischen Beschreibung
des Interface behandelt. Ein Vorteil dieser Wahl ist, daf§ das fiir das Festkorperskelett
des Bodens entwickelte Elastoplastizititsgesetz zur Abbildung des Materialverhaltens in
der Kontaktzone verwendet werden kann. Dabei wird die Parameterbestimmung fiir das
Interface in der kontinuierlichen Formulierung anhand von Rahmenscherversuchen zwi-
schen Beton und Bodenmaterial durchgefiihrt, vgl. Kapitel 8, wihrend im Rahmen der
diskontinuierlichen Formulierung keine neue Anpassung der Parameter erforderlich ist.

Zunichst werden in Abschnitt 5.1 die Begriffe der schwachen und starken Diskontinuititen
in Mehrphasenmaterialien eingefiihrt. Schwache Diskontinuitéiten zeigen einen entstehen-
den Versagenszustand an und lassen sich im Rahmen einer kontinuierlichen Formulierung
durch eine Lokalisierungsanalyse bestimmen (Abschnitt 5.2), die hier auf Zweiphasenma-
terialien beschréankt bleibt. Der Versagenszustand selbst wird im Rahmen einer diskonti-
nuierlichen Formulierung abgebildet. Hierfiir sind Konstitutivgesetze erforderlich, die das
Materialverhalten des Interface beschreiben. Geeignete Gesetze werden in Abschnitt 5.3
vorgestellt.

5.1 Schwache und starke Diskontinuititen

Unter einer schwachen Diskontinuitit wird der Sprung der Ortsableitung einer kinemati-
schen Grofle verstanden. Bezogen auf die kinematische Grofle bildet sich im betrachteten
Korper eine singuldre Flache n-ter Ordnung, vgl. (2.24), mit n > 0 aus. Beispiele fiir
schwache Diskontinuitédten erster Ordnung einer Phase ¢ sind

ex. [Grad,x], [ Grad, X, - (5.1)
Hier existieren die Spriinge der ersten Ableitungen kinematischer Grofien dieser Phase,

wahrend die Spriinge der Groflen selbst verschwinden.

Schwache Diskontinuititen werden als vorkritisch bezeichnet, da sich ein Versagensmodus
noch nicht ausgebildet hat. Die Lokalisierungsanalyse in Abschnitt 5.2 setzt die Sprung-
freiheit des Deformationsgradienten (5.1); voraus.
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Als starke Diskontinuitit wird der Sprung der kinematischen Grofle selbst verstanden.
Starke Diskontinuitéten sind z. B.

ex. [x.], [[)lcaﬂ (5.2)

Diese Art der Diskontinuitdat wird als post-kritisch bezeichnet, da sich ein Versagensme-
chanismus bereits eingestellt hat. In Abb. 5.2 ist ein vertikaler Schnitt durch den Unter-
grund bei einem Grundbruch dargestellt: Untergrund und Bruchscholle sind durch den
Sprung im Verschiebungsfeld des Bodenmaterials deutlich voneinander getrennt. Das in
Abschnitt 5.3 vorgestellte Interface ist in der Lage diesen Sprung abzubilden.

- s e e +
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Abb. 5.2: GrofmaBstéiblicher Belastungsversuch der Degebo in Berlin (Weif [105])

5.2 Lokalisierungsanalyse fiir Zweiphasenmaterialien

Es wird eine Lokalisierungsanalyse beziiglich des Gradienten der Geschwindigkeiten der
Festkorper- und der Fluidphase eines Zweiphasenmaterials durchgefiihrt. Hierzu werden
die partiellen Bilanzgleichungen der Phasen bezogen auf eine singuldre Fliche mit dem
Ziel ausgewertet, Ort und Grofle auftretender Diskontinuitdten zu bestimmen. Diese Art
der Analyse ist fiir quasi-statische Problemstellungen geeignet. Wenn eine singulére Flache

erster Ordnung beziiglich des Geschwindigkeitsfelds )lca einer Phase nachgewiesen werden
kann, so wird davon ausgegangen, dafl dies einen nachfolgenden Versagensmechanismus
vorhersagt, sofern die aufgebrachten Belastungen weiter gesteigert werden.

Im Rahmen der Lokalisierungsanalyse werden die folgenden Annahmen und Finschrankun-
gen getroffen:

e Das Zweiphasenmedium mufl homogen sein und darf nur unter quasi-statischen Be-
dingungen belastet werden.
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e Die singuldre Fliache ist materiell, d.h. sie ist an das Festkorperskelett gebunden
und bewegt sich mit dessen Geschwindigkeit, vgl. (2.53):
/ !

Xg = Xr . (5.3)

e Bei einem materiell kompressiblen Fluid treten nur kleine Sickergeschwindigkeiten
im Verhéltnis zu seiner Schallgeschwindigkeit auf.

e Es werden singulédre Fliachen erster Ordnung bezogen auf die Geschwindigkeiten von
Festkorper und Fluid untersucht.

Auswertung der Impulsbilanz des portsen Festkorpers

Unter der Voraussetzung (5.3) reduziert sich die Impulsbilanz des Festkorpers auf der
singuldren Fldche, vgl. (2.54) und (3.3), zu
[ —n°pI+T% [nr=o0. (5.4)

Auswertung unter Beriicksichtigung sprungbehafteter Grofien ergibt nach Mahnkopf [83]:

4 23

<I®T%+ Cr +n§sp(1®:[)§§> (np®np)ﬁs—ng5 [[ (p)s ﬂ nr=20. (5.5)

4
Hierin ist C die Materialtangente des Festkorperskeletts und 7% = det Fg T% der Kirch-

23
hoff sche Festkorperextraspannungstensor. Die Transposition (- )7 kennzeichnet eine Ver-
tauschung des zweiten Basissystems mit dem dritten Basissystem. Der verwendete Fun-

23
damentaltensor (I®I)? ist der Identitétstensor vierter Stufe.

Als sprungbehaftete GréBen bleiben in (5.5) der Amplitudenvektor B¢ und der Sprung
[[ (p)s ﬂ der zeitlichen Anderung des Porenfluidiiberdrucks zu bestimmen.

Auswertung der Massen- und Impulsbilanz eines Porenfluids

Linearisierung der Massenbilanz (2.51); und der Impulsbilanz (2.52) eines Fluids mit (3.2)
auf einer singuldren Fliache und ineinander Einsetzen der Ergebnisse ergibt den Sprung
von (p)s in Abhéngigkeit von B¢ und nr:

/ nS p— pFE (wp - np)?2
[ @)s]= 5B nr iwa r)” (5.6)
1— 8p (WF . np)2

Die partielle Ableitung 0 p*#*/dp verschwindet fiir ein materiell inkompressibles Fluid.
Fiir ein materiell kompressibles Fluid wurde vorausgesetzt, daf§ die auftretende Sickerge-
schwindigkeit durch die singulére Flache hindurch wesentlich kleiner ist als die Schallge-
schwindigkeit cp des Fluids:

dp
d pFR

Wrp-hr < Ccp =

(5.7)
(C]
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Damit strebt die Machzahl Mp = wg - nr/cr im Nenner von (5.6) gegen null und der
Ausdruck fiir [[ (p)s ﬂ ist fiir materiell kompressible wie inkompressible Fluide identisch.

Fiir eine Gasphase, die dem idealen Gasgesetz folgt, betragt die Schallgeschwindigkeit

cc = VRGO, (5.8)

wihrend sich die Schallgeschwindigkeit fiir die Mischphase aus Abschnitt 7?7 in Abhéngig-
keit des Porenfluidiiberdrucks ergibt:

pHRY O + Cf5 (po + p)
pLR /RGO (1+ CL)

cr(p) = (5.9)

Akustiktensor fiir ein Zweiphasenmodell

Durch Einsetzen von (5.6) in die Impulsbilanz (5.5) des Festkorperskeletts ergibt sich
schlieflich der Ausdruck

QfBs =0 (5.10)

mit dem Akustiktensor Q fiir eine singuldre Flidche erster Ordnung bezogen auf die Ge-
schwindigkeiten der Konstituierenden:

Y S FR 2 T
Q:<I®TE+C +n—F(p—n,0 (wr-nr)®) (I®1) )(np®np). (5.11)

Zu beachten ist, daf§ der Akustiktensor unter den getroffenen Annahmen unabhéngig
davon ist, ob ein materiell inkompressibles oder materiell kompressibles Fluid betrachtet
wird.

Um Lokalisierungsmodi zu bestimmen, mufl das Nulleigenwertproblem (5.10) geldst wer-
den. Dabei werden nichttriviale Losungen nur fiir det Q(nr) = 0 erhalten. Ergebnis ist ein
Vektorpaar {nr, B¢} mit dem Einheitsnormalenvektor nr auf die singulére Fliche und
dem Amplitudenvektor

Bs = [ grad (us)y [| nr (5.12)
der Singularitét, vgl. (2.27).

5.3 Konstitutivgesetze fiir das Interface

Es werden Konstitutivgesetze vorgestellt, die das Materialverhalten im Ubergang zwischen
zwei porosen Korpern beschreiben. Die Gesetze beruhen auf einer Projektion der mechani-
schen und fluidmechanischen Stoffgesetze des kontinuierlichen Mehrphasenkorpers in die
Ebene der Diskontinuitét.

Voraussetzung ist, dafl zwischen den Koérpern aufgrund duferer Lasteinwirkung eine starke
Diskontinuitét, d.h. eine singuldre Fliche nullter Ordnung, bezogen auf die Festkorper-
verschiebung und den Porenfluidiiberdruck besteht:

ex. [us] uwnd [p™]. (5.13)
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Zur Bestimmung des Festkorperspannungsvektors tr und des Fluidflusses cj? iiber die
singuldre Fldche der Diskontinuitit hinweg werden Konstitutivgesetze in Abhéangigkeit
der Spriinge (5.13) angegeben. Die Formulierung folgt einem Vorschlag von Larsson et al.
[80] fiir einphasige Materialien, erweitert von Steinmann et al. [98, 99] auf portse Medien,
in der das konstitutive Materialverhalten des kontinuierlichen Mehrphasenkorpers auf die
singuldre Fldche I' projiziert wird.

5.3.1 Bestimmung der Festkorperspannungen

Der Sprung der Festkorperverschiebung iiber I' resultiert in einem Dehnungsfeld er in-
nerhalb der Diskontinuitit, das durch

er — % sym ([us] @ nr) (5.14)
beschrieben wird. Hierin ist sym ( - ) der symmetrische Anteil eines tensoriellen Ausdrucks
und 0 ein Regularisierungsparameter, der als Breite der Diskontinuitét interpretiert wer-
den kann (Larsson, Larsson et al. [78, 79]). Mit (5.14) wird die Spannungs-Dehnungs-
Beziehung des Festkorperskeletts aus Kapitel 4 ausgewertet. Der Spannungsvektor der
Mischung in der Diskontinuitit ergibt sich konstitutiv zu

t' = (~[p]1+o%)nr. (5.15)

5.3.2 Bestimmung des Fluidflusses

Der Sprung des Porenfluidiiberdrucks [ p®f ] erzeugt ein Gradientenfeld

1
hr = < [»"# ] nr (5.16)
innerhalb der Diskontinuitat, das linear und senkrecht zur singuldren Flache angenommen
wird. Der vom Gradienten hr linear abhéngige Massenstrom cjl’? des Fluids folgt dem
Darcyschen Filtergesetz, vgl. (3.27):

kB

(?? =n’ pPwy - np = —PﬂRW (hr —PﬁRb) - hr. (5.17)
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Numerische Umsetzung

Die Losung von Anfangs-Randwertproblemen, die durch das in dieser Arbeit entwickel-
te Mehrphasen-Stoffmodell beschrieben werden konnen, erfolgt numerisch mit Hilfe der
Finite-Elemente-Methode (FEM).

Hierzu wird der von Diebels und Ehlers [23] formulierte Lésungsalgorithmus fiir Zweipha-
senmodelle materiell inkompressibler Konstituierenden auf die Behandlung von Dreipha-
senmaterialien und eines , hybriden® Zweiphasenmodells aus materiell inkompressiblem
Festkorperskelett und materiell kompressiblem Porenfluid erweitert.

Zusitzlich zu der im Zweiphasenmodell fiir materiell inkompressible Konstituierenden zu
bestimmenden Festkorperverschiebung ug und Sickergeschwindigkeit w g sind bei den er-
weiterten Modellen die effektive Fluiddichte pf'T bzw. effektive Gasdichte p“F und im Fall
des Dreiphasenmodells eine weitere Sickergeschwindigkeit und die Sittigung s* innerhalb
des aktuellen Porenraums nf zu bestimmen.

Die Gleichungen, die hierfiir verwendet werden, sind die im Gebiet €2 eines betrachte-
ten Mehrphasenkorpers definierten lokalen Bilanzgleichungen der Konstituierenden (Ab-
schnitte 2.3.4 und 2.3.5). Diese sind im Fall des Dreiphasenmodells die Volumenbilanz
des Festkorperskeletts, die Volumen- und Impulsbilanz des Porenliquids, die Massen- und
Impulsbilanz des Porengases und die Impulsbilanz der Mischung. Die Bilanzen sind in
Abhéngigkeit der Primérvariablen des Modells formuliert. Das heifit, dafl Anfangs-Rand-
wertprobleme in diesen Variablen und den Variablen der Plastizitéit des Festkorperskeletts
gelost werden. Dabei werden quasi-statische Verhéltnisse vorausgesetzt.

Bei der numerischen Behandlung wird die Kompatibilitiat des Dreiphasenmodells zu Zwei-
und Einphasenmodellen voll erhalten. Auflerdem werden Varianten des Dreiphasenmodells
vorgestellt, die numerisch ohne Mehraufwand umgesetzt werden kénnen.

Wichtiger Bestandteil des Kapitels ist die Durchfiihrung der konsistenten Linearisierung
der schwachen Formen der Bilanzgleichungen des Dreiphasenmodells, die die Grundlage
der numerischen Behandlung ist. AbschlieBend wird eine geeigneten Orts- und Zeitdiskre-
tisierung des zu behandelnden Gleichungssystems vorgestellt.

6.1 Schwache Formulierung der Bilanzgleichungen

Die zur Anwendung der Finite-Elemente-Methode erforderliche Formulierung der schwa-
chen Formen der Bilanzgleichungen des Dreiphasenmodells und des hybriden Zweipha-
senmodells wird im folgenden angegeben.

Dabei konnen die auftretenden Porendriicke p® bzw. p und ihre Variationen §p®F und
op entweder als absolute Driicke oder als Druckdifferenzen zu einem konstanten Umge-

95
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bungsdruck py aufgefalt werden, vgl. Abschnitt 3.2.

Schwache Formen der Bilanzgleichungen des Dreiphasenmodells

Die Uberfithrung der Volumenbilanz (2.58) fiir das materiell inkompressible Porenliquid
¥ in eine schwache Form geschieht durch Multiplikation mit einer Testfunktion dp“¥
korrespondierend zum Freiheitsgrad Druck p“# des Liquids. Integration iiber das Volumen
des betrachteten Mehrphasenkoérpers und Anwendung des Divergenztheorems und des

Gauf$schen Integralsatzes ergeben

/5pLR [(nL)’S +nF div xg ] dv

Q
(6.1)
—/grad5pLR-anLdv = —/5pLR nfwy-nda.
———
Q Ty @L

Hierin ist % ein Volumenstrom (Dimension L?/(L2T)) des Liquids iiber den &uBeren
Neumann-Rand T",, des betrachteten Gebiets €.

Analog geschieht die Uberfithrung der Massenbilanz (2.57) fiir das materiell kompressible
Porengas ¢ in eine schwache Form. Es wird die Testfunktion 6p“? verwendet, die den
Freiheitsgrad Druck p©f des Gases variiert. g¢ ist dann ein Massenstrom (Dimension
M/(L2T)) des Gases iiber den duBeren Neumann-Rand I', des betrachteten Gebiets:

/5pGR Ry + pCF (%) + nC p9F div Xs } dv
(6.2)
—/grad SpCtt . n% Pl wodv = /5pGR ¢ we-nda.
Q
Eine schwache Form fiir die Impulsbilanz (2.65) der Mischung lautet
—/5ug (n® poF 4 nl plB 4 n% pSR) b do
Q
L LR _ .G,GR S
+/grad(5us- [(=s"p" = s“p T+ T3] dv (6.3)

Q

= /5ug- [(—s"p™* — s p) 1+ T3] n da.

S

Ty

+i4

Hierin ist dug die korrespondierende Testfunktion zum Freiheitsgrad Festkorperverschie-
bung ug und t ein auf den Neumann-Rand I'; der Mischung wirkender Spannungsvektor.

Werden Dirichlet-Randbedingungen, d.h. Verschiebungs- oder Druckvorgaben, auf den
Rand I' aufgebracht, verschwinden die entsprechenden Testfunktionen und damit auch
die Randterme.
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Schwache Formen der Bilanzgleichungen des hybriden Zweiphasenmodells

Die schwachen Formen des hybriden Zweiphasenmodells werden fiir die Massenbilanz
(2.55) des materiell kompressiblen Fluids, getestet mit der Funktion dp, und fiir die Im-
pulsbilanz (2.65) der Mischung, getestet mit der Funktion dug, gebildet. Die Testfunktio-
nen korrespondieren mit den Freiheitsgraden Porenfluiddruck p und Festkorperverschie-
bung ug.

Fiir die schwache Form der Massenbilanz des Fluids ergibt sich

/5p [nF (p" s + pf'f div ),(5] dv

Q

(6.4)
—/grad5p-anFRWde = —/5p n' p"Pwp-nda.
—_———
Q Ty q
Die schwache Form der Impulsbilanz der Mischung lautet
—/5us-(nSpSR+ n p"f) b dv

Q

(6.5)

+/grad6u5-(—pI+T%)dv = /5u5-(—pI+T%)nda.
w—/

Q Iy t

Wie bei den schwachen Formen des Dreiphasenmodells ist § ein Massenstrom des Poren-
fluids iiber den &uBeren Neumann-Rand I';, des Gebiets 2 und t der totale Spannungs-
vektor auf den Rand I'; der Mischung.

6.2 Modellkompatibilitit

Im Sinne einer Modell- und Modellabwértskompatibilitéit lassen sich mit dem aufgestellten
Modell weitere, spezielle Eigenschaften von Mehrphasenmaterialien beschreiben, die zum
Teil idealisierenden Charakter haben, siche Kasten (6.6).

Das Festkorperskelett z. B. kann idealisiert als starr angenommen werden (M 1), so dafl
hier nur die Bewegung der Porenfluide im porésen, kapillaren Festkorper betrachtet wird.
Eine Auswertung der Impulsbilanz der Mischung entfallt dann.

Bei der Abwirtskompatibilitit des Drei- zu einem Zweiphasenmodell (M 2) wird eine der
beiden Fluidphasen weggelassen. Das reduzierte Modell ist dann entweder ein Zweipha-
senmodell mit materiell inkompressiblen Konstituierenden (pf = l) oder ein hybrides
Zweiphasenmodell mit materiell kompressibler Fluidphase (o = ¢%). Im letztgenannten
Fall ist auch der Einsatz einer fluiden Mischphase (vgl. Abschnitt 3.2.2) moglich.

Das Dreiphasenmodell selbst kann mit ausschlieBlich materiell kompressiblen (M 3) oder
materiell inkompressiblen (M 4) Fluiden versehen werden. Im ersten Fall ist eine weitere
Druck-Dichte-Funktion fiir das nun materiell kompressible Liquid einzufiihren, im zweiten



58 6 Numerische Umsetzung

Modellkompatibilitit
(M1) starrer poroser Festkorper n’ = konst.
(M2)  Zweiphasenmodell of = ol baw. f = ©
(M3)  materiell kompressible Fluidphasen — p’ff = pPE(pfF)
6.6
(M4)  materiell inkompressible Fluidphasen (p*%)g = 0 (6.6)
(M5)  statische Gasphase pef =0
(M6)  geschlossene Poren wz=0
(M7) Einphasenmodell po = p*F =0, pPF =0

/

Fall ist die materielle Zeitableitung (pF) aller effektiven Fluiddichten gleich null und
die Massenbilanz des nun materiell inkompressiblen Gases vereinfacht sich damit zur
Volumenbilanz. Statt eines Massenstroms ¢¢ wirkt hier ein Volumenstrom ¢ = n®w%-n
iiber den Rand T, eines betrachteten Gebiets.

Eine statische Gasphase (M 5) wird als ideale Permeabilitiat des Festkorpermaterials fiir
Gas interpretiert, so daf sich ein Porengasiiberdruck nicht aufbauen kann. Diese Annahme
geht auf Reynolds zuriick. Da der Freiheitsgrad Porengasdruck hier entfillt, wird die
schwache Form (6.2) der Massenbilanz fiir die Gasphase nicht ausgewertet.

SchlieBlich kann durch das Mehrphasenmodell ein Material mit geschlossenen Poren (M 6)
beschrieben werden. Dies bedeutet, dafi das Porenfluid , gefangen“ ist: Die Relativge-
schwindigkeit des Fluids zur Geschwindigkeit des sich deformierenden Festkorpers, also
die Sickergeschwindigkeit, verschwindet. Im Fall eines Zweiphasenmodells, das ein materi-
ell inkompressibles Fluid im geschlossenen Porenraum enthélt, reduziert sich die schwache
Form der Volumenbilanz zu

/5p div xg dv = 0, (6.7)
0
d.h. der Korper verformt sich bei Volumenkonstanz, vgl. (2.49).

Durch Weglassen aller Poreninhaltsstoffe 148t sich das Mehrphasenmodell in ein Einpha-
senmodell iiberfithren (M 7). Das Festkorperskelett ist dann leer, wobei der leere porose
Festkorper als geséttigter pordser Korper verstanden wird, dessen Poreninhalt eine ver-
nachlassigbare thermomechanische Wirkung hat. Die schwache Form der Impulsbilanz des
leeren porosen Festkorpers lautet

—/5u5-nSpSRb dv +/grad(5ug-T% dv = /5u5-tda. (6.8)
0 0 T,

Hierin ist £ = T2 n die Oberflichenbelastung des Koérpers. Diese Form ist bekannt als
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Standardform des Prinzips der virtuellen Arbeit.

6.3 Modellvarianten des Dreiphasenmodells

Beim Dreiphasenmodell ergeben sich durch Ausnutzung der Modellkompatibilitdten (M 1)
und (M 5) aus Abschnitt 6.2 verschiedene Modellvarianten, die unterschiedliche Freiheits-
grade aufweisen und fiir die daher unterschiedliche Kombinationen der schwachen Formen
der Bilanzgleichungen verwendet werden (vgl. Tab. 6.1).

Variante Modelle Festkorperskelett | Gasphase Freiheitsgrade
I - deformierbar unabhingig | ug, p™f, p©f
I1 (M5) deformierbar statisch ug, ptf
111 (M1) starr unabhingig | p“%, p&~
1\Y (M1) + (M5) | starr statisch plE

Tab. 6.1: Modellvarianten und verwendete Freiheitsgrade

Variante I ist das vorgestellte Dreiphasenmodell ohne jede Einschrinkung. Variante II
setzt eine statische Gasphase voraus, d. h. der Freiheitsgrad des Porengasdrucks entfillt.
Bei den Varianten IIT und IV wird das Festkorperskelett als starr angenommen, so dafl
nur noch die Bewegungen der Porenfluide betrachtet werden.

Bei der Berechnung der numerischen Beispiele in Kapitel 9 wird von den verschiedenen
Modellvarianten Gebrauch gemacht.

6.4 LoOsung mit der Finite-Elemente-Methode

Zunichst wird eine konsistente, d. h. alle Gleichungen beriicksichtigende, Linearisierung
der schwachen Formen der Bilanzgleichungen beziiglich aller auftretenden Freiheitsgrade
durchgefiihrt. Die Vorgehensweise orientiert sich an Eipper [56] und Wriggers [108].

Die linearisierten, kontinuierlichen schwachen Formen werden mit der Methode der finiten
Elemente im Ort und durch ein implizites Zeitintegrationsverfahren in der Zeit diskreti-
siert.

6.4.1 Linearisierung der schwachen Formulierung

Zur Linearisierung werden die schwachen Formen der Bilanzgleichungen des Dreiphasen-
modells aus Abschnitt 6.1 mittels der Bezichungen (2.68) so dargestellt, dafl einheitlich
die Funktionen fiir den Festkorpervolumenanteil n° und die Liquidséttigung s* zur Dar-
stellung der Volumenanteile und Sattigungen verwendet werden. Auflerdem wird fiir die
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Filtergeschwindigkeiten n” wj das Darcysche Filtergesetz (3.27) eingesetzt. SchlieSlich
wird noch die Abkiirzung )lcs = (ug)s = vg eingefiihrt.

Volumenbilanz des Porenliquids

/5pLR [(1 —n%) (s5)s + s* div vs} dv
a

; (6.9)
+/grad5pLR-kTR (gradp™™ — p"'b) dv = —/5pLR vt da.
8
Q Ty
Massenbilanz des Porengases
/5pGR [(1 —s") (1 =n®) (o) + pF divvs) — (1 —n®) (sL)’SpGR} dv
Q
G (6.10)
k
+/grad SpPlt . pof —R (gradpGR — pCf b) dv = —/5pGR ¢“da.
8
Q Lq
Impulsbilanz der Mischung
—/5us- [nSpSR+ (1—=n%) p" + (1 —n") (1 - sL)pGR] b dv
Q
(6.11)

+/gradc5us- [(—stLR— (1 —s")pf) I+T§]dv = /5u5-tda.

Q 't

Die Linearisierung wird bezogen auf die Referenzkonfiguration durchgefiihrt, da dann nur
die Integranden der schwachen Formen linearisiert werden miissen. Die Volumenintegrale
werden durch

/(')dUZ/Js(')dVS (6.12)

Q Qo

in Integrale der Referenzkonfiguration mit festen, d.h. konstanten, Integrationsgrenzen
iiberfithrt. Nach der Linearisierung werden die Integrale wieder in die Momentankonfigu-
ration zuriicktransportiert, so daf§ dann die linearisierte Form der schwachen Formen der
Momentankonfiguration vorliegt. Bei den Randintegralen wird davon ausgegangen, dafl
sie deformations- bzw. druckunabhéingig sind und somit als konstant angesehen werden
kénnen und damit keinen Beitrag zur Linearisierung liefern.

Zur Linearisierung werden Richtungsableitungen (Gateauz-Differentiale) nach folgender
Vorschrift gebildet:

Df(z)- Az = % [f(z+eAz)L . (6.13)
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In (6.13) wird eine skalarwertige Funktion f in Richtung des vektoriellen Inkrements Az =
z — z an der Stelle z differenziert. Analog geschieht die Differenzierung vektorwertiger
Funktionen.

Mit Hilfe des Gateauz-Differentials 148t sich die linearisierte Form der Funktion f angeben:
lin(f)(z) = f(z) +Df(z) - Az. (6.14)

Die Linearisierung des Dreiphasenmodells wird beziiglich der Freiheitsgrade ug, p*# und
p“f und deren materieller Zeitableitungen vg, (p#)s und (p“%)s nach der Bewegung des
Festkorperskeletts durchgefiihrt. Die Stelle z an der zum Zeitpunkt ¢ linearisiert wird,
wird nicht besonders gekennzeichnet: Alle GroBen, auer den Inkrementen A(-), sind in

der linearisierten Form konstante Groflen ausgewertet zum Zeitpunkt £.

Zunéchst werden die Integranden der Volumenintegrale der schwachen Formen (6.10) —
(6.11) in GroBen der Referenzkonfiguration ausgedriickt. Hierzu wird von (6.12), (2.66)
und dem Transport des Gradienten eines Skalars a bzw. Vektors v,

grada = F§! Gradga und gradv = (Gradgv) Fg, (6.15)

Gebrauch gemacht.

In Kasten (6.16) sind die Integranden aus den schwachen Formen der Volumen-, Massen-
und Impulsbilanz (Indizes V1, V2, M1, M2, 11, I2) angegeben:

Integranden der schwachen Formen (6.10) — (6.11)

gy1 = optt [(Jg — nds) ()5 + Jg s Gradg v - Fg’l]

L
gvo = Jg Fg_l Gradg opt% - L]; o] (Fg_1 Gradg p™ft — pt® b)

p
guir = 0pFR [ (1= 5%) ((Js — nifs) (o5

(6.16)
+Js p?f Grads vs - Fg~') = (Js = ngs) (s¥)'s PGR}

kG
gue2 = Jg Fg’l Gradg dp©% - m (Fg’1 Gradg p©F — pC@F b)
gn = —o0ug - [”gs P+ (Js —ngs) s pT + (Js — ngs) (1 — s7) PGR} b

g = (Gradgdug) F~!- [(—stLR — (1= s5)pf) JsT + T%:|

Fiir die zeitliche Ableitung der effektiven Porengasdichte und der Liquidsattigung gilt

(pGR)/ _ apGR( GR)/ I a_SL

5= §,0R s und (s 3,0 [(P“)s — (") - (6.17)
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In den folgenden Késten (6.18) — (6.23) ist die Linearisierung der Integranden aus (6.16)
angegeben. Diese werden in die entsprechenden Integrale der Referenzkonfiguration ein-
gesetzt und iiber (6.12) wieder auf die Momentankonfiguration transportiert.

Linearisierung der Volumenbilanz des Porenliquids: Term gy
Dy (gv1) - Aug = Jg optft [ div Aug ((s¥) + s* divvg)
—st grad” Aug - grad Vs]
LR wr 08" IR
D,cr(gv1) Ap =—Jsop 9,0 Ap™* divvg
dst _ (6.18)
D,cr(gvi) Ap“R = Jg Op*R a0 Ap©t divvg
Dyg(gvi) - Avs = Jg optF st div Avg
LRY/ LR sy 0s* LRy/
Dery, (gv1) A(p™™)s = —Js 6p™* (1 — n”) B A(p™™)s
GRY/ LR sy Os” GRy/
Dery (gvi) A(p™")s = Js 6p™* (1 — n”) a0 A(P™)s
Linearisierung der Volumenbilanz des Porenliquids: Term gv-
k- Ok* nSy LR
Dus(gVQ) : Al].s = JS IOLT”b” [( - % ]{j—L> div AUS gradp
—(grad Aug + grad” Aug) gradpLR] - grad op™#
1 ok® s
LR _ LR _ LR
D,zr(gva) Ap = Jg grad dp D] [ B5E 30
(gradp™® — p"b) + k" (grad ApLR)}
(6.19)
1 Okt s
GR _ LR GR
D,cr(gve) Ap = Jg grad dp LR b [83L e

(gradp™** — p™ft b)]

Dyg(gve) - Avg =0
Drry, (gve) A(p™)s =0

Deny (gva) A(p“H)s =0
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Linearisierung der Massenbilanz des Porengases: Term g\,
Dus(gui) - Aug = Jg 6pCt [div Aug (1 — s") () + p%F divvg)
— div Aug (s5)g p©— (1—5s%) p“F grad® Aug-grad vs]
ds* , i
D,cr(gan) AptE — JgopaR £ B ApLR [(pGR)g + 057 divvg —nS (pG’R>/]
dst :
D,cer(ga) Ap©ht = Jg op©tt [ 30 Ap“F (1 —n®) (p“f)s + p“F div vg)
" - ar SN (LY L :
= gpem A (=) (s + (55~ 1) dwvs)}
Dyg(gm1) - Avs = Jg op“E (1 — sb) p@F div Avg
D ALR/—J(SGRl SaSLALR
wrry, () A(p™F)s = Js0p“T (1 —n )a? (p™)s P
Doy, (on1) AGOTYs= Js 5597 [ (1= ) (1 = 5#) P2 Apomy
(CR), (IM1 p~)s= JsOp -n —$ OpGT p s
dst
(1= ) o AW 0
Linearisierung der Massenbilanz des Porengases: Term g2
k¢ ok n®\ . GR
Dug (gm2) - Aug =Jg— D] [(1 ~ 5.5 k_G> div Aug gradp
—(grad Aug + grad’ Aug) gradpGR} - grad dp
1 okC ost
D AptR = d6p° (-5 5.0 A0™)
pLR(gl\42) VY JS gra‘ p ||b|| asL apc VY
(grad pf — p“fb)
(6.21)
1 1 0k% st
D ApGR _ d60C [ ApCE (grad p&f— j51 b
pcR(gMQ) p JS gra, p ||b|| 85L ap yY (gra‘ p )
a
+k (gradAp — 5’pGR ﬂ
Dyg(gm2) - Avg =0
D(pLR)ig (gMg) A(pLR)ig =0
Dpony, (guz) A(pTH)s=0

(6.20)
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Linearisierung der Impulsbilanz der Mischung: Term gy,
Dy (gn) - Aug = —Jgdug - div Aug [sL pFt 4+ (1 —sb) p“F | b
D AplR — _J.S 1 SaSLALR LR | GRy Y
per(gn) Ap = ~Jsdus - (1=n7) 575 Ap (=™ + 97
D ApCR — _Jo§ 1 SaSLAGR LR GR
per(g11) Ap = —Jsous - ( _”)[a—c 7 (p" = p™T)
gan ) (6.22)
Ji
+ (1 —s%) R ApGR} b
Dyg(gn) - Avs =0
Dpery, (g911) A(p)s = 0
D pery, (gn) A(p“H)s = 0
Linearisierung der Impulsbilanz der Mischung: Term g,
Dug(912) - Aug — Jg grad dug - (grad” Aug — div éugI)
[—stLR — (1— sL)pGR} + grad dug
41 T s
. [C 5 (grad Aug + grad” Aug) + (grad Aug) TEi|
LR . 0s" \ ir, iR _ GR L A, LR
D,zr(g12) Ap = Jg divdoug [WAI) (p —p=") — s Ap } (6.23)
) ost
D,cr(gr2) Ap©H = Jg divdug [&7 Ap“E (—pt Ry pCRy —(1—s1) ApGR}
Dvs (gIQ> : AVS = 0
D(pLR)fS(gIQ) A(pLR)iq =0
Danry, (g12) A(p“H)s = 0
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6.4.2 Ortsdiskretisierung und Zeitintegration

Die unbekannte Filtergeschwindigkeit n”ws wird in der schwachen Form der Massen-
bzw. Volumenbilanz durch das Darcysche Filtergesetz (vgl. Abschnitt 3.3) ersetzt. Das
Problem ist dadurch in den Primérvariablen ug und p (Verschiebungs-Druck-Formulie-
rung) bzw. ug, pr* und p* (Verschiebungs-Liquiddruck-Gasdruck-Formulierung) gestellt
und wird mit Hilfe der Methode der finiten Elemente gelost.

Hierzu werden im Rahmen eines Standard- Galerkin-Verfahrens Test- und Feldfunktio-
nen bei der erforderlichen Ortsdiskretisierung durch gleiche Ansatzfunktionen beschrie-
ben. Es werden quadratische Ansatzfunktionen fiir die Festkorperverschiebung und lineare
Ansatzfunktionen fiir den Porenfluiddruck verwendet, um die numerische Stabilitit der
Losung sicherzustellen (Ehlers und Ellsiepen [47], Ellsiepen [58], Lewis und Schrefler [81],
Zienkiewicz [110]):

= Y Qi(x) ui(t)

2—1

LRh Z Rz LRz (624)
z—l

GRh Z R GRZ
1=1

Hierin sind (- )" die ortsdiskreten GroéBen, @; eine quadratische und R; eine lineare An-
satzfunktion am Knoten ¢ und N und M die Anzahl aller auftretenden Knoten bzw.
Eckknoten. Die virtuellen Verschiebungs- und Druckfelder dug, ép*® und 6p“" werden
auf analoge Weise diskretisiert. Geeignete Elemente, in denen quadratische Verschiebungs-
und lineare Druckansitze verwendet werden, sind in Abb. 6.1 dargestellt.

Das Einsetzen der Ansatzfunktionen in die schwachen Formen fiihrt schliefilich zu ei-
nem semidiskreten System (diskret im Ort, kontinuierlich in der Zeit) fiir die Knoten-
Freiheitsgrade uk, ptf? und p“F¢ der FE-Niherungslosung.

Die plastischen Entwicklungsgleichungen aus Abschnitt 4.2 werden in der bestehenden
Form an den Integrationspunkten der finiten Elemente erfiillt (Mahnkopf [83], Miillerschén
[87]).

Das Resultat der Ortsdiskretisierung ist ein differential-algebraisches Gleichungssystem
(DAE, engl. Differential Algebraic Equation) erster Ordnung in der Zeit, bei dem die
Massenmatrix M aufgrund der quasi-statischen Problemstellung singulér ist:

M(y)y'+ k(y)—f(H)=0 mit  y(t=0)=y,. (6.25)

y ist der Vektor der Unbekannten, also der Freiheitsgrade und der internen Variablen zur
Beschreibung der Viskoplastizitéit, y’ enthilt die Zeitableitungen der Unbekannten, k ist
der Steifigkeitsvektor und f der Vektor der von auflen angreifenden Kréfte.

Das Gleichungssystem wird mit einem geeigneten Zeitintegrationsverfahren, z.B. dem
impliziten Fuler-Verfahren, gelost (vgl. Ehlers et al. [48], Ellsiepen [58], Wieners et al.
[106]).
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6 Numerische Umsetzung

e Verschiebung uf%

@ ——©

® ® ® Verschiebung uf,

Interface-Element Liquiddruck pLRh bzw.
Gasdruck p@FEP

Viereckselement Dreieckselement

(Serendipity-Element) (Taylor- Hood-Element)

Hexaeder-Element Tetraeder-Element

Abb. 6.1: Ansétze in finiten Elementen
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Parameteridentifikation fiir
Kapillardruck-Sattigungs-Beziehungen

In diesem Kapitel wird die Parameteridentifikation fiir Kapillardruck-Séttigungs-Bezie-
hungen von Darmstddter Versuchssand behandelt. Im Rahmen einer vom Autor beglei-
teten Diplomarbeit (Stumpf [100]) wurden am Institut fiir Geotechnik der TU Darm-
stadt Drainage- und Befeuchtungsversuche mit Wasser zur Ermittlung der Kapillardruck-
Séattigungs-Beziehungen des Versuchssands durchgefiihrt. Die Versuchsergebnisse werden
hier noch einmal wiedergegeben und zur Identifikation der Parameter der Funktionen aus
Tab. 3.4 zur Abbildung der ermittelten Kapillardruck-Séattigungs-Beziehungen verwendet.
Eine FE-Simulation der Laborversuche mit dem entwickelten Mehrphasen-Stoffmodell un-
ter Verwendung der ermittelten Parameter schliet die Untersuchungen ab.

Zur Berechnung wurde das Finite-Elemente-Programm PANDAS! verwendet, das am In-
stitut fiir Mechanik (Bauwesen) entwickelt wurde, siehe Ellsiepen (Hrsg.) [57]. Zu dem
bereits bestehenden Programm wurden die erforderlichen Erweiterungen zur Behandlung
der in dieser Arbeit vorgestellten Anfangs-Randwertprobleme als Module hinzugefiigt.

7.1 Voriiberlegungen

Die verschiedenen Verldufe von Kapillardruck-Sattigungs-Beziehungen in Abhéngigkeit
von Drainage- und Befeuchtungsbedingungen sowie von der Sattigungsgeschichte werden
z.B. von Vogler [104] dargestellt. Fiir die vorliegende Untersuchung sind die primére
Drainagekurve (PDC, engl. Primary Drainage Curve) und die Hauptbefeuchtungskurve
(MWC, engl. Main Wetting Curve) von Interesse, da der im Experiment verwendete Boden
seine erste Be- bzw. Entwésserung erfahrt, vgl. Abb. 7.1.

e Primére Drainagekurve

Die primére Drainagekurve hat ihren Startpunkt bei einem Kapillardruck von p© =
0 und einer realen Séttigung s~ = 1 des Liquids. Der Endpunkt der Kurve liegt
bei einem theoretisch unendlich grofien Kapillardruck und der residualen Séttigung

sk des Liquids.

res

e Hauptbefeuchtungskurve

Die Hauptbefeuchtungskurve hat ihren Startpunkt bei einem theoretisch unendlich
grofien Kapillardruck und der residualen Séttigung sZ_ des Liquids. Thr Endpunkt
befindet sich bei einem Kapillardruck von p© = 0 und der maximalen Sittigung
sk des Liquids.

'PANDAS: Porous Media Adaptive Non-Linear FE-Solver Based on Differential Algebraic Systems

67
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—— primére Drainagekurve

| ----  Hauptbefeuchtungskurve

Kapillardruck p¢ > 0 [N/m?]

reale Sittigung s | [—]

Abb. 7.1: Kapillardruck-Séttigungs-Beziehungen (schematisch)

Um die Sittigung s, die in den Funktionen zur Beschreibung der Kapillardruck-Sittigungs-
Beziehung (vgl. Tab. 3.4) verwendet wird, an die aus dem Experiment gewonnene reale
Sattigung s | anzupassen, werden die Séttigungen iiber den linearen Zusammenhang

L L

sk —s
L real res L _ L L L L
s = L oL And Sreal = S (Smax - Sres) + Sres (71)
Sma..)( SreS
umgerechnet. Die Maximalsittigung sZ = 1 — s und die Residualsittigung sZ =

1—5%  des Liquids miissen experimentell bestimmt bzw. aufgrund experimenteller Daten

max

sinnvoll abgeschéatzt werden.

7.2 Versuchsaufbau

In der Literatur werden verschiedene Versuchsanordnungen zur Bestimmung der Kapil-
lardruck-Séttigungs-Beziehung nach der Unterdruckmethode beschrieben (Haines [64],
Schubert [95]). Die vorgeschlagenen Versuchsanordnungen beruhen auf dem folgenden
Prinzip: Eine annéhernd vollstindig gesittigte Bodenprobe (sZ & 1) wird in einem Pro-

benbehilter auf eine semipermeable Membran gesetzt und iiber diese einem Unterdruck
ausgesetzt (Abb. 7.2).

Als semipermeable Membran wird eine porose Keramikplatte verwendet, die aufgrund
ihrer feinen Porenstruktur und des dadurch realisierbaren Kapillardrucks immer wasser-
gesiittigt und deshalb nur fiir die Wasserphase durchlissig ist. Uber die Membran wird
eine Wasserdruckanderung, die durch Anheben bzw. Absenken des Endpunkts eines an-
geschlossenen Schlauchs erfolgt, in der Probe erzeugt. Im Entwésserungszyklus, d. h.beim
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|<— dProbe —>|

Deckel (luftdurchléssig)

—{ Sandprobe

hprobe Probenbehalter

semipermeable Membran
Wasser (entgast)

Schlauch

Abb. 7.2: Prinzipskizze des Probenbehélters

Absenken des Schlauchendes, flieft Wasser aus der Probe ab, bei der Bewésserung, also
Anheben des Schlauchendes, flieft Wasser aus einem Standrohr in die Probe zuriick.

Zunichst wird die Probe stufenweise entwissert, danach wird der Prozefl durch Reduzie-
rung des Unterdrucks umgekehrt. Aus der aus- bzw. eingestromten Wassermenge wird die
zu jeder Druckstufe gehdrende mittlere Sittigung in der Probe bestimmt. Auf diese Weise
werden sukzessive Be- und Entwésserungskurve erstellt. Durch das stufenweise Einstel-
len der zugehorigen hydrostatischen Gleichgewichtszustdande werden diskrete Wertepaare
(Kapillardruck p®, Sittigung s”) der Kapillardruck-Séttigungs-Beziehung bestimmt.

Da die semipermeable Membran im Vergleich zur Probe eine sehr viel kleinere Durchléssig-
keit aufweist, kann eine zeitabhdngige Messung der aus- und einstrémenden Wassermenge
nicht erfolgen.

Fiir die Experimente wird ein Sand verwendet, der am Institut fiir Geotechnik der TU
Darmstadt fiir Versuche vorgehalten wird. In Tab. 7.1 sind die relevanten bodenphysika-
lischen Kennwerte des Versuchssands und die Probenabmessungen angegeben:

Kenngrofie Symbol Wert | Einheit
Korndichte P (ps) | 2,64 | g/cm?
Trockendichte | p° (pa) | 1,62 | g/cm?
Porenanteil n” (n) | 0,386
Porenvolumen | v¥ 47,8 | cm?
Hohe hprobe 4,53 | cm
Durchmesser | dpyobe 5,9 cm
Volumen Vprobe 123,8 | ecm?
Gewicht Mprobe 200,4 | g

Tab. 7.1: Bodenphysikalische Kennwerte von Darmstdidter Sand und Probenabmessungen
(die in Klammern stehenden Symbole entsprechen der geotechnischen Notation)
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7.3 Versuchsergebnisse

Der im Versuch aufgebrachte Kapillardruck p® wird im weiteren in der Einheit Meter
Wassersdule [mWS ] angegeben:

1 mWS = 981 N/m?>. (7.2)

Dies entspricht der im Versuchsablauf verwendeten Grofle und 148t den unmittelbaren
Schlufl auf die kapillare Steighthe im Material zu.

Die MeBwerte aus dem Ent- und (Wieder-)bewisserungszyklus sind in Tab. 7.2 darge-
stellt. In der jeweils linken Spalte ist der Kapillardruck in Metern Wassersdule, in den
rechten Spalten die zugehorigen realen bzw. effektiven Sattigungen angegeben. Die Resi-

dualsittigung wird zur Bestimmung der effektiven Sittigungen nach (7.1) zu sk, = 0,1
angenomimen.
Entwésserungszyklus Bewisserungszyklus
Kapillardruck | Sattigung | Séttigung Kapillardruck | Séttigung | Sattigung
p€ [mwWs] | sk (=] | s =] | | p° [mws] | shy[-] | s*[-]
0 0,99 1 0 0,93 1
0,05 0,98 0,99 0,03 0,88 0,94
0,10 0,96 0,97 0,08 0,71 0,74
0,15 0,87 0,87 0,11 0,63 0,64
0,20 0,58 0,54 0,12 0,54 0,53
0,25 0,34 0,27 0,14 0,45 0,42
0,30 0,24 0,16 0,19 0,29 0,23
0,40 0,16 0,07 0,26 0,20 0,12
0,50 0,14 0,05 0,31 0,17 0,08
1,0 0,12 0,02 0,49 0,13 0,04
1,0 0,12 0,03

Tab. 7.2: Experimentelle Daten fiir den Ent- und Bewé#sserungszyklus

Im Entwésserungszyklus wird aus drei Einzelversuchen mit gleichem Kapillardruck die
mittlere ausgestromte Wassermenge und daraus die mittlere Sattigung in der Probe be-
stimmt. Die MeBwerte des Bewésserungszyklus weisen im Vergleich zu denen des Entwiisse-
rungszyklus andere zugehorige Kapillardriicke auf, da sich der Wasserspiegel im Standrohr
unterschiedlich einstellt. Es wurden alle MeSwerte aus drei Bewéasserungsversuchen in den
Datensatz aufgenommen.
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7.4 Parameteridentifikation

Um die Funktionen an die vorhandenen Mefiwerte anzupassen, miissen die entsprechenden
Parameter (vgl. Tab. 3.4) identifiziert werden. Die Funktionen erfiillen in den Grenzwerten
ihres Definitionsbereichs (p© = 0 und p© — co) unabhiingig von den gewiihlten Parame-
tern die geforderten Randbedingungen (s” = 1 und s = 0). Daher ist eine beziiglich der
Parameter unrestringierte Identifikation moglich.

Fiir die Parameteridentifikation wird die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (engl.
Least-Squares Method) verwendet. Da die gewéhlten Funktionen keinen hysteretischen
Verlauf der Kapillardruck-Séattigungs-Beziehung abbilden konnen, werden zwei unter-
schiedliche Funktionen fiir Ent- und Bewésserungszyklus angepaft.

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate stellt ein Giitekriterium fiir die Abweichung
der MeBdaten von den Werten einer gewé#hlten Funktion dar. Das heifit, es wird ein
Fehlerfunktional bestimmt, das die Abweichung der Mefiwerte von den Funktionswerten
beinhaltet. Dieses Fehlerfunktional mufl minimal werden:

R(p) = 5 |r(p) —  min . (7.3)

In (7.3) ist p der Satz der Parameter, r eine Matrix, die die Differenz der MeBwerte und der
von den Parametern abhédngigen Funktionswerte enthélt, und R ist der zu minimierende
Fehler. Zur Minimierung wird ein Newton-Verfahren eingesetzt.

Auf Grundlage der gegebenen Daten wurden die Parameter der Funktionen aus Tab. 3.4
identifiziert. Die Resultate sind in Tab. 7.3 angegeben und in Abb. 7.3 fiir die dreiparamet-
rige van Genuchten-Funktion im Vergleich zu den MeBwerten graphisch dargestellt. Hierzu
wurden die angepafiten Funktionen iiber den Zusammenhang (7.1) auf reale Sittigungen
umgerechnet. In Tab. 7.3 ist zusétzlich die Summe R(p) der Fehlerquadrate angegeben,
die umso kleiner ist, je mehr Parameter verwendet wurden.

Exponentialfunktion | van Genuchten [61]
Parameter | k = 15,9008 (mWS)~2 | a = 5,07899 (mWS)~! | a = 5,91205 (mWs)~!
Entw. n = 534421 n = 7,60790
1—1/n=0,81288 h = 0,41578
Fehler R(p) = 0,03077 R(p) = 0,00179 R(p) = 0,00075
Parameter || k = 40,9812 (mWS)™2 | a = 9,55861 (mWS)™! | a = 6,16042 (mWS)~!
Bew. n = 3,17965 n = 2,29909
1 —1/n = 0,68550 h = 1,54682
Fehler R(p) = 0,00660 R(p) = 0,00405 R(p) = 0,00296

Tab. 7.3: Ermittelte Parameter fiir den Ent- und Bewésserungszyklus



72 7 Parameteridentifikation fiir Kapillardruck-Sdttigungs-Beziehungen
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Abb. 7.3: Vergleich der Kapillardruck-Sattigungs-Beziehungen: Diskrete Punkte aus den
Experimenten und Funktionen nach van Genuchten

7.5 Numerische Simulation des Unterdruckversuchs

Fiir eine numerische Simulation des Experiments wird die Gasphase als statisch an-
genommen (Annahme nach Reynolds, vgl. Abschnitt 6.2), da davon ausgegangen wer-
den kann, daf sich aufgrund der kleinen Probenabmessungen kein nennenswerter Gas-
druck aufbauen wird. Die Probe ist am oberen Rand offen, d.h., Wasser kann nicht ein-
stromen (n* w;, = 0). Am unteren Rand wird eine Saugspannung, d. h. negativer Wasser-
druck, sprunghaft vorgegeben, vgl. Abb. 7.4. Es wird die dreiparametrige van Genuchten-
Funktion mit den Parametern nach Tab. 7.3, Spalte 4, verwendet.

Die Ergebnisse der numerischen Simulation werden im folgenden Abschnitt dargestellt
und mit den Ergebnissen des Experiments verglichen.

7.6 Darstellung und Diskussion der Ergebnisse

Die FE-Berechnung liefert als Ergebnis die Filtergeschwindigkeit des stromenden Wassers
am unteren Rand der Probe iiber die Zeit. Integration iiber die Zeit ergibt die ein- bzw.
ausgestromte Wassermenge pro Laststufe, die zur Berechnung der mittleren Séttigung
in der Probe dient. Beide Groflen, Filtergeschwindigkeit und mittlere Sdttigung, sind
in Abb. 7.5 dargestellt: Im oberen Bild die Ergebnisse aus dem Entwésserungszyklus, im
unteren Bild die Ergebnisse des sich anschliefenden Bewésserungszyklus. Die auftretenden
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WA
9 SL =1 hProbe
pC

Abb. 7.4: Randbedingungen des Darmstdidter Laborversuchs im Anfangszustand ¢ = 0

Spitzen in der Filtergeschwindigkeit resultieren aus den sprunghaften Anderungen des
Kapillardrucks.

Die aus den Filtergeschwindigkeiten durch Integration iiber die Zeit bestimmten aus-
bzw. eingestromten Wassermengen sind in Tab. 7.4 zusammen mit den experimentell
ermittelten Wassermengen angegeben.

Entwésserungszyklus Bewiasserungszyklus
Kapillardruck Wassermenge Kapillardruck Wassermenge
p¢ [mWS] | Vi [ml] | Very [ml] p° [mWS] | Vi [ml] | Vepy [ml]

0 0 0 0 24 1,20
0,05 0,5 0,02 0,03 8,2 8,30
0,10 0,9 0,22 0,08 3.8 6,86
0,15 4,3 5,41 0,11 4,3 2,19
0,20 13,9 14,67 0,12 4,3 3,99
0,25 114 10,64 0,14 7,6 7,30
0,30 4,8 5,23 0,19 4,3 2,30
0,40 3.9 3,90 0,26 1,5 2,53
0,50 0,9 1,13 0,31 1.9 1,94
1,0 1,0 0,57 0,49 0.5 0,13

1,0 0 0

> 41,6 > 41,8 > 38,8 > 39,7

rischer Simulation

In Abb. 7.6 sind die Daten aus Tab. 7.4 noch einmal vergleichend aufgetragen.

Tab. 7.4: Resultierende aus- und eingestromte Wassermengen aus Experiment und nume-

Schliefllich wird die mittlere Séttigung in der Probe iiber den zugehorigen Kapillardruck
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Abb. 7.5: Gemittelte Sittigung s in der Probe und Filtergeschwindigkeit |[n wy| am un-
teren Ende der Probe im Verlauf des Ent- und Bewasserungszyklus

aufgetragen und mit den zugrunde gelegten Funktionen nach van Genuchten verglichen
(Abb. 7.7).

Das vorliegende Ergebnis der numerischen Simulation entspricht den gemessenen Daten in
hohem Mafl. Abweichungen des Modells von den Mefdaten miissen auf den unvermeidba-
ren Fehler bei der Parameterbestimmung, aber auch auf unzuléingliche Modellannahmen,
wie z. B. der gewéhlten relativen Permeabilitit, zuriickgefithrt werden.

Da die verwendete Funktion nach van Genuchten nur in der Lage ist, einen Ast der
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pY-sE-Beziehung abzubilden, mufBte fiir jeden Ast eine eigene Funktion angepafit wer-
den. Dies schrankt die Brauchbarkeit der Funktion in bezug auf ihre Verwendung fiir
allgemeine Anfangs-Randwertprobleme stark ein. Erforderlich ist eine Implementierung
der Kapillardruck-Sittigungs-Beziehung, die ihr hysteretisches Verhalten im Ubergang
zwischen Be- und Entwisserung erfafit. Hierzu ist eine Formulierung notwendig, die die

Séattigung als Geschichtsvariable beriicksichtigt.

]_6 T T T T
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Abb. 7.6: Vergleich der aus- und eingestréomten Wassermengen

1,2
1,0
0,8

0,6
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Kapillardruck p¢ [mWS|
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Abb. 7.7: Vergleich der Kapillardruck-Sattigungs-Beziehungen: Diskrete Punkte aus der

Kapillardruck p© [mWS |

Entwasserungszyklus:

van Genuchten
+  FEM
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Simulation (FEM) und Funktionen nach van Genuchten
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Experimentelle Ermittlung von
Interface-Gesetzen

Zur experimentellen Ermittlung von Interface-Gesetzen werden die Ergebnisse von Rah-
menscherversuchen verwendet, die am Institut fiir Geotechnik der TU Darmstadt an Ber-
liner Sand zur Abbildung des Materialverhaltens des Interface zwischen Griindungskorper
und Boden durchgefiihrt wurden. In einem Rahmenschergerit wurden die Kombinatio-
nen ,rauher Beton und Sand“, , glatter Beton und Sand“ und das reine Bodenmaterial
bei unterschiedlichen Vertikallasten (25, 100, 200 kN /m?) untersucht. Versuchsergebnisse
sind Schubspannungs-Verschiebungs-Kurven, die Reul [90] entnommen wurden.

Zunichst wird eine kontinuierlich und eine diskontinuierlich formulierte FE-Simulation des
Versuchs am reinen Bodenmaterial zur Verifikation des entwickelten Stoffmodells bzw. des
Interface-Gesetzes durchgefiihrt. Dabei wird von der Abwértskompatibilitdt des Stoffmo-
dells Gebrauch gemacht — Modellkompatibilitdat (M 7), vgl. Kasten (6.6) — und nur das

trockene Sandmaterial numerisch simuliert.

Anschliefend wird durch die numerische Simulation eines einfachen Scherversuchs mit dem
kontinuierlich formulierten Stoffmodell unter Verwendung eines speziellen Parametersat-
zes das Interface ,Beton-Sand®“ abgebildet und durch Vergleich mit den experimentellen
Ergebnissen aus den Scherversuchen verifiziert. Das Interface-Gesetz aus Abschnitt 5.3
wird hier nicht eingesetzt, da es den Ubergang zwischen zwei Materialien nicht abbilden
kann.

Die Berechnungen wurden mit dem Finite-Elemente-Programm PANDAS (Dokumenta-
tion in Ellsiepen (Hrsg.) [57]), das durch die entsprechenden Routinen erweitert wurde,
durchgefiihrt.

8.1 Versuchsaufbau

Zur Bestimmung der Scherfestigkeit (DIN 18137, Teil 3) wird ein Rahmenscherversuch
durchgefiihrt. Hierbei handelt es sich um eine Versuchsanordnung mit erzwungener La-
ge der Scherfliche. Den Aufbau des Versuchs zeigt Abb. 8.1. Die quadratischen Rahmen
haben eine Seitenldnge von 25 ¢m und werden, nach vertikaler Belastung der eingebau-
ten Probe, gegeneinander verschoben. Dabei wird die auftretende, horizontale Scherkraft
gemessen und zur Ermittlung der Scherspannung auf die Scherfliche bezogen. Im obe-
ren Rahmen befindet sich Bodenmaterial, wihrend im unteren Rahmen, je nach Versuch,
rauher oder glatter Beton oder Boden eingebaut wird. Weitere Angaben sind in Reul [90]
zu finden.

7
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Abb. 8.1: Autbau des Rahmenscherversuchs

8.2 Numerische Simulation eines
Rahmenscherversuchs

Der Rahmenscherversuch am trockenen Bodenmaterial wird mit Hilfe des Stoffmodells,
das hier als Einphasenmodell eingesetzt wird, numerisch simuliert. Hierzu wird der Ver-
such einschliellich einer steifen Lastplatte zur Aufbringung der vertikalen Auflast unter
der Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustands (EVZ) diskretisiert. Der obere Rah-
men wird verschiebungsgesteuert gegen den unteren verschoben. Dabei werden die Span-
nungen in horizontaler Richtung iiber den Rand des unteren Rahmens integriert und auf
die Scherflache bezogen.

8.2.1 Kontinuierliche Formulierung

Fiir die Berechnung des Randwertproblems in der kontinuierlichen Formulierung wird
ein ausreichend verfeinertes Netz gewéhlt. In Abb. 8.2 ist das deformierte Netz bei einer
Horizontalverschiebung von 7 mm dargestellt.

Abb. 8.2: Rahmenscherversuch: Diskretisierung im EVZ
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In Abb. 8.3 ist anhand des gezeigten Verschiebungsfelds zu erkennen, daf§ sich zunéchst
keine scharf abgegrenzte Scherfuge herausbildet, die den oberen und den unteren Bo-
denkorper voneinander trennt. Statt dessen bildet sich innerhalb des Rahmenschergerits
eine breite Zone aus, die aus den Bereichen des Bodens besteht, die hinter der aufge-
zwungenen Verschiebung zuriickbleiben. Das daraus resultierende, breite Scherband ist in
Abb. 8.4 wiedergegeben.
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Abb. 8.3: Rahmenscherversuch: Horizontalverschiebung [ mm |
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Abb. 8.4: Rahmenscherversuch: Plastische Vergleichsdehnung

Die berechnete Schubspannungs-Verschiebungs-Kurve ist zusammen mit den MeBidaten
einer Versuchsserie mit einer Vertikalspannung von 100 kN/m? in Abb. 8.5 angegeben.
Die experimentellen Ergebnisse konnen bis zum erreichen der maximalen Schubspannung
(Bruchscherfestigkeit) gut wiedergegeben werden. Nach Erreichen der maximalen Schub-
spannung fillt die Spannung im Experiment auf die Gleitfestigkeit (Restscherfestigkeit)
ab, bei der sich eine erzwungene Scherfuge zwischem dem oberen und unteren Bodenkérper
ausbildet. Dieser Effekt 148t sich im Rahmen einer kontinuierlichen Formulierung nicht
mehr abbilden.
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Abb. 8.5: Rahmenscherversuch ,, Sand-Sand“ mit einer vertikalen Auflast von 100 kN/m?:
Vergleich von Experiment und numerischer Simulation

8.2.2 Diskontinuierliche Formulierung

Bei der diskontinuierliche Formulierung des Randwertproblems werden zur Abbildung der
erzwungenen Scherfuge zwischen den Rahmen des Schergeriits Interface-Elemente ange-
ordnet. In Abb. 8.6 ist die Diskretisierung mit vier Elementlagen skizziert. Die obere
Lage bildet die starre Lastplatte, darunter der Boden, der durch die Interface-Elemente
verbunden ist.

100 kN /m?

¥ R

\Cis % i)

Abb. 8.6: Rahmenscherversuch ,,Sand-Sand“ mit einer vertikalen Auflast von 100 kN/m?:
Diskretisierung im EVZ mit Interface-Elementen

In Abb. 8.7 sind die horizontalen Verschiebungen bei einer aufgezwungenen Verschiebung
von 7 mm dargestellt. Auch bei der Verwendung von Interface-Elementen bildet sich keine
scharf abgegrenzte Scherfuge heraus, da sich in der unteren Bodenlage Horizontalverschie-
bungen einstellen. Zudem ist die Relativverschiebung zwischen den Lagen minimal. Dies
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148t den Schlufl zu, daf§ die Interface-Elemente eine starke Kopplung zwischen den Ele-
mentlagen erzeugen. Diese Kopplung ist natiirlich von der vertikalen Auflast abhéngig.

>
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Abb. 8.7: Horizontalverschiebung [mm]| bei der Verwendung von Interface-
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lementen

Die resultierenden Schubspannungs-Verschiebungs-Kurven fiir unterschiedliche Werte des
Interface-Parameters § (Abb. 8.8) zeigen eine deutlich geringere aufnehmbare Schubspan-
nung als die experimentellen Resultate. Hier kann argumentiert werden, dafl bei der
Verwendung von Interface-Elementen der Ort der Scherzone apriorisch festgelegt wird,
wahrend sich diese Scherzone in der kontinuierlichen Formulierung erst herausbilden muf.
So zeigt die Interface-Simulation ein deutlich weicheres Materialverhalten, das eher auf

die Restscherfestigkeit aufeinander gleitender Bodenkdrper hindeutet.
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Abb. 8.8: Schubspannungs-Verschiebungs-Kurven bei der Verwendung von Interface-
Elementen

Anhand der vorgestellten Untersuchungen wird deutlich, dafl es sich bei dem geotech-
nischen Standardversuch , Rahmenscherversuch® um ein kompliziertes Randwertproblem
handelt, das wegen des erzwungenen Versagensmechanismus hochste Anspriiche an das
fiir die numerische Simulation verwendete Materialmodell stellt. Allerdings wird in der
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alltdglichen Laborpraxis aus dem Rahmenscherversuch lediglich die Bruchscherfestigkeit
bei unterschiedlichen vertikalen Auflasten ermittelt. Diese Daten werden zur Ermittlung
nur eines einzigen Parameters, ndmlich des Winkels der inneren Reibung des Bodenma-
terials, verwendet.

8.3 Bestimmung von Interface-Parametern

Im Rahmen einer kontinuierlichen Formulierung ergibt sich die Moglichkeit, einzelne Ele-
mentlagen mit speziellen Parametersitzen zu versehen, die ein Interface, d. h. das Materi-
alverhalten unter Schubbeanspruchung, geeignet abbilden. Das Stoffgesetz des Materials
bleibt dabei unverdndert.

Die Elemente werden dort angeordnet, wo eine Lokalisierung der plastischen Dehnungen
eintreten wird: z. B. im Ubergang zwischen Griindungskorper und Boden. Dabei wird da-
von ausgegangen, dafl das Materialverhalten im lokalisierten und nichtlokalisierten Gebiet
unterschiedlich ist.

Durch numerische Simulation des einfachen Scherversuchs (Abb. 8.9) ist es moglich, Stoff-

bzw. Interface-Gesetze und zugehorige Parametersitze qualitativ zu iiberpriifen.

011 011

TEERERERERE ERERERNERER

PN A i

Abb. 8.9: Prinzipskizze des einfachen Scherversuchs

Verschiedene Parameterséitze fiir Berliner Sand und fiir das kontinuierliche Interface zwi-
schen Sand und Beton werden durch Simulation des einfachen Scherversuchs iiberpriift.
Die Parameter des Interface ergeben sich dabei aus den Parametern fiir das Bodenmaterial
durch eine Reduktion der durch das Material aufnehmbaren plastischen Arbeit.

Ergebnis sind Schubspannungs-Schubverzerrungs-Kurven bei unterschiedlicher Vertikal-
last (25, 100, 200 kN/m?), die die maximal erreichbare Schubspannung des Materials
liefern (Abb. 8.10). In Abb. 8.10, oben, sind Kurven fiir Berliner Sand dargestellt, dar-
unter die Kurven des Interface ,glatter Beton und Sand“. Zusétzlich ist die erreichte
Volumendehnung der Materialmodelle angegeben (Abb. 8.10, rechts). Dabei zeigt sich ein
grundsétzlich dilatantes Materialverhalten unter Schubbeanspruchung. Bei gréflerer Auf-
last ist die Dilatanz weniger ausgepragt, da eine Ausdehnung durch die Auflast behindert
wird.

In Abb. 8.11 sind die maximal erreichbaren Schubspannungen fiir verschiedene vertikale
Auflasten (25, 100, 200 kN/gf) aus den experimentellen Rahmenscherversuchen darge-
stellt. Ein Vergleich zeigt die Ubereinstimmung der Extremwerte der numerischen Simula-
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Abb. 8.10: Schubspannung und Volumendehnung im einfachen Scherversuch
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Abb. 8.11: Maximal erreichbare Schubspannung im Rahmenscherversuch (Reul [90])



84 8 FEzxperimentelle Ermittlung von Interface-Gesetzen

tion einfacher Scherversuche mit den experimentell ermittelten Werten der Rahmenscher-
versuche und dem daraus resultierenden Winkel der inneren Reibung .

Damit bietet sich mit der modifizierten kontinuierlichen Formulierung eine simple Moglich-
keit zur Abbildung des Scherverhaltens zwischen unterschiedlichen Materialien, ohne dafl
ein spezielles Reibgesetz eingefiihrt werden mufite.
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Numerische Beispielrechnungen

Die numerischen Beispielrechnungen behandeln zum einen Probleme, die der Verifikati-
on des entwickelten Stoffmodells fiir Boden dienen (Abschnitt 9.1), zum anderen werden
Anfangs-Randwertprobleme im Rahmen baupraktischer Anwendung gelost (Abschnitt 9.2).

Die Beispiele wurden mit dem entsprechend erweiterten FE-Programm PANDAS [57]
berechnet.

9.1 Rechnungen zur Verifikation des entwickelten
Stoffmodells

In diesem Abschnitt werden Anfangs-Randwertprobleme zur Uberpriifung der Wiedergabe
der fluid- und festkérpermechanischen Eigenschaften von Boden durch das entwickelte
Mehrphasen-Stoffmodell vorgestellt. Ziel ist es, jede Eigenschaft separat zu testen, um die
Qualitat der phanomenologischen Beschreibung zu iiberpriifen.

Zunichst werden in Abschnitt 9.1.1 Sandséulenversuche zur Uberpriifung der fluidmecha-
nischen Eigenschaften des Stoffmodells behandelt. Die Festkorpereigenschaften werden
durch die Nachrechnung eines unabhéangigen Triaxialversuchs in Abschnitt 9.1.2 und ei-
ner gromafistiblichen Fundamentbelastung in Abschnitt 9.1.3 tiberpriift. Schlieflich wird
die Interface-Formulierung in Abschnitt 9.1.4 durch ein Problem mit erzwungenem Scher-
versagen getestet.

9.1.1 Sandsaulenversuche

Fiir das Dreiphasenmodell existieren eine Vielzahl von eindimensionalen Anfangs-Rand-
wertproblemstellungen, in denen ausschlieBlich fluidmechanische und kapillare Effekte
mafgeblich sind. Hier werden im Rahmen der Verifikation dieser Eigenschaften des Mo-
dells die folgenden Probleme anhand einer Sandséule untersucht:

e Buckley- Leverett-Problem

Es wird die Verdrangung eines materiell inkompressiblen Fluids durch ein anderes
materiell inkompressibles Fluid aus einem porosen Festkorper untersucht [17]. Dabei
sollen Kapillaritatseffekte ausgeschlossen sein.

e AusfluBproblem

Wasser flieit aus einer zu Beginn wassergeséattigten Sandsdule unter Gravitations-
einflufl vollstandig aus.

85
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e Einstromproblem

Hier wird Wasser in eine vollstandig ungeséattigte, d. h. trockene, Sandsdule entgegen
der Wirkungsrichtung der Gravitation eingesaugt.

e Liakopoulos-Problem

Eine wassergesattigte Sandsdule wird unter Gravitationseinflul teilweise entwéassert.
Der Sédulenfu steht dabei im Wasser. Das Problem wurde von Liakopoulos [82]
experimentell untersucht.

e Darmstidter Laborversuch (Unterdruckversuch)

An eine vollgesittigte Sandprobe wird eine verdnderliche Saugspannung angelegt.
Die mittlere Séttigung der Probe wird aus der Menge des aus- bzw. zustromen-
den Wassers bestimmt und mit dem zugehorigen Kapillardruck zum Nachweis der
Kapillardruck-Sattigungs-Beziehung des Probenmaterials verwendet.

Der Darmstidter Laborversuch wird vom Institut fiir Geotechnik der TU Darmstadt
zur Untersuchung des hydraulischen Verhaltens von Boden eingesetzt. Der Versuch
wird ausfiihrlich in Kapitel 7 behandelt.

Bei allen Randwertproblemen tritt eine geringfiigige Festkorperdeformation auf, die auf
das qualitative, numerische Ergebnis einen vernachliassighbaren Einflufl hat. Aus diesem
Grund wird die Festkorperdeformation bei allen Problemen — mit Ausnahme des Buckley-
Leverett-Problems, bei dem der Festkorper als starr angenommen wird — zwar zugelassen,
aber nicht weiter betrachtet. Alle Randwertprobleme werden dreiphasig, mit voneinander
unabhéngigen Fluidphasen, formuliert (Modellvariante I, vgl. Tab. 6.1).

Fiir die Berechnungen werden die Permeabilititskoeffizienten aus Tab. 3.3 verwendet.
Die Wichtung der Koeffizienten zur Beriicksichtigung der aktuell vorhandenen Séttigung
geschieht mit den relativen Permeabilitdten aus (3.31). Dabei wird der Parameter m =
0,81 gesetzt, vgl. Tab. 7.3, Zeile 4, Spalte 3.

Als Kapillardruck-Séttigungs-Beziechung wird die zweiparametrige van Genuchten-Funkti-
on aus Tab. 3.4, Zeile 3, mit den Parametern aus Tab. 7.3, Spalte 3, verwendet. Fiir die ver-
schiedenen Randwertprobleme werden dabei die jeweiligen Parameter eines Entwésserungs-
bzw. Bewasserungszyklus verwendet.

Buckley- Leverett-Problem

Das Buckley-Leverett-Problem [17] stellt sich bei der Beschreibung der Verdréingung ei-
nes materiell inkompressiblen Fluids durch ein anderes materiell inkompressibles Fluid aus
einem starren, porosen Festkorper. Es zeigt die Bedeutung der Kapillardruck-Sattigungs-
Beziehung als Stabilisator bei der numerischen Lésung des Problems und wird von Helmig
[67] in dieser Hinsicht intensiv behandelt. Hier wird es vorgestellt, um die unterschiedli-
che Problemstellung bei der Beschreibung von Materialien mit und ohne (ausgeprigte)
kapillare Eigenschaften zu verdeutlichen.

In Abb. 9.1 ist das Buckley- Leverett-Problem skizziert. Der dargestellte eindimensionale
Bereich besteht aus einem starren, pordsen Festkérper (nf” = konst.), dessen Porenraum
mit einem materiell inkompressiblen Fluid o™ vollstindig gesittigt ist. Dieses Fluid wird
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durch eine andere materiell inkompressible Fluidphase ¥, die mit der Filtergeschwin-

digkeit |n” Xz | von links in den pordsen Festkorper einstromt, verdréngt. Ziel ist die
Bestimmung der Sittigungsfunktion s* = s”(x, t) des Fluids ¢” in Abhingigkeit von
Ort und Zeit. Hierzu wird im folgenden die Séttigung als Freiheitsgrad eingefiihrt.

/ !
[ x| [n” xul

L -

Abb. 9.1: Buckley- Leverett-Problem: Anfangsbedingungen (¢ = 0)
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Zur mathematischen Beschreibung des Problems wird fiir beide Fluidphasen das Dar-
cysche Filtergesetz (3.27) angesetzt. Addition der Filtergesetze unter Verwendung der
totalen Filtergeschwindigkeit

f=n” (x4 %), (9.1)
den Ausdriicken
LR .M L .M
_ vk _ kt k
ki = LL MR | J.M ~LR’ ko = LL ~MR | J.M ~LR (9.2)
YME 4 M YME 4+ kM

und dem Kapillardruck p© = pM% — pEf fithrt auf
n" Xy = ki f — ks (grad p© + pMfb — pMED). (9.3)

Einsetzen von (9.3) in die Volumenbilanz

F 88L . F/
e + div(n” xp) = 0 (9.4)

der Phase o™ mit s¥ + sM = 1 resultiert in

L

0 - - y
—nF 8—815 + div [ky £ — ks (grad p© + p" b — p"Fb)| = 0. (9-5)

Schlieflich werden alle Ableitungen bezogen auf die Sittigung s” gebildet:

8SL dl%l d];/’g _ de
F _ LR _  MRyp| . L : Ly _
n ToT f Tl (p P )b - grad s* + div (k2 Tl grad s ) 0. (9.6)

Als Ergebnis liegt nun eine Gleichung vor, in der die Sittigung s* und die totale Filter-
geschwindigkeit f die Unbekannten sind. Der letzte Term in (9.6) ist ein Diffusionsterm,
der den Typ der Differentialgleichung bestimmt. Durch Weglassen dieses Terms werden
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kapillare Effekte aus dem Modell genommen. Wird auflerdem die &uleren Beschleunigung
b weggelassen, reduziert sich die Modellgleichung zu

ost dk
F 1 L _
Die Reduktion auf den eindimensionalen Fall fithrt auf die mathematische Formulierung
des in Abb. 9.1 dargestellten Buckley- Leverett-Problems:

pOst dk ¢ dst
ot dsL ! oxy

n

=0. (9.8)

In einem ersten Schritt wird die vorliegende partielle Differentialgleichung mit einem
gewohnlichen Differenzenverfahren gelost. Hierbei wird fiir k; eine lineare Abhiingigkeit
von der Sittigung angenommen (dk;/ds? = k = konst.) und die totale Filtergeschwin-
digkeit f; als Konstante vorgegeben:

n+1 n
nFuﬂAi_uJ 1+ kfy % =0
t . fclA (9.9)
mn t n n n
= “jH = F fy Az, (ufyr — ufy) + uf.

Das anzuwendende Schema ist in Abb. 9.2, links, zu sehen. Das Ergebnis der Berechnung
ist eine numerische Oszillation (Abb. 9.3, links). Hier tritt der besondere Fall auf, da8
fiir die Sattigung Ergebnisse erzielt werden, die auBlerhalb des Definitionsbereichs von
0 < sk <1 liegen (engl. Over Shooting).

t t
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n+1- n+ 1 °
At At
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leAx ; ijjkl T leAx ; Aa:ijl T

Abb. 9.2: Differenzen- und Upstream-Differenzenverfahren

Um die numerische Oszillation zu beseitigen, wird ein Upstream-Differenzenverfahren an-
gewendet, dessen Schema in Abb. 9.2, rechts, dargestellt ist:

k At
f

;‘H = F ul — ul_)+ ul. (9.10)
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Bei diesem Verfahren wird eine zusétzliche Information, ndmlich die Stromungsrichtung,
verwendet. Resultat ist eine oszillationsfreie Losung (Abb. 9.3, rechts). Die analytische
Losung von Buckley und Leverett ist jedoch ein Sprung der Sattigung von eins auf null.
Diese Losung wird nur ndherungsweise erreicht.
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Abb. 9.3: Buckley- Leverett-Problem: Numerische Simulation ohne und mit Diffusionsterm

Bei Verwendung des Diffusionsterms in (9.6) werden numerische Oszillationen weitestge-
hend vermieden, vgl. Helmig [67]. Das heifit, daf§ die folgenden hier gezeigten Problem-
stellungen keiner besonderen numerischen Behandlung bediirfen, da eine Kapillardruck-
Sattigungs-Beziehung verwendet wird.

Ausflulproblem

Beim AusfluBproblem wird von einer zu Beginn vollstindig wassergeséttigten Sandséule
ausgegangen (Abb. 9.4).
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Abb. 9.4: Ausfluproblem: Anfangsbedingungen (¢ = 0)
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Am Kopf und am Fu der Siule wird die Randbedingung ,trocken®, d.h. s* = 0, vor-
gegeben. Luft kann an beiden Enden zustrémen. Im Rahmen einer Verschiebungs-Druck-
Formulierung steht der Freiheitsgrad ,,Séttigung” nicht zur Verfiigung; statt dessen wird
eine Saugspannung, die der Randbedingungn s* = 0 nahe kommt, am oberen und unte-
ren Ende des diskretisierten Bereichs angelegt: hier p© = —p® = 10 kN/m? (entspricht
1 mWS). Die Auswertung der verwendeten Kapillardruck-Séttigungs-Beziehung fiir einen
Entwisserungszyklus ergibt fiir diese Saugspannung eine Sittigung von s¥ = 0, 0009,
womit die geforderte Randbedingung als erfiillt angesehen wird.
In Abb. 9.5 ist die Entwicklung der Sittigung s in Abhéingigkeit von der Zeit ¢ dargestellt.
Die Sandsdule entwissert unter Gravitationseinflufl nahezu vollstandig.
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Abb. 9.5: AusfluSproblem: Zeitabhingige Entwicklung der Wassersittigung

Abb. 9.6 zeigt die Abnahme der Filtergeschwindigkeit |ny wy| des ausstromenden Wassers
am Saulenfufl in Abhéngigkeit von der Zeit t. Integration iiber die Zeit fithrt auf die
ausgestromte Wassermenge, die dem Porenvolumen (n’ = 0, 39) der Sandsiule entspricht.

Einstrémproblem

Beim Einstromproblem wird eine vollstindig ungesittigte, d. h. trockene (s = 0), Sand-
saule mit dem unteren Ende in Wasser getaucht (Abb. 9.7). Das Wasser soll aufgrund der
Kapillaritat des Sands entgegen der Wirkungsrichtung der Gravitationsbeschleunigung
eingesaugt werden, so daf hier die Kapillardruck-Sattigungs-Beziehung fiir einen Bewésse-
rungszyklus verwendet wird. Im Rahmen einer Verschiebungs-Druck-Formulierung werden
Saugspannungen, die der Randbedingung s = 1 am unteren Ende und s* = 0 am oberen
Ende und der Anfangsbedingung s = 0 im Inneren der Siule entsprechen, vorgegeben.
Dabei wird fiir s* = 0 der Kapillardruck p¢ = —p™# = 10 kNm? (1 mWS) und fiir s* =1
der Kapillardruck p© = 0 angesetzt.

In Abb. 9.8 ist die Entwicklung der Sittigung s” in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ darge-
stellt. In die Sandsédule stromt aufgrund kapillaren Saugens Wasser ein und bildet einen
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Abb. 9.6: AusfluBproblem: Filtergeschwindigkeit am Saulenfuf

Kapillarsaum aus.

Abb. 9.7: Einstromproblem: Anfangsbedingungen (¢ = 0)

In Abb. 9.9 ist die Sattigungsverteilung iiber die Sdulenhéhe 5 h nach dem Eintauchen der
Saule in das Wasser dargestellt. Die Hohe des Kapillarsaums ergibt sich aus der zugrunde
gelegten Kapillardruck-Séattigungs-Beziehung.

Liakopoulos-Problem

Bei diesem Problem wird eine wassergesittigte Sandsdule unter Gravitationseinfluf§ teil-
weise entwéssert (Abb. 9.10). Zunéchst ist das untere Ende der Séule verschlossen, zum
Zeitpunkt ¢t = 0 wird das untere Ende gedffnet, aber im Wasser belassen. Am oberen Ende
der Sdule kann Luft nachstromen.

Das Liakopoulos-Problem [82] wurde von der Gruppe Alert Geomaterials' als Test zur
Uberpriifung von Mehrphasenmodellen verwendet (siehe z.B. Klubertanz et al. [74] und
Lewis und Schrefler [81]).

! Alert Geomaterials: Allied Laboratories in Europe for Research and Technology, Grenoble



92 9 Numerische Beispielrechnungen

> 1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

< 0,0

L
ls 10% s 10 s 10* s 10° s st [—]

Abb. 9.8: Einstromproblem: Zeitabhédngige Entwicklung der Wasserséittigung
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Abb. 9.9: Einstromproblem: Wasserséttigung iiber die Sdulenhohe (t = 5 h)

In Abb. 9.11 ist die Entwicklung der Sittigung s” in Abhiingigkeit von der Zeit ¢ darge-
stellt. Aus der Sandséule stromt, entsprechend der Kapillaritdt des Materials, ein Teil des
Wasser aus. Fiir die Berechnung sind die Parameter fiir einen Entwésserungszyklus der
Kapillardruck-Sattigungs-Kurve verwendet worden.

Abb. 9.12 zeigt die Filtergeschwindigkeit |n” wr| am Sdulenfufl im Zeitintervall von ¢ =
0 bis 3 h. Dabei wurde eine Rechnung mit dem Gasdruck als unabhéngiger Variable
(Modellvariante I, vgl. Tab. 6.1) und eine weitere Rechnung mit einer statischen Gasphase
(Modellvariante IT) durchgefiihrt. Der Vergleich beider Varianten zeigt eine Uberschiitzung
der AusfluBgeschwindigkeit zu Beginn der Simulation bei der Verwendung einer statischen
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Abb. 9.10: Liakopoulos-Problem: Anfangsbedingungen (¢t = 0)
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Abb. 9.11: Liakopoulos-Problem: Zeitabhéngige Entwicklung der Wasserséttigung

Gasphase.

In Abb. 9.13 ist die Sittigung s’ iiber die Sdulenhthe 5 h nach Beginn der Simula-
tion dargestellt. Das Ergebnis entspricht der zugrunde gelegten Kapillardruck-Sattigungs-
Beziehung.

Die Ergebnisse entsprechen qualitativ den experimentellen Ergebnissen von Liakopou-
los [82]. Auf eine Materialparameteranpassung an den von Liakopoulos verwendeten Del
Monte-Sand wurde hier verzichtet, da in dieser Arbeit eine Anpassung an Darmstadter
Versuchssand/ Berliner Sand durchgefithrt wird.

Klubertanz [73] hat den Liakopoulos-Versuch mit eigenem Versuchssand durchgefithrt, um

auf gesicherte Bodenkennwerte zuriickgreifen zu konnen. Zur quantitativen Behandlung
des Liakopoulos-Problems siche auch Kolditz [75].
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Abb. 9.12: Liakopoulos-Problem: Filtergeschwindigkeit am Saulenfu8 (£ =0 ... 3 h)
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Abb. 9.13: Liakopoulos-Problem: Wassersittigung iiber die Sdulenhohe (¢ =5 h)

9.1.2 Triaxialversuch

Beim Triaxialversuch handelt es sich um einen Standardversuch der Geotechnik zur Be-
urteilung der Tragfahigkeit von Boden (DIN 18 137, Teil 2).

Eine zylindrische Bodenprobe wird in eine Druckzelle eingebaut, in der Radialspannungen
09 = o3 durch Wasserdruck aufgebracht werden. Dabei verhindert eine Latexhiille den
Zutritt des Wassers zur Probe. Die Axialspannung oy wird mit Hilfe eines Druckstempels,
an den eine Kraftmefidose gekoppelt ist, gesteuert.

Am Institut fiir Geotechnik der TU Darmstadt wurde an trockenem Berliner Sand ein
Versuchsprogramm durchgefiihrt, das achtzehn Kompressionsversuche (|oy| > |o2| = |o3]),
sechs Extensionsversuche (|o1| < |o2| = |o3|) und drei hydrostatische Kompressionsver-
suche (07 = 09 = 03) umfafite. Der Sand wurde nahe seiner dichtesten Lagerung in die
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Triaxialpriifmaschine eingebaut. Die bodenmechanischen Kennwerte des Sands kénnen
Tab. 4.1 entnommen werden.

Der Belastungspfad fiir einen Kompressionsversuch ist in Abb. 9.14 dargestellt. Im Ver-
suchsverlauf werden, ausgehend vom hydrostatischen Spannungszustand, die zum jewei-
ligen Spannungszustand gehorende Axialdehnung €; und Volumendehnung ey gemessen.

Wiéhrend der Verfestigung, d.h. Aufweitung der FlieBflache, &ndert sich die Richtung des
plastischen Fliefens, die die Volumendehnung der Probe bestimmt. Die unterschiedlichen,
wihrend eines Belastungsprozesses auftretenden Richtungen der plastischen Verzerrungs-
rate (€g,)’s sind beispielhaft in Abb. 9.14 angegeben.

A .
o] . hydrostatische Achse
Kompression .-
. 01 = 092 = O3

Belastungspfad

A

Extension

(€sp)s >

|01

|
)
- — |oa| = |os|
T

\/§|03|

Abb. 9.14: Triaxialer Belastungspfad im Hauptspannungsraum: FlieBkurven und Richtun-
gen der plastischen Verzerrungsrate (eg,)s

Im Hinblick auf die Anwendung des Stoffmodells auf dreidimensionale Geometrien wurde
das Modell anhand eines Wiirfels, dessen Seitenflichen unabhéngig voneinander bela-
stet werden, getestet (Abb. 9.15). Auf diese Weise lassen sich neben ,einfachen® auch
,wahre® Triaxialversuche simulieren, bei denen beliebige Spannungspfade im Hauptspan-
nungsraum abgefahren werden (Lade und Kim [72]).

Der Spannungszustand im diskretisierten Randwertproblem bleibt homogen, da sich die
gewahlte Geometrie affin (parallelentreu) verformt. Es gniigt daher, ein einziges finites
Element mit beliebigen Abmessungen und mit linearer Ansatzfunktion zu verwenden. Im
Experiment ist der Spannungszustand idealer Weise homogen, wird aber spétestens beim
Versagen der Probe inhomogen. Dieser Zustand kann hier nicht abgebildet werden.

In Abb. 9.16 ist der Vergleich der experimentellen MeBidaten eines Standard-Triaxialver-
suchs mit o3 = —500 kN/m? Seitenspannung und der Ergebnisse der numerischen Si-
mulation des Versuchs mit einem dreidimensionalen bzw. einem rotationssymmetrischen
Element dargestellt. Die Scherspannung |07 — o3| und die Volumendehnung ey sind iiber
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Abb. 9.15: ,,Wahrer“ Triaxialversuch: Wiirfel im homogenen Spannungszustand und dis-
kretisiertes RWP

die Axialdehnung e, aufgetragen. Die Probe zeigt zunichst kontraktantes Verhalten (ne-
gative Volumendehnung), im weiteren Verlauf der Belastung dilatantes Verhalten (positive
Volumendehnung).
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Abb. 9.16: Standard-Triaxialversuch: Vergleich der Meidaten (Miillerschon [87]) mit der
numerischen Simulation

Die numerische Simulation zeigt die Ubereinstimmung der Spannungs-Dehnungs-Kurven
und insbesondere die exakte Ubereinstimmung der Ergebnisse, die mit dem dreidimen-
sionalen und dem rotationssymmetrischen Element erzielt wurden. Die Volumendehnung
der Probe wird durch das Stoffmodell gut wiedergegeben.

Die experimentellen Ergebnisse des Versuchs wurden nicht zur Identifikation der Ma-
terialparameter des Modells (vgl. Abschnitt 4.3) verwendet, so dafl die Simulation als
unabhéngige Verifikation des Stoffmodells anzusehen ist (engl. Back-Analysis).
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9.1.3 Degebo-Versuch

Von der Degebo? wurden gromafstibliche Belastungsversuche an Einzelfundamenten auf
Berliner Sand durchgefiihrt. Hier wird die numerische Simulation fiir einen ausgew#hl-
ten Belastungsversuch an einem Streifenfundament auf dicht gelagertem, wassergesattig-
ten Berliner Sand vorgestellt (Abb. 9.17). Ergebnis des Experiments, das von Elmiger
und Muhs [59] bis zum Eintreten eines Grundbruchs durchgefithrt wurde, ist eine Last-
Setzungs-Kurve. Diese soll im folgenden mit der numerisch ermittelten Kurve verglichen

wird.
7, //g
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Abb. 9.17: Grofmafstéblicher Versuch der Degebo zur Fundamentbelastung auf Berliner
Sand
(Elmiger und Muhs [59])

Da das Fundament ein Seitenverhéltnis von 1:2 aufweist, ist die Annahme eines ebenen
Verzerrungszustands (EVZ) bei der numerischen Simulation nur nédherungsweise zutref-
fend (Abb. 9.18). Das Randwertproblem wird daher sowohl im EVZ als auch raumlich,
unter Ausnutzung der doppelten Achsensymmetrie des Problems, diskretisiert.

|30 cm

Abb. 9.18: Degebo-Versuch: Diskretisierter Bereich in der Draufsicht

2 Degebo: Deutsche Forschungsgesellschaft fiir Bodenmechanik, TU Berlin
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In Abb. 9.19 ist die Diskretisierung im EVZ dargestellt (1024 Freiheitsgrade). Es wird ein
Diskretisierungsgrad gewahlt, der dem der raumlichen Diskretisierung entspricht: Nur so
ist ein direkter Vergleich der numerischen Ergebnisse beider Berechnungen moglich.

Die Rechnungen werden verschiebungsgesteuert durchgefiihrt, d.h. das aufgesetzte Fun-
dament wird als starr betrachtet. Diese Annahme ist gerechtfertigt, da das Fundament
extrem stark bewehrt wurde [59]. Die Verschiebungsgeschwindigkeit ist so gewéhlt, daf$
sich der Boden immer im auskonsolidierten Zustand befindet.

1 1 mm/s drainierter Rand
3 = y
3 y
B pis Zh

Abb. 9.19: Diskretisierung des Degebo-Versuchs im ebenen Verzerrungszustand (EVZ)

In Abb. 9.20 sind die Ergebnisse der numerischen Simulation des Versuchs den experimen-
tellen Ergebnissen in Form einer Last-Setzungs-Kurve gegeniibergestellt. Im Experiment
wurde eine maximale Belastung des Fundaments von 0,9 MN/m? erreicht, danach trat
Versagen in Form eines Grundbruchs ein. Die Bruchlast des Fundaments wird in der drei-
dimensionalen FE-Rechnung sehr gut approximiert, bei Anndherung an diese kritische
Last wird die numerische Losung instabil. Die FE-Rechnung im ebenen Verzerrungszu-
stand zeigt grofie Abweichungen vom experimentellen Ergebnis: Die Lastaufnahme des
Fundaments ist zu gering. Durch die vorgestellte Vergleichsrechnung wird nachgewiesen,
daBl die Annahme eines EVZ fiir Fundamente mit einem Seitenverhéltnis von 1:2 nicht
gerechtfertigt ist.

In Abb. 9.21 ist das FE-Netz der raumlichen Diskretisierung dargestellt: Es werden 30 780
Freiheitsgrade berechnet. Angegeben ist auBerdem die plastische Vergleichsdehnung |eg,||
bei einer errechneten Absenkung des Fundaments um 2,3 cm.

Die Vergleichsdehnung weist keine Lokalisierung auf, d.h. es hat sich bisher kein Scher-
band ausgebildet, da in der Berechnung der Punkt der maximalen Lastaufnahme des
Fundaments nicht erreicht wurde (Absenkung um ca. 3 cm, vgl. Abb. 9.20).

Das Simulationsergebnis der rdumlichen Berechnung wird fiir den Belastungsbereich bis
hin zum Versagen, d.h. Abfall der aufnehmbaren Last, als iibereinstimmend mit dem
Ergebnis des Degebo-Experiments gewertet. Fiir das Last-Setzungs-Verhalten nach einem
aufgetretenen Grundbruch kann keine Aussage getroffen werden.
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Abb. 9.20: Last-Setzungs-Kurven des Degebo-Versuchs: Vergleich der Mefidaten mit der
numerischen Simulation

> 0,15
0,14
0,13
0,12
0,11
0,10
0,09
0,08
0,07
0,06

— 0,05

— 0,04

— 0,03

0,02

— 0,01

— < 0,00

Abb. 9.21: Degebo-Versuch: Deformiertes Netz (dreifach iiberhéht) und plastische Ver-
gleichsdehnung

9.1.4 Abgleitende Ecke

Das Beispiel ,,abgleitende Ecke“ dient der Uberpriifung der Interface-Formulierung und
wird hier in zwei Varianten vorgestellt, die in dhnlicher Form von Steinmann [98] bzw.
Lambrecht [77] behandelt wurden. Anstelle des von Steinmann und Lambrecht verwen-
deten von-Mises-Plastizitdtsmodells wird hier das Modell aus Kapitel 4 verwendet.
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Variante I: Gerade Scherfuge

Bei der Variante I wird ein gerades Scherband erzeugt. Ein rechteckiger, fluidgesittig-
ter Bereich mit den Abmessungen 10 x 16 m wird mit Dreieckselementen diskretisiert
(Abb. 9.22). Der linke und der untere Rand sind gehalten, wihrend ein Bereich von 6
m am oberen Rand verschiebungsgesteuert abgesenkt wird. Das Gebiet ist oben, neben
dem abgesenkten Bereich, drainiert. Der Berechnung liegt die Annahme eines ebenen
Verzerrungszustands zugrunde.

drainierter Rand N 1 1 mm/s
\ Y

- Interface-Elemente

%

Abb. 9.22: Variante I: Diskretisierung der abgleitenden Ecke im EVZ (Variante I)

Der rechte, obere Rand des Gebiets wird um A u = 20 cm abgesenkt. In einer kontinuierli-
chen Formulierung stellt sich infolge der Absenkung ein Scherband, d. h. eine Lokalisierung
der plastischen Dehnungen, ein (Abb. 9.23, links).
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Abb. 9.23: Variante I: Plastische Vergleichsdehnung in der kontinuierlichen (links) und
diskontinuierlichen (rechts) Formulierung
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Bei der Verwendung von Interface-Elementen sind die plastischen Dehnungen in der Scher-
fliche konzentriert, vgl. Abb. 9.23, rechts. Der Winkel, unter dem sich das Scherband
ausbildet, wird bei der Verwendung von Interface-Elementen vorgegeben und flieit als
zusitzliche, apriorische Information in die Losung des Randwertproblems mit ein.
In Abb. 9.24 ist der Porenfluidiiberdruck p und mit Vektorpfeilen das zugehorige Stréomungs-
feld nf wp dargestellt. Das Scherband zeigt eine ausgeprigte Volumendilatanz, daher
stromt das Porenfluid in den Bereich des Interface ein.
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Abb. 9.24: Variante I: Stromungsfeld (Vektorpfeile) und Porenfluidiiberdruck p [N/m? ]|

Variante 1I: Scherfuge entlang eines Kreisbogens

In der Variante IT des Randwertproblems wird ein Scherband entlang eines Kreisbogens
erzeugt. Der diskretisierte Bereich entspricht dem Bereich der Variante I. (Abb. 9.25). Der
linke, der untere und der untere rechte Rand sind gehalten, wihrend ein Bereich von 6 m
am oberen Rand verschiebungsgesteuert um ein fixes Lager verdreht wird (Abb. 9.25).
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Abb. 9.25: Variante II: Diskretisierung der abgleitenden Ecke im EVZ

Es wird eine maximale Verdrehung des oberen Rands von 3° vorgegeben. In einer konti-
nuierlichen Formulierung stellt sich infolge der Verdrehung ein Scherband ein (Abb. 9.26,
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links), das wie in Variante I eine Netzabhingigkeit aufweist.
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Abb. 9.26: Variante II: Plastische Vergleichsdehnung in der kontinuierlichen (links) und

diskontinuierlichen (rechts) Formulierung

In Abb. 9.26, rechts, ist die plastische Dehnung bei der Verwendung von Interface-Ele-
menten dargestellt. Die Dehnungen sind in der Scherfliche konzentriert, wenn auch an die
Interface-Flemente angrenzende kontinuierliche Elemente plastische Dehnungen erfahren.

9.2 Rechnungen im Rahmen baupraktischer

Anwendung

Die Rechnungen konkreter Randwertprobleme sollen zeigen, dafl das entwickelte Stoffmo-
dell dazu geeignet ist, Probleme mit baupraktischem Bezug zu l6sen.

In Abschnitt 9.2.1 wird ein Einzelpfahl berechnet, dessen Tragmechanismus mit einer
Lokalisierungsanalyse untersucht wird. Der Abschnitt 9.2.2 behandelt die Nachrechnung
von Belastungsversuchen an verschiedenen Griindungsvarianten in einem Modellversuch.
Schlielich wird in Abschnitt 9.2.3 das Stromungsfeld in einem Deich simuliert.

9.2.1 Einzelpfahl

Ein Einzelpfahl (Durchmesser 0,5 m) wird mit einer vorgegebenen Verschiebungsgeschwin-
digkeit von 1 mm/s senkrecht in einen wassergesittigten Boden gedriickt (Abb. 9.27,
links). Der Pfahl iibertrégt die aufgebrachte Last in den Untergrund durch zwei Lastkom-
ponenten: die Pfahlmantelreibung und die Pfahlfulkraft. Um die Pfahlmantelreibung zu
aktivieren, mufl der Pfahl eine Setzung erfahren, die zu einer Relativverschiebung zwischen
dem Beton des Pfahlmantels und dem Bodenmaterial fithrt. Dieser Versatz resuliert in ei-
ner Scherzone entlang des Pfahlmantels, die durch eine Lokalisierungsanalyse (Abb. 9.27,
Mitte) bei ¢ = 1 s erkannt wird, noch bevor sich bei ¢ = 20 s plastische Dehnungen

einstellen (Abb. 9.27, rechts).
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Abb. 9.27: Einzelpfahl: Randwertproblem, Lokalisierungsanalyse und plastische Ver-
gleichsdehnung

9.2.2 Nachrechnung von Modellversuchen

An einem Modell im Mafistab 1:50 wurden von Katzenbach et al. [71] Belastungsversu-
che an einer kombinierten Pfahl-Platten-Griindung (KPP), einer Plattengriindung und
einer Pfahlgriindung durchgefiihrt. Dabei wurde die KPP aus der Platten- und der Pfahl-
griindung zusammengesetzt, so dafl vergleichbare Griindungsvarianten vorlagen.

Das Modell besteht aus einem Versuchsbehilter (Grundfliche 1,0 x 1,0 m) gefiillt mit
trockenem, dicht gelagertem Darmstidter Sand (Fiillhohe 1,18 m). Die Flachgriindung
ist durch eine Aluminium-Platte und die Pfihle durch 64 ¢cm lange PVC-Rohre gegeben,
siehe Draufsicht in Abb. 9.28. Mit diesem Versuchsaufbau werden die Eigenschaften ei-

nes zugrunde gelegten Prototypen im Modellmafistab wiedergegeben (vgl. Jessberger und
Giittler [70]).

S 14 cm

;
I
I
|
S A = P A

Abb. 9.28: Kombinierte Pfahl-Platten-Griindung: Diskretisierter Bereich in der Draufsicht
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Bei der Diskretisierung des Modells werden die PVC-Rohre als quaderférmige Bauteile ap-
proximiert, deren Querschnitt flichengleich zum Rohrvollquerschnitt ist und die einen ver-
gleichbaren Elastizitdtsmodul zugewiesen bekommen. Fine Verschiebungssteuerung gibt
eine starre Plattengriindung vor, so dafl die Aluminium-Platte nicht modelliert werden
muf. Zwischen den Griindungskorpern und dem Bodenmaterial besteht idealer Verbund,
d. h. das Randwertproblem wird standardméfig als Kontinuum behandelt.

Der im Versuch verwendete Darmstddter Versuchssand ist mit Berliner Sand vergleichbar,
so daB das hier vorgestellte Materialmodell (Kapitel 4) mit den entsprechenden Materi-
alparametern eingesetzt werden kann. Allerdings beriicksichtig das nichtlineare Elasti-
zitéitsgesetz aus Abschnitt 4.1 Materialeigenschaften, die sich aus einer hydrostatischen
Kompression des Materials und den daraus resultierenden plastischen Volumendehnungen
ergeben. Diese hydrostatische Kompression wird im Modellversuch nicht erreicht, daher
wird das Gesetz durch das lineare Elastizititsgesetz nach Hooke ersetzt. Zur Ubertrag-
barkeit von Plastizitdtsmodellen auf den Modellmafstab siche z. B. Abdel-Rahman [1].

Die Berechnungen werden unter Ausnutzung einer doppelten Achsensymmetrie fiir al-
le Griindungsvarianten auf demselben Finite-Elemente-Netz durchgefiihrt; dabei werden
77073 Verschiebungsfreiheitsgrade berechnet. In Abb. 9.29 ist das verwendete FE-Netz
und die maximalen Vertikalverschiebungen bei der Berechnung der KPP dargestellt.
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Abb. 9.29: Kombinierte Pfahl-Platten-Griindung: Deformiertes Netz (zehnfach iiberhoht)
und Vertikalverschiebungen [mm |

In Abb. 9.30 sind die Last-Setzungs-Kurven des Modellversuchs (je zwei Versuchsserien)
und der FE-Simulation vergleichend aufgetragen. Im Versuch wurden stufenweise Gewich-
te iiber eine Lasttraverse auf die Aluminium-Platte bzw. auf die Pfahle aufgebracht. Zur
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Auswertung im direkten Vergleich wurden die resultierenden Spannungen aus der FE-
Rechnung iiber die Fliche der Lastplatte bzw. der Pfahlkopfe integriert und in Masse
umgerechnet.
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Abb. 9.30: Last-Setzungs-Kurven des Darmstdidter Modellversuchs: Vergleich der Meflda-
ten (Katzenbach et al. [71]) mit der numerischen Simulation

Die Steifigkeit der Griindungskonstruktionen nimmt von der KPP iiber die Flachgriindung
zur Pfahlgriindung hin ab. Dieses Ergebnis des Experiments wird durch die FE-Simulation
qualitativ bestétigt. Die Mefldaten von KPP und Flachgriindung werden quantitativ durch
die Nachrechnung gut wiedergegeben; die rechnerische Last-Setzungs-Kurve der Pfahl-
griindung weist allerdings ein steiferes Verhalten als die Kurven aus dem Experiment auf.
Dies 148t sich mit der kontinuierlichen Diskretisierung des Randwertproblems erkliren,
die eine Relativverschiebung der Pfahle gegeniiber dem Boden nicht zulat und daher zu
einer geringeren Setzung fiithrt.

9.2.3 Durchstromung eines Deichs

In diesem Abschnitt wird die Sickerlinie in einem wasserdurchstromten Deich ermittelt.
Der ausgewdhlte Deich besteht aus homogenem, schwach durchldssigem Bodenmaterial
(k' = 107° m/s) und ist mit einer Basis von 110 m auf einer undurchlissigen Soh-
le gegriindet. Ein horizontales Filterbett von 15 m Lénge ist am landseitigen Deichfufl
angeordnet (siche Abb. 9.31). Der Deich ist durch sein Eigengewicht und durch einen
Wasserstand von 15 m auf der Seeseite belastet.

7Zu Beginn der Berechnung ist der Deich vollstéindig wassergesattigt. Das Wasser stromt
unter dem Einflufl der Gravitation und dem Druck des anstehenden Wassers auf der
Seeseite zum landseitigen Filterbett, bis sich ein stationédrer Zustand eingestellt hat. Der
partielle Wasserdruck im Deich liegt dann zwischen +15-10* N/m? und —10 - 10* N/m?.
Dies entspricht einer Wassersdaule von 15 Metern auf der Seeseite des Deichs und einer
Saugspannung von 10 Metern Wassersdule innerhalb des Deichs (Abb. 9.32).
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Abb. 9.31: Deich auf undurchléssiger Sohle
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Abb. 9.32: Wasserdruck pX® [10* N/m?]
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Abb. 9.33: Wassersittigung s” [ —]

Die Wasserséttigung, die sich aufgrund des Kapillardrucks im Deich einstellt, ist in Abb. 9.33
dargestellt. Zwischen voll wassergesittigtem und leerem, d. h. gasgefiilltem, Bereich bildet
sich ein Kapillarsaum aus.

In Abb. 9.34 ist das Stromungsfeld des Wassers durch den Deich durch Vektorpfeile an-
gegeben. Die Sickerline im Deich wird durch die deutliche Verkiirzung der Pfeillingen
markiert. Die Stromung findet nur in dem Gebiet mit positivem Wasserdruck, d. h. in der
voll wassergeséittigten Zone, statt.
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Abb. 9.34: Stromungsfeld des Wassers im Deich
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Baugrund-Modellierung auf der Basis der Theo-
rie Pordser Medien zur realititsnahen Beschreibung mechanischer und fluidmechanischer
Bodeneigenschaften vorgestellt. Ausgehend von einer allgemeinen Definition mehrphasiger
Materialien wurde das Material Boden durch ein Zwei- und ein Dreiphasen-Stoffmodell
beschrieben.

Das Zweiphasenmodell besteht aus einem elastisch-plastischen Festkorper (Bodenskelett)
und einer viskosen, materiell inkompressiblen Porenfliissigkeit (Porenwasser) bzw. einem
viskosen, materiell kompressiblen Porengas (Porenluft). In Erweiterung dieses Zweipha-
senmodells wurde ein Dreiphasenmodell entwickelt, das zum einen Lufteinschliisse im Po-
renwasser beriicksichtigt und damit eine materiell kompressible Fluidphase enthélt und
das zum anderen zwei separate Porenfluide (Wasser und Luft) behandelt. Mit diesem neu-
en Modell 148t sich neben geséttigtem und leerem Boden auch teilgeséttiger Baugrund
beschreiben. Die Abwértskompatibilitiat des Modells auf das Standard-Zweiphasenmodell
fiir materiell inkompressible Konstituierenden ist dabei gewahrleistet. Aulerdem &t sich
das Mehrphasenmodell durch ,, Weglassen“ der Porenfluide in das Einphasenmodell des
Baugrund-Feststoffanteils iiberfiithren.

Zur Beschreibung der Elastoplastizitéit des Festkorperskeletts von Boden wurde ein phy-
sikalisch nichtlineares Elastizitdtsgesetz und ein Plastizitdtsmodell verwendet, das aus
einem KEinflachenflieBkriterium mit einer isotropen Arbeitsverfestigung und einem plasti-
schen Potential zur Bildung einer geeigneten Flieiregel besteht. Fiir dieses Modell stand
ein Parametersatz fiir Berliner Sand zur Verfiigung.

Eine Interface-Formulierung fiir Mehrphasenmaterialien wurde zur Abbildung starker Dis-
kontinuitaten, d. h. einem Sprung im Verschiebungsfeld, entwickelt. Dieser Sprung ergibt
sich entlang von schubbelasteten Fundamentkoérpern oder bei Versagenszustdnden des
Bodens, z.B. bei einem Grundbruch, in Form von einem Scherband. Zur Vorhersage von
Scherbéandern wurden schwache Diskontinuitdten im Rahmen einer Lokalisierungsanalyse,
die auf Zweiphasenmaterialien beschriankt bleibt, betrachtet. Fiir ein spezielles Interface-
Element wurden Konstitutivgesetze angegeben, die zu einer Projektion der mechanischen
und fluidmechanischen Stoffgesetze des kontinuierlichen Mehrphasenkorpers in die Ebene
der Diskontinuitat fiihren.

Es wurden die fiir die numerische Simulation erforderlichen Gleichungen — einerseits stoff-
unabhéngige Gleichungen beziiglich der Kinematik und der Bilanzen, andererseits Glei-
chungen der Konstitutivtheorie — kohérent dargestellt. Hieraus wurde ein Gleichungssy-
stem gebildet, das in den Primérvariablen des Problems formuliert ist. Zur Losung des
in den Volumenanteilen gekoppelten Mehrfeldproblems wurden die Gleichungen in ih-
ren schwachen Formen konsistent linearisiert. Eine Ortsdiskretisierung der linearisierten
schwachen Formen im Rahmen der Methode der finiten Elemente und anschlieBende Zeit-

109
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diskretisierung mit einem impliziten Zeitintegrationsverfahren fithrten zu einer Losung
des vorliegenden Gleichungssystems.

SchlieBlich zeigte die numerische Simulation verschiedener, teils baupraktischer Anfangs-
Randwertprobleme mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Mehphasen-Stoffmodell im
Ergebnis die wirklichkeitsnahe Beschreibung des Materialverhaltens von Boden. Zum
einen wurde die Belastung eines Streifenfundaments auf Berliner Sand, die als groBmaf-
stiablicher Versuch von der Deutschen Forschungsgesellschaft fiir Bodenmechanik (De-
gebo) durchgefithrt wurde, im Rahmen einer zwei- und dreidimensionalen Formulierung
simuliert, zum anderen wurde ein Modellversuch an einer kombinierten Pfahl-Platten-
Griindung im Mafistab 1:50 simuliert. Ergebnis ist das richtige numerische Nachfahren
der in den Versuchen ermittelten Last-Setzungs-Kurven.

Im weiteren Vorgehen konnen mit dem entwickelten Mehrphasen-Stoffmodell fiir Boden
anspruchsvolle Probleme aus den Bereichen der Geo- und Hydromechanik behandelt wer-
den. Die Erweiterung des Modells zur Simulation von Transportvorgingen und Phasen-
wechselwirkungen, wie sie z. B. in der Hydrosystemmodellierung oder in der Biomechanik
auftreten, wiirde ein sinnvolles Werkzeug zur Berechnung derartiger Problemstellungen
zur Verfiigung stellen.
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