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Vorwort

Die meisten praxisrelevanten Probleme des Ingenieurwesens werden auf der Basis einer
Kontinuumstheorie eines einzelnen homogenen Materials behandelt, ohne dafi die innere
Struktur des Materials oder die Zusammensetzung des Materials aus verschiedenen Be-
standteilen berticksichtigt wird. Es ist erstaunlich, dafl diese doch sehr einfache Betrach-
tungsweise von in der Regel viel komplizierter aufgebauten Strukturen iiberhaupt einen so
groflen Erfolg haben konnte; der Anwendungsbereich der klassischen Kontinuumsmecha-
nik erstreckt sich immerhin von der Strémungs- oder Fluidmechanik, iiber Aerodynamik
und der Dynamik starrer Korper bis hin zur allgemeinen Festkorpermechanik.

Der Erfolg der klassischen Kontinuumsmechanik ist sicher eine Frage der Groflenordnung
der kleinsten betrachteten Anteile des zu beschreibenden Materials. In einem hinreichend
kleinen Maflstab, also im Mikrobereich, sind die verschiedenen Materialien weder homo-
gen, noch sind die Voraussetzungen erfiillt, ein solches Material als Kontinuum zu be-
handeln. Vielmehr besitzen im Mikrobereich fast alle Materialien einerseits eine innere
Struktur; andererseits sind sie hiufig aus unterschiedlichen Bestandteilen mit verschie-
denen physikalischen und chemischen Eigenschaften heterogen zusammengesetzt. Wird
dagegen ein hinreichend grofler bzw. makroskopischer Mafistab zur Beschreibung des Ma-
terials gewahlt, so miissen alle gemessenen Materialwerte als statistische Mittelwerte der
im Mikrobereich auftretenden Groflen verstanden werden. Unter diesen Voraussetzungen
ist die Annahme eines homogenen und kontinuierlich verteilten Materials in den meisten
Féllen gerechtfertigt. Demzufolge ist die klassische phédnomenologische Kontinuumsme-
chanik der Einkomponentenmedien als makroskopische Theorie aufzufassen.

Es existieren jedoch etliche Materialien, die sich nicht im Rahmen der klassischen Kon-
tinuumsmechanik beschreiben lassen. Dazu gehoren alle Mischungen ebenso wie der ge-
samte Bereich der porosen Medien, wobei unter einem porésen Medium im folgenden ein
poroser Festkorper verstanden wird, dessen Porenrdiume mit Fliissigkeiten oder Gasen
oder Fliissigkeiten und Gasen gefiillt sind. Diese Materialien zeichnen sich dadurch aus,
daB sie erstens nicht aus einem einheitlichen Material bestehen und dafl andererseits ei-
ne Relativbewegung zwischen den Bestandteilen des Gesamtkorpers zugelassen werden
muf}. Die Tatsache als solche, dal eine Mischung oder ein portéses Medium aus mehr als
einem Material besteht, wire allein noch kein zwingender Grund, ein solches Medium
nicht innerhalb der klassischen Kontinuumsmechanik zu beschreiben; hier lieflen sich si-
cherlich, ebenso wie im Anwendungsbereich vieler Verbundwerkstoffe, gewisse Techniken
entwickeln, die unter Voraussetzung einer statistischen Verteilung der unterschiedlichen
Anteile im Gesamtmaterial das Makromodell eines klassischen Kontinuums rechtfertigen
wiirden. Schwerwiegender ist die Tatsache, dafl bei Mischungen und pordsen Medien un-
terschiedliche Bewegungszustédnde der Teilkorper vorausgesetzt werden miissen, was nichts
anderes bedeutet, als dafl man ein Medium mit inneren Freiheitsgraden zu beschreiben
hat. Dariiber hinaus konnen Massenkopplungen infolge Phasentransformation einiger Be-
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standteile des Korpers auftreten, und es ist mit Kopplungen in Bewegungsgrofie, Drall
und Energie zwischen den verschiedenen Anteilen des Gesamtkorpers zu rechnen.

Diese Ausfithrungen zeigen, dafl eine kontinuumsmechanische Beschreibung von Mischun-
gen ebenso wie von pordsen Medien nur im Rahmen einer Theorie ,heterogen zusam-
mengesetzter Materialien mit inneren Wechselwirkungen“erfolgen kann. Wéahrend diese
Vorgehensweise bei der theoretischen Beschreibung von Gasgemischen schon seit mehr
als einhundert Jahren angewandt wird und schliellich in den letzten dreiffig Jahren zur
Entwicklung der Mischungstheorie gefiihrt hat, sind bei der Behandlung poréser Medi-
en sehr viele verschiedene und zum Teil sehr vereinfachende Wege versucht worden. Der
Grund fiir dieses unterschiedliche Vorgehen liegt in erster Linie darin, dafl ein poroses
Medium natiirlich keine ideale Mischung darstellt, bei der man von vornherein von ei-
ner idealen Vermengung auch der kleinsten Bestandteile des Korpers ausgehen kann. Ein
poroses Medium zeichnet sich vielmehr dadurch aus, dafl es aus verschiedenen, sich auch
im makroskopischen Bereich gegeneinander abgrenzenden Materialien heterogen zusam-
mengesetzt ist. Eine kontinuumsmechanische Beschreibung poroser Medien kann daher
nur im Rahmen einer idealisierenden Modellbildung durchgefiihrt werden, wie sie z. B.
durch das Konzept der Volumenanteile gegeben ist.

Durch ein intensives Studium der Literatur zu porosen Medien wird man feststellen, daf3
der geeignetste Weg zur Beschreibung dieser Materialien innerhalb der Mischungstheo-
rie zu finden ist, sofern man die Mischungstheorie um das Konzept der Volumenanteile
erganzt. Innerhalb der Mischungstheorie kénnen alle relevanten Kopplungsmechanismen
zwischen dem pordsen Festkorper und den Poreninhalten beschrieben werden. Viele klassi-
sche Modelle poroser Medien, wie die von Terzaghi oder Biot, um nur die bekanntesten zu
nennen, lassen sich als Vereinfachungen der oben genannten Vorgehensweise entwickeln.
Die Wahl komplizierterer Grundlagen zur Beschreibung poréser Medien als die Mischungs-
theorie, wie z. B. die Theorie der Mehrphasengemische oder die Einarbeitung verschiede-
ner Direktoren-Theorien erscheint zum gegenwiértigen Zeitpunkt nicht angeraten zu sein,
fithren diese Theorien doch eher auf eine weitere Komplizierung der zu entwickelnden
Beziehungen als zu Gleichungen, mit denen sich praktische Probleme des Ingenieurwesens
bei vertretbarer Idealisierung besser bzw. genauer beschreiben lielen. Nicht nur im Inge-
nieurbereich muf sich jede Theorie daran messen lassen, wie praxisrelevant sie ist, d.h.
wie genau die betrachteten Phdnomene bei vertretbarem Aufwand beschrieben werden
koénnen.

Die Theorie poroser Medien, wie sie in der vorliegenden Arbeit dargelegt ist, ist zur
Beschreibung vieler ingenieurwissenschaftlicher Probleme geeignet. Auf der Basis dieser
Theorie kénnen fliissigkeits- und gasgefiillte porose Festkorper ebenso beschrieben werden
wie die sogenannten leeren Festkorperskelette, also porose Medien, bei denen die mecha-
nische Wirkung des Poreninhalts vernachléassigt wird.
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Kapitel 1: Einfiihrung

Die Beschreibung des thermodynamischen Verhaltens poroser Medien, also fliissigkeits-
und/oder gasgefiillter poroser Festkorper hat in den letzten Jahrzehnten durch die fort-
schreitende technologische Entwicklung zunehmend an Interesse gewonnen. Haufig reichen
die in der Vergangenheit entwickelten, zum Teil stark vereinfachenden Berechnungsverfah-
ren heute nicht mehr aus, den vielfaltigen Problemstellungen aus solch unterschiedlichen
Bereichen wie dem Petroingenieurwesen, dem Bergbau, der Bodenmechanik, dem Fels-
bau, dem Massivbau, der Bauphysik oder der Werkstofftechnik zu geniigen. Gerade in
diesen Bereichen mufi dem Zusammenwirken von Feststoff und Fluiden oftmals grofie
Aufmerksamkeit geschenkt werden; d.h. es ist nicht nur das Deformationsverhalten des
Festkorpers oder das Stromungs- oder Diffusionsverhalten der Poreninhaltsstoffe isoliert
zu betrachten, sondern es ist auch die gegenseitige Beeinflussung des Feststoffes und der
Fluide zu untersuchen.

Bei der Entwicklung einer Theorie poréser Medien bieten sich zunéchst grundsatzlich ver-
schiedene Wege an. Zum einen konnen die einzelnen Teilkérper im Sinne des Eulerschen
Schnittprinzips aus dem Gesamtkorper herausgetrennt und dann jeweils fiir sich im Rah-
men der klassischen Kontinuumsmechanik der Einkomponentenkérper behandelt werden;
zum anderen lassen sich Ersatzkontinua schaffen, auf deren Basis sich das Materialverhal-
ten eines idealisierten Gesamtmodells angeben 148t. Der Vorteil der erstgenannten Vorge-
hensweise besteht darin, dal man bei der Beschreibung des Stoffverhaltens der Teilkérper
auf die Ergebnisse der umfangreichen Literatur zur Elasto- und Plastomechanik sowie
zur Fluidmechanik zuriickgreifen kann. Der Nachteil dieser Vorgehensweise ergibt sich
zwangslaufig dann, wenn die Teilkorper wieder zum Gesamtkorper zusammengefiigt wer-
den sollen. Hier sind sémtliche geometrischen und physikalischen Ubergangsbedingungen
an den inneren Trennflichen zwischen den Teilkérpern zu beachten, wozu die innere Geo-
metrie des pordsen Mediums als bekannt vorausgesetzt werden mufl. Und genau hier liegt
das eigentliche Problem. Die innere Porenstruktur poroser Festkorper ist ndmlich in der
Regel, abgesehen von einigen industriell hergestellten Produkten, von derart komplizier-
tem Aufbau, daf sie sich einer exakten geometrischen Erfassung verschlief3t.

Man wird daher bei der Entwicklung einer allgemeinen Theorie poréser Medien dem zwei-
ten Weg den Vorzug geben miissen, d.h. man beschreibt den real existierenden Koérper
auf der Basis eines idealisierten Ersatzmodells. Bei dieser Vorgehensweise geht man da-
von aus, dafl die den Gesamtkorper konstituierenden Teilkérper in idealer Unordnung,
also statistisch iiber den Kontrollraum verteilt sind. Entsprechend dem Konzept der Vo-
lumenanteile werden die Teilkérper im Kontrollraum ,,verschmiert®, d. h. man verzichtet
auf eine genaue Lagebeschreibung der einzelnen Teilkérper und nimmt vielmehr an, dafl
jeder Teilkorper fiir sich gemeinsam mit den {ibrigen Teilkérpern das gesamte Volumen
des Kontrollraums einnimmt. Die Anteile der Teilkorper am Gesamtkorper werden dabei
durch das lokale Verhéltnis der Teil- oder Partialvolumina in Bezug zum Gesamtvolu-
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men festgelegt. Die Annahme superponierter Kontinua und die Forderung, daf fiir jeden
Teilkorper eines porosen Mediums grundsétzlich ein eigener Bewegungszustand zuzulassen
ist, beinhaltet, daf die hier eingefiihrte Modellvorstellung auf ein aus verschiedenen Mate-
rialien heterogen zusammengesetztes Kontinuum mit inneren Freiheitsgraden fiihrt. Diese
Modellvorstellung ist identisch mit der Axiomatik der Mischungstheorie, so dafi die Mi-
schungstheorie, ergéinzt um das Konzept der Volumenanteile, als Grundlage zur Beschrei-
bung poroser Medien herangezogen werden kann. Wahrend man in der Mischungstheorie
von einer realen Vermengung der Teilkorper auch bis in ihre kleinsten Bestandteile aus-
geht, so daff die urspriinglichen Partialvolumina in der Regel nicht mehr feststellbar sind,
besitzt ein poroses Medium eine innere Struktur, z. B. durch die Geometrie des Porenrau-
mes. Diese Struktur wird im Rahmen der hier gewéhlten Modellvorstellung nur durch die
Angabe der Partialvolumina der Teilkorper erfafit. Eine auf der Basis der Mischungstheo-
rie entwickelte Theorie poroser Medien bleibt daher auf solche Materialien beschrankt, bei
denen eine isotrope Verteilung der Konstituierenden im Kontrollraum angenommen wer-
den kann. Die Beschreibung portser Medien auf der Basis der Mischungstheorie bzw. die
Beschreibung von Festkorper-Fluid-Gemischen ist nicht neu, sondern schon seit Anfang
der sechziger Jahre Gegenstand intensiver Forschungstéitigkeit. In jiingeren Verdffentli-
chungen werden pordse Medien dabei als Mischungen mit unvermischbaren Konstituie-
renden eingefiihrt, bestehend aus einem in der Regel elastischen Festkorperskelett und ein
oder mehreren Fluiden, wobei eine Spezifizierung dieser Fluide als Fliissigkeiten oder Gase
haufig unterbleibt; zusétzlich werden sémtliche Konstituierenden entweder als kompres-
sible oder als inkompressible Koérper behandelt. Die thermodynamischen Restriktionen
und die konstitutiven Gleichungen derartiger Modelle sind in der Literatur dokumentiert,
wenngleich langst nicht alle Autoren bei identischer Modellbildung zu gleichen Ergebnis-
sen gelangen. Dies ist in erster Linie eine Frage der unabhéngigen thermodynamischen
Prozefivariablen, die fiir die jeweiligen Modelle angesetzt werden. Neben den hier genann-
ten Modellen gibt es nur sehr wenige Arbeiten zum Thema allgemeiner pordser Medien,
in denen elastisch-plastische Festkorper beriicksichtigt werden. Hier existieren entweder
Arbeiten, in denen ,leere“ Festkorperskelette behandelt werden, also porése Medien, bei
denen die mechanische Wirkung der Poreninhaltsstoffe vernachléssigt wird, oder es findet
im Rahmen fliissigkeits- und/oder gasgefiillter pordser Korper eine stark vereinfachen-
de thermodynamische Beschreibung statt, bei der im geringsten Fall auf die in der Mi-
schungstheorie erforderliche Einfithrung von Materialien zweiten Grades verzichtet wird.
Dariiber hinaus werden héufig weitreichende Vereinfachungen der mechanischen und ther-
modynamischen Grundlagen vorausgesetzt. Ist die Annahme leerer Festkorperskelette in
vielen Féllen noch gerechtfertigt, etwa wenn der Porenraum ein zusammenhéngendes Ge-
biet mit offenem Rand darstellt und lediglich eine Gasfiillung wie z. B. atmosphérische
Luft enthalt, so werden leere Festkorperskelette haufig wie ein klassisches Einkomponen-
tenmaterial beschrieben ohne zumindest die Porositét als zusétzliche thermodynamische
Variable zu beriicksichtigen. Die Vernachléssigung der Porositéit oder des Festkérpervolu-
menanteils als thermodynamische Variable bedeutet jedoch, dafl man ein inkompressibles
Material beschreibt, was allerdings nicht damit gleichzusetzen ist, daf ein inkompressibles
poroses Festkorpermaterial auch makroskopisch, also in Bezug auf das Gesamtvolumen-
element, inkompressibel wire.



Bei der Behandlung pordser Medien auf der Basis der Mischungstheorie bestehen zum
gegenwirtigen Zeitpunkt zwei grundsétzliche Probleme: Das eine liegt in der Bestim-
mung der unabhéngigen thermodynamischen Variablen des jeweils betrachteten Prozes-
ses — diese werden in den meisten Arbeiten zur Theorie poréser Medien im Rahmen einer
gewissen Willkiir und nicht als Folge eines strengen Ausleseprozesses angesetzt —, das
andere besteht in der Beschreibung grofler elastischer und plastischer Deformationen der
Festkorpermatrix; und zwar sowohl beziiglich der Zerlegung der Deformationen in elasti-
sche und plastische Anteile und den daraus resultierenden Konsequenzen in Bezug auf
die thermodynamischen Restriktionen des jeweiligen Prozesses als auch hinsichtlich der
Angabe geeigneter Stoffbeziehungen des elastisch-plastischen Materialverhaltens pordser
Festkorperskelette im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie.

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, eine in sich geschlossene Theorie pordser Medien
vorzustellen, wobei der Losung der zuvor genannten Problemstellungen besondere Be-
deutung zukommt. Zur Einordnung der folgenden Ausfithrungen in den Gesamtkomplex
der Mischungstheorie und der Theorie poréser Medien wird in Kapitel 2 eine Ubersicht
iiber die historische Entwicklung der verschiedenen theoretischen Ansétze angeboten. Der
verbleibende Umfang der Arbeit entfillt etwa hélftig auf die beiden Hauptproblemkreise
der Theorie pordser Medien: Dies ist zum einen, abgesehen vom ,,Konzept der Volumen-
anteile” und der ,Mischungstheorie®, der gesamte Grundlagenbereich und hier vor allem
die Entwicklung geeigneter Auswahlkriterien zur Definition der Menge der unabhéngi-
gen thermodynamischen Prozefivariablen unter Einbeziehung elastisch-plastischer Defor-
mationen der Feststoffkonstituierenden des jeweiligen Modells, Kapitel 3 bis Kapitel 5,
und zum anderen die Durchgestaltung praxisrelevanter Materialmodelle einschlielich der
Entwicklung geeigneter Stoffbeziehungen zur Beschreibung des elastisch-plastischen Ma-
terialverhaltens poroser Festkorper im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie,
Kapitel 6 bis Kapitel 9.

Im Grundlagenbereich kénnen das Konzept der Volumenanteile, Kapitel 3, und die Mi-
schungstheorie, Kapitel 4, als in der Literatur bekannt vorausgesetzt werden, wenngleich
in den meisten Arbeiten zur Theorie pordser Medien eine konsequente Verbindung die-
ser beiden Grundelemente fehlt. Im Rahmen der konstitutiven Theorie poréser Medien,
Kapitel 5, ist ebenso wie in der Mischungstheorie grundsétzlich von Materialien zwei-
ten Grades auszugehen, d.h. da z.B. fiir Fluide nicht nur die Partialdichten sondern
auch deren Gradienten und daf} fiir Festkorper nicht nur die ersten sondern auch die
zweiten Deformationsgradienten als unabhéngige Prozefivariablen anzusetzen sind. Fiir
Mischungen mit ,,unvermischbaren Konstituierenden“, wie portse Medien, sind zusétzlich
die Volumenanteile der Partialkdrper und die Gradienten der Volumenanteile als Prozef3-
variablen zu beriicksichtigen. Die Einbeziehung elastisch-plastischen Materialverhaltens
der Feststoffkonstituierenden macht es erforderlich, das im Rahmen der endlichen Theo-
rie zu benutzende multiplikative Konzept bei der Zerlegung der Deformationen nicht nur
auf die ersten sondern auch auf die zweiten materiellen Deformationsgradienten anzu-
wenden. Dieses Vorgehen ist in der bisher erschienenen Literatur unbekannt. Dariiber
hinaus wird in Kapitel 5 auf der Basis der Grundprinzipe der konstitutiven Theorie ge-
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zeigt, auf welche Weise die Menge der unabhéngigen thermodynamischen Prozefivariablen
des jeweils zu beschreibenden Materialmodells ausgehend von einem in der Literatur zur
Mischungstheorie dokumentierten, gesicherten und um das Konzept der Volumenanteile
erweiterten Grundvariablensatz zu bestimmen ist. Beispiele fiir viele Materialkombinatio-
nen werden angegeben und verglichen. In Kapitel 5 wird auch gezeigt, wie die durch die
Inkompressibilitédtseigenschaften einzelner Konstituierenden oder aller Konstituierenden
verursachten Zwangsbedingungen innerhalb der konstitutiven Theorie zu beriicksichti-
gen sind. Damit werden im Rahmen der Theorie pordser Medien erstmalig systematisch
sdmtliche Voraussetzungen angelegt, die zur Entwicklung thermodynamischer Restriktio-
nen und konstitutiver Gleichungen fiir beliebige Materialkombinationen erforderlich sind.

Da die thermodynamischen Restriktionen und konstitutiven Gleichungen von der Wahl
des Materialmodells bestimmt werden, kénnen in der vorliegenden Arbeit natiirlich nicht
alle denkbaren Materialkombinationen im Detail untersucht werden. Die Durchgestaltung
praxisrelevanter Modelle soll daher exemplarisch am Beispiel eines fliissigkeitsgeséattigten,
elastisch-plastisch deformierbaren portsen Festkorpers aufgezeigt werden, Kapitel 6. An-
dere Materialmodelle kénnen durch analoges Vorgehen leicht behandelt werden; einige
Sonderfille werden in Abschnitt 6.6 angesprochen. Mit dem gewéhlten Modell wird der
fiir die Anwendung wichtigste Fall diskutiert, der vielen Problemstellungen aus der Pra-
xis gerecht wird, zumal das sogenannte leere Festkorperskelett ebenso enthalten ist wie
die gesamte Problematik von Fliissigkeitsstromungen in porosen Korpern. Fiir das in
Kapitel 6 diskutierte Modell wird ein gemeinsamer Temperaturzustand fiir beide Kon-
stituierenden vorausgesetzt. Zusétzlich wird durch die Einfiihrung von inkompressiblen
Konstituierenden — dies entspricht dem Materialverhalten der Porenfliissigkeit und in gu-
ter Ndherung demjenigen poroser Festkorper mit nicht zu geringer Porositét — gezeigt, auf
welche Weise sich eine kinematische Zwangsbedingung auf die Entwicklung thermodyna-
mischer Restriktionen und konstitutiver Gleichungen auswirkt. Neben dem allgemeinen
Modell, das auch konstitutive Gleichungen fiir den Spannungszustand linear-viskoser Po-
renfliissigkeiten, den Warmeflufl und die Interaktionskraft zwischen Festkorperskelett und
Fliissigkeit enthélt, wird in Abschnitt 6.5. ein vereinfachtes konstitutives Modell angebo-
ten. Das vereinfachte Modell erscheint in besonderem Mafle zur Behandlung praxisrele-
vanter Problemstellungen geeignet, da es, verglichen mit der Komplexitéit des allgemeinen
Modells, zu einer relativ einfachen Beschreibungsmoglichkeit fiihrt, die es gestattet, das
in den iiblichen Versuchen beobachtete Materialverhalten von Fliissigkeiten und pordsen
Festkorpern in das Materialmodell einzubringen; dariiber hinaus ist der direkte Ubergang
zu den Grenzfillen des leeren Festkorperskeletts und des Problems der Fliissigkeitsbewe-
gung in starren portsen Korpern enthalten. Das vereinfachte Modell, das sich mit Hilfe
eines speziellen konstitutiven Ansatzes fiir die freien Energiefunktionen der Partialkérper
aus dem allgemeinen Modell ergibt, steht nicht wie viele vergleichbare Modelle der um-
fangreichen Literatur zu porésen Medien im Widerspruch zu den allgemeinen Grundlagen
der konstitutiven Theorie, Kapitel 5, da es sich als direkte Konsequenz aus den Grund-
lagen herleiten 1d8t. Beide Modelle, das allgemeine Materialmodell und das vereinfachte
Modell, enthalten eine Restriktion fiir den Zuwachs der plastischen Arbeit des pordsen
Festkorperskeletts, in der durch den Translationstensor (back-stress tensor) auch die ki-
nematische Verfestigungseigenschaft beriicksichtigt ist.



Das elastische und plastische Materialverhalten pordser Festkorper wird in Kapitel 7 und
Kapitel 8 untersucht. Hier liegen je nach Struktur der Festkorpermatrix zwei grundsétz-
lich. verschiedene Verhaltensmuster vor. Bei granularen und sproden Stoffen wie Schiitt-
giitern, Erdstoffen (Boden), natiirlichen und kiinstlichen Steinen, Keramik und Betonen
ist der elastische Bereich sehr klein, zum Teil sogar vernachlissighar. Stattdessen tritt
bei Erreichen einer bestimmten Spannungsgrenze eine Plastizierung des Materials ein,
dariiber hinaus bilden sich schnell Bruchzonen aus, in denen die Korner eines granularen
Materials plastizierend iibereinander hinwegrollen. Ein véllig anderes Verhalten zeigen
duktile bzw. bildsame Materialien wie porige Metalle, etwa Metallsinter, Polymere oder
andere Werkstoffe der Kunststofftechnologie. Diese Materialien besitzen einen groffen, im
Grenzfall sogar uneingeschréankt elastischen Bereich, zum Teil mit viskosen Effekten, und
zeigen, sofern plastisches Materialverhalten auftritt, ein ausgesprochenes Verfestigungs-
verhalten. Grundsétzlich mufl mit grofien elastischen und plastischen Volumendehnungen
gerechnet werden.

Wiéhrend zur Beschreibung des elastischen Materialverhaltens sproder und granularer
Stoffe auch lineare Elastizitdtsgesetze ausreichen, kann der elastische Bereich vieler duk-
tiler Stoffe nicht mit Elastizitdtsgesetzen vom Hookeschen Typ abgedeckt werden. Man
stelle sich etwa einen leeren, feinporigen Schwamm aus inkompressiblem Material, wie
z.B. Gummi, vor. Es ist offensichtlich, dafl sich die hier méglichen elastischen Volumen-
dehnungen, die je nach Anfangsporositiat durchaus 80% und mehr betragen konnen, nicht
im Rahmen des Hookeschen Materialmodells beschreiben lassen. Daher soll in 7 ein neu-
es, einfaches Elastizitdtsgesetz vorgeschlagen werden, das zur Beschreibung allgemeiner
grofer elastischer Deformationen geeignet ist. Der Bereich kleiner und kleinster elasti-
scher Deformationen ist selbstverstédndlich ebenso enthalten wie die durch Linearisierung
des endlichen Elastizitdatsgesetzes entstehenden verschiedenen Varianten des Hookeschen
Materialtyps.

Die Behandlung des plastischen Bereichs pordser Medien, Kapitel 8, soll auf der Basis
einer von Herrn Prof. de Boer vorgeschlagenen FlieBbedingung erfolgen, die in der vor-
liegenden Arbeit auf die geometrisch nichtlineare Theorie iibertragen wird. Der Einflufl
der kinematischen Verfestigungseigenschaft wird beriicksichtigt. Diese Fliebedingung ist
im Zusammenhang mit einer nichtassoziierten Flieffiregel in hervorragendem Mafle zur
Beschreibung granularer und sproder Stoffe geeignet und l&8t sich in vereinfachter Form
durch Nullsetzen einzelner Parameter, hier im Zusammenhang mit der assoziierten Flief3-
regel, auch auf duktile Materialien anwenden. Die vorliegende Arbeit wird iiberwiegend
auf die Beschreibung duktiler Materialien abgestellt; die Beschreibung sproder und gra-
nularer Stoffe im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie bleibt einem geplanten
Forschungsbericht von Herrn Prof. de Boer und mir vorbehalten.

Das Kapitel 9 enthélt einige Ergénzungen zum Modell eines fliissigkeitsgeséttigten, elas-
tisch-plastisch deformierbaren pordsen Koérpers wie die Warmeleitungsgleichung und die
Diskussion der Bewegungsgleichungen von Porenfliissigkeit und Festkorperskelett. Einige
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Bemerkungen zur einfachen Implementierung des Modells in numerische Algorithmen be-
schlieflen dieses Kapitel.

Alle mathematischen Herleitungen der vorliegenden Arbeit werden im modernen, absolu-
ten Tensorkalkiil verfafit. In diesem Zusammenhang sei auf das von Herrn Prof. de Boer
verfaite Buch zur Vektor- und Tensorrechnung fiir Ingenieure de Boer [1982] verwiesen.
Dariiber hinaus werden etliche neue Rechenregeln benutzt, die in der gesamten Fachlite-
ratur entweder nicht oder in dieser Form nicht existieren. Diese Rechenregeln, die nicht
nur im hier benutzten Zusammenhang von Interesse sein diirften, sind der Arbeit im An-
hang A beigefiigt, allerdings ohne Beweis. Anhang B enthélt schliellich einige Definitionen
beziiglich der Gruppen linearer Abbildungen zweiten Grades, die bei der Zerlegung der
Deformationen und bei der Untersuchung der Entropieeigenschaft von Materialien zweiten
Grades erforderlich sind.



Kapitel 2: Zur Geschichte der
Mischungstheorie und der Theorie poroser
Medien

Das Wesen eines Korpers wurde erstmals von Euler in einfacher und einleuchtender Weise
definiert; und zwar in den Briefen an eine deutsche Prinzessin Euler [1769], die Euler in
den Jahren 1760 — 1762 an die damals 15 — 17 Jahre alte Markgréfin Friederike Charlotte
Ludovica Luise richtete. Eine Veroffentlichung dieser in franzosischer Sprache verfalten
Briefe erfolgte erstmals in den Jahren 1768 fiir die ersten beiden Bénde und 1772 fiir den
dritten, als Euler bereits nach Petersburg iibergesiedelt war. Schon 1769 entstanden die
deutsche und russische Ubersetzung. Im 69. Brief schrieb Euler:

Unterdessen findet man doch ein Kennzeichen, das aller Materie, also auch allen
Korpern eigen ist; und dieses ist die Undurchdringlichkeit, oder die Unmdoglichkeit,
daB} zwey Korper zugleich einerley Ort einnehmen kénnen. ... Also sind alle Kérper
undurchdringlich, oder jeder Korper schliefit von dem Orte, den er selbst einnimmt,
alle andere Korper aus; kein anderer kann an diesen Ort kommen, ohne daf der
erste ihn zuvor verlassen hétte.

Auf dieses Zitat folgend erlauterte Euler im 70. Brief ein typisches pordses Medium, einen
wassergefiillten Schwamm:

Ew.H.! werden mir vielleicht gegen die Undurchdringlichkeit der Koérper das Beyspiel
des Schwammes anfiihren, der vom Wasser durchdrungen zu werden scheint, wenn
man ihn in dasselbe eintaucht. Aber es ist falsch, dafl die Theilchen des Schwam-
mes so durchdrungen wiirden, dafl ein Wassertheilchen sich mit einem Theilchen
des Schwammes an einem Orte befinde. Sondern man weif, dafi der Schwamm ein
Korper mit sehr vielen Offnungen oder Poris ist. Ehe man ihn ins Wasser legte,
waren diese Pori mit Luft angefiillt. So bald aber Wasser in die Poros tritt, so wird
die Luft ausgetrieben und steigt in kleinen Blasen in die Hohe. Also wird hier weder
die Luft vom Wasser, noch das Wasser von der Luft durchdrungen, sondern die Luft
entweicht von den Oertern wo das Wasser hinein tritt. Es bleibt also diese Eigen-
schaft allen Kérpern wesentlich und allgemein; und man muf folglich die Richtigkeit
der Erklarung zugeben, dafl ein Kérper eine undurchdringliche Ausdehnung sey, weil
nicht nur alle Kérper ausgedehnt und undurchdringlich, sondern auch umgekehrt,
alles was zugleich ausgedehnt und undurchdringlich ist, Korper sind.

Die Erklarungen Fulers betreffen alle Korper, Fluide wie Festkorper, porése Medien oder
Mischungen. De facto ist die im Rahmen einer phdnomenologischen Beschreibung von Mi-
schungen und porosen Medien gewihlte Vorstellung superponierter Kontinua lediglich als

TEure Herrin (Anmerkung des Verfassers)
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diejenige eines idealisierten Modells zu verstehen, wobei sich der Grad der Idealisierung
bei Mischungen oder porésen Medien der Hauptsache nach nur durch die Gréenordnung
des gewahlten Mafistabs unterscheidet.

Erste Versuche, eine phanomenologische Theorie von Gemischen zu entwickeln, stammen
von Fick [1855], der sich mit dem Problem der Gasdiffusion befaite. Fick war der erste,
der in seinen Abhandlungen die Existenz superponierter Kontinua voraussetzte, indem
er annahm, daf} jedes an einer Mischung beteiligte Material gleichzeitig mit den {ibrigen
Materialien das gesamte Volumen des Kontrollraums einndhme. Die nach ihm benannten
Diffusionsgesetze, die auch heute noch in vielen Bereichen des angewandten Ingenieurwe-
sens verwendet werden, leitete Fick im damals weit verbreiteten Analogieschluverfahren
nach dem Muster der Fourierschen Entwicklung fiir den Warmestrom her. Stefan [1871]
verbesserte die Fickschen Diffusionsgesetze, indem er auch Gemische von drei Gasen un-
tersuchte. Stefan ist im iibrigen der erste, der sich im Rahmen einer Kontinuumstheorie
auch mit dem Problem der Diffusion von Gasen durch porése Wénde beschéftigte und
damit ein pordses Medium behandelte. Im konstitutiven Sinne fafite Stefan die porose
Wand, in [1871] beschrieb er das Problem der Gasdiffusion durch eine starre Membrane,
wie ein starres Gas auf, d.h. er iibertrug seine Ergebnisse fiir die Bewegung zweier Gase
durcheinander auf das porése Medium und bestétigte so die von Graham und Bunsen
in erster Linie experimentell bestimmten Diffusionsgleichungen. Das Verhéltnis des freien
Gasdrucks zum Partialdruck des im pordsen Koérper eingeschlossenen Gases gab Stefan
mit Hilfe der Porositéit des Festkorpers an. Damit war Stefan der erste, der das Konzept
der Volumenanteile im Rahmen einer Kontinuumstheorie fiir porése Medien benutzte.

Etwa zur gleichen Zeit veroffentlichte Maxwell [1866, 1868] seine dynamische Gastheorie,
auch als kinetische Theorie einatomiger Gase bekannt, in der er ein Gas als ein System
von materiellen Punkten auffaite, die sich in sehr raschen progressiven Bewegungen be-
finden. Die Maxwellschen Losungen des Diffusionsproblems sind ihrem Charakter nach in
etwa mit denen Stefans vergleichbar, obwohl Maxwell einen vollig anderen theoretischen
Ansatz wihlte.

Jaumann [1911] entwickelte auf der Basis der phinomenologischen Kontinuumstheorie
ein geschlossenes System physikalischer und chemischer Differentialgesetze fiir eine aus
beliebig vielen chemischen Komponenten konstituierte Mischung. Jaumann war der er-
ste Autor, der eine umfassende Mischungstheorie vorstellte, die auch die Beschreibung
chemischer Reaktionen und elektromagnetischer Effekte enthielt. Die von Jaumann ent-
wickelten Bilanzgleichungen enthalten in gewisser Weise bereits die aus der modernen
Mischungstheorie bekannten Zuwachsgréfien, eingefithrt durch die Definition einer soge-
nannten , korperlichen Fluxion®, ein Ableitungsbegriff, den Jaumann zusétzlich zur lo-
kalen Fluxion (lokale Zeitableitung) und zur totalen Fluxion (materielle Zeitableitung)
benutzte. Alle von Jaumann angegebenen Gleichungssysteme beziehen sich auf ein orts-
festes Basissystem. Jaumann hielt dies fiir die einzige Moglichkeit, die Orts- und Rich-
tungsabhéangigkeit eines Gleichungssystems zu beschreiben:



Die Orts- und Richtungsangaben des Gleichungssystems miissen meiner Meinung
nach bezogen werden auf ein Koordinatensystem, welches in der indifferenten (also
auch undeformierten) Grenzschale des betrachteten Vorgangs festgelegt ist.

Im vorliegenden Kapitel zur Geschichte der Mischungstheorie und der Theorie poroser
Medien wird natiirlich kein Anspruch auf eine vollstandige Darstellung der gesamten ge-
schichtlichen Entwicklung zu diesem Themenkreis erhoben. Eine solche Darstellung wiirde,
wenn sie sich nicht sogar als unmoglich erweisen sollte, zumindest dem Umfang nach eine
eigenstandige Arbeit darstellen. Daher soll eine weitere Diskussion von Arbeiten ande-
rer Autoren wie Massieu, Duhem, Gibbs, Reynolds oder Lohr, die auch einige Beitrige
zu den Urspriingen der Mischungstheorie geleistet haben, unterbleiben. Auch sollen die
verschiedenen kinetischen oder molekularen Theorien von Gasen oder Fliissigkeiten nicht
nidher erlautert werden, da hier ein im wesentlichen anderes Konzept als dasjenige einer
Kontinuumstheorie verfolgt wird.

Es ist sicherlich auf eine in erster Linie anwendungsorientierte Forschung in der ersten
Halfte unseres Jahrhunderts zuriickzufiihren, dafl nach Erscheinen der Arbeiten Jaumanns
46 Jahre vergehen mufiten, bis die Mischungstheorie wieder ins Licht der Wissenschaft
riickte. So mul der Ursprung der modernen Mischungstheorie auf das Jahr 1957 da-
tiert werden, als Truesdell [1957] lokale Bilanzgleichungen fiir Masse, Bewegungsgrofie
und Energie von beliebig konstituierten Gemischen vorstellte. Diese Bilanzgleichungen,
die unter Einbeziehung geeigneter Zuwachs— bzw. Kopplungsterme zur Beschreibung der
Interaktion zwischen den einzelnen Konstituierenden analog zu denen eines Einkompo-
nentenmaterials angegeben wurden, sind in ausfiihrlicherer Form auch in ,, The Classical
Field Theories* [1960, Abschnitte 158, 159, 215, 243, 254, 255, 259, 295] von Truesdell
und Toupin enthalten. Den grundsétzlichen Zusammenhang zwischen den Partialbilanzen
der einzelnen Konstituierenden und deren Summe als entsprechender Bilanzgleichung der
Mischung erklédrte Truesdell mit Hilfe sogenannter ,,metaphysischer Prinzipe“, vgl. Kapi-
tel 4, S. 41, die er jedoch erst 1969 zum Prinzip erhob [1969]. Der von Truesdell definierte
Zusammenhang zwischen den mechanischen Gréflen der einzelnen Konstituierenden und
den korrespondierenden Groflien der Mischung weist viele Parallelen zu kinetischen Theo-
rien auf, vgl. z. B. Maxwells kinetische Theorie einatomiger Gasmischungen [1866, 1868];
wie sich ein Vergleich mit kinetischen Theorien bei der Entwicklung der Mischungstheorie
iiberhaupt als sehr niitzlich erwiesen hat. In Truesdells Darstellung der Mischungstheo-
rie fehlte 1960 allerdings ebenso noch eine geeignete Darstellung der Drallerhaltung — in
[1960, Abschnitt 215] wird nur die Moglichkeit angedeutet, einen lokalen Drallzuwachs
einzufithren — wie eine auf Mischungen bezogene Verallgemeinerung des urspriinglich von
Clausius formulierten Entropieprinzips, das sich in der klassischen Kontinuumsmechanik
der Einkomponentenmaterialien zu jener Zeit bereits langst etabliert hatte, vgl. [1960, Ab-
schnitte 245 - 258]. Ohne ihre Hypothese zum Prinzip zu erheben, vermuteten Truesdell
und Toupin lediglich [1960, Abschnitt 259] , dafl die Entropieungleichung eines heteroge-
nen Mediums prinzipiell von gleicher Form sei wie diejenige des Einkomponentenmaterials.

Kelly [1964] verallgemeinerte Truesdells Mischungstheorie, indem er auch elektromagne-
tische Effekte in die Theorie einbezog und diverse Sprungbedingungen an einer Diskon-
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tinuitatsfliche angab. Kellys wesentlicher Verdienst besteht jedoch darin, daf§ er die ver-
schiedenen Bilanzgleichungen ausgehend von einer Fundamentalbilanz entwickelte. Damit
beendete er die bis dahin bestehende Unsicherheit bei der Herleitung der Mischungsbi-
lanzen aus der Summe der Partialbilanzen der einzelnen Konstituierenden; namlich das
Problem, welcher mechanischen Grofle der Mischung die verschiedenen aus den Parti-
albilanzen resultierenden Effekte hinzuzuaddieren seien. Dariiber hinaus war Kelly der
erste, der fiir die partialen Drallbilanzen einen Drallzuwachs einfithrte und damit auch
unsymmetrische partiale Spannungstensoren zulief. Diese Unsymmetrie resultiert aus ei-
ner prinzipiell zuzulassenden Drallkopplung zwischen den einzelnen Konstituierenden und
ist daher nicht vergleichbar mit der Einfiithrung unsymmetrischer Spannungstensoren z. B.
im Rahmen eines Cosserat-Kontinuums, vgl. Cosserat & Cosserat [1907, 1909]. Die Bi-
lanzgleichungen von Truesdell mit den Erweiterungen von Kelly wurden in der folgenden
Zeit, abgesehen von einigen prinzipiell jedoch dquivalenten Definitionsdnderungen, in den
meisten Beitrdgen zur Mischungstheorie benutzt und kénnen auch aus heutiger Sicht noch
als allgemeingiiltig betrachtet werden. Dazu schrieben Atkin und Craine in einem Uber-
sichtsartikel [1976b, S. 234]:

The balance laws currently accepted to describe the behaviour of mixtures ... are
essentially those which were originally proposed by Truesdell and Kelly.

Auf der Basis von Truesdells Mischungstheorie entwickelten Adkins [1963a,b, 1964a,b],
sowie Green & Adkins [1964] erste, rein mechanische Theorien fiir Mischungen aus Flui-
den sowie Mischungen aus einem Fluid und einem elastischen Festkorper, wobei sie ihre
konstitutiven Gleichungen gewissen, aus dem Prinzip der materiellen Objektivitét resultie-
renden Invarianzforderungen unterzogen. Eine thermodynamische Betrachtungsweise der
konstitutiven Theorie von Mischungen war Anfang der sechziger Jahre noch unbekannt.
Im Hinblick auf das Vorgehen von Green und Adkins bei der Entwicklung konstitutiver

Gleichungen kommentierten Truesdell und Noll in ,, The Non-Linear Field Theories of
Mechanics“ [1965, S. 541]:

The foregoing summary makes clear that the rational theory of diffusion is in its
infancy, with many possibilities awaiting search. The uncertainty as to even the
overall pattern for the right constitutive equations, ... , suggest that some basic
principle of the subject remains to be discovered. ... The ,missing principle“, surely,
is a proper generalization of the Clausius-Duhem inequality.

Coleman & Noll [1963] sowie Coleman & Mizel [1964] hatten damals erst kiirzlich fiir
Einkomponentenmaterialien gezeigt, wie aus der Entropieungleichung thermodynamische
Restriktionen entwickelt werden konnen, und diese dann als Rahmen fiir die Menge zuléssi-
ger konstitutiver Gleichungen aufgefafit.

Erste Versuche, die konstitutive Theorie von Mischungen im Rahmen der Thermodynamik
zu behandeln, wurden etwa zeitgleich von Eringen & Ingram [1965] sowie von Green &
Naghdi [1965a] unternommen. Dazu war allerdings die Ubertragung des Entropieprinzips
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auf heterogene Materialien erforderlich. Das véllig unterschiedliche Vorgehen von Eringen
und Ingram bzw. von Green und Naghdi zeigt, wie schwierig es damals war, die richti-
ge Form dieses Prinzips zu finden. Wahrend Eringen und Ingram fiir eine Mischung mit
unterschiedlichen Temperaturen der Konstituierenden jeder Konstituierenden eine eigene
Entropieungleichung zuordneten, gingen Green und Naghdi davon aus, dafl nur fiir die
Mischung als Ganzes eine Entropieungleichung angeschrieben werden kénne. Obwohl das
Vorgehen von Green und Naghdi im Prinzip richtig war — das Vorgehen von FEringen
und Ingram kann aus heutiger Sicht nicht mehr akzeptiert werden —, so war die fiir eine
Mischung mit gemeinsamer Temperatur aller Konstituierenden entwickelte Entropieun-
gleichung, die in [1967b] als Summe gekoppelter partialer Entropieungleichungen erneut
postuliert wurde, dennoch falsch. Bowen & Wiese [1969] stellten spéter fest, daf in der
Theorie von Green und Naghdi der Einflufl des durch den Diffusionsprozefl verursachten
Transports der freien Energie fehlte.

Die in der Anwendung der Entropieungleichung von Green und Naghdi von verschiedenen
Autoren entwickelten konstitutiven Gleichungen stellten sich bald als zu speziell heraus,
um als Grundlage einer allgemeinen Theorie beliebiger Mischungen dienen zu kénnen. Da-
zu schrieb Bowen [1967] auch mit Hinweis auf seine ersten eigenen Versuche, konstitutive
Gleichungen fiir Mischungen zu entwickeln:

This procedure led to the result that, in equilibrium, the partial free energy density
of a given constituent is independent of the deformations of the other constituents
in the mixture. ... Such independence fails to be confirmed by experiments on fluid
mixtures.

Bowen glaubte, den Fehler der existierenden Theorien darin zu finden, dafl die in diesen
Theorien eingefiithrten Partialspannungen der Konstituierenden nur eine Beschreibung
idealer Mischungen zulieflen, z. B. Mischungen idealer Gase, bei denen die von Bowen
genannte Unabhéngigkeit durch Versuche bestétigt war. Als Basis einer umfassenden Mi-
schungstheorie wéahlte Bowen eine Formulierung mit Hilfe sogenannter Tensoren chemi-
scher Potentiale; eine Erweiterung des urspriiglich von Gibbs als Skalar definierten Be-
griffs, vgl. z. B. [1928]. Die von Bowen postulierte Entropieungleichung, die sich spéter als
die erste richtige Version einer Verallgemeinerung des Entropieprinzips fiir Mischungen
herausstellte, ist bis auf die Tatsache, dafi Bowen zusétzlich zum Warmezufluf einen wei-
teren, durch den Diffusionsproze8 motivierten Energiezufluf einfiihrte, vgl. [1967, Ungl.
(3.3)], mit derjenigen eines Einkomponentenmaterials identisch. Die Tensoren der chemi-
schen Potentiale und deren Zusammenhang mit partialen Spannungstensoren bestimmte
Bowen mit Hilfe konstitutiver Gleichungen.

Green & Naghdi [1967a] kritisierten Bowens Arbeit auch im Hinblick auf ihre eigenen
Veroffentlichungen [1965a, 1967b] unter anderem insofern, daf sie nicht nur sehr , kiinst-
lich* sei, sondern daf3 vor allem nicht allein durch die Einfiihrung von Tensoren chemischer
Potentiale anstelle von Partialspannungen eine allgemeinere Mischungstheorie entstehen
konne; ein Argument, dafl spiter von Bowen & Wiese [1969] akzeptiert wurde.
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Die erste, vollstandig richtige Mischungstheorie, A Thermodynamic Theory of Mixtures
of Fluids, wurde von Miiller [1968] entwickelt. Durch ein einfaches Konzept entwickelte
Miiller im Vergleich mit der irreversiblen Thermodynamik von Eckart [1940] und Meix-
ner [1941, 1943] eine Entropieungleichung, die sich zwar formal von derjenigen von Bowen
[1967] unterschied, prinzipiell jedoch mit dieser identisch war. Der Unterschied zwischen
den beiden Versionen der Entropieungleichung besteht lediglich darin, daffi Miiller den
gesamten Entropiezufluivektor nicht a priori spezifizierte sondern iiber eine konstitutive
Gleichung bestimmte; wihrend Bowen von vornherein einen speziellen Zusammenhang
zwischen Entropiezufluf und Wiarmezuflul postulierte. Das wesentliche Verdienst von
Miiller besteht jedoch weniger in der Entwicklung der Entropieungleichung als vielmehr
in der Tatsache, dafl Miiller der erste war, der im Rahmen der konstitutiven Theorie die
einzelnen Konstituierenden der Mischung als Materialien zweiten Grades auffafite. Be-
zogen auf die von ihm untersuchte Mischung aus Fluiden mit gemeinsamer Temperatur
der Konstituierenden bedeutet dies, daf§ Miiller nicht nur die Partialdichten der einzelnen
Fluide sondern auch deren Gradienten als unabhéingige thermodynamische Variablen auf-
fafite. Erst durch die Einfithrung von Materialien zweiten Grades konnten die bis dahin
unakzeptablen Ergebnisse der konstitutiven Theorie von Mischungen vermieden werden;
ndmlich dafl sich die freien Energien der einzelnen Konstituierenden als unabhéngig vom
Deformationszustand der iibrigen Konstituierenden erwiesen. Miiller zeigte, dafl jede Mi-
schungstheorie, die auf der Basis von Materialien ersten Grades entwickelt wird, immer
nur ideale Mischungen beschreiben kann.

Im Jahre 1969 wies Truesdell darauf hin, vgl. dazu [1984], dafl bis zu diesem Zeitpunkt
nur eine in allen Punkten akzeptable Theorie fiir Mischungen existierte, ndmlich die von
Miiller. Beziiglich der Entropieungleichung hatte Truesdell [1968] bereits eine eigene Ver-
sion aus dem Postulat hergeleitet, dafl die Entropieungleichung der Mischung als Summe
iiber alle Konstituierenden in Analogie zur klassischen Kontinuumsmechanik der Ein-
komponentenmaterialien zu bestimmen sei. Truesdells Resultat ist identisch mit Bowens
Entropiepostulat, so daf§ die allgemeine Form der Entropieungleichung fiir Mischungen
heute im allgemeinen als Bowen—Truesdell-Form bekannt ist. Es sollte im {ibrigen nicht
unerwihnt bleiben, da8 Green & Naghdi [1969] mit Hinweis auf Bowen und Truesdell ei-
ne verbesserte Version ihrer urspriinglichen Entropieungleichung versffentlichten, die nun
ebenfalls der Bowen—Truesdell-Form entsprach.

Die Arbeit von Miiller [1968] revolutionierte die gesamte konstitutive Theorie von Mi-
schungen insofern, dafl in fast allen nachfolgenden Beitragen zur Mischungstheorie eben-
falls Materialien zweiten Grades betrachtet wurden. Besondere Erwdhnung verdient in
diesem Zusammenhang die Arbeit von Bowen & Wiese [1969], in der das von Miiller ur-
spriinglich fiir Fluide vorgestellte Konzept von Materialien zweiten Grades auf allgemeine
elastische Materialien {ibertragen wurde. In dieser Arbeit gingen Bowen und Wiese zwar
wieder vom Konzept der Tensoren der chemischen Potentiale aus, vgl. [1967], definierten
aber von vornherein einen Zusammenhang zwischen diesen Gréflen und den Partialspan-
nungen. Auf diese Weise gelang ihnen ein Konzept, das zu einer besonders einfachen und
im Hinblick auf die Entwicklung thermodynamischer Restriktionen gut zu handhabenden
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Form der Entropieungleichung fiihrte. In der Folgezeit erschienen Arbeiten, in denen im
Rahmen der konstitutiven Theorie auch Mischungen mit unterschiedlichen Temperaturen
untersucht wurden, z. B. Dunwoody & Miiller [1968], Truesdell [1969], Bowen & Garcia
[1970] oder Craine et al. [1970]; um nur einige zu nennen. Ein anderer Anwendungsbe-
reich der Mischungstheorie sind Mischungen mit chemischen Reaktionen bzw. Massenaus-
tauschprozessen zwischen den die Mischung konstituierenden Teilkorpern. Hier seien als
Beispiele die Arbeiten von Bowen [1968a,b, 1969a,b] sowie Doria & Bowen [1970] oder
Bowen & Chen [1972] genannt.

Ein anderer Mischungstyp, ndmlich Mischungen aus inkompressiblen Konstituierenden,
wurde erstmals von Mills [1966] behandelt. Darin untersuchte Mills auf der Basis der
ersten, falschen Version der Entropieungleichung von Green & Naghdi [1965a] eine Mi-
schung aus zwei inkompressiblen Newtonschen Fluiden. Das Bemerkenswerte an Mills’
Arbeit ist, dal er zur Beschreibung der Inkompressibilitdtseigenschaft sogenannte ,, Kom-
positionsfaktoren“!! — diese sind nichts anderes als die Volumenanteile der jeweiligen Kon-
stituierenden — einfithrte und mit deren Hilfe eine Zwangsbedingung formulierte. Diese
Zwangsbedingung, multipliziert mit einem Lagrangeschen Multiplikator, wurde der Entro-
pieungleichung zugeschlagen. Auf diese Weise gelang es Mills, im Rahmen einer konstituti-
ven Theorie sogenannter ,,constrained materials“ Stoffgleichungen unter Beriicksichtigung
des auf die Mischung wirkenden unbestimmten hydrostatischen Druckes zu entwickeln.
Mills war damit der erste, der das Konzept der Volumenanteile in die Mischungstheorie
einfithrte; ein Konzept, das speziell auch zur Beschreibung poréser Medien geeignet ist.
Die Entwicklung der Mischungstheorie zwischen 1965 und 1969 veranlafite Craine [1971],
das mechanische Modell von Mills unter Beriicksichtigung von Materialien zweiten Grades
auf der Basis der Entropieungleichung von Truesdell [1968], Green & Naghdi [1969] sowie
Bowen & Wiese [1969] erneut zu untersuchen.

Anfang der siebziger Jahre war die Entwicklung der Mischungstheorie bereits insofern ab-
geschlossen, als die bis dahin entwickelten Grundlagen bis heute uneingeschrankt giiltig
geblieben sind. Im Rahmen der konstitutiven Theorie erhielt die Mischungstheorie jedoch
noch viele weitere Impulse. Wesentlich erscheint mir, in diesem Zusammenhang die Ar-
beit von Cross [1973] zu nennen. Cross erweiterte die von Noll [1958] fiir Materialien
ersten Grades eingefiihrte Symmetrie- bzw. Isotropiegruppe zunéchst allgemein auf Ma-
terialien zweiten Grades und iibertrug diese Ergebnisse dann auf Mischungen aus Fluiden
oder/und isotropen Festkorpern, wobei er auch chemische Reaktionen in seine Uberle-
gungen einbezog. Ausgehend von einem fiir beliebige Materialkombinationen geltenden
Grundvariablensatz lieferte er so einen Beitrag, die Menge der unabhéngigen thermody-
namischen Prozefivariablen fiir viele Materialmodelle systematisch zu bestimmen. Cross
beendete damit die bis dahin vielen Arbeiten zur Mischungstheorie anhaftende Willkiir
bei der Wahl konstitutiver Variablen. Bowens ,, Theory of Mixtures* [1976] kann schlief3-
lich als Abschlul der Entwicklung der allgemeinen Mischungstheorie angesehen werden.
Diese Arbeit enthilt, ausfiihrlich und iibersichtlich dargestellt, alle akzeptierten Grund-

I Der Begriff Kompositionsfaktor (composition factor) wurde jedoch erst von Craine [1971, S. 1179]
benutzt.
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lagen der Mischungstheorie und viele Beispiele zur konstitutiven Theorie von Mischungen
zweiten Grades; unter anderem auch das Modell eines porosen Mediums; allerdings ohne
die Einfiihrung des Konzepts der Volumenanteile. Ebenfalls 1976 erschien ein dhnlicher
Ubersichtsartikel von Atkin & Craine [1976a,b].

Die theoretische Beschreibung pordser Medien, also fliissigkeits- und/oder gasgefiillter
poroser Korper, hatte zunéchst nichts mit der Mischungstheorie zu tun, obwohl Stefan
[1871] bereits das Problem der Diffusion in starren portsen Korpern behandelt hatte. In
der Literatur, vgl. z.B. Atkin & Craine [1976a] oder Drumbheller [1987] werden in der
Regel von Terzaghi [1923, 1925] und Biot [1941, 1955, 1956a,b] als Begriinder der Theo-
rie poroser Medien auf der Basis des Konzepts der Volumenanteile genannt. In diesen
Arbeiten werden Probleme der Bodenmechanik behandelt, in erster Linie das Setzungs—
bzw. Konsolidationsproblem. Speziell in der englischsprachigen Literatur finden sich je-
doch nur sehr spérliche Hinweise auf die Urspriinge einer systematischen Einfiihrung des
Konzepts der Volumenanteile, vgl. dazu de Boer & Ehlers [1988b]. Man gewinnt den Ein-
druck, daf etliche Veroffentlichungen zu diesem Gebiet vollig ignoriert wurden. Abgesehen
von ersten Arbeiten zur Grundwasserstromung in starren pordsen Festkorpern — Darcy
[1856|, Forchheimer [1901] — war Fillunger [1913], soweit mir bekannt ist, der erste, der ein
poroses Medium, einen fliissigkeitsgeséttigten Festkorper, auf der Basis des Konzepts der
Volumenanteile, kombiniert mit Oberflachenporosititskoeffizienten untersuchte. In dieser
sowie in folgenden Arbeiten [1913, 1914, 1929, 1930] beschiiftigte sich Fillunger mit dem
Problem des Auftriebs in Gewichtsstaumauern; siehe dazu auch de Boer & Ehlers [1988al.
Bereits 1913 gab Fillunger einen Hinweis auf eine Arbeit von Delesse [1848], vgl. auch
Fillunger [1935]. Delesse war Bergbauingenieur und interessierte sich fiir die Frage, auf
welche Weise man die Anteile der verschiedenen Bestandteile eines Gesteins bestimmen
konne, ohne dieses vorher zu zerkleinern. Dabei wies er nach, dafl die Anteile der einzelnen
Mineralien in einer reprisentativen bzw. statistischen Schnittfliche des Gesteins mit den
volumetrischen Anteilen dieser Mineralien identisch war, und schuf damit die Vorausset-
zung, porose Medien auf der Basis von idealisierten Ersatzkontinua zu behandeln.

Das Vorgehen von von Terzaghi [1923, 1925] sowie von Terzaghi & Frohlich [1936] kann
aus heutiger Sicht nicht mehr befriedigen, da in diesen Arbeiten die Probleme bei der Be-
schreibung poroser Medien eher intuitiv als auf der Grundlage gesicherter mechanischer
Prinzipien behandelt wurden; so gingen die Autoren unter anderem nicht von den Bi-
lanzgleichungen der einzelnen Teilkorper, Feststoff und Wasser, sondern direkt von einer
entsprechenden Bilanz des Gesamtkorpers aus. Auch die ersten Arbeiten von Biot, z. B.
(1935, 1941], miissen zu der hier genannten Gruppe von Verdffentlichungen gezihlt wer-
den. Im Gegensatz dazu wéhlte Fillunger ein vollig anderes Vorgehen, indem er z. B. fiir
die Teilkorper Feststoff und Wasser getrennte Bewegungsgleichungen benutzte, die iiber
eine Interaktionskraft gekoppelt waren; ein Vorgehen, dafl im Prinzip demjenigen der Mi-
schungstheorie entspricht. Daher war es nur natiirlich, daf speziell zwischen Fillunger und
Terzaghi bzw. Terzaghi/Fréhlich ein Streit entbrannte, der mit sehr polemisch gehaltenen
Veroffentlichungen ausgetragen wurde; siehe dazu z. B. Fillunger [1936], von Terzaghi &
Frohlich [1937] sowie die Ausfiihrungen in de Boer & Ehlers [1988b].



15

Das Vorgehen Fillungers wurde spéter von Heinrich [1938] sowie Heinrich & Desoyer
[1955, 1956, 1958, 1961] iibernommen. In diesen Arbeiten wurden fliissigkeitsgeséttigte
porése Festkorper ausgehend von statistischen Uberlegungen auf der Basis eines Modells
superponierter Kontinua beschrieben, wobei fiir jede Konstituierende eine eigene Bilanz-
gleichung fiir Masse und Bewegungsgrofie benutzt wurde. Mit Hilfe des Konzepts der
Volumenanteile wurden die Teilkérper iiber den gesamten Kontrollraum ,,verschmiert®,
d. h. man ging davon aus, dafl jeder Teilkorper fiir sich das gesamte Volumen des Kontroll-
raums einnimmt; das mechanische Verhalten der Teilkérper wurde mit Hilfe statistischer
Ersatzfunktionen in Bezug auf ein Volumenelement des Gesamtkorpers beschrieben. Hein-
rich und Desoyer untersuchten damit erstmalig ein pordses Medium im Rahmen einer in
sich geschlossenen Kontinuumstheorie. IThre Vorgehensweise ist in vielen Punkten iden-
tisch mit der Axiomatik der Mischungstheorie. Dazu schrieb Raats [1968] im Hinblick auf
die in vielen anderen Arbeiten zum Thema portdser Medien bestehenden Widerspriiche
bei der Beschreibung des Kriftespiels zwischen den Teilkorpern:

The work of Heinrich & Desoyer [1955, 1956, 1961] is an outstanding exemption in
this respect, but apparently it has been noted by only a few investigators.

Die Arbeiten von Raats, siche Ubersichtsartikel von Raats beziiglich seiner eigenen Arbei-
ten [1984], schlieflen sich im iibrigen nahtlos an diejenigen von Heinrich und Desoyer an,
wobei Raats jedoch auch neuere Uberlegungen der Mischungstheorie einbezog. Den ausge-
zeichneten Arbeiten von Heinrich und Desoyer ist aus heutiger Sicht lediglich ein einziger
Fehler anzulasten: die Schnittfithrung bei der Heraustrennung superponierter Teilkérper
aus dem gesamten porosen Medium. Dieser urspriinglich von Fillunger stammende Fehler
besteht darin, dafl man entweder sogenannte statistische Schnitte fithrte, vgl. Abb. 2.1a),
in denen die Oberflichenanteile der am Gesamtkorper beteiligten Materialien entspre-
chend dem Delesseschen Gesetz mit den Volumenanteilen dieser Materialien gleichgesetzt
wurden, oder man fiihrte ausgewéhlte Schnitte wie den sogenannten Korn—zu-Korn—
Schnitt, vgl. Abb. 2.1b), bei dem man annahm, die einzelnen Kérner eines granularen
Feststoffes wiirden nicht geschnitten, und die gesamte Oberfliche bestiinde daher nur aus
Fliissigkeit.

Je nach Schnittfiihrung erhielt man so ein anderes Ergebnis fiir die auf den granularen
Feststoff einwirkende Auftriebskraft; im Korn—zu—Korn—Schnitt den vollen Auftrieb, im
statistischen Schnitt keinen Auftrieb. Die unterschiedlichen Ergebnisse sind um so verwun-
derlicher, als erstens nach dem Archimedesschen Prinzip der volle Auftrieb wirken muf,
zweitens die Frage des Auftriebs nicht von einer willkiirlichen Schnittfiihrung abhéngen
darf und drittens im Rahmen einer statistischen Modellbildung superponierter Kontinua
nur der statistische Schnitt zulédssig ist. Diese Bemerkungen fithren im Rahmen der oben
genannten Arbeiten zwangslaufig zum Widerspruch. Dafl Heinrich und Desoyer diesen De-
fekt in ihrer Theorie nicht erkannten, hat wahrscheinlich folgenden Grund: Heinrich und
Desoyer beschrieben das Modell eines mit einer inkompressiblen Fliissigkeit gesattigten
inkompressiblen Festkorpers, ohne im Rahmen der konstitutiven Gleichungen die Wirkung
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Abb. 2.1: Schnittfiihrung in einem granularen Medium

a) statistischer Schnitt
b) Korn—zu-Korn—Schnitt

des unbestimmten hydrostatischen Druckes zu beriicksichtigen. Dies hétte zwangslaufig
zu einer Klarung des oben genannten Problems gefiihrt, vgl. de Boer & Ehlers [1988a].
Man mufl Heinrich und Desoyer jedoch zugute halten, dafl 1955 weder die rationale Ther-
modynamik voll entwickelt war, noch war die Entwicklung konstitutiver Gleichungen mit
Hilfe der Entropieungleichung bekannt; und schlieSlich wurde die Auswirkung einer In-
kompressibilitatsbedingung auf Mehrphasensysteme erstmals von Mills [1966] untersucht.
Um so erstaunlicher bleibt es, dafl Raats [1968] den Fehler spezieller Schnittfithrungen
voll iibernahm. Grundséitzlich bleibt festzustellen, dafl eine andere Oberflache als die des
statistischen Schnittes nur als Randbedingung in Bezug auf den Gesamtkorper, nicht je-
doch als Ergebnis einer willkiirlichen inneren Schnittfithrung zugelassen werden darf.

Im Rahmen der modernen Kontinuumsmechanik fiithrt die Vorgehensweise von Heinrich
und Desoyer direkt auf die Mischungstheorie, allerdings erweitert um das Konzept der
Volumenanteile. Dabei wird die innere Struktur des portsen Mediums zumindest insofern
beriicksichtigt, als die volumetrischen Anteile der Teilkorper bestimmt werden kénnen.
Ohne das Konzept der Volumenanteile anzuwenden, erschienen schon relativ friih etliche
Veroffentlichungen, in denen eine Mischung aus Feststoff und Fluiden behandelt wurde,
vgl. z.B. Adkins [1964a,b], Green & Adkins [1964], Green & Steel [1966], Mills [1967],
Atkin [1967], Green & Naghdi [1970], Dunwoody [1970], Atkin & Craine [1976a] sowie
Bowen [1976] oder Kenyon [1976b]. Abgesehen von einer Arbeit von Morland [1972], die
jedoch ebenso wenige mischungstheoretische Aspekte enthéilt wie die vielen Publikatio-
nen von Biot, zitiert in de Boer & Ehlers [1988b], tauchte der Begriff ,, Volumenanteil
im Zusammenhang mit Feststoff-Fluid—Gemischen, soweit mir bekannt ist, erstmals bei
Kenyon [1976a] auf; und zwar ebenso wie bei Mills [1966] und anderen bei der Beschrei-
bung inkompressiblen Materialverhaltens. Erst Drumbheller [1978] verwendete das Konzept
der Volumenanteile bei der Beschreibung eines leeren porosen Festkorpers auf der Basis
der Mischungstheorie in konsequenter Weise, indem er die Volumenanteile auch als un-
abhéngige konstitutive Variablen auffafite. In [1978] wies Drumheller als erster darauf hin,
dal im Rahmen allgemeiner, kompressibler poroser Medien eine konstitutive Gleichung
fiir die zeitliche Anderung der Volumenanteile ermittelt werden muf, da innerhalb der
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Mischungstheorie keine Bilanzgleichung fiir die Volumenanteile existiert. Die Uberlegun-
gen Drumbhellers wurden von Bowen [1980, 1982] bei der Beschreibung inkompressibler
und kompressibler fluidgesattigter poroser Festkorper aufgegriffen. In diesen Arbeiten
hatte Bowen alle Kenntnisse der modernen Mischungstheorie verarbeitet, indem er alle
Konstituierenden als Materialien zweiten Grades behandelte und in diesem Sinne auch
die Volumenanteile und deren Gradienten als unabhéingige thermodynamische Variablen
beriicksichtigte. Damit war die Beschreibung poroser Medien auf der Basis der Mischungs-
theorie im Prinzip bekannt. Es bleibt festzustellen, dafl das Konzept der Volumenanteile
immer dann in die Mischungstheorie einzuarbeiten ist, wenn im makroskopischen Sinne
unvermischbare Konstituierenden behandelt werden sollen.

Neben den hier zitierten Arbeiten zur Mischungstheorie sowie zur Theorie poréser Medien
existiert noch eine weitere Gruppe von Verdffentlichungen; und zwar zum Thema soge-
nannter Mehrphasengemische, siehe dazu Passman et al. [1984]. In diesen Arbeiten wird
ein Mehrphasengemisch dhnlich wie ein poroses Medium als Mischung mit ,,unvermisch-
baren“ Konstituierenden definiert. Im Vergleich der oben diskutierten Mischungstheorie
und der Theorie der Mehrphasengemische fallen jedoch zwei wesentliche Unterschiede auf:
Zunéchst ist die Theorie der Mehrphasengemische eine Mischungstheorie, die von vorn-
herein das Konzept der Volumenanteile enthélt. Die Menge der Bilanzgleichungen ist im
Gegensatz zur Mischungstheorie jedoch um eine zusétzliche Bilanz, die sogenannte . ba-
lance of equilibrated force®, erweitert. Diese Bilanzgleichung, die eine per Variationsanaly-
se aufgestellte Bewegungsgleichung fiir die Volumenanteile reprasentiert, wurde erstmals
von Goodman & Cowin [1972] bei der Entwicklung einer Kontinuumstheorie fiir granulare
Materialien angegeben. Der zweite Unterschied liegt im Bereich der konstitutiven Theo-
rie. Hier wird das in der Mischungstheorie benutzte Prinzip der Aquiprisenz, also die
Annahme, daf} alle Auswirkungsfunktionen zunéchst als Funktionen eines gemeinsamen
Parametersatzes anzusehen sind, durch das ,,Prinzip der Phasentrennung® ersetzt. Damit
werden die Partialgrofien der einzelnen Konstituierenden nur als Funktion ihrer eigenen
konstitutiven Variablen bestimmt; fiir die Interaktions- bzw. Kopplungsgrofien bleibt das
Prinzip der Aquiprisenz jedoch erhalten. Nach Meinung der Autoren Passman, Nunziato
und Walsh ist die Theorie der Mehrphasengemische dadurch besser als die Mischungs-
theorie geeignet, verschiedene Materialmodelle wie Suspensionen, verdiinnte Losungen,
Granulate und auch porose Medien zu beschreiben; eine Auffassung, der man je nach Ein-
stellung folgen kann oder auch nicht. Mir personlich scheint die Mischungstheorie, erganzt
um das Konzept der Volumenanteile, der geeignetere Weg zur Beschreibung dieser Mate-
rialmodelle zu sein.

Einen ausgezeichneten Uberblick iiber die verschiedenen theoretischen Untersuchungen
zur Gesamtproblematik der Mischungstheorie lieferte Truesdell mit dem Buch ,,Rational
Thermodynamics“ [1984]. Der Ubersichtsartikel von Bedford & Drumbheller [1983] enthilt
neben einer Diskussion der Mischungstheorie auch viele weitere Aspekte zu verschiedenen
Kontinuumstheorien, z. B. zu diversen Direktoren—Theorien.
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Wie bereits in der Einfithrung bemerkt, existieren jedoch nur sehr wenige Arbeiten zum
Thema allgemeiner poroser Medien, bei denen neben elastischem auch plastisches Defor-
mationsverhalten der Festkorpermatrix zugelassen wird. Leere elastisch—plastische Fest-
korperskelette wurden dagegen von vielen Autoren untersucht, vgl. z. B. Berg [1970], Ca-
roll & Holt [1972a,b], Green [1972], Shima & Oyane [1976], Gadala et al. [1980] oder Miel-
niczuk [1982]. Ein erster Versuch, plastisches Materialverhalten von fliissigkeitsgeséttig-
ten porosen Festkorpern zu beschreiben, stammt von Kojié¢ & Cheatham [1974a,b]. Diese
Arbeiten gehen jedoch nicht von den Grundlagen der Mischungstheorie aus. De Boer
& Kowalski [1983] entwickelten eine Plastizitétstheorie fiir fliissigkeitsgeséttigte pordse
Festkorper im Rahmen einer geometrisch linearen Beschreibung, benutzten allerdings ein
stark vereinfachtes Konzept im Bereich der mechanischen und thermodynamischen Grund-
lagen. In Erweiterung von [1983] verdffentlichten de Boer & Ehlers [1986a] auf der Basis
der um das Konzept der Volumenanteile erweiterten Mischungstheorie eine Arbeit zum
Thema fliissigkeits- und gasgefiillter portser Korper, die ebenfalls, speziell im Bereich
der konstitutiven Theorie, etliche Vereinfachungen enthélt; so wird z. B. von vornherein
implizit das Prinzip der Phasentrennung benutzt. Ein vollstdndiges thermodynamisches
Konzept, unter Einbeziehung von Materialien zweiten Grades, wurde erstmals von Ehlers
(1988, 1989b] zur Beschreibung fliissigkeitsgesittigter elastisch-plastischer poroser Medien
entwickelt. In diesen Arbeiten wurde im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie
von einer multiplikativen Zerlegung des ersten und zweiten Deformationsgradienten des
Festkorperskeletts in elastische und plastische Anteile ausgegangen; ein Konzept, das auch
in der vorliegenden Arbeit verfolgt wird. Dariiber hinaus wurde in [1989b] gezeigt, daf die
multiplikative Zerlegung von Deformationsgradienten mit einer additiven Zerlegung von
Verzerrungstensoren und deren Geschwindigkeiten kompatibel ist, vgl. dazu auch Kleiber
(1975, 1984], Haupt [1985] und Tsakmakis [1987]. Spannungs— und Deformationsgeschwin-
digkeiten wurden im Rahmen eines geometrischen Konzepts objektiver Lie-Ableitungen
behandelt.

Es bleibt grundsétzlich festzustellen, dafl eine Beschreibung elastischer sowie elastisch—
plastischer pordser Medien im Rahmen der Mischungstheorie wegen der Komplexitat
der Gesamtproblematik grundsétzlich zu relativ komplizierten konstitutiven Gleichungen
fithrt, vgl. Bowen [1980, 1982] und Ehlers [1989b]. Zur sinnvollen Beschreibung prakti-
scher Probleme sind daher héufig konzeptionelle Vereinfachungen erforderlich. Dazu fiihrte
Ehlers [1989b] in konzeptioneller Analogie zum Prinzip der Phasentrennung von Pass-
man et al. [1984] ein ,,Prinzip der konstitutiven Trennung der Teilkérper® ein, siehe dazu
auch Abschnitt 6.5 der vorliegenden Arbeit, das auf eine Entkopplung der dichtebezoge-
nen freien Energien der Teilkérper fithrt, ohne das in der Mischungstheorie grundsétz-
lich zu benutzende Konzept von Materialien zweiten Grades zu verletzen. Dieses Kon-
zept ermoglicht eine relativ einfache, praxisorientierte Beschreibung des elastischen bzw.
elastisch-—plastischen Materialverhaltens der Festkorpermatrix. So kann unter anderem in
Erweiterung eines Gesetzes von Simo & Pister [1984] ein nichtlineares isotropes Elasti-
zitatsgesetz entwickelt werden, das speziell auch fiir duktile Materialien mit grofien ela-
stischen Volumendehnungen geeignet ist. Der plastische Bereich poroser Festkérper kann
mit Hilfe einer erstmals von de Boer [1988a] im Rahmen der geometrisch linearen Theo-
rie ohne elastischen Bereich entwickelten FlieSbedingung beschrieben werden, die sich als
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Bruchbedingung sowohl auf granulare Stoffe, sieche dazu auch Dresenkamp [1987], als auch
in vereinfachter Form auf duktile Stoffe anwenden 148t. Die von Green [1972] sowie von
de Boer & Kowalski [1983] fiir duktile pordse Festkorper benutzten FlieBbedingungen
sind als Grenzfall ebenso enthalten wie die von de Boer & Ehlers [1986a] entwickelte
Bruchbedingung fiir sprode und granulare Stoffe.






Kapitel 3: Das Konzept der Volumenanteile

Die Beschreibung porodser Medien auf der Basis der Mischungstheorie — Theorie heterogen
zusammengesetzter Kontinua mit inneren Wechselwirkungen — setzt zunédchst das Modell
eines makroskopischen Ersatzkorpers voraus, bei dem die sich de facto gegeneinander
abgrenzenden Teilkorper im Kontrollraum ,,verschmiert* werden, vgl. Abb. 3.1.

a) b) W/
_______________ . _

Abb. 3.1: Portses Medium
Beispiel: Festkorperskelett mit Fliissigkeit

a) geometrische Darstellung
b) verschmierte Modellvorstellung

/) Fliissigkeit
I:I Festkorperskelett

Im Rahmen der hier gewéhlten Modellbildung wird angenommen, dafl die Partialkdrper
in idealer Unordnung, also statistisch {iber den Kontrollraum verteilt sind. Dies fiihrt zu
der Vorstellung eines statistischen Ersatzkorpers, bei dem alle Partialkdrper gleichzeitig
das gesamte Volumen des Kontrollraums einnehmen. Alle geometrischen und physikali-
schen Groflen der Teilkorper wie Bewegung, Deformation und Spannung sind im gesamten
Kontrollraum definiert und somit als statistische Mittelwerte der tatséchlich auftreten-
den Groflen zu verstehen. Die Anteile der den Gesamtkorper konstituierenden Teilkérper
werden durch das lokale Verhéltnis der Teil- oder Partialvolumina in bezug zum Gesamt-
volumen bestimmt: Dies ist das Konzept der Volumenanteile.

Um den Aufwand an rein mathematischen Definitionen in Grenzen zu halten, werden
im folgenden alle auftretenden Funktionen in ihren Definitionsbereichen als hinreichend
stetig und stetig differenzierbar aufgefafit. Sofern Verwechslungen ausgeschlossen sind,
wird zusétzlich auf die Benutzung unterschiedlicher Symbole fiir eine Funktion und deren
Funktionswert verzichtet. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden portse Medien als
Mischungen mit ,,unvermischbaren* Konstituierenden aufgefafit. Daher wird ein poroses
Medium gelegentlich auch als ,,Mischung® angesprochen.

Es sei B der Bereich und P ein beliebiger Teilbereich des Gesamtvolumens V' eines porosen
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Mediums, das aus k Konstituierenden ¢’ mit Partialvolumina V* gebildet wird. Die Ober-
fliche von B sei 0B, die Oberfléiche von P sei dp. Die Vorstellung superponierter Kontinua
bedingt, dafl zur Zeit t jeder rdumliche Punkt x der Momentankonfiguration gleichzeitig
mit materiellen Punkten X* aller k& Konstituierenden ¢’ besetzt ist, i = 1,2, ..., k. Mit
Hilfe der Volumenanteile

n' =n'(x,t), (3.1)

fiir die im allgemeinen eine Orts- und Zeitverdnderlichkeit zuzulassen ist, gilt fiir die
Partialvolumina

Vi= /nl dov . (3.2)
B

Die Grofle dv kennzeichnet das aktuelle Volumenelement des Gesamtkorpers. Entspre-
chend kann ‘ '
dv' =n'dv (3.3)

als Partialvolumenelement der Konstituierenden ¢’ verstanden werden. Mit (3.1) — (3.3)
sind verschiedene Darstellungen des Gesamtvolumens V' moglich:

M-

V = &
i=1
. . (3.4)
- /dv = /Zdvi = /Znidv.
3 B = B =
Die Volumenanteile geniigen der Bedingung

k
d oni=1 (3.5)

1

7

Abweichungen von (3.4) und (3.5) in der Form, da8

k

VeV (3.6)

i=1

und somit .
d i<, (3.7)
i=1

beschreiben sogenannte ,,ungeséttigte“Medien, vgl. z. B. Passman et al. [1984], also porose
Medien, deren Porenrdume zumindest teilweise materiefrei sind. Im folgenden soll jedoch
fast ausnahmslos von geséittigten Medien ausgegangen werden. Es sei noch darauf hinge-
wiesen, dafl in der Literatur anstelle des Begriffs Volumenanteil — volume fraction — auch
der Begriff Wichtungskoeffizient — weighting factor — benutzt wird, vgl. z. B. de Boer &
Ehlers [1986b] bzw. Ehlers [1988].
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Da im Rahmen einer statistischen Modellbildung superponierter Kontinua nur der sta-
tistische Schnitt, vgl. Abb. 2.1a), zugelassen ist, gilt analog zu (3.3) entsprechend dem
Delesseschen Gesetz, vgl. Delesse [1848] sowie Fillunger [1935]:

da' =n'da . (3.8)

Darin kennzeichnen da das Oberflichenelement des Gesamtkorpers und da’ das partiale
Oberflichenelement der Konstituierenden ¢!. Die Voraussetzung superponierter Kontinua
bedingt ferner

da’ =n'da. (3.9)
mit A A
da® = nda",
(3.10)
da = nda.

Die Grofle n gibt den nach auflen orientierten Normaleneinheitsvektor an.

Die Beziehungen (3.1) — (3.10) verdeutlichen, daff mit dem Konzept der Volumenantei-
le die Beschreibung der inneren Struktur eines pordsen Mediums auf die Angabe der
Partialvolumina beschriankt bleibt. Damit ist implizit eine Einschrinkung der Theorie
auf porése Medien mit isotroper Verteilung der Konstituierenden und daher auch mit
isotroper Verteilung des Porenraums verbunden. Dies ist jedoch nicht damit gleichzuset-
zen, dafl ein solcher Porenraum auch isotrope Permeabilitidtseigenschaften aufweisen muf;
denn die Angabe des lokalen Porenvolumens beinhaltet keine Aussage dariiber, ob sich
dieses Porenvolumen auf wenige und damit leichter zu durchstromende oder auf sehr viele
und damit kaum zu durchstromende Porenziige verteilt. Demzufolge ist die Beriicksichti-
gung von Anisotropieeigenschaften im Rahmen der oben genannten Einschrinkung nicht
Gegenstand der Modellbildung sondern vielmehr ebenso wie in der klassischen Kontinu-
umsmechanik der Einkomponentenkontinua Gegenstand konstitutiver Gleichungen. Dies
trifft sowohl auf das Materialverhalten der Festkorpermatrix zu als auch auf die Permeabi-
litét; eine Materialeigenschaft, die gleichermafien vom Festkorper und den den Festkorper
durchstromenden Fluiden bestimmt wird. Es eriibrigen sich somit weitere Definitionen wie
Struktur—Permeabilitdtstensoren, vgl. Kubik [1986a,b], mit denen bereits im Rahmen der
Modellbildung durch zusétzliche Mittelungsprozesse anisotrope Permeabilitétseigenschaf-
ten des Materials beriicksichtigt werden sollen; zumal die Einfithrung solcher zusétzlichen
Definitionen bereits im Bereich der stoffunabhingigen Grundlagen zu nicht unbetrachtli-
chen Schwierigkeiten fiihrt.

Das Konzept der Volumenanteile bedingt die Einfiihrung von zwei verschiedenen Dichte-
funktionen einer Konstituierenden ¢

o= pi(x,t) (3.11)

ist die sogenannte Partialdichte,
P = pf(x, 1) (3.12)
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die effektive oder ,realistische“ Dichte. Beide Dichtefunktionen sind als statistische Mit-
telwerte der tatsdachlich auftretenden Materialdichten zu verstehen. Mit der Partialdichte
wird die lokale Masse auf ein Volumenelement dv des Gesamtkorpers bezogen, die effek-
tive Dichte gibt die lokale Masse in Bezug auf das Partialvolumenelement dv® an. Fiir die
Gesamtmasse einer Konstituierenden ¢° gilt:

M’ :/pidv:/piRdvi. (3.13)
B B

Mit (3.3) erhélt man ' .
pz =t sz ) (314)

Die Masse des Gesamtkorpers ist

k
M:ZMi

) (3.15)

= /pdv:/Zpidv.
B B

i=1
Die Grofie
p=>_p (3.16)

kennzeichnet die Dichte des Gesamtkorpers bzw. die sogenannte Mischungsdichte. In
der Mischungstheorie ist es dariiber hinaus {iblich, den Begriff Konzentration als loka-
les Verhiltnis der Partialdichten in Bezug zur Mischungsdichte einzufiihren:

=" (3.17)

Die Konzentrationen geniigen der Bedingung

k

d =1, (3.18)

i=1

Mit Hilfe der Konzentrationen kann die Partialmasse M* alternativ zu (3.13) auch in der
Form

M= /ci pdv (3.19)
B

angegeben werden.
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4.1 Einleitung

Die Mischungstheorie ist eine Kontinuumstheorie fiir heterogen zusammengesetzte Medien
mit inneren Wechselwirkungen. Die Voraussetzung superponierter Kontinua mit inneren
Freiheitsgraden bedingt, daf§ fiir jede Konstituierende der Mischung grundsétzlich ein ei-
gener Bewegungszustand zuzulassen ist. Dariiber hinaus konnen Massenaustauschprozesse
zwischen den einzelnen Konstituierenden auftreten; zusétzlich sind Kopplungsmechanis-
men in Bewegungsgrofle, Drall und Energie moglich. Alle Kopplungsmechanismen werden
entweder durch chemische Reaktionen oder physikalische Austauschprozesse verursacht.

Die Grundgedanken bei der Entwicklung der Mischungstheorie hat Truesdell in drei soge-
nannten ,, metaphysischen Prinzipen® zusammengefafit, vgl. z. B. Truesdell [1984, S. 221]

1. All properties of the mixture must be mathematical consequences of properties of
the constituents.

2. So as to describe the motion of a constituent, we may in imagination isolate it from
the rest of the mixture, provided we allow properly for the actions of the other
constituents upon it.

3. The motion of the mixture is governed by the same equations as is a single body.
Diese Prinzipe kommentiert Truesdell wie folgt:

The first principle asserts, roughly, that the whole is no more than the sum of its
parts, and the third, that in its motion as a whole a body does not know whether
it is a mixture or not.

The second is an extension of the familiar principle of solidification, by which the
parts of a body occupying different regions of space are imagined cut asunder in
geometry but united in physics by suitable forces or energies. Here we distinguish
in imagination different constituents occupying the same region of space.

Ausgehend von der Mischungskinematik konnen alle Bilanzgleichungen fiir Masse, Be-
wegungsgrofle, Drall und Energie ebenso wie die Entropieungleichung auf der Basis der
metaphysischen Prinzipe entwickelt werden. Nach anfanglich heftigen Diskussionen in der
Literatur, speziell iiber die richtige Form der Entropieungleichung fiir Mischungen — vgl.
dazu auch die Ausfithrungen in Kapitel 2. —, bestehen in diesem Bereich aus heutiger Sicht
keine Unklarheiten mehr. Unterschiede in den von verschiedenen Autoren veréffentlichten
Arbeiten zur Mischungstheorie treten lediglich bei der Definition einzelner mechanischer
Groflen auf. Diese Unterschiede sind allerdings nur formaler Natur und beinhalten daher
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keine prinzipiell anderen Ergebnisse im Bereich der stoffunabhéngigen Grundlagen.

Eine umfangreiche Darstellung der Mischungstheorie einschliefSlich einer ausfiihrlichen
Diskussion der Bilanzgleichungen fiir Masse, Bewegungsgrofie, Drall und Energie sowie der
Entropieungleichung wurde von de Boer & Ehlers in [1986b] versffentlicht. Das vorliegende
Kapitel soll daher im wesentlichen auf die Angabe der stoffunabhéngigen Grundlagen der
Mischungstheorie beschréinkt bleiben. Bei der Definition der verschiedenen mechanischen
GroBen beziehe ich mich auf die in [1986b] gewihlte Darstellung. Die Herleitung einzelner
Beziehungen kann ebenfalls [1986b] entnommen werden.

4.2 Kinematik

Die Annahme superponierter Kontinua bedingt, daf zur Zeit ¢ ein rdumlicher Punkt x der
Momentankonfiguration gleichzeitig von materiellen Punkten X aller k& Konstituierenden
¢ besetzt ist. Die Voraussetzung unabhiingiger Bewegungszustinde der Konstituierenden
bedingt ferner, dafl sich diese materiellen Punkte zum Zeitpunkt ¢ = ¢y in unterschiedli-
chen Referenzlagen X; befanden, vgl. Abb. 4.1

Abb. 4.1: Bewegungszustand einer binéiren Mischung

Demzufolge ist jeder Konstituierenden eine eigene Bewegungsfunktion
x = x; (X, t) (4.2.1)
zuzuordnen. Die inverse Bewegungsfunktion

X =x; ' (x, 1) (4.2.2)

setzt die Existenz nicht-singuldrer Jacobischer Determinanten voraus.
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Gemaf (4.2.1) besitzt jede Konstituierende ein eigenes Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungsfeld:

8X(X27 t) " 82X<X17 t)
i L A 4.2.
ot ’ i ot2 (423)

Mit (4.2.2) gilt alternativ zu (4.2.3)

/
X;

2 "

X =%(x, 1), X =X(x,1). (4.2.4)

Die Mischungsgeschwindigkeit

k
1 .
% = S e (4.2.5)
=1

kennzeichnet die baryzentrische bzw. lokale Schwerpunktsgeschwindigkeit des Korpers.
Dariiber hinaus ist es in der Mischungstheorie {iblich, die Diffusionsgeschwindigkeit

W =X, —X (4.2.6)

einzufithren. Die Diffusionsgeschwindigkeiten geniigen der Bedingung

k
> pui=o, (4.2.7)
i=1

d. h. die Diffusionsmassenstréome p’ u; aller k Konstituierenden ergéinzen sich zu Null.

Ist I' eine differenzierbare Skalarfunktion der Variablen x und ¢, so existieren geméfl
(4.2.4), k unabhéngige materielle Zeitableitungen von I™:

or
Ii= o eradl- X; | (4.2.8)

Entsprechend gilt mit (4.2.5) fiir die materielle Zeitableitung der Mischung

. oI
I'= — +gradl' - x. (4.2.9)
ot
Daraus folgt
/ :
i — T =gradl - u; . (4.2.10)

In (4.2.8) - (4.2.10) kennzeichnet der Differentialoperator grad die partielle Differentiation
nach dem Ortsvektor x der Momentankonfiguration. Die Beziehungen (4.2.8) - (4.2.10)
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sind auf vektor- und tensorwertige Funktionen analog anzuwenden.

Fiir den Deformationsgradienten F; und den inversen Deformationsgradienten F; ' einer
Konstituierenden ' gilt mit (4.2.1) und (4.2.2):

F, = Grad;x,
(4.2.11)
F,'= grad X, .

Der Differentialoperator Grad; gibt die partielle Differentiation nach der Referenzlage X;
der Konstituierenden ¢° an. Unter den iiblichen Voraussetzungen ist der Wertebereich der
Determinante von F; eingeschrankt:

det F; >0 . (4.2.12)

Mit (4.2.11) konnen mit Ausnahme logarithmischer Verzerrungsmafle alle Deformations-
und Verzerrungstensoren dargestellt werden. Die Definition logarithmischer Verzerrungs-
mafle setzt die polare Zerlegung von F; voraus.

Mit (4.2.3), erhilt man fiir den materiellen Geschwindigkeitsgradienten von ¢*

(F,), = Grad, X; . (4.2.13)

Der rédumliche Geschwindigkeitsgradient ergibt sich mit (4.2.4),:

L; = gradx; . (4.2.14)

Die zu L; gehorenden Deformations- und Drehgeschwindigkeitstensoren lauten:

D, = LL;+L]),

1
2

(4.2.15)

W, = JL,-L]).

1
2
Die GroBe LI kennzeichnet die Transposition von L;. Fiir den rdumlichen Geschwindig-
keitsgradienten der Mischung gilt mit (4.2.5)

L = gradx (4.2.16)
bzw.

k
1 A _
L=- E (p'L; +u; ® grad p') . (4.2.17)
p

=1

Die symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteile von L ergeben sich analog zu (4.2.15).
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Auf die Definition weiterer kinematischer Grofien sei an dieser Stelle verzichtet. Ich werde
diese Groflen dort einfithren, wo sie benotigt werden.

4.3 Bilanzgleichungen

Alle Bilanzgleichungen der Mischungstheorie wie Massenbilanz, Bewegungsgrofien-, Drall-
und Energiebilanz kénnen auf der Basis von Truesdells metaphysischen Prinzipien her-
geleitet werden. Dabei ist folgendermaflen vorzugehen: Zunéchst ist eine Bilanzgleichung
fiir jede Konstituierende ¢’ getrennt aufzustellen. Diese Bilanzgleichung wird unter Ein-
beziehung geeigneter Interaktions- bzw. Zuwachsgrofien in Analogie zu derjenigen eines
klassischen Einkomponentenkontinuums postuliert. Die Interaktionsgrofien dienen zur Be-
schreibung der chemischen und physikalischen Austauschprozesse zwischen den Konstitu-
ierenden der Mischung. Aus der Summe der Partialbilanzen folgt dann eine entsprechende
Bilanzgleichung fiir die Mischung. Diese Bilanzgleichung muf in ihrer &ufleren Form der
Bilanzgleichung eines Einkomponentenmaterials entsprechen. Aus dieser Forderung ergibt
sich einerseits eine Zwangsbedingung fiir die eingefiihrten Interaktionsgréfien; andererseits
liefert diese Forderung ein Kriterium dafiir, welcher mechanischen Gréfle der Mischung
die verschiedenen aus den Teilbilanzen resultierenden Effekte hinzuzuaddieren sind. Alle
folgenden Bilanzgleichungen werden in lokaler Form in Bezug auf ein Volumenelement dv
der Mischung entsprechend den Ausfithrungen in [1986b] angegeben.

Die lokale Massenbilanz lautet fiir eine beliebige Konstituierende ¢

pit pidivx; = o . (4.3.1)

Die Grofle

p=p(x 1) (43.2)

kennzeichnet darin den lokalen Massenzuwachs, also denjenigen Anteil der auf ein Volu-
menelement dv bezogenen zeitlichen Dichteédnderung, der durch die Existenz der iibrigen
k — 1 Konstituierenden verursacht wird, die zum Zeitpunkt ¢ ebenfalls die Lage x ein-
nehmen. In der Mischungstheorie wird die Existenz von p° in der Regel mit chemischen
Reaktionen begriindet. In der Anwendung der Mischungstheorie auf porése Medien kann
p' in einigen Fillen jedoch auch rein physikalisch motiviert sein, etwa wenn die Poren-
inhaltsstoffe bei unterschiedlichen Bewegungszustinden von gleichem chemischen Aufbau
sind. Dies trifft z.B. in der Bodenmechanik auf das Problem des freien und gebunde-
nen Porenwassers zu. Kann die Existenz von p’ ausgeschlossen werden, liit sich (4.3.1)
integrieren, und man erhélt

p' = pb; (det Fy) ™. (4.3.3)
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Darin gibt

Poi = Poi(Xs, to) (4.3.4)

die Partialdichte von ¢ in der Referenzlage X; an.
Durch Summation von (4.3.1) tiber alle k£ Konstituierenden entsteht

p+pdivk =0,
K (4.3.5)

d p=0.

i=1

Die Beziehung (4.3.5), beinhaltet, daf sich die Summe der lokalen Massenzuwiéchse aller
k Konstituierenden zu Null ergénzt.

Die lokale Form des Erhaltungssatzes fiir die Bewegungsgrofe einer Konstituierenden ¢°
ist das Postulat

"

div T 4 p'(b' —x;) +p' = 0. (4.3.6)

Darin sind T der partiale Cauchysche Spannungstensor von ' und b’ eine der Konsti-
tuierenden ' durch Fernwirkung eingeprigte Beschleunigung. Die Groe

p'=p'(x, 1) (4.3.7)

kennzeichnet den durch die iibrigen & — 1 Konstituierenden verursachten Bewegungs-
grofenzuwachs pro Volumenelement dv, vgl. auch Truesdell & Toupin [1960, Abschnitt
215]. Die GroBe p’ kann auch als volumenbezogene lokale Interaktionskraft zwischen den
Konstituierenden der Mischung aufgefafit werden. Der vollstéindige Interaktionsterm lau-
tet, vgl. de Boer & Ehlers [1986b]:

~

1 N it
§=p +0x;. (4.3.8)

In (4.3.8) wird zusétzlich zum lokalen BewegungsgroBenzuwachs p’ auch der durch den
Dichtezuwachs p' verursachte Bewegungsgrofenaustausch beriicksichtigt. Durch Summa-
tion von (4.3.6) tiber alle & Konstituierenden entsteht

divT +p(b—%) =0,

k B (4.3.9)
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In (4.3.9) sind folgende Definitionen enthalten, vgl. de Boer & Ehlers [1986b]:

k
T = Y T,
=1

k
T = TI_Zpiui®ui7
L i=1 (4.3.10)
o
X = ZpAX—dIVpuZ®uZ)+pX].

Die GroBe T wird als ,innerer Anteil“ des Spannungstensors T bezeichnet. Die Anre-
gung, den Ausdruck p’ u; ® u; als Spannungstensor zu interpretieren, stammt von Eckart

[1940] und befindet sich in volliger Ubereinstimmung mit Maxwells kinetischer Gastheorie
[1866, 1868], vgl. auch Truesdell & Toupin [1960, Abschnitt 215].

Die lokale Form der Drallbilanz einer Konstituierenden ¢’ ist das Postulat

i

T =TT - M . (4.3.11)

Darin représentiert

M’ = M (x, t) (4.3.12)

den schiefsymmetrischen Drallkopplungstensor, der mit dem volumenbezogenen Drallzu-
wachsvektor

m' = m'(x, t), (4.3.13)

einem axialen Vektor, gekoppelt ist:

' = L(Ix M) . (4.3.14)

Das in (4.3.14) benutzte Vektorprodukt zweier Tensoren ist in de Boer [1982, Abschnitt
4.9.4] definiert. Ebenso wie bei der Definition des BewegungsgroBenzuwachses stellt der
lokale Drallzuwachs m" nicht den gesamten Interaktionsterm dar. Der gesamte Momen-

tenzuwachs ist vielmehr durch

m' =1’ +x x (p' + 5 %) (4.3.15)

gegeben, vgl. de Boer & Ehlers [1986b].
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Die Drallbilanz (4.3.11) zeigt, dafi die Partialspannungen T im Rahmen der Mischungs-

theorie nur fiir den Fall M = 0 symmetrische Tensoren sind. Die grundsétzlich zuzulas-
sende Unsymmetrie von T ist hier jedoch eine Folge des Drallkopplungsprozesses zwischen
den Konstituierenden der Mischung und daher nicht vergleichbar mit der in der Theorie
der Cosserat-Kontinua iiblichen Einfithrung unsymmetrischer Spannungstensoren.

Die Drallbilanz der Mischung ist das Postulat

L (4.3.16)

woraus mit (4.3.10), direkt auf die Symmetrie des inneren Anteils von T geschlossen
werden kann:

T/ =17, (4.3.17)

Das Ergebnis der Drallbilanz ist die Aussage, daf die Spannungstensoren T! und T der
Mischung symmetrisch sind, die Partialspannungen T jedoch auch schiefsymmetrische
Anteile enthalten kénnen.

Die lokale Form der Energiebilanz einer Konstituierenden ¢* ist das Postulat

(4.3.18)

Darin kennzeichnen &' die spezifische innere Energie von ¢! pro Massenelement p' dv, r?
die durch Fernwirkung eingepriigte innere Wirmequelle und q' den partialen Wirmezu-
fluBvektor. Die Grofie

e =é'(x, t) (4.3.19)
reprisentiert den lokalen Energiezuwachs, verursacht durch Energietransfer zwischen ¢

und den iibrigen k£ — 1 Konstituierenden. Fiir einige Anwendungszwecke ist es vorteilhaft,
den Zuwachsterm ¢’ in mehrere Anteile aufzuspalten, vgl. z. B. de Boer & Ehlers [1986b]:

E = 4p x40 (e + % x) (4.3.20)

I Diese Definition ist nicht identisch mit Bowen [1976, G1. (1.6.8)]. Die Grofle &% entspricht jedoch dem
von Bowen [1976, Gl. (1.5.1)] eingefiihrten Energiezuwachsterm.
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Durch Summation von (4.3.18) iiber alle & Konstituierenden folgt

pe=T -L+pr—divq,
o (4.3.21)

k
1 )
EI . pz el ’
gt
1k
rl = = prt, (4.3.22)
gt

1 =1 i
E = € +— —puw-u;,
pi:12
1t
- TI—F—ZprZ'uia (4.3.23)
e
k

_ ol L
a = q +; 5/ (w )

Die Ausdriicke €/, 7 und q’ stellen die inneren Anteile von €, r und q dar. Die spezifische
innere Energie ¢ der Mischung setzt sich aus der Summe der iiber die Dichten gewich-
teten spezifischen Energien der k Konstituierenden und der durch den Diffusionsprozefl
entstehenden kinetischen Energien zusammen. Die d&uflere Energiequelle r der Mischung
resultiert ebenfalls aus zwei Anteilen; der iiber die Dichten gewichteten Summe der dufle-
ren Wirmequellen r* sowie der Summe der Diffusionsarbeit infolge #uerer Volumenkriifte.
Der ZufluBvektor q ergibt sich aus der Summe der partialen Wirmezufliisse q°, der Summe
der Zufliisse infolge der Diffusionsarbeit der partialen Kontaktkrifte sowie der ZufluBvek-
toren der durch den Diffusionsprozefl erzeugten inneren und kinetischen Energien.

Sonderformen der Energiebilanz wie die Formulierung mit Hilfe der freien Helmholtzschen
Energie werden im Zusammenhang mit entsprechenden Formen der Entropieungleichung
fiir Mischungen im Abschnitt 4.5 angegeben.

4.4 Entropieungleichung

In der Literatur wurde lange iiber die richtige Form der Entropieungleichung fiir Mischun-
gen diskutiert, vgl. dazu auch die Ausfithrungen in Kapitel 2. Zunéchst war unklar, ob
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eine Entropieungleichung fiir jede Konstituierende ¢ oder ob nur eine einzige Entropieun-
gleichung fiir die gesamte Mischung zuzulassen sei. Aus heutiger Sicht mufl das Postulat
getrennter Entropieungleichungen zwar als eine hinreichende, andererseits aber zu strenge
Forderung beurteilt werden. Das Postulat einer gemeinsamen Entropieungleichung aller
Konstituierenden ist gleichzeitig notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
von Dissipationsmechanismen innerhalb der Mischung und daher vorzuziehen.

Korrekte Formen der Entropieungleichung fiir Mischungen wurden erstmals von Bowen
[1967] und Miiller [1968] angegeben.
Das Entropiepostulat von Miiller lautet, vgl. [1968, Ungl. (3.4)]:

1
pﬁ+div¢—§pr120. (4.4.1)

Darin sind

n =n(x, t) (4.4.2)

die spezifische Entropie der Mischung pro Massenelement p dwv,

0 =0(x, t) (4.4.3)

die absolute, fiir alle Konstituierenden gleiche Kelvinsche Temperatur und

b = p(x. 1) (4.4.4)

der EntropiezufluBvektor der Mischung, den Miiller in Analogie zu [1967] mit Hilfe einer
konstitutiven Gleichung bestimmte.

Die von Bowen postulierte Entropieungleichung, vgl. Bowen & Wiese [1969, Ungl. (3.3)],
hat die Form

k k
i=1

=1

Diese Beziehung kann mit einigen Umformungen in Bowens urspriingliches Entropiepo-
stulat iiberfiihrt werden, vgl. Bowen [1967, Abschnitt 3] sowie Bowen & Wiese [1969,
(3.13), (3.14)]. Im Gegensatz zu Bowen und Wiese, die fiir jede Konstituierende ¢’ eine
eigene Temperatur

0" =0'(x, t) (4.4.6)

zulielen, ging Bowen 1967 ebenso wie Miiller von einer gemeinsamen Temperatur 6 =
6" fiir alle k Konstituierenden aus. Miillers urspriingliches Postulat (4.4.1) wurde von
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Dunwoody & Miiller [1968, Ungl. (3.2)] fiir den Fall k verschiedener Temperaturen ¢’
erweltert:

k
1 . .
pr’;+div¢—§ @pwzo. (4.4.7)
i=1

Der Unterschied zwischen den Entropieungleichungen (4.4.5) und (4.4.7) besteht lediglich
darin, dafl Dunwoody & Miiller ebenso wie Miiller den Entropiezuflufi zunéchst nicht
niher sperzifizierten, wihrend Bowen & Wiese den Entropiezufluivektor in der Weise
auffafiten, daf

k
1 .
o= b (4.4.8)
=1
Die Grofle
h' = h'(x, t) (4.4.9)

reprasentiert darin einen Zufluvektor, der iiber die Beziehung

h' =q + 60 p'n'u (4.4.10)

als Summe des partialen Warmezufluivektors g’ und des durch den Diffusionsproze8 ver-
ursachten, mit 6’ multiplizierten Entropiezuflusses definiert wurde.

Ausgehend von den metaphysischen Prinzipen leitete Truesdell [1968] eine Entropieun-
gleichung der Form (4.4.5) als Summe iiber alle k£ Konstituierenden in Analogie zur klas-
sischen Kontinuumsmechanik der Einkomponentenmaterialien her. Diese Vorgehensweise,
die auch von de Boer & Ehlers [1986b] benutzt wurde, fiihrt in [1986b, Abschnitt 3.8]
zunédchst auf eine lokale Entropieungleichung der Form

k
Dol div (g a) - '] >0, (4.4.11)

i=1

in der 1’ die spezifische Entropie von ¢ pro Massenelement p’ dv kennzeichnet.

Mit (4.4.10), der Definition

k
1 i
n= 5 E p'n (4.4.12)
i=1
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sowie der Identitit

k
Y00+ —pn+Zdw P, (4.4.13)

i=1

vgl. [1986b, Gl. (3.8.9)], kann (4.4.11) leicht in das Postulat (4.4.5) von Bowen & Wiese
tiberfithrt werden. Dieses Postulat ist die bis heute giiltige, auch von verschiedenen ande-
ren Autoren hergeleitete Bowen-Truesdell-Form der Entropieungleichung fiir Mischungen.

Bei der Entwicklung thermodynamischer Restriktionen erscheint es ratsam, die Entro-
pieungleichung in der Form (4.4.11) zu benutzen; und zwar immer dann, wenn nicht nur
Restriktionen fiir konstitutive Gleichungen der Mischung sondern wenn auch Restriktionen
fiir die entsprechenden Partialgrofien gesucht sind, vgl. z. B. Bowen [1976] oder de Boer
& Ehlers [1986b]. Dazu ist es erforderlich, die Entropieungleichung (4.4.11) mit Hilfe der
partialen Energiebilanz (4.3.18) umzuformen. Man erhalt

k
1 i i ~i ! AL (G i
I A G R R R R O s
i=1 (4.4.14)

<.

4.5 Erginzende Bemerkungen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die Grundlagen der Mischungstheorie vor-
gestellt. In Ergédnzung zu diesen Ausfithrungen sollen im folgenden zwei weitere Themen
behandelt werden; und zwar zum einen eine im Hinblick auf die Entwicklung thermody-
namischer Restriktionen geeignete Formulierung der Entropieungleichung und der Ener-
giebilanz mit Hilfe der freien Helmholtzschen Energie und zum anderen die durch die
Einfithrung von inkompressiblen Konstituierenden verursachten Modifikationen einzelner
Beziehungen.

In der Mischungstheorie ist es iiblich, zwei verschiedene Ausdriicke der freien Helm-
holtzschen Energie zu benutzen, vgl. z. B. Bowen [1976] oder de Boer & Ehlers [1986b]:

wz‘ — gi - ez i 7
(4.5.1)
\I’i:pi&?i—eiﬂi.

In (4.5.1), wird die partiale freie Energie ¢ einer Konstituierenden ¢’ pro Massenelement
p" dv angegeben, in (4.5.1), werden die partiale freie Energie U und die partiale Entropie
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€’ auf ein Volumenelement dv des Mischungskérpers bezogen:

Pt — pi wz 7
(4.5.2)
ﬂl — pZ /’7@ .
Die Definitionen (4.5.1), und (4.5.1), fithren zu zwei unterschiedlichen Formen der Entro-
pieungleichung (4.4.14). Mit (4.5.1), erhélt man

S

k
1 ’ N i /
S L Gl i) = 5 — (07 + ) +
i=1 (4.5.3)

1
+ T L_H_ grad @ +¢é'] >0

und daraus mit (4.5.2) und der Massenbilanz (4.3.1)

1 oo i ! 1A~ /
D WO X - Cpxxi
i=1 (4.5.4)

) . 1 . ) )
—pZKTZ-LZ-—EqZ-gradHUFéZ] >0.

In (4.5.4) kennzeichnet die Grofie

K =¢'T— Lopri (4.5.5)
pl
den von Bowen eingefiihrten Tensor des chemischen Potentials, eine Erweiterung des ur-
spriinglich von Gibbs als Skalar definierten Begriffs, vgl. Bowen [1967] sowie Bowen & Wie-
se [1969]. Bei der Entwicklung thermodynamischer Restriktionen sind prinzipiell natiirlich
alle Formen der Entropieungleichung zugelassen. Es erscheint jedoch ratsam, die Entro-
pieungleichung in der Form (4.5.4) zu benutzen. Diese Form hat den einfachsten Aufbau
und 148t sich daher am besten handhaben. Die Annahme unterschiedlicher Temperaturen
0" bedingt, dafl aus jeder der k partialen Energiebilanzen eine Wirmeleitungsgleichung
/

zur Ermittlung der Temperaturdnderungen 6} zu ermitteln ist. Diese Wirmeleitungsglei-
chungen sind untereinander durch die Energiezuwachsterme ¢é' gekoppelt, vgl. (4.3.18).

Mit (4.5.1), kann die partiale Energiebilanz (4.3.18) in folgender Form dargestellt werden:

. I .. .. N i i i
—p' (Wi 0 +0 ) —p -x; —p (V' + 00+
(4.5.6)

+%>,C,~->,ci)—Ti-Li+piri—divqi+éi:O.

Aus (4.5.6) erhélt man mit (4.3.1) sowie den Definitionen (4.5.2) und (4.5.5) als alternative
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Form der Energiebilanz:

Yl — 0" = (0] + 0" divx,) — B’ X — 1 XX —
(4.5.7)
—p K L4 pirt —divgt + 6 =0 .

Die oben genannten Wérmeleitungsgleichungen ergeben sich durch Einsetzen der konsti-

tutiven Gleichungen des jeweils untersuchten Mischungstyps in die Beziehungen (4.5.6)
bzw. (4.5.7).

In vielen praxisrelevanten Anwendungen der Mischungstheorie ist es nicht notwendig,
jeder Konstituierenden eine eigene Temperatur zuzuordnen. Stattdessen kann von einer
gemeinsamen Temperatur §° = 6 aller Konstituierenden ausgegangen werden. In diesen
Féllen ist es erforderlich, sowohl die Entropieungleichung (4.5.3) bzw. (4.5.4) als auch die
Energiebilanzen (4.5.6) bzw. (4.5.7) weiter umzuformen. Dabei hat es sich als zweckméfig
erwiesen, die materielle Zeitableitung der Temperatur § und der Entropiefunktionen ¢

nicht mit den Absolutgeschwindigkeiten )lcl der einzelnen Konstituierenden sondern mit
der Mischungsgeschwindigkeit x zu bilden. Da im Rahmen der konstitutiven Theorie aus-
schliellich von der Entropieungleichung in der Form (4.5.4) und der Energiebilanz in der
Form (4.5.7) ausgegangen werden soll, sollen alle weiteren Uberlegungen am Beispiel die-
ser Ausdriicke durchgefiihrt werden.

Unter Voraussetzung von #° = 0 lautet die Entropieungleichung (4.5.4) nach Multiplika-
tion mit @, die Energickopplungsterme ¢ kénnen mit (4.3.21),, eliminiert werden:

k /. . . . / . !/
[—?ﬁf—@ﬂl—ﬁz'xi—%ﬁzxi'xi—

i=1 (4.5.8)
—p' K" L; — éh’-grade] >0.

In (4.5.8) wurden die Definitionen (4.2.10) und (4.4.10) benutzt.

Die Annahme einer gemeinsamen Temperatur fiir alle Konstituierenden bedingt, daf3 die
Temperaturinderung 6 nicht aus getrennten partialen Energiebilanzen bestimmt werden
muB. Stattdessen kann 6 aus der Energiebilanz der Mischung ermittelt werden, in der sich
die Summe der Energiekopplungen é’ zu Null ergénzt, vgl. (4.3.21),. Im Rahmen der kon-
stitutiven Theorie ist es bei Mischungen mit nur einem Temperaturfeld #° = 6 daher nicht
erforderlich, konstitutive Gleichungen fiir die Energiekopplungsterme é’ zu bestimmen.
Eine zur Entwicklung der Wéarmeleitungsgleichung geeignete Form der Energiebilanz der
Mischung ergibt sich durch Summation tiber alle k£ Partialbilanzen (4.5.7). Mit (4.2.6),
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(4.2.10), (4.4.10) und (4.3.21),, lautet diese Beziehung

- ! .. . . ) ,
D -0 —09 - (0+0divk) —p'-x,—
- (4.5.9)

L% %, — p KT L — pirt — divhi] =0

Die Identitdt von (4.5.9) mit der Energiebilanz in der Form (4.3.21);, kann mit den im
vorangegangenen angegebenen Definitionen leicht verifiziert werden.

Weitere Modifikationen einiger Beziehungen der Mischungstheorie ergeben sich, wenn ent-
weder einzelne oder sogar alle Konstituierenden der Mischung inkompressibel sind; im
letzten Fall spricht man von einer inkompressiblen Mischung.

Der erste, der eine inkompressible Mischung im Rahmen einer Theorie sogenannter ,,cons-
trained materials“ untersuchte, war Mills [1966]. Dazu fiihrte Mills Kompositionsfaktoren
ein; ein Begriff, der mit den in Kapitel 3 definierten Volumenanteilen identisch ist. Da das
Konzept der Volumenanteile prinzipiell auch auf beliebige Mischungen iibertraghar ist —
die Annahme superponierter Kontinua mufl auch hier als Modellvorstellung verstanden
werden —, soll die Inkompressibilitdtsbedingung im folgenden analog zum Vorgehen von
Mills mit Hilfe der Volumenanteile angegeben werden. Dazu wird ein Konzept eingefiihrt,
das im Gegensatz zum Vorgehen vieler anderer Autoren, vgl. Mills [1966], Craine [1971],
Atkin & Craine [1976a], Bowen [1980, 1984|, de Boer & Ehlers [1986b] sowie Ehlers [1989b]
prinzipiell auch auf Mischungen mit Massenaustauschprozessen iibertragen werden kann.

Die Inkompressibilitdtsbedingung fiir eine beliebige Konstituierende wird folgendermaflen
definiert:

Eine Konstituierende ' ist inkompressibel, wenn sich ihre effektive Dichte p'® wéihrend
des Deformationsprozesses nicht dndert, d. h. wenn

p'® = konst. bzw. p,fR =0. (4.5.10)
Im Rahmen der Mischungstheorie ist die Massenbilanz eine Bilanzgleichung fiir die Parti-
aldichten p, vgl. (4.3.1), d. h. fiir das Produkt aus Volumenanteil n’ und effektiver Dichte

p' . Bei Beachtung von (3.14) und (4.5.10) reduziert sich diese Bilanzgleichung fiir in-
kompressible ¢ auf eine Bilanzgleichung fiir die Partialvolumina:

ni+ntdivy; =al . (4.5.11)

In (4.5.11) wurde die Definition

il =L (4.5.12)
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benutzt. Die Gréfie 7' kennzeichnet darin einen durch chemisch und physikalisch moti-
vierte Massenaustauschprozesse verursachten Volumenzuwachs.

Sind alle Konstituierenden einer Mischung inkompressibel, so entsteht mit (4.2.8) durch
Summation iiber alle & Volumenbilanzen (4.5.11)

k
, (4.5.13)

Zdlvnx =

=1

d.h. die Summe der Volumenstréme entspricht der Summe der & Volumenzuwichse n'.
In (4.5.13) wurde entsprechend (3.5)

k; .
ont
> 5 =0 (4.5.14)

vorausgesetzt.

Eine Zwangsbedingung der Form Zle n’ = 0 in Analogie zu (4.3.5), kann fiir inkompres-
sible Mischungen im allgemeinen nicht vorausgesetzt werden, da im Gegensatz zur klas-
sischen Kontinuumsmechanik der Einkomponentenmaterialien die Inkompressibilitéatsbe-
dingung fiir Mischungen nicht an die Forderung der Volumenkonstanz gebunden ist. Fiillt
man zum Beispiel eine inkompressible Fliissigkeit wie warmes Wasser in eine inkompressi-
ble Festkorpermatrix wie pordses Eis, so entsteht eine inkompressible Mischung mit einem
bestimmten Ausgangsvolumen. Infolge der entstehenden Eisschmelze bleibt die Mischung
zwar inkompressibel; das Mischungsvolumen nimmt jedoch ab. Eine Zwangsbedingung
der oben genannten Form gilt daher nur in Sonderfdllen wie z. B. bei Phasentransfor-
mationen zwischen zwei Konstituierenden, die sich bei gleicher effektiver Dichte nur in
ihrem Bewegungszustand unterscheiden. Dies ist z. B. in der Bodenmechanik bei der Be-
schreibung des Massenaustausches zwischen freiem und gebundenem Porenwasser der Fall.
Diese Ausfiihrungen zeigen, dafl die Inkompressibilitéitseigenschaft von Mischungen nicht
auf der Basis von Truesdells metaphysischen Prinzipen beschrieben werden kann. Dies
ist jedoch nicht verwunderlich, denn die Volumenbilanz (4.5.11) ist lediglich eine aus
der Massenbilanz (4.3.1) infolge der Materialeigenschaft Inkompressibilitdt resultieren-
de Bilanzgleichung und somit nicht wie die Massenbilanz selbst oder die Bilanzen fiir
Bewegungsgrofie, Drall und Energie Konsequenz eines fiir beliebige Materialien giiltigen
Prinzips.

Kénnen Phasentransformationen ausgeschlossen werden, so da§ n‘ = 0, 1aft sich (4.5.11)
integrieren, und man erhalt

n' =nj, (det F;) " . (4.5.15)
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Darin gibt

no; = 1 (Xi, to) (4.5.16)

den Volumenanteil von ¢* in der Referenzlage X; an. Die Beziehung (4.5.15) beinhaltet die
Aussage, daf das Partialvolumen einer inkompressiblen Konstituierenden ¢’ wihrend des
Deformationsprozesses konstant bleibt, wenn keine Massenaustauschprozesse auftreten:

B B

Die Grofle dVj; kennzeichnet darin das Volumenelement der Mischung in der Referenzlage
X, der Konstituierenden ¢*.

In der Mischungstheorie werden alle partialen Deformationsgréfien einer Konstituierenden
¢ in Bezug auf Linien- und Volumenelemente des Mischungskorpers angegeben. Dies hat
zur Folge, dafl eine inkompressible Konstituierende, fiir die bei Ausschlufl von Massenaus-
tauschprozessen mit (4.5.17) Konstanz des Partialvolumens V* gilt, im makroskopischen
Sinne, also in Bezug auf ein Volumenelement dv des Gesamtkorpers, immer kompressibel
bleibt; so sind wegen detF; # 1 z. B. immer Anderungen der Partialdichte p' moglich,
und zwar als Folge lokaler Anderungen der Volumenanteile n’.

Ist die Mischung inkompressibel, dann liefert (4.5.13) eine Zwangsbedingung fiir den De-
formationsgeschwindigkeitszustand der Mischung. Diese Zwangsbedingung mufl bei der
Entwicklung thermodynamischer Restriktionen aus der Entropieungleichung beriicksich-
tigt werden, d. h. man muf3 diese Zwangsbedingung, multipliziert mit einem Lagrangeschen
Multiplikator A, der Entropieungleichung des jeweils zu untersuchenden Modells hinzu-
addieren. Fiir beliebige inkompressible Mischungen mit Massenaustauschprozessen und
verschiedenen Temperaturen 6" der Konstituierenden ' folgt aus (4.5.13)

k
1 ) ) ) ) ) )
> 7 [0 An'divx; + 0" Agradn' - x; — @' Ai'] = 0. (4.5.18)

i=1
Mit (4.5.18) lautet die Entropieungleichung (4.5.4):

k 1 /i /i i i i i / 1 AZ-/ !/
D gl Gi= 01— (BT — 0" Agradn’) X — ' x; X
— (4.5.19)
— (P K" =0 An'T) L — 0" AR — g -grad @' + &' > 0.

p o

)
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Fiir Mischungen mit 6" = 6 folgt aus (4.5.13) alternativ zu (4.5.18)

k
Z[)\nidivgcﬂr)\gradni-)lci—)\ﬁi]:0. (4.5.20)

i=1
Damit nimmt die Entropieungleichung (4.5.8) die Form
K /. . . . . ’ . ,
S i 89— (0 — At o b
- (4.5.21)

N _ 1,
—(pZKT’—)\nZI)-LZ-—)\ﬁ’—5h2~grad9]20

an. Ein Vergleich zwischen (4.5.19) und (4.5.21) zeigt, daB die Dimension des Lagran-
geschen Multiplikators nicht in beiden Féllen identisch ist sondern sich den jeweiligen
Anwendungen entsprechend ergibt.

In einigen Arbeiten zur Mischungstheorie, vgl. z. B. Liu [1972] oder Liu & Miiller [1984],
werden mit Hilfe Lagrangescher Multiplikatoren weitere, durch die Bilanzgleichungen fiir
Masse, Bewegungsgrofle und Energie motivierte Zwangsbedingungen in die allgemeine
Form der Entropieungleichung eingearbeitet. Auf diese prinzipiell moglichen Erweiterun-
gen der Entropieungleichung sei hier lediglich hingewiesen.

Ebenfalls soll an dieser Stelle auf die Angabe weiterer formaler Modifikationen der im vor-
angegangenen diskutierten Versionen der Entropieungleichung fiir Mischungen verzichtet
werden.



Kapitel 5: Grundlagen der konstitutiven
Theorie

5.1 Einleitung

Zur vollstéandigen Beschreibung eines Materials im Rahmen einer Kontinuumstheorie sind
neben den Bilanzgleichungen fiir Masse, Bewegungsgrofie, Drall und Energie auch konsti-
tutive Gleichungen erforderlich; und zwar fiir alle mechanischen und thermodynamischen
GroBen, die sich nicht durch Vorgabe des vollstdndigen Bewegungs— und Temperatur-
zustands aus den Bilanzgleichungen bestimmen lassen. In der klassischen Kontinuums-
mechanik der Einkomponentenmaterialien sind daher konstitutive Gleichungen fiir die
freie Energie 1, die Entropie 7, den Spannungstensor T und den Warmezuflufivektor q
anzugeben. Die durch Fernwirkung eingepriagten Groflen, Beschleunigung b und innere
Wirmequelle 7, konnen in der Regel als bekannt vorausgesetzt werden. Alle postulierten
konstitutiven Gleichungen miissen zuléssig sein, d.h. sie diirfen nicht im Widerspruch
stehen zu den aus der Entropieungleichung folgenden thermodynamischen Restriktionen,
die auf der Basis einer bestimmten Menge thermodynamischer Prozeflvariablen entwickelt
werden.

Die bisherigen Ausfiihrungen gelten in erweiterter Form selbstverstédndlich auch fiir pordse
Medien oder Mischungen. Hier sind allerdings nicht nur konstitutive Gleichungen fiir die
jeweiligen Partialgréfien erforderlich, sondern es sind auch konstitutive Gleichungen fiir
die verschiedenen Kopplungsmechanismen zwischen den einzelnen Konstituierenden an-
zugeben. Fiir kompressible porose Medien sind zusétzlich konstitutive Gleichungen fiir
die zeitlichen Anderungen der Volumenanteile erforderlich, da diese im Rahmen der Mi-
schungstheorie nicht durch eine Bilanzgleichung zu bestimmen sind. Das prinzipielle Pro-
blem bei der Beschreibung pordser Medien auf der Basis der Mischungstheorie liegt jedoch
weniger in dem nicht unerheblichen Aufwand, der zur Entwicklung konstitutiver Gleichun-
gen von Mehrphasensystemen erforderlich ist, sondern vielmehr in der Wahl geeigneter
thermodynamischer Prozefivariablen; vor allem, wenn inkompressible pordse Medien be-
schrieben werden sollen oder wenn elastisch—plastisches Materialverhalten der Festkorper-
matrix vorausgesetzt werden muf}; vgl. dazu auch die Ausfithrungen in [1989b].Durch die
in der Mischungstheorie grundsétzlich anzunehmenden Materialien zweiten Grades, siche
dazu auch Kapitel 2 | treten insofern weitere Schwierigkeiten auf, als im Rahmen eines
multiplikativen Konzepts elastisch—plastischer Deformationen nicht nur der erste sondern
auch der zweite Deformationsgradient des Festkorperskeletts in elastische und plastische
Anteile zerlegt werden muf.

Im vorliegenden Kapitel werden die Grundlagen der konstitutiven Theorie beliebiger
pordser Medien auf der Basis eines in sich geschlossenen Konzepts unabhéingiger ther-
modynamischer Prozefivariablen entwickelt. Damit soll ein Beitrag geleistet werden, ei-
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nerseits die in vielen Verdffentlichungen iiber porése Medien anzutreffende Willkiir bei
der Wahl thermodynamischer Prozefivariablen zu beurteilen und andererseits die Einbe-
ziehung plastischen Materialverhaltens im Rahmen der Mischungstheorie aufzuzeigen.

5.2 Voraussetzungen und Annahmen

Beliebige porose Medien miissen im Rahmen der um das Konzept der Volumenanteile
erweiterten Mischungstheorie auf der Basis der folgenden Beziehungen beschrieben wer-
den, vgl. (3.5), (3.14), (4.3.1), (4.3.5)2, (4.3.6), (4.3.9)2, (4.3.21)s, (4.5.4), (4.5.7), (4.5.8),
(4.5.9), (4.5.19) und (4.5.21):

Konzept der Volumenanteile:

k
ph=n'pH, Zn’ =1. (5.2.1)
i=1
Bilanzgleichungen fiir 1"

/. . / .

pl+prdivx; = p°,

divTi + pi (b’ —%;) +p' =0,

T =TT M, (5.2.2)

/ .
0 (g B div x,) — P X —

1aid iy Ti i i i
2P XX —p KLy +p'rt —divg' +¢' = 0.

Bilanzgleichungen fiir die Mischung:

(5.2.3)
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Entropieungleichung fiir die Mischung;:
k
1 /. . i i
P L I A VR
i=1 (5.2.4)
) ) 1 . . .
—p KL, — e—ql-gradGZjLéZ] >0.
Entropieungleichung fiir die inkompressible Mischung:
b 1 [ i . o A T
Z@ [ U= 09 — (p' — 0" Agradn’) - x; — 50'%; - % — (PP K '—
i=1 (5.2.5)
—0'An'I) -L; — 0 An' — @q’ ~grad ' + €' > 0.
Energiebilanz fiir die Mischung mit ¢° = 0:
i[ g (1 0divs) - b
— ;-0 -9 (0+0divx) —p' - x; —
i=1 (5.2.6)
1% % —p KT L+ r —divh’] = 0.
Entropieungleichung fiir die Mischung mit 6° = 6:
: ST PR LAl !
Z[—\I’i—eﬂ =P X 50 XX —
i=1 (5.2.7)
—p K" L, — Ehz-grade] >0.
Entropieungleichung fiir die inkompressible Mischung mit §* = 0:
k
i — i i/ 1 Al !
Z[—\I/i—ﬁﬂ — (' — Agradn') -x; — 50" %; - X;—
i=1 (5.2.8)

. . ) . 1. .
(P K = An'I) - L; — Ai' — éhl-grade] >0.

Alternativ zu den hier angegebenen Versionen der Energiebilanzen und der Entropieun-
gleichung konnen zur Beschreibung pordser Medien natiirlich auch alle anderen im Ab-
schnitt 4.5 diskutierten Formen sowie weitere, in der Literatur dokumentierte Versionen

dieser Beziehungen benutzt werden, vgl. z. B. Bowen [1976] oder Truesdell [1984].

Die Entwicklung konstitutiver Gleichungen basiert fiir Mischungen auf denselben Grund-
prinzipen, die auch in der klassischen Kontinuumsmechanik der Einkomponentenmateria-
lien gelten, vgl. Truesdell & Toupin [1960], Truesdell & Noll [1965] sowie Truesdell [1984,

S. 230]. Diese Prinzipe sind:
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1. Determinismus ~Noll [1958] .
2. Aquiprisenz ~Truesdell [1949] .
3. Lokale Wirkungen! ~Noll [1958] .
4. Materielle Objektivitdt ~Noll [1955] .
5. Dissipation ~Coleman/Noll ~ [1963].

In der Theorie der Mehrphasengemische, vgl. z. B. Passman et al. [1984] sowie die Ausfithrun-
gen in Kapitel 2, wird das Prinzip der Aquiprisenz durch das Prinzip der Phasentren-
nung ersetzt. Dieses Prinzip bewirkt jedoch eine Einschrinkung in Bezug auf die Form
der zuléssigen konstitutiven Gleichungen und soll daher im folgenden nicht im Sinne eines
Grundprinzips verwendet werden.

Fiir ein allgemeines, kompressibles poroses Medium mit Massenaustauschprozessen und
verschiedenen Temperaturen 6° der Konstituierenden ¢' zeigen die Bilanzen (5.2.2), dafl
fiir folgende Groflen konstitutive Gleichungen anzugeben sind — Prinzip des Determinis-
mus — :

!/ -

W0, T, q,p,p, e, n)=R. (5.2.9)

Die GroBle R kennzeichnet die gesamte Menge der 8 x k Auswirkungsfunktionen aus
(5.2.9). Diese Auswirkungsfunktionen sind so zu bestimmen, daf§ keine der Nebenbedin-
gungen (5.2.1) und (5.2.3) verletzt wird; d. h. : Die Summe der Partialspannungen T* muf
ein symmetrischer Tensor sein, die Zuwachsgrofien pf, p’ und & miissen den Zwangsbedin-
gungen (5.2.3)1, (5.2.3)2 und (5.2.3)4 geniigen, und die Summe der Volumenédnderungen

ni darf die aus (5.2.1), folgenden Forderungen

k .
on ;
E e 0, E gradn' =0 (5.2.10)

nicht verletzen.

Fiir die Drallkopplungstensoren M sind keine konstitutiven Gleichungen erforderlich, da
diese GroBen mit (5.2.2)3 direkt aus den Partialspannungen ermittelt werden kénnen.

In vielen Fillen ist es vorteilhaft, die Funktionen ¢%, n’, T%, q*, p* und é’ in Abhéngigkeit
anderer Auswirkungsfunktionen zu bestimmen. Méogliche Alternativen zu (5.2.9) ergeben
sich mit den Beziehungen (4.3.8), (4.3.20), (4.4.10), (4.5.2), (4.5.5) und (4.5.12); d. h. bei

INichtlokale Materialien werden in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt. Nichtlokale Effekte, die
durch gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Konstituierenden einer Mischung entstehen, werden im
Rahmen des Konzepts von Materialien zweiten Grades erfafit.
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Ausnutzung von

U= plyt
T = oy,
P K = pT-T"

h' = g +0pnu, (5.2.11)
W= p/pR

§' = f’i+,5i>/<i,

~q 51 i) A~ 1 ¢

gl = —p' X — (e + 5% - X;)

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daf fiir Mischungen mit 0" = 0 die Temperaturinde-
rung 6 direkt aus (5.2.5) ermittelt werden kann und nicht wie die Temperaturianderungen

» :

0% allgemeiner Mischungen mit & Funktionen #* aus (5.2.2), bestimmt werden mufl. Fiir
Mischungen mit #° = @ ist es daher nicht erforderlich, konstitutive Gleichungen fiir die
Energiezuwachsterme é' bzw. & anzugeben.

Konnen Massenzuwichse fiir einzelne Konstituierenden ¢ ausgeschlossen werden, so sind
die daraus resultierenden Auswirkungen beziiglich der Menge der zu entwickelnden kon-
stitutiven Gleichungen wegen p° = 0 offensichtlich.

Fiir inkompressible ¢’ ist keine konstitutive Gleichung fiir die Volumeninderung 7%2 er-
forderlich. Stattdessen konnen diese Gréfien aus den Bilanzgleichungen (4.5.11) fiir die
Partialvolumina bestimmt werden. Sind k& — 1 Konstituierenden ¢ einer Mischung inkom-

pressibel, so entfallen sdmtliche konstitutiven Gleichungen fiir die Volumenénderungen,
da wegen (4.5.11) und (5.2.9)

/

7/11,2 = [nl div )lcl + grad nt . (I)lcZ — Xp) — ﬁ’] . (5.2.12)

Fiir die inkompressible Mischung geht (5.2.12) in eine Zwangsbedingung der Form (4.5.18)
bzw. (4.5.20) iiber, die bei der Entwicklung thermodynamischer Restriktionen aus der
Entropieungleichung — Prinzip der Dissipation — zu beriicksichtigen ist. In diesem Fall
zeigen die Entropieungleichungen (5.2.5) bzw. (5.2.8) im Zusammenhang mit (5.2.11)3,
daB die Partialspannungen T und die BewegungsgroBenzuwéchse p’ nur bis auf einen
unbestimmten Ausdruck angegeben werden konnen, d.h. man kann nur die sogenannten
Extraspannungen T’ und Extrazuwichse f)i bestimmen; beziiglich des Begriffs , Extra..®
siehe Truesdell & Noll [1965, Abschnitt 30]. Fiir Mischungen mit & Temperaturfunktionen
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0" lauten diese Extragréfien

T = T +6An'l,

‘ ' (5.2.13)
p. = p'— 06 Agradn'.
Entsprechend gilt fiir Mischungen mit §* = 0:
T, = T'+An'l,
(5.2.14)

p. = p'—Agradn’ .

Alle Auswirkungsfunktionen R, die fiir den jeweils untersuchten Typ eines porésen Me-
diums zu entwickeln sind, miissen zunéchst als Funktionen eines gemeinsamen Variablen-
satzes .» aufgefafit werden — Prinzip der Aquiprasenz:

R =TR(») . (5.2.15)

Im Rahmen der konstitutiven Theorie erfiillt das Prinzip der Aquiprisenz zwei Funktio-
nen, die in der Literatur folgendermaflen kommentiert werden:

Wang & Truesdell [1973, S. 135]:

...a rule to guide us when we come to set up constitutive equations in the first
place.

Truesdell [1984, Lecture 1]:

... the principle of equipresence, which forbids the theorist from choosing indepen-
dent variables by caprice.

Diese Bemerkungen zeigen, dafi das Prinzip der Aquiprisenz als eine Arbeitsvorschrift
aufzufassen ist; und zwar in dem Sinn, dafl nicht bereits vor der Entwicklung thermody-
namischer Restriktionen aus der Entropieungleichung einige Auswirkungsfunktionen ad
hoc und damit im Rahmen einer gewissen Willkiir als Funktionen einzelner Variablen der
Menge .5 postuliert werden. Dies wiirde zwangslaufig zu einer Einschriankung der konsti-
tutiven Theorie fiihren.

5.3 Thermodynamische Prozef3variablen

Alle Auswirkungsfunktionen R sind in der Weise durch die Bewegungsgeschichten ‘x; und
Temperaturgeschichten ‘0° bestimmt, da8 die Werte der Auswirkungsfunktionen zur Zeit
t an jeder Stelle x durch die Werte der Prozefivariablen »(x,t) gegeben sind — Prinzip der
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lokalen Wirkungen —. Fiir allgemeine pordse Medien bzw. Mischungen mit unvermischba-
ren Konstituierenden werden die folgenden Gréflen als thermodynamische Grundvariablen
postuliert:

» = {0, grad 0", n®, gradn®, p', grad p’, F;, Grad; F;, )lci, Grad,; 3/9}

mit i=1,..,k, (5.3.1)
a=2,..,k.

Mit (5.3.1) kann eine Klasse viskoelastischer Materialien zweiten Grades mit Massenaus-
tauschprozessen und unabhéngigen Bewegungs— und Temperaturzustinden der einzelnen
Konstituierenden beschrieben werden. Der Einflufl plastischen Materialverhaltens auf den

Variablensatz (5.3.1) wird in Abschnitt 5.4 behandelt, vgl. (5.4.8) und (5.4.9).

Die in (5.3.1) gewéhlte Menge . entspricht prinzipiell den von Bowen [1969b, Gl. (5.7)]
oder Cross [1973, Gl. (6.1)] fiir Mischungen mit chemischen Reaktionen postulierten Va-

riablensétzen, allerdings erweitert um die Variablen n®, grad n® und Grad; >,c, In (5.3.1)
fehlt eine explizite Einbeziehung der Referenzlagen X; der Konstituierenden ¢’, d.h. es
kénnen nur homogene Mischungen beschrieben werden, vgl. Wang [1973, S. 771]. Die
Einschrinkung auf homogene Mischungen beinhaltet, daf} alle ¢ zum Zeitpunkt ¢t = ¢,
homogen und homogen verteilt sein miissen:

Grad; pift = o,
| (5.3.2)
Grad; ny;, = 0.
Die Grofle

pft = Lt (5.3.3)
04

kennzeichnet darin die effektive Dichte von ¢’ in der Referenzlage X;.

Die Wahl der thermodynamischen Grundvariablen entsprechend (5.3.1) ist folgenderma-
flen motiviert: Die Referenzkonfigurationen von ¢ zum Zeitpunkt ¢ = ¢, werden als un-
gestorte Ausgangszustinde aufgefaft, in denen zusétzlich zu (5.3.2) die effektiven Dichten
pil und Volumenanteile nf, gegeben und damit bekannt sind. Der vollstindige Tempe-
raturzustand ist durch die Variablen #° und grad 6 reprisentiert. Die Voraussetzung von
Materialien zweiten Grades bedingt, dafl nicht nur der erste Deformationsgradient F; son-
dern dafl auch der zweite Deformationsgradient Grad; F; als unabhéngige Prozeivariable
zugelassen werden mufl. Fiir Mischungen mit Massenaustauschprozessen ist der vollstandi-
ge Deformationszustand durch die Vorgabe von F; und Grad; F; jedoch nicht hinreichend
spezifiziert. Vielmehr miissen zusitzlich die Partialdichten p’ und deren Gradienten grad p’
als unabhéngige Prozefivariablen aufgefait werden, da diese Grofien nicht als Funktionen
von F; und Grad; F; darstellbar sind. Dariiber hinaus sind die Volumenanteile n’ und
deren Gradienten gradn® fiir kompressible ¢* nicht durch p’ und grad p’ bestimmbar —
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und umgekehrt —, so dafl auch diese Grofien als Variablen des Deformationsprozesses zu
verstehen sind. Die Voraussetzung, daf§ alle Prozevariablen voneinander unabhéngig sein
miissen, bedingt wegen

k
nt = 1- Z n®,
a=2
h (5.3.4)
gradn! = — Z grad n®,
a=2

vgl. (5.2.1)3 und (5.2.10)5, daB nur n* und gradn®, a = 2, ..., k, als unabhéngige Pro-

zefivariablen vorgegeben werden diirfen. Schliefllich wird mit den Variablen )lcl den un-
terschiedlichen Geschwindigkeitszustianden der Konstituierenden Rechnung getragen; die

Variablen Grad,; )lcl dienen zur Einbeziehung viskoser Effekte.

Der Grundvariablensatz » aus (5.3.1) kann fiir viele Anwendungszwecke auf einfache Weise
reduziert werden. Kénnen zum Beispiel Massenzuwéichse p° fiir einzelne Konstituierenden
©" ausgeschlossen werden, so gilt entsprechend (4.3.3)

P =ph, (detFy) ™. (5.3.5)
Daraus folgt mit (5.3.2) und (5.3.3)

gradpi = —pp, (det F;)"? grad (det F;)
(5.3.6)
= —pb,; (det F;)"2F! ! Crad; (det F;).
Die Anwendung der Rechenregel (A.2.8) beinhaltet
Grad; (det F;) = det F; (F} ' Grad; F;)*, (5.3.7)
so daf3
grad p’ = —pi, (det F;) "' FI 1 (F! ! Grad,; Fy)*. (5.3.8)

Darin kennzeichnet (- - -)! eine Multiplikationsvorschrift, die auf einen Vektor fiihrt. Zum

besseren Versténdnis kann (5.3.7) in einer einfachen Indexdarstellung angegeben werden:

[det(Fi)aB],C = [det(F})a 5] (Fi_l)Ln (Fi)nrc- (5.3.9)

In (5.3.9) beziehen sich die Indizierungen a, n auf die aktuelle Basis, die Indizierungen B,
L, C auf die Referenzbasis von ¢°.

Da p, = ni, pi% zum Zeitpunkt ¢t = 4 als gegeben und bekannt vorauszusetzen ist, zeigen
die Beziehungen (5.3.5) und (5.3.8), da8 p’ und grad p' unter der Voraussetzung p° = 0



5.3 Thermodynamische ProzeBvariablen 51

eindeutig als Funktionen von F; und Grad; F; — nicht umgekehrt — angegeben werden
kénnen. Daher sind p* und grad p® als unabhingige Prozefivariablen zu streichen. Somit
folgt aus (5.3.1):

b = = {0 grad ', n®, gradn®, p*, gradp’, F;, Grad; F; , )lii, Grad,; )lcl}

mit ¢ =1,...,k,
a=2,...,k, (5.3.10)
b=1,....r

und p/ =0 mit j=r+1,.. k.

Fiir Mischungen ohne Massenaustauschprozesse gilt entsprechend:

(5.3.11)
und p' =

Sind einzelne Konstituierenden der Mischung inkompressibel, so folgt mit (4.5.10), (5.2.1);
und (5.3.2);

PR = pilt = konst. ,
o' = nipt, (5.3.12)
grad p® = piftgradn’.

Demzufolge sind die GréBen p' und grad p’ eindeutig durch die Volumenanteile n’ und
deren Gradienten gradn’ bestimmbar und daher als ProzeSvariablen zu streichen. Die
aus (5.3.12) resultierenden Konsequenzen auf den Parametersatz (5.3.1) ergeben sich ent-

sprechend (5.3.10) und (5.3.11), d. h. :

s — »y fiir pf=konst. mit j=r+1,.. .k (5.3.13)

bzw.

b = by fiir pf =konst. mit i=1,.. k. (5.3.14)

Sofern fiir inkompressible ¢! Massenaustauschprozesse ausgeschlossen werden koénnen, gilt
geméf (4.5.15)

n' =nj, (det F;)~* (5.3.15)
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und daraus analog zu (5.3.8)

gradn’ = —nf, (det F;) ' F] 1 (FT ! Grad; F;)*. (5.3.16)

Damit reduzieren sich die Parametersitze (5.3.13) und (5.3.14) auf

b=2, .1, (5.3.17)
T

und p/ =0, p/® = konst. mit j=r1r+1,...k

by — by = {0, grad@®, F;, Grad; F;, )lci, Grad, )lcz}
mit i=1,..,k (5.3.18)

und p' =0, p? = konst. .

In (5.3.18) ist jedoch zu beachten, daf die Deformationsgradienten F; und Grad; F; in der
Weise voneinander abhéngen, daff mit (5.3.4); und (5.3.15)

k
det Fy =ng, [1 = nf, (det F,)~"]™! (5.3.19)
a=2

sowie mit (5.3.4)9, (5.3.15) und (5.3.19)

k
ng, FT Z nd, (det F,)? Grad, (det F,)
Crad; (det Fy) = — =2 (5.3.20)

k
1= nf, (det Fy) ™'
a=2

Diese nur bei inkompressiblen porésen Medien ohne Massenaustauschprozesse auftretende
Abhéngigkeit zwischen den Prozefvariablen kann z. B. im Zusammenhang mit der Isotro-
piegruppe fiir die Fluid-Konstituierenden eliminiert werden, vgl. Abschnitt 5.7.

Neben den hier angegebenen Parametersitzen b1 bis .34 sind natiirlich noch viele weitere
Modifikationen des Grundvariablensatzes .5 denkbar, die mit den im vorangegangenen
angegebenen Beziehungen leicht aus b, bis .54 entwickelt werden koénnen.
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5.4 Zerlegung der Deformationen

Bei portsen Medien ist es grundsétzlich moglich, dafl die Festkorpermatrix nicht nur aus
einem Material besteht, sondern sie kann sich auch im Sinne von Verbundmaterialien aus
mehreren Stoffen zusammensetzen, die dann allerdings einen gemeinsamen Bewegungs-
zustand aufweisen. In einigen Féllen, z. B. beim Sieben granularer Stoffe, kénnen sogar
mehrere Festkorpermaterialien mit unabhédngigen Bewegungszustianden auftreten. Daher
soll im vorliegenden Abschnitt der Einflu} elastisch-plastischer Deformationen auf den
thermodynamischen Prozefl am Beispiel einer beliebigen Feststoffkonstituierenden ¢* dis-
kutiert werden.

Im Rahmen der endlichen Theorie wird zur Zerlegung der Deformationen in elastische
und plastische Anteile ein multiplikatives Konzept auf der Basis folgender Komposition
eingefiihrt:

3 3
(FS y Grads Fs) = (Fge s Gge) o (ng s GSp) . (541)

Die Verkniipfung™ (- --)o(---) ist darin entsprechend der Vorschrift (A.2.16) in der Weise
definiert, dafl

FS - FSe FSp )
(5.4.2)

23

3 3 23
GradsFs = (Fs.Gsp)2+ [(GseFsp)2" Fg 2" .

3
In (5.4.2) reprasentieren Fg. und Fg, die elastischen und plastischen Anteile von Fs, Gge
3

3
und Gg, die entsprechenden Anteile von Gradg Fg. Das Symbol (- - - ) kennzeichnet einen

dreistufigen Tensor, (- - - )2 eine Multiplikationsvorschrift, die auf einen dreistufigen Tensor
23

fithrt, und (---)7 eine Transposition beziiglich der Indizes 2 und 3.

In der Plastizitatstheorie ist die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten mit
der Vorstellung einer spannungsfreien, aber im allgemeinen inkompatiblen plastischen
Zwischenkonfiguration verbunden, vgl. Abb. 5.1.

Die Inkompatibilitidt der Zwischenkonfiguration besteht darin, dafl die elastischen und
plastischen Anteile von Fg und Gradg Fg in der Regel nicht durch feldlich definierte Gra-
dienten der Form

Fge = gradSZ X s FSp = Gradg XSz,
3 3 (5.4.3)
Gse = grads.Fs. , Gg, = GradgFyg,

Tn der englischsprachigen Literatur, vgl. z. B. Cross [1973] oder Bowen [1976], wird anstelle des Begriffs
Verkniipfung der Begriff Komposition (composition bzw. composition rule) gebraucht.
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plastische Zwischenkonfiguration

Fs, DQ w

aktuelle Konfiguration
Referenzkonfiguration

Abb. 5.1: Plastische Zwischenkonfiguration von ¢

bestimmbar sind. In (5.4.3) kennzeichnen xg, den ,Ortsvektor” der materiellen Punkte
X% in der Zwischenkonfiguration von ¢ und der Operator gradg, die partielle Differentia-
tion nach xg, . Den Charakter von Gradientenfeldern besitzen die Beziehungen (5.4.3) nur
fiir den Fall homogener Deformationen, also wenn nach Belastung bis in den plastischen
Bereich und anschlieBender Entlastung — auch die Temperatur ist auf die Referenztem-
peratur zuriickzunehmen — eine kinematisch kompatible, spannungsfreie Konfiguration
entsteht. Konzeptionsbedingt ist dieser Entlastungsprozef als Ergebnis eines gedachten,
zeitgleich mit der Belastung verlaufenden Entlastungsvorgangs aufzufassen, der formal
mit dem fiir die Konstituierende ¢° giiltigen Elastizititsgesetz durchzufithren ist. Fiir
den Fall beliebiger Deformationen fiithrt die Riicknahme der dufleren Lasten zuné&chst
auch auf eine kinematisch kompatible Konfiguration. Diese Konfiguration ist jedoch nicht
spannungsfrei. Sie weist vielmehr eine Restspannungsverteilung auf, die den Charakter
eines elastischen Eigenspannungszustands besitzt. Ein spannungsfreier Zustand kann hier
nur durch Fiithrung konzeptioneller Schnitte im Zusammenhang mit einer lokalen Entla-
stung durch die negative Restspannungsverteilung erzeugt werden. Die auf diese Weise
entstehende inkompatible plastische Zwischenkonfiguration, in der der rein plastische De-

formationzustand — fiir Materialien zweiten Grades charakterisiert durch Fg, und Cglsp
— im Gedéchtnis des Materials gespeichert ist, ist kein geometrisch zusammenhéngendes
Gebiet. Daher sind die Beziehungen (5.4.3) im allgemeinen nicht als Feld— sondern als
Punktfunktionen zu verstehen.
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Die Symmetrieeigenschaften der eigentlich zweiten Gradienten

23

gradg, Fs. = (gradSz FSe)T )

(5.4.4)
23
Gl"ads FSp = (Gradg Fs)T
3 3
bleiben jedoch in jedem Fall auch fiir Gg. und Gg, erhalten:
3 3 23 3 3 23
Gse = (GSe)T 7G5’p - (GSp)T . (545)

Die Voraussetzung, dafl die Gréflen é se und é sp im Sinne der linearen Gruppe £ '™ diesel-
ben Eigenschaften zweiter Deformationsgradienten besitzen wie gradg, Fg. und Gradg Fg,,
bedingt den Aufbau der Zerlegung von Gradg Fs aus (5.4.2),. Mit Hilfe der Terminologie
Vorwiértstransformation (push—forward) und Riickwiértstransformation (pull-back), vgl.
z.B. Simo & Taylor [1985], kann (5.4.2), folgendermafen interpretiert werden: Im ersten

3
Summanden wird das erste Basissystem von Gg, per Vorwértstransformation mit Fg. aus
der Zwischenkonfiguration in die aktuelle Konfiguration geschoben; im zweiten Summan-

den werden das zweite und dritte Basissystem von ése per Riickwartstransformation aus
der Zwischenkonfiguration in die Referenzkonfiguration von ¢° zuriickgenommen. Zum
besseren Verstandnis kann die Beziehung (5.4.2), in einer einfachen Indexdarstellung an-
gegeben werden:

(FS)aB,C = (FSe)aa (GSp)aBC + (GSe)aozﬁ (FSp)aB (FSp)ﬁC . (5.4.6)

Die Indizierungen B, C' kennzeichnen darin die Zugehorigkeit zur Referenzbasis von ¢,
die Indizierung a die Zugehorigkeit zur aktuellen Basis. Indizierungen mit griechischen
Buchstaben beziehen sich auf die Zwischenkonfiguration von ¢,

Das im vorangegangenen eingefiihrte multiplikative Konzept zur Zerlegung der Deforma-
tionen fiihrt zu einer Trennung der elastischen und plastischen Deformationsanteile. Es
reicht daher fiir elastisch-plastische ¢® nicht aus, in einem thermodynamischen Prozef
nur die Gradienten Fg und GradgFg vorzugeben, da diese Groéflen als Funktionen der

3 3
voneinander unabhingigen Variablen, Fs., Fs,, Ggse, und Gg, aufzufassen sind:

Fy = [(Fse, Fsp),
, , (5.4.7)
GradsFs = f(Fse, Fsp, Gse, Gsp) -
Folglich ist fiir elastisch-plastische ¢ die Menge der Prozefivariablen
A= {, Fs, Gradng, } (548)

Hlye], Anhang B.1
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durch die Menge

3 3
by = {, Fge, ng, Gse , Ggp, } (549)

3
zu ersetzen, wobei nur Fg. und Gg, bei vorgegebener Geometrie der plastischen Zwischen-

3
konfiguration als externe Variablen verstanden werden diirfen, wihrend Fg, und Gg, im
Sinne prozeflgesteuerter Variablen durch die plastische Belastungsgeschichte bestimmt
sind.

In der Plastizitétstheorie der Einkomponentenmaterialien ist die multiplikative Zerlegung
des Deformationsgradienten Fg hiufig allein deswegen nicht benutzt worden, weil man der
Ansicht war, dieses Konzept sei nur in Sonderfillen mit der sonst iiblichen additiven Zer-
legung der Deformationsgeschwindigkeiten kompatibel, sieche dazu Lee [1969, 1981], Lee &
McMeeking [1980], Lubarda & Lee [1981] sowie Nemet-Nasser [1979, 1982]. Kleiber [1975]
zeigte dagegen, dafl die multiplikative Zerlegung von Fg im Rahmen eines geometrischen
Konzepts sowohl kompatibel ist mit einer additiven Zerlegung von Verzerrungstensoren als
auch mit einer additiven Zerlegung der zugehorigen Deformationsgeschwindigkeiten. Das
Konzept von Kleiber hat den Vorteil, dal man durch Vorwérts— und Riickwértstransfor-
mation der Verzerrungstensoren und Verzerrungsgeschwindigkeiten in jeder Konfiguration
geeignete Deformationsmafle erhélt, die in der Zwischenkonfiguration entkoppelt sind, vgl.
auch Argyris & Kleiber [1977], Kleiber [1984], Haupt [1985], Simo & Ortiz [1985], Tsak-
makis [1987] sowie Ehlers [1989b].

Verzerrungstensoren konnen iiber die Differenz der Quadrate der Linienelemente der ver-
schiedenen Konfigurationen eingefiihrt werden:

dX-dX—dXs-dXs = dstEstS
(5.4.10)
= dx-2Agdx.

Darin sind

ES = (CS - I) mit CS = Fg Fs,

1
2

(5.4.11)
Ag=3(I-Bg") mit Bg=FsFJ

der Greensche und der Almansische Verzerrungstensor von ¢°. Die multiplikative Zerle-
gung von Fg beinhaltet, dafl die elastische Deformation zwischen der aktuellen Konfigu-
ration und der Zwischenkonfiguration von ¢° gemessen wird, die plastische Deformation
zwischen der Zwischenkonfiguration und der Referenzkonfiguration von °. In Analogie
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zu (5.4.11) werden mit

dx -dx — dxg, - dxg, = dxg, -2 ES@ dxg,
(5.4.12)
= dx-2Ag. dx

der elastische Greensche Verzerrungstensor E se!V der Zwischenkonfiguration und der ela-
stische Almansische Verzerrungstensor Ag. der aktuellen Konfiguration definiert:

ES@ = % (ase — I) mit ase = Fbre Fse,

(5.4.13)
Ag. =1 (I-Bg)) mit Bg, =Fs FL .

Entsprechend ergeben sich die plastischen Verzerrungstensoren Eg, der Referenzkonfigu-
ration und Ag, der Zwischenkonfiguration:

dXSz : dXSz — dXS . dXS = dXS . 2E5p dXS
(5.4.14)
- dXSz . 2ASp dXSz 5

ESp = (CSp - I) mit CSp = Fg:p Fsp,

N[

- - - (5.4.15)
Ag,=1(I-Bg)) mit Bg, =Fs,FL .

Durch diese einfachen Definitionen wird sofort klar, daf§ durch die Summe von (5.4.12)
und (5.4.14),

dx - dx — dXg - dXg = dxg. - 2 (Eg, + Ag,) dxs. , (5.4.16)

ein Verzerrungstensor
Is = Esc + Ag, = 3 (Cse — Bg,) (5.4.17)

der Zwischenkonfiguration definiert ist, der die elastischen und plastischen Verzerrungs-
anteile in entkoppelter Form enthélt. Durch Riickwértstransformation von (5.4.17) mit
ng (---)Fg, entstehen die Greenschen Verzerrungstensoren der Referenzkonfiguration,
durch Vorwirtstransformation mit Fg ' (--+) Fg' die Almansischen Verzerrungstensoren
der aktuellen Konfiguration. Diese Ausfithrungen zeigen, dafi die multiplikative Zerlegung
von Fg¢ mit einer additiven Zerlegung von Verzerrungstensoren in der Weise kompati-
bel ist, dal in jeder der drei Konfigurationen geeignete Verzerrungsmafle zur Verfiigung
stehen, vgl. Tafel 5.1.

VDa eine Verwechslung mit den Kopplungs- bzw. Zuwachstermen der Mischungstheorie ausgeschlossen
scheint, wird zur Kennzeichnung von Gréflen der plastischen Zwischenkonfiguration ebenfalls das Symbol
(+7+) benutzt.
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Referenzkonfiguration

Es = %(FgFS—I)

|
Es, = 1 (FL Fs, — 1) 1

FI-V () FG!
Es. = 1 (FI'Fs — Fl Fs,) s () Es,

Es = Es.+Eg, U

- J
_ 4 N
Zwischenkonfiguration
/I\‘S = % (Fge FS@ - ngil FSTpl )
T-1 —1 —~ ~
FS () FS ASp _ FSp _ % (I o ng,1 F§p1 )
Ese =Ts. = (FL Fs. —1I)
\Y4 Ts = T + T,
- J
4 N\
aktuelle Konfiguration H

As = L(I-Fi'F)

Agp = 3 (Fg, ' Fg —Fg ' Fg') : |

(I - Fgeil Fgel )

1
2

As = Age+Ag,

Tafel 5.1: Greensche und Almansische Verzerrungstensoren von ¢°.

SchlieBSlich sei erwdhnt, dal das Transformationsverhalten der hier eingefiihrten Verzer-
rungstensorenV, die bei der Darstellung in einer natiirlichen Basis kontravariante Basis-
systeme aufweisen, im Sinne eines kontravarianten Transports zu verstehen ist.

VDie Definition weiterer Verzerrungsmafe kann Anhang C entnommen werden.
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Der Geschwindigkeitsgradient Lg erhélt mit (5.4.2); die Form

Ls = (Fs.)s Fs,' + Fse (Fsp)s Fy ) Fg.' . (5.4.18)

Daraus folgern Lee [1969, 1981] und andere, dafl

ES@ = (FSe)/S FsTel s 5Se - % (ESe + fge) s
B B - (5.4.19)
Lg, = (FSp)/S F§p1 , Dgp = % (LSP + Lgp)

und somit

Dg # Dg. + Dg, . (5.4.20)

In Lees Konzept ist die additive Zerlegung von Dg daher nur fiir den Fall infinitesimaler
elastischer Deformationen, Fg, ~ I, und fiir einige andere Sonderfélle enthalten.

Die von Lee definierten Geschwindigkeitsgradienten haben bei Beachtung von (5.4.3) die
Form

L. = (gradgs, x)'s Fle ,

e

B (5.4.21)
Ls, = Grads(xs.)s F§p1 )
Unter Voraussetzung homogener Deformationen hat darin nur
_ 9(xs.)!
Lg, = (sa)s _ grads, (Xs.)s (5.4.22)
8XSz
die Form eines Geschwindigkeitsgradienten, nicht jedoch
= 0x 8XS
Ls. = (—)- z 5.4.23
o= (s B, (5429

da xg, als Funktion von ¢ nicht konstant ist beziiglich der Ableitung (--- ).

Die infolge (5.4.20) in Lees Konzept auftretenden Komplikationen lassen sich vermeiden,
wenn man nur solche Groflen als Geschwindigkeitsgradienten einfiihrt, die im Fall homo-
gener Deformationen tatséchlich Geschwindigkeitsgradienten sind und die fiir beliebige
Deformationen zumindest den Charakter von Geschwindigkeitsgradienten haben. Unter
dieser Voraussetzung existieren nur zwei Geschwindigkeitsgradienten, namlich

Ls = (Fs)sF5',
(5.4.24)
Ls, = (Fs)sFy, .
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Ein elastischer Geschwindigkeitsgradient kann demzufolge nur als eine mehr oder weniger
willkiirliche Definition verstanden werden.
Die aus (5.4.24) resultierenden Deformations— und Drehgeschwindigkeitstensoren sind:

Dg=1(@Ls+Li) , Ws=1(Ls—LJ),
(5.4.25)
DSp:%(LSpJFLSTp) ) WS:%(LS_L?S:)-

Die GréBen D sp und Wsp kennzeichnen die plastischen Deformations— und Drehgeschwin-
digkeiten der Zwischenkonfiguration.

Die Definition von Deformations — bzw. Verzerrungsgeschwindigkeiten fiir die jeweiligen
Konfigurationen kann in Analogie zu (5.4.10) — (5.4.17) mit Hilfe der Geschwindigkeit der
Quadrate der Linienelemente eingefiihrt werden, vgl. Kleiber [1975]. Aus (5.4.10) folgt

dX-dX—dXs-dXsl :dXSQ ES/dXS
s s
(5.4.26)
=dx-2[(As)s +LLAg + AgLg)dx.

Darin sind (Eg)s die Greensche Verzerrungsgeschwindigkeit der Referenzkonfiguration
und

(As)® =Ds (5.4.27)

die obere Lie—Ableitung

(- =(-)s+LE(--)+(--)Lg (5.4.28)

des Almansischen Verzerrungstensors der aktuellen Konfiguration. Die Beziehung (5.4.27)
kann mit

(Bs')s = —LgBg' —Bg'Lg (5.4.29)

im Zusammenhang mit (5.4.13), und (5.4.28) leicht verifiziert werden.

Das Konzept objektiver Lie— bzw. Oldroyd—Ableitungen (konvektive Zeitableitungen)
beinhaltet, dafi die jeweilige tensorielle Grofle, fiir die diese Ableitung zu bilden ist,
zunichst per Riickwartstransformation in die Referenzkonfiguration zu iiberfiihren ist. In
der Referenzkonfiguration wird die materielle Zeitableitung (- - - )5 gebildet und schliefllich
wird die so entstehende Grofle per Vorwartstransformation wieder in ihre Ausgangslage
transportiert. Der Begriff “obere” Lie—Ableitung deutet an, daf§ fiir den Fall einer Darstel-
lung in der natiirlichen Basis nur die kovariante Metrik der Verzerrungstensoren abzuleiten
ist. Die kontravariante Basis ist konstant zu halten.
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Aus (5.4.12) folgt

(dX . dX — dst . dXSz)/S = dst . 2 [(ESe)i@ + ]/:\Jgp Ese + ES@ ]/:\JSp:I dst
(5.4.30)
= dx-2[(Ase)s +LE Age + Ag. Lg] dx.

Mit (5.4.28) und der Definition einer oberen plastischen Lie-Ableitung der Zwischenkon-
figuration,

(7)p = (T )s+LE (7)) + (7)) Ly, (5.4.31)

sind die Lie—Ableitungen des elastischen Greenschen Verzerrungstensors Ese der Zwi-
schenkonfiguration und des elastischen Almansischen Verzerrungstensors Ag. der aktuel-
len Konfiguration durch (5.4.30) definiert:

N TV .~
- e e e D
(Ese)p (Ese)s + Lig, Ese + Ese L

(5.4.32)
<1ASe)A - (ASe>/5 + LS ASe + ASe LS .
Entsprechend folgt aus (5.4.14)
(dXSz . dXSz — dXS . dXS)/S = dXS -2 (Egp)ls dXS
(5.4.33)

= dXSz -2 [(;&Sp)ig -+ ]/:\Jgp ;&Sp + ;&Sp isp] dXSz .

Darin sind (Eg,)s die plastische Greensche Verzerrungsgeschwindigkeit der Referenzkon-
figuration und

(As)s = (Agy)s +LE, Ag, + Ag, L, (5.4.34)
p p

die obere plastische Lie—Ableitung des plastischen Almansischen Verzerrungstensors der
Zwischenkonfiguration. Aus (5.4.34) kann mit (5.4.15),, (5.4.31) und der Beziehung

AN AN

(Bs,)s = —L§, By, — By Lg, (5.4.35)

auf

(A&Sp)pA = f)sp (5.4.36)

geschlossen werden.
SchlieBlich folgt aus (5.4.16) und (5.4.17), daB

(dx - dx — dX - dXs)s = dxs. - 2[(Es.)> + (Asp)>] dxs. (5.4.37)
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mit

~

(Ts) = (Bse)s + (Agp)? (5.4.38)

Durch (5.4.38) ist in Analogie zu (5.4.17) ein additives Konzept objektiver Verzerrungs—
bzw. Deformationsgeschwindigkeiten gegeben. Durch Riickwértstransformation von (5.4.38)
mit ng (---) Fg, entstehen die Greenschen Verzerrungsgeschwindigkeiten der Referenz-

konfiguration, durch Vorwirtstransformation mit Fa_ ' (---)Fg' die oberen Lie-Ablei-
tungen der Almansischen Verzerrungstensoren der aktuellen Konfiguration, vgl. Tafel 5.2.

Es bleibt festzustellen, dafl die Zerlegung des Geschwindigkeitsgradienten Lg in symme-
trische und schiefsymmetrische Anteile zu folgender Darstellung fiihrt, vgl. (5.4.25); und
Tafel 5.2:

Ls = (Ag)” + (Asy)” + Wy (5.4.39)

Abschlieflend ist anzumerken, dafl die elastischen und plastischen Deformationsanteile im
Rahmen des hier gewéhlten multiplikativen Konzepts zur Zerlegung der Deformationen,
vgl. (5.4.1) und (5.4.2), nur bis auf eine beliebige Rotation bestimmbar sind. Fiir Mate-
rialien zweiten Grades kann diese Rotation auch durch ein Paar

(Q, 8) €0, (5.4.40)

angegeben werden (bzgl. der Gruppe O, der eigentlich orthogonalen Transformation von
Materialien zweiten Grades siche Anhang B.3).

Mit (5.4.40) kann alternativ zu (5.4.1)

_ 3 _ 3
(Fs, Gl"ads Fs) = (Fse, Gse) o (Fsp, GSp) (5441)

mit

_ 3 3
(FSe7 GSe) = <F567 GSe) o (Q7 O)T )

(5.4.42)
- 3 ~ 3 3
(FSp7 GSp) - <Q7 O) © (FSP7 GSP)
gesetzt werden. Entsprechend (B.1.4) und (B.1.5) sind darin
FSe - FSe QT ) FSp - Q FSp )
3 3 T 23 23
Gse = [(Gs.Q PTQ'PT, (5.4.43)

3 3
Gs, = (QGgy)*.
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( Y ()%= ()5 +Lg () + () Ls
Referenzkonfiguration —~ ~
() = ()5 + L5 () + () Ly
(Es)s
L
(Bsy) |
Fo' () Fg)
(ESe)/s Sp ( ) Sp
(Es)s = (Bse)s + (Egp)s U
o J
_ 4 N\
Zwischenkonfiguration
(Ts )2
T—1 —1 . ~ ~ —~
Fs = () Fy Dgp, = (Tsp )f = %(LSp + Lgp)
(f‘Se )?
\V4 (Ts )y = (Tse)y + (Tsp )y
- J
4 N
aktuelle Konfiguration H
Ds = (As)® = 3 (Ls +Lg) - 1
FSe_ () FSTe
(ASP)A I |
(‘ASB)A
(As)® = (Age)® + (Agy)®
- J

Tafel 5.2: Greensche und Almansische Verzerrungsgeschwindigkeiten von .

Aus (5.4.43); folgt mit der polaren Zerlegung

Fs. = Rs. Ug., Fg, =Rg,Usg,, (5.4.44)

dafl die plastische Rotation Rg, wegen

FSp = ESp ﬁSp >
B . B (5.4.45)
Rs, = QRgy, Ug, = Ug,
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als eine willkiirlich vorgegebene Grofle erscheint.
Mit (5.4.24), und (5.4.25)y gelten die Beziehungen

Ls, = QLs, Q"+ (Q)5 Q" (5.4.46)
sowie
55}7 - Q ]/jSp QT ;
(5.4.47)
Ws, = QWs5, Q" +(Q)s Q"
mit
Dg, = %RSP [(USP)/S UE; + UE; (Usp)/s] Rgp,
(5.4.48)

Ws, = 1Rs, [(Us,)sUs! — Ugl (Us,)5| RE, + (Rs,)s R,

Die Beziehungen (5.4.48) zeigen, daf die plastische Rotation Rg, im Rahmen konstituti-
ver Beziehungen fiir D sp (FlieBregel) unbestimmt bleibt. Rg, kann nur bestimmt werden,
wenn zusétzlich Wsp als Funktion der Zeit bekannt ist, siehe auch Haupt [1985, Gl. 35].
Konstitutive Ansétze fiir VAVSp oder daraus abgeleitete Grofien, vgl. z. B. Dafalias [1983],
sind jedoch nur erforderlich und sinnvoll, wenn durch den plastischen Deformationspro-
zef entstehende Vorzugsrichtungen im Material (anisotrope Effekte der Mikrostruktur)
behandelt werden sollen. Das Problem der durch (5.4.40) eingefiihrten willkiirlichen Ro-
tation bleibt auch in diesem Fall erhalten, vgl. (5.4.46) und (5.4.47).

5.5 Isotropiegruppe fiir Materialien zweiten Grades

Die Isotropie- bzw. materiellen Symmetrieeigenschaften, die ein Material besitzt, wer-
den durch die Menge aller Transformationen charakterisiert, durch die eine lokale bzw.
ungestorte Referenzkonfiguration in der Weise in eine andere Referenzkonfiguration ab-
gebildet wird, dafl die Werte der Auswirkungsfunktionen R durch diese Transformation
ungeédndert bleiben. Fiir Einkomponentenmaterialien wurden die materiellen Symmetrie-
eigenschaften z. B. von Truesdell & Noll [1965, Abschnitte 27, 28, 31] diskutiert. Im Rah-
men der Mischungstheorie wurde von Bowen [1969b, Abschnitt 8], Bowen & Wiese [1969,
Abschnitt 6] sowie Bowen & Garcia [1970, Abschnitt 5] ein fiir Materialien zweiten Gra-
des allerdings unvollstéindiges Konzept materieller Symmetrie angegeben, siehe dazu auch
Bowen [1976, Abschnitt 2.6]. Erst Cross [1973] stellte ein allgemeines Konzept der Sym-
metriegruppe S fiir Mischungen zweiten Grades vor, indem er eine Menge von Paaren

(H,C)eSer (5.5.1)
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definierte — beziiglich der allgemeinen Definition der linearen Gruppe L siche Anhang

3
B.1 —, in der H und C den Charakter nichtsingulédrer erster und eigentlich zweiter Defor-
mationsgradienten besitzen:

3 23

3
C=CT. (5.5.2)

Der Einfluf von (5.5.1) auf die Auswirkungsfunktionen R ist bei Voraussetzung des all-
gemeinen Variablensatzes » aus (5.3.1) durch folgende Vorschrift gekennzeichnet (¢° sei
isotrop):

R(0, grad0', n®, gradn®, o', gradp', F;, Grad; F;, %;, (Fy)}) =

= R (0", grad @', n®, gradn®, p', gradp’, Fy, ..., H., ..., F}, (5.5.3)
3

Grad; Fy, ..., Ge, ..., Grady Fy, %i, (F1)), .., (FLH, ..(Fp),) .

[

Darin sind

.3 3
(H.,G,) = (F.,Grad.F.) o (H,C) (5.5.4)

durch die Definition (B.1.4) und die Rechenvorschrift (B.1.5) im Sinne aufeinander fol-
gender Paare in der Weise definiert, dafl

- FcH7

23 23 3 (555)
= {[(Grad . F,)HPPTH}2T + (F. C)2.

H,
3
G,
3
Cross [1973] hat gezeigt, dafl die Menge der Paare (H, C) ein Fluid ! (isotropes Fluid-
kristall) beschreibt, wenn fiir ¢’ ohne Massenzuwachs pf’

3
(H,C)eScu, (firp"=0) (5.5.6)

(U;: Gruppe der eigentlich unimodularen Transformationen, vgl. Anhang B.2).

Die Definition (5.5.6) entspricht der auch in der Theorie der Einkomponentenmaterialien
bekannten Definition fiir Fluide, dal ndmlich alle volumen— und damit dichteerhaltenden
Transformationen von einem Fluid nicht spiirbar sind. In der Mischungstheorie beinhal-
tet die Definition (5.5.6) Volumenerhaltung (in Bezug auf das Gesamtvolumen dv) und
Erhaltung der Partialdichte von ¢, vgl. (4.3.3).

Fiir Fluide " mit Massenaustauschprozessen pf” ist das Dichtefeld p? jedoch nicht durch
die Beziehung (4.3.3) eingeschrénkt, so dafl anstelle von (5.5.6)

(H, (33) eSecL  (fir pf #0) (5.5.7)
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gesetzt werden kann, vgl. Cross [1973, Abschnitt 6].

Ein isotroper Festkorper ¢ ist in der Weise definiert, dafl jede nichtorthogonale Trans-
formation spiirbar ist. Demzufolge mufl

3
(H,0)eSc0O, (fir p°=0,p°#0) (5.5.8)

gefordert werden. Die Definition (5.5.8) entspricht wegen O; € U, einer volumenerhal-
tenden Transformation (in Bezug auf das Gesamtvolumenelement dv), die fiir p° = 0
gleichzeitig partialdichteerhaltend ist. Die Forderung nach einer orthogonalen Transfor-
mation bedingt, daf§ die Symmetriegruppe fiir isotrope Festkorper im Gegensatz zu der-
jenigen von Fluiden, vgl. (5.5.6) und (5.5.7), unabhingig davon ist, ob p° = 0 oder p° # 0.

Im folgenden sollen die Symmetrie— bzw. Isotropiegruppen der verschiedenen Materialty-
pen im Zusammenhang mit den daraus resultierenden Auswirkungen auf die konstitutiven
Gleichungen untersucht werden.

Fluide ¢! zweiten Grades mit pf" # 0:

3
Die Forderung (5.5.7) beinhaltet im Zusammenhang mit (5.5.4), da ein Paar (H,C) €
S € L im Sinne einer dem Paar (F.,Grad.F.) € L vorangehenden Transformation zu
wahlen ist. Die Wahl

3
(H,C) = (F;' ,gradF.') € £ (5.5.9)

ist daher zuldssig, und es folgt aus (5.5.4) und (5.5.5)

3
(I:IF s GF) = (FF s Gradp FF) o (F;l ,gradF;l)
(5.5.10)

= <I7O)7

vgl. (B.1.22). Ebenso folgt

(Fr)pH = (Fp)pFp'
(5.5.11)
— Lp.

Ist ¢° ein isotropes Fluid ¢ mit p!" # 0, dann reduziert sich mit (5.5.10) und (5.5.11)
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die Abhéngigkeit der Auswirkungsfunktionen R aus (5.5.3) auf

R(Gl’ gradeia na’ gradnaa pi7 gradpiv Fi7 Gradi Fi7 )/(iv (FZ>;) =
=R (0", grad 0", n*, gradn®, p', gradp’, Fy, ..., Fe_1, Fei1, oo,

(5.5.12)
F;, Grad, ¥y, ..., Grad._ 1 F. 1, Grad. 1 F..q, ..., Grad; Fy,

Xi, (B, o, Lo, o (FR)L)

Fluide ¢! zweiten Grades mit pf" = 0:

3
Die Forderung (5.5.6) beinhaltet im Zusammenhang mit (5.5.4), dal ein Paar (H,C) €
S € U, im Sinne einer dem Paar (F., Grad.F.) € £ vorangehenden Transformation zu
wahlen ist. Die Wahl

3 _ .3
(H,C) = (F, Cp) €U,

Fr.' = (detFp)Fg,
(5.5.13)
3

Cr = (det Fp)?? {grad F;' — LF:' @ (Fpgrad Fh)Y —

23
— 1 [Fi' ® (Fpgrad F )T
erfiillt die Anforderungen der eigentlich unimodularen Gruppe, vgl. Anhang B.2, und ist
daher zuldssig. Es folgt aus (5.5.4) und (5.5.5);, daf§

3 3
~ ~ _71 ——
H,Gp)=(Fp,GradFp)o (F,. ,Cp),
( r) = (Fp r)o(Fp ,Cp) (5.5.14)
I:IF = (det FF)I/BI .
Die Beziehung (5.5.5), fiithrt zunéchst auf
‘:5 23 23
Gr = (detF)* [{[(Gradp Fp) FR[BT F7' 187 +
+ (FrgradF')2 — 1{Fp [F;' ® (FLgrad F') ]} — (5.5.15)

23
— L{Fp[F;' @ (Ffgrad F YT 1)
Mit (A.1.24) gilt

{Fr[F' ® (FLgrad F.')}2 = 1@ (FT grad F~ 1)L, (5.5.16)
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Entsprechend liefern die Identitéten (A.1.24) und (A.1.33)

23 23

(Fr [F5! © (FL grad P LT = [T (BT grad B T
Mit (5.5.16) und (5.5.17) erhélt man bei Beachtung von (B.1.21)

23

3
Gp = —§(det Fp)”* {I® (F" grad ')t + [I® (F" grad )"}

1
1
und daraus mit der Identitiat (A.2.9)

23

3
Gp = — f(det Fp)”* {I@ grad (det Fy;') + [I® grad (det F;.')]"}.

Fiir ein Fluid ohne Massenzuwachs pf gilt entsprechend (5.3.5) und (5.3.6)

o
det FF = pLFF,
-1 1 F
grad (det F~") = ——gradp” .
oF
Damit folgt aus (5.5.14), und (5.5.19)
P
I:IF = <p0—5)1/3 I7
p
Gr = — L (PO 1@ grad oF + (1@ guad o))
ApF \ pF

Ebenso folgt
(Fp)pH = (det Fp)'* (Fp)pFp'

oF
Py

(5.5.17)

(5.5.18)

(5.5.19)

(5.5.20)

(5.5.21)

(5.5.22)

3
Damit sind Hp, G und (Fp)} H eindeutig durch p¥, grad p* und Ly bestimmt; die
Partialdichte p{y. ist entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt 5.3 als bekannt und

feldlich konstant vorauszusetzen.

Ist ¢ ein isotropes Fluid ¢ mit p* = 0, dann reduziert sich die linke Seite von (5.5.3)

bei Beachtung von (5.3.10) zunéchst auf

R = R0, gradf, n®, gradn®, pt, ..., p= L, pctL .., pF, gradp!, ...

grad pc—l ) grad pc+1 IR grad pk ’ FZ ’ Gradi FZ ) )/(Z ’ (FZ), ) )

7

(5.5.23)
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so dafl mit (5.5.21) und (5.5.22)
R (9" ,grad 0", n®, gradn®, pt, ..., pc7t, p¢tt, Pk, gradpt, ..,
grad p= ', grad po*!, ..., grad p* , ¥, , Grad; F; , X; , (F.)]) =
=R (Hi, grad 0", n®, gradn®, p', gradp’, Fy, ..., Fo_1, Fepq, ..., (5.5.24)
F,,Grad  Fy, ..., Grad. 1 F. 1, Grad .y 1 F..1, ..., Grad; Fy,
X, (B ooy Ly ooy (FR) )

Ein Vergleich der rechten Seiten von (5.5.24) und (5.5.12) zeigt, da8 der Einfluf} der Iso-
tropieeigenschaft eines Fluids auf die Menge der Prozefivariablen unabhéngig davon ist,
ob p¢ # 0 oder p¢ = 0.

Isotrope Festkorper ¢° zweiten Grades:

Gemaf (5.5.8) ist die Symmetriegruppe S € O, eines Festkorpers unabhéngig davon, ob
p° = 0 oder p° # 0. Die Forderung (5.5.8) beinhaltet im Zusammenhang mit (5.5.4), daf
3

ein Paar (H,0) € S € O; im Sinne einer dem Paar (Fg, Grads Fg) € £ vorangehenden
Transformation zu wéhlen ist. Die Wahl

(H, (3)) = (R, (3)) X0} (5.5.25)

erfiillt die Anforderungen der eigentlich orthogonalen Gruppe, vgl. Anhang B.3, und ist
daher zulédssig. Mit der polaren Zerlegung Fg = V¢ Ry folgt aus (5.5.4) und (5.5.5);, dafl

. 3 3
<H57 Gs) = (Fs, Gradg Fs) o (Fgl Vs, O),

(5.5.26)
Hs =Vg.
Die Beziehung (5.5.5), fithrt zunédchst auf
3 23 23
Gg = {[(Grads Fg)(Fg' Vo) 2T (Fg' Vg) 2T . (5.5.27)

Durch zweimaliges Anwenden der Identitét (A.1.28) entsteht daraus, wenn zusitzlich
(A.1.30) benutzt wird:

3 323

G= ([{[(Grads FS)Fgl]ﬁFgl}ﬁvsézTS]Vs> " (5.5.28)

Die weitere Umformung dieses Ausdrucks macht eine Zwischenrechnung erforderlich. Es
gilt:
grad Bg = grad (FsF%), Bg = FsF§.
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Daraus folgt mit (A.2.5) und den iiblichen Rechenregeln, daf

gradBs = {[Grads (FsF§)]Fg'}3
b b (5.5.29)
= {[(GradsFs)T FL]ETF'}3 + [(FsGradg FL)2 Fg']2.

Bei Beachtung der Symmetrieeigenschaften des zweiten Deformationsgradienten,

GradgFs — (CradgFe)T

) (5.5.30)
GradgFy = (GradgFgs)7T,
sowie der Identitét
Fs=BsFi ', (5.5.31)
erhalt (5.5.29) die Form
23
gradBs = {[(GradsFs) (Fg'Bg)2T Fg'}2 +
(5.5.32)

+{[(BsF§ ") (Gradg Fs)lTQ] BFG.

Der erste Summand von (5.5.32) kann mit (A.1.28) und (A.1.30) umgeformt werden:
1 37 -113 y 37
{[(Grads Fy) (F5' BT B3} = (MBg) T (5.5.33)

Darin ist \
23 23
M = {[(GradsFs)Fg'|3TFg'}3T . (5.5.34)

Fiir den zweiten Summanden erhédlt man mit (A.1.26), (A.1.30), (A.1.31), (A.1.34) und
(A.1.35):

12 3 12
{[(BsFL ) (Grads Fs) T2 Fg'}2 = (ByMT )2 (5.5.35)
Es folgt
3 23 3 12
gradBg = (M Bg)?T + (BgMT)2. (5.5.36)

Nach einigen Umformungen, die wegen ihres Umfangs nicht im Detail aufgefiihrt werden
3
sollen, kann (5.5.36) nach M aufgelost werden, so dafl

3
M =

12

23
% [(grad Bg)T B§1]§ + (Bg1 grad BS)3T +

o (5.5.37)
{[(grad B") BT} .

Mit Hilfe der Identitéten (A.1.26) - (A.1.36) 1&8t sich (5.5.37) leicht nachvollzichen. Unter
Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften

12

B;' =Bl "' |, gradBg = (grad Bg)” (5.5.38)
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lautet (5.5.37) in einer einfachen Indexschreibweise

Mije = 3[(Bg")n (grad Bs)nji + (Bg")in (grad Bs)nji +
( (5.5.39)

Bg)nj (grad B )ik -

Diese Beziehung ist identisch mit Cross [1973, Gl. (4.31)] und Bowen [1976, Gl. (2.6.27)].
Beachtet man, dafl mit der polaren Zerlegung

Fs=VsRs , Bg=VsVg, (5.5.40)

so folgt aus (5.5.26),, (5.5.28) und (5.5.34):

Hs = (Bg)Y?,

3 , . . (5.5.41)
Gs = {[M(Bs)/?PT (Bs)/?}2T .
AuBlerdem gilt
(Fs)sH = (Fg)sF5' Vg
° oS (5.5.42)

— Lg(Bg)/2.

3
Mit (5.5.37), (5.5.41) und (5.5.42) sind Hg, G und (Fg)s H eindeutig durch Bg, grad Bg
und Lg bestimmt. Ist ¢ ein isotroper Festkorper °, dann nimmt (5.5.3) folgende Form
an:

R (0", grad 0", n*, gradn®, p', grad p*, F;, Grad; F;, )lci, (Fy).) =

=R (0, gradd', n®, gradn®, p', grad p', Fy, ..., B,, ..., Fy, Grad, F,, (5.5.43)
., gradB,, ..., Grad, Fy, X;i, (F1)}, ..., Lo, ., (FR)L).

In (5.5.43) wurde p¢ # 0 vorausgesetzt. Fiir p¢ = 0 sind auf der linken und rechten Seite
von (5.5.41) die Variablen p© und grad p© zu streichen, vgl. (5.3.10), so daf3 die rechte
Seite von (5.5.41) im Gegensatz zu Fluiden, vgl. (5.5.12) und (5.5.24), abhéngig davon
ist, ob p¢ # 0 oder p¢ = 0.

Fiir den Fall, daf3 der isotrope Festkorper elastisch-plastische Deformationseigenschaften
aufweist, konnen die vorangegangenen Uberlegungen getrennt auf die elastischen und pla-
stischen Deformationsanteile iibertragen werden. Mit (5.4.8) und (5.4.9) ist die Vorschrift
(5.5.3) zunéchst folgendermafien zu modifizieren:

3
R(...,F,, GradF,,.) = R(..,H., G, ..
(5.5.44)

)
3 3 3 3
_>R<, FC€7 Fcp7 G’ce7 ch, ) — R(, HC€7 Hcp’ Gce, ch7 )
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Entsprechend der multiplikativen Zerlegung (5.4.1) mu8 fiir ° gefordert werden, daf
1o C 1. ¢ 1. & 5.5.45
(Hs, Gs) = (Hse, Gse) o (Hsp, Gsp) - (5.5.45)

Andererseits gilt mit (5.4.1), (5.5.4) und (5.5.8)

. ¢ 3 3 3
(Hg,Gs) = (Fs.,Gse) o (Fsp, Gsp) o (H,0). (5.5.46)

Im Abschnitt 5.4 wurde bereits bemerkt, dafl die multiplikative Zerlegung der Deforma-

. 3
tionen nur bis auf ein Paar (Q, O) € O, bestimmbar ist. Alternativ zu (5.5.46) kann daher
gesetzt werden:

3 ~ o~
(Hs, Gs) = (Fse,éSe) o (QTjé) o (Q,(g)) o (Fsp,ésp) o (H, 8) (5.5.47)

Im Vergleich von (5.5.45) und (5.5.47) ist folgende Definition zuléssig:

. 3 3 ~ 3
(H567 GSe) - (FSe7 GSe) o (H7 O) )

(5.5.48)
. 3 ~T 3 3 3
(Hsp, Gsp) = (H ,0) o (Fsp, Ggp) o (H,0).
Wé&hlt man in (5.5.48); im Sinne aufeinander folgender Paare
.3 3
(H,0) = (R{,0) €0, (5.5.49)
so folgt entsprechend (5.5.41)
I:ISe - (BSe)1/2 s
3 (5.5.50)

2 3 2 2
Gse = {[M,(Bs,) 2T (Bg,)1/2}3T |

3

Die Grofie M, ist darin analog zu (5.5.37) bestimmt. Damit sind die Variablen Fs, und
3

Ggse durch die Variablen Bg, und

3
Bg. = grad Bg, (5.5.51)

3
zu ersetzen, wobei Bg, nur im Falle homogener Deformationen als Gradientenfeld zu
verstehen ist. Wahlt man andererseits in (5.5.48), im Sinne aufeinander folgender Paare

3
) = (Rgpvo) € Ola

Qw

(H,
(5.5.52)

o~ 3 3
(H,O) = (I,O)e(’)l,
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so folgt
5 3 - 3
(Hsp, Gsp) = (Hsp, Ggp),
Hs, - By, (5.5.53)
2 X 12137 (B \1/21371
Gsyp = {[M, (Bs,)'?I2T (Bg,)'/?}3T .

3
Die GroBe M, ist darin analog zu (5.5.37) durch

3 3 3 3

i ST ol ~—1 =~ 12 PPN 23 12 4
M, = H{(BE Bg,)? + (B, Bs,)?" + [(Bs, Bsy)27]" } (5.5.54)
mit ;
:/B\Sp = gradSZ ﬁsp’

(5.5.55)
~ ~—1

ng = gradg, Bg,

bestimmt. Den Charakter von Gradientenfeldern besitzen die Ausdriicke (5.5.55) wieder-
3 3

um nur fiir den Fall homogener Deformationen. Daf} ﬁg; inverses Element zu B sp ist,
kann mit den tiblichen Rechenregeln und der Identitét (A.1.26) leicht festgestellt werden:

B;, = —[Bg, (B, Bg,)*"]2. (5.5.56)

Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen, daf ng und Gsp eindeutig als Funktionen
3

von ]§5p und ]§5p dargestellt werden koénnen.

Alternativ zu (5.5.52) kann im Sinne aufeinander folgender Paare jedoch auch

3 3
(H,0) = (Rg,0) €0,

o 3 (5.5.57)
(H,0) = (RE,,0)€0
gewéhlt werden, so dafl mit (5.5.48),
. 3 3 3 3
(Hsp, Gsp) = (Rse, 0) o (Fsy, Gsp) © (R, O) (5.5.58)
und daraus mit (5.5.53)
3 3 3 3
(I:ISp7GSp> = (Rse, 0) o (Hsp, Ggp) © (R’gmo)’
Hg, — Rg Hg,RL | (5.5.59)

3 23

~ 23
{Rse[(Gsp R )* " Rig 2T }2.

e
0N
i

Il
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3
Dieses Ergebnis entspricht einer Vorrotation von ﬁsp und G sp aus der plastischen Zwi-
schenkonfiguration in die aktuelle Konfiguration. Da die elastische Rotation jedoch letzt-
endlich ohne Einflufl auf den plastischen Deformationsprozef3 bleibt (die elastische Rotati-
on kann mit Hilfe des Prinzips der materiellen Objektivitéit eliminiert werden, vgl. (5.6.7)
und (5.6.11)), muB
3 3
(Hsp, Gsp) = (Hgp, Gsp) , (5.5.60)

vgl. (5.5.53), als Losung des Problems verstanden werden, so daf8 (5.5.44) in

3
R(, Fce, Fcp, Gce, ch, ) = R(, Bce, Bcp7 B067 Bcp, ) (5561)
iibergeht.

Viskoelastische und viskoplastische Festkorperskelette sollen im Rahmen der vorliegenden
Arbeit nicht untersucht werden. In diesem Fall entféllt die Grofle

(Fs)s = [(Ase)® + (Asp)® + W] Fs Fp, (5.5.62)

vgl. (5.4.39), als konstituierende Variable, so dafi an dieser Stelle auf eine Modifikation
von (5.5.62) mit Hilfe der Symmetriegruppe S verzichtet werden kann.

5.6 Materielle Objektivitét

Das Prinzip der materiellen Objektivitét ist in der Literatur in zwei verschiedenen For-
men bekannt, vgl. Truesdell & Toupin [1960, Abschnitt 293] sowie Truesdell & Noll [1965,
Abschnitt 19A] . Beziiglich der ersten Form, auch als Hooke-Poisson-Cauchy-Form be-
kannt, wird verlangt, dafl alle konstitutiven Gleichungen unabhéngig sein miissen von
einer der aktuellen Konfiguration des Koérpers iiberlagerten Starrkorperrotation. In der
zweiten Form, auch als Zaremba-Jaumann-Form bekannt, wird zugelassen, dafl der Be-
obachter eines Phénomens seinen Standort wechselt. Die zweite Fassung des Prinzips der
materiellen Objektivitéit ist etwas restriktiver als die erste, da in der ersten Form ledig-
lich eine eigentlich orthogonale Transformation des Korpers zugelassen wird, wahrend in
der zweiten Form prinzipiell auch eine uneigentliche Transformation des Bezugssystems
des Beobachters moglich ist. Damit erfiillt eine konstitutive Gleichung, die der Zaremba-
Jaumann-Form geniigt, automatisch auch die Hooke-Poisson-Cauchy-Form, jedoch nicht
umgekehrt. Es 148t sich allerdings feststellen, dafl die Unterschiede zwischen beiden Fas-
sungen des Objektivitdtsprinzips ohne Auswirkungen auf die Form konstitutiver Glei-
chungen bleiben. Daher soll im folgenden entsprechend dem Vorgehen von de Boer &
Ehlers [1986b, Abschnitt 4.4] von der ersten Fassung des Objektivititsprinzips ausgegan-
gen werden.
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Fiir eine Bewegungsfunktion )*(Z-(Xi, ¢ ), die sich von einer Bewegung geméf (4.2.1) durch
eine iiberlagerte Starrkdrperbewegung unterscheidet, gilt:

X (Xit) = &)+ Q) [x; (Xint) —c(t)]. (5.6.1)

Darin sind Q(¢) ein feldunabhéngiger, eigentlich orthogonaler Tensor und c(t) sowie é(Z)
feldunabhéngige Vektoren, die als Ortsvektoren korperfester Bezugspunkte der aktuellen
Konfiguration bzw. der mit einer Starrképerrotation iiberlagerten aktuellen Konfiguration

aufgefalit werden konnen. Die Zeiten # und ¢ sind durch eine Zeitschiftung miteinander
verbunden:

Po= t+ a, a = konst. . (5.6.2)
Durch eine Starrkérperrotation bleibt der Wert einer skalaren Grofle av unveréandert, d. h.:

a = a. (5.6.3)

Ist a(x,t) ein beliebiger kérperfester Vektor, so gilt entsprechend (5.6.3)

a-(x—c) = a-(x—c), (5.6.4)
woraus mit (5.6.1) direkt auf
a = Qa (5.6.5)

geschlossen werden kann. Entsprechend gilt fiir einen beliebigen Tensor A(x,t)
Aa = Q(Aa), (5.6.6)

so daf3
A = QAQ". (5.6.7)

GroBlen der aktuellen Konfiguration, die bei iiberlagerter Starrkorperrotation ein Trans-
formationsverhalten geméaf (5.6.3), (5.6.5) bzw. (5.6.7) aufweisen, werden als objektive
Groflen verstanden.

Mit den Beziehungen (5.6.6) und (5.6.7) konnen objektive Tensoren hoherer Stufe definiert
W€I‘d3€n.

Ist B(x,t) ein beliebiger Tensor 3. Stufe, so gilt

81 - qda (5.6.8)

bzw.

B(QAQ") = Q(BA). (5.6.9)
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Mit den Identitdten (A.1.37) und (A.1.38) folgt daraus zunéchst

*

[(é Q)3T Q3T = (Qfﬁ,);’ (5.6.10)

woraus mit (A.1.28) , (A.1.30) und (A.1.36) auf
é = {[(Q ]%)&QTPQTS QT}§2T3 (5.6.11)

geschlossen werden kann.

4
Ist B(x,t) ein beliebiger Tensor 4. Stufe, so gilt

4 % 4
BA - Q@BA)QT. (5.6.12)
Daraus folgt mit den Regeln (A.1.3) und (A.1.8):
4 14 4 14
B = (@ Q)BQeQ" 2019)

Mit (5.6.1) kann das Transformationsverhalten kinematischer Groflen bei iiberlagerter
Starrkorperrotation leicht bestimmt werden. Es gilt:

}*C = E+Q(X—C),
% = ¢+ QR —¢&) +Qx—c), (5.6.14)

% o= Q-8 +2Q( &)+ Qx—c).

Die Feldunabhiingigkeit von Q, ¢ und ¢ bedingt, da$ die Ableitungen (...); und (...)- dieser
GroBen identisch sind, vgl. (4.2.8) - (4.2.10). Ferner gilt:

F, = QF;,
) (5.6.15)
L = QQ"+QLQ"
und . .
D, = QD,Q" , W,;=QQ"+QW,Q". (5.6.16)

Fiir Gradienten von objektiven Skalar-, Vektor- und Tensorfeldern ergibt sich mit (5.6.3),
(5.6.5) , (5.6.7) und (5.6.11):

(grada)* = Qgrada,

(grada)* = Q(grada)Q’, (5.6.17)

(grad A)* = {[(Qurad A)* QTPT QT}3T |
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Die Beziehung (5.6.17)3 kann einerseits direkt aus (5.6.11) geschlossen werden; anderer-
seits 148t sie sich bei Ausnutzung von (A.1.9), (A.1.30), (A.2.4) und (A.3.6) leicht bestéti-
gen.

Fiir die ersten und zweiten Deformationsgradienten von Materialien zweiten Grades kann
das Transformationsverhalten bei iiberlagerter Starrkorperrotation auch mit Hilfe der li-
nearen Gruppe L, vgl. Anhang B.1, angegeben werden. Die Starrkorperrotation ist dabei

3
als eine dem Paar (F;, Grad; F;) nachgeschaltete Transformation (Q,O) € O, aufzufas-
sen, d. h.:

* * 3

(Fi,Grad; F;) = (Q,0) o (F;, Grad; Fy) (5.6.18)
mit .
Fi = Q FZ )
. (5.6.19)
Gradi Fz = (Q Gradi Fz)§ .
Fiir elastisch-plastische ¢° gilt mit (5.4.2):
(Fs, Grads Fs) = (Q, O) e} (Fse, GSe) e} (FSpa GSp) i (5620)

Entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt 5.4, vgl. (5.4.40) - (5.4.43), kénnen Fg,, Fg,,
3 3 _ 3 3
Gge, Ggp, durch Fg., Fg,, Gg., Gg, ersetzt werden, so daf auf

* *

p . - S 5.6.21
(FS’ Grads FS) = (F567 GSe) o (Fsp, Gsp) ( )
mit *
FSe — Q FSe QT s FSp = Q FSp ,
; 3 ~ 23 23
Gse = {[(QGs)2QTET Q3T (5.6.22)

3 NETN
Gs, = (QGsy)?

geschlossen werden kann. Zur Herleitung von (5.6.22) sind die Definitionen (B.1.4) und
(B.1.5) und die Identitéten (A.1.31) und (A.1.32) heranzuziehen. Die Transformation

. 3
(Q,0) € O, kann als Starrkorperrotation der plastischen Zwischenkonfiguration ver-
standen werden.

Mit (5.6.15), (5.6.16) und (5.6.22) lafit sich das Transformationsverhalten der verschie-
denen Verzerrungstensoren nach Tafel 5.1 und Deformationsgeschwindigkeiten nach Tafel
5.2 bei iiberlagerter Starrkérperrotation angeben, vgl. Tafel 5.3.
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Referenzkonfiguration

Es = Es , (Eg)s* = (Eg)y . 1

:E) — E E ! ok — E / * _ * _
Sp sp > (Esp)s (Esp)’s Fi '(.)Fg,
ESe = ESe s (ESe)tS‘* = (ESe)tS' U
L J
P ~

iiberlagerte Zwischenkonfiguration

- J
4 N\
iiberl. aktuelle Konfiguration H
As = QAsQT |, (A9)2* = Q(A9~QT .
s QAsQ (As) Q(As)2Q FI-1( ) Ro

As, = QA5 Q" . (As)™ = Q(Ag) QT <}:||

jﬁse = QA5 Q" |, (As)? = Q(As)> Q"

Tafel 5.3: Verzerrungstensoren und Deformationsgeschwindigkeiten bei iiberlagerter Starrkor-

perbewegung.
Fiir die Partialspannungen gilt mit (5.6.5)
(T'da)* = Q(T'da) , da = Qda, (5.6.23)

so daf3
T — QT'Q. (5.6.24)
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Entsprechend gilt fiir die Tensoren der chemischen Potentiale, vgl. z. B. (5.2.11)3:

* ) ) ) 1 )
K =QKQ" , K =¢'I-—-1". (5.6.25)
pl
Mit (5.6.24) kann auch das Transformationsverhalten des gewichteten partialen Span-
nungstensors (Kirchhoffscher Spannungstensor) angegeben werden. Der Kirchhoff'sche

Spannungstensor '
T! = det F; T (5.6.26)

hat gegeniiber den Cauchy-Spannungen den Vorteil, dafl sein Transformationsverhalten
mit demjenigen der verschiedenen Verzerrungstensoren entsprechend Tafel 5.1 vergleichbar
ist. So gilt z. B. fiir elastisch-plastische ° :

TS = Fs, S°FL,.
oo (5.6.27)
TS = Fs. TFS,.

Darin sind S der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor der Referenzkonfiguration von
¢ und T der Kirchhoffsche Spannungstensor der Zwischenkonfiguration von ¢°. Im Ge-
gensatz zum Transformationsverhalten der Verzerrungstensoren (kontravarianter Trans-
port) ist das Transformationsverhalten der Spannungstensoren durch einen kovarianten
Transport gekennzeichnet. Bei iiberlagerter Starrkorperrotation folgt mit (5.6.22);:

*

s¥ = §°
75~ QT (5.6.28)
T = QT°Q".

SchlieBlich ist das Transformationsverhalten der Energiezuflufivektoren q’ und h’ sowie
der Ausdriicke p* und §' fiir den Bewegungsgrofienzuwachs zu untersuchen. Es gilt

(q"-da)* = q'-da, (5.6.29)
so daf
g = Qg (5.6.30)
und daraus mit (4.2.6), (5.2.11)4 und (5.6.14),
}*li — th. (5.6.31)
Aus .
f)i — Qf)l (5.6.32)

erhdlt man mit (5.2.11)g und (5.6.14),:

*
A

§ = Qéi+ﬁi[é—Qé+Q(X—c)]. (5.6.33)
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Das Transformationsverhalten der verschiedenen Groflen bei iiberlagerter Starrkérperro-
tation ist Grundlage zur Auswertung des Prinzips der materiellen Objektivitéat. Da sich
der Wert der Auswirkungsfunktionen R in Abhéngigkeit des Variablensatzes .5 durch eine
iiberlagerte Starrkérperrotation nicht dndern soll, ist

*

R(») = R(») (5.6.34)

zu fordern. Die Beziehung (5.6.34) beinhaltet, dal es ohne Auswirkung bleiben mus8,
ob einerseits die in Abhéngigkeit der Variablen .5 gebildeten Auswirkungsfunktionen mit
einer Starrkorperrotation iiberlagert werden oder ob andererseits zunéchst die aktuelle
Konfiguration mit einer Starrkorperrotation iiberlagert wird, so daf§ die Variablen .5 in >
iibergehen, und anschlieBend die Auswirkungsfunktionen in der iiberlagerten Konfigura-
tion bestimmt werden.

Die Bedeutung des Prinzips, das natiirlich in Abhéngigkeit der jeweiligen Mengen R und
b zu Ergebnissen fiihrt, die auf das jeweils untersuchte Modell eines porosen Mediums
zugeschnitten sind, soll am Beispiel eines allgemeinen pordsen Mediums mit R entspre-
chend (5.2.9) und .5 entsprechend (5.3.1) veranschaulicht werden. Fiir die linke Seite von
(5.6.34) gilt

*

(@, 7 T &, pE P, L hl) = R(s). (5.6.35)

Fiir die rechte Seite von (5.6.34) gilt entsprechend

(@, 7, T &, pi, P, eh, i) = R(B), (5.6.36)

so dafl mit den vorangegangenen Beziehungen auf

!/

W7, QT'Q", Qd', ', Qp', &', ni) =
=R [Qi’ Qgrad 6, n, Qgradn®, p', Qgradp’, QF;, (QGrad; F;)2, (5.6.37)
E+Q(x—¢)+Q(x—c),QF, + Q(F,) ]

geschlossen werden kann. Dabei mufl (5.6.37) fiir jede zuléissige Wahl von Q, Q,c, ¢ und

¢ erfiillt sein. Fiir andere Materialmodelle ist analog zu verfahren.

5.7 Zusammenstellung der Ergebnisse

In Kapitel 5, Grundlagen der konstitutiven Theorie, wurden alle Voraussetzungen behan-
delt, die zur Entwicklung thermodynamischer Restriktionen und zuléssiger konstitutiver
Gleichungen fiir porose Medien erforderlich sind. Diese Voraussetzungen fiithren natiirlich
je nach zu beschreibendem Materialmodell zu unterschiedlichen Ergebnissen; und zwar
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sowohl fiir die Menge R der zu bestimmenden Auswirkungsfunktionen als auch fiir die
jeweilige Menge 5 der unabhéngigen thermodynamischen Prozefivariablen. Da prinzipiell
eine nahezu unendliche Kombinationsvielfalt bei der Definition spezieller pordser Me-
dien besteht, mufl die Zusammenstellung der Ergebnisse des vorangegangenen Kapitels
auf einige exemplarisch ausgewéhlte Beispiele beschréinkt bleiben. Die Auswirkungen des
Prinzips der materiellen Objektivitéat sollen dabei zunédchst nicht beriicksichtigt werden;
die Einfliisse dieses Prinzips werden in Kapitel 6 bei der Beschreibung eines fliissigkeits-
gesittigten, elastisch-plastisch deformierbaren, inkompressiblen pordsen Korpers disku-
tiert.

Beispiel 1

Kompressibler Festkorper, £ — 1 kompressible, viskose Fluide:

In Beispiel 1 wird zunichst von einem nichtviskosen, elastischen Festkérper ¢! = ¢

ausgegangen, der mit k£ — 1 kompressiblen, viskosen Fluiden geséttigt ist. Zwischen den
Fluiden werden Massenaustauschprozesse zugelassen. Zusétzlich seien k& Temperaturfunk-
tionen 6" moglich. Die thermodynamischen Restriktionen dieses Modells sind auf der Basis
der Entropieungleichung (5.2.4) zu bestimmen. Die Menge R der erforderlichen Auswir-
kungsfunktionen folgt aus (5.2.9), so dafl mit (5.2.11) und (5.2.15) auf

/

<\I,i’ W‘7 piKTi7 qi’ pe, pz" éi7 nj) ZR(/b1)
(5.7.1)

mit i=1,..k,

a=2, ..k

geschlossen werden kann. Die Zwangsbedingungen (5.2.3) und (5.2.10) sind zu beachten.

Der Grundvariablensatz (5.3.1) ist in Hinblick auf das vorliegende Beispiel zu modifizieren.
Wegen p° = 0 folgt zunichst, vgl. (5.3.10):

» = {0, grad6’, n*, gradn®, p*, gradp®, F;, Grad; F; X; | (Fo), }

a

mit i=1,...k, (5.7.2)

a=2,..., k.

Das nichtviskose Festkorperskelett bedingt, dal (Fg)'s als Prozefvariable entfallt. Mit Hil-
fe der Isotropiegruppe fiir Fluide zweiten Grades geht (5.7.2) bei Beachtung von (5.5.12)
in

b= = {0", grad@", n®, gradn®, p*, grad p®, Fg, GradgFg, )lci, L.}
mit i=1,...k, (5.7.3)
a=2, ..,k

tiber. Mit (5.7.1) und (5.7.3) sind die Grundlagen der konstitutiven Theorie fiir den all-
gemeinen Fall des Beispiels 1 festgelegt.
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Zum Vergleich von (5.7.1) und (5.7.3) mit in der Literatur dokumentierten Ergebnissen
soll das diskutierte Beispiel modifiziert werden.

Modifikation 1: Fluide ohne Massenaustauschprozesse
Fiir diesen Fall reduziert sich (5.7.1) auf

(5.7.4)
mit i=1,..k.
Anstelle von (5.7.2) folgt wegen p¢ = 0, vgl. (5.3.11),
by = {0, grad@®, n®, gradn®, F;, Grad; F;, X; | (F,).}
mit i=1,...k, (5.7.5)

a=2,...k,
so dafl mit (5.5.24) auf

by = by = {0, grad 0", n®, gradn®, p*, grad p®, Fg, GradsFg, >,c,~, L.}

mit i=1,..k, (5.7.6)
a=2 ..k

geschlossen werden kann. Wie bereits in Abschnitt 5.5 bemerkt, zeigt ein Vergleich zwi-
schen (5.7.3) und (5.7.6), da der Einfluf der Isotropiegruppe der Fluidkonstituierenden
auf die Menge der ProzeBvariablen unabhéngig davon ist, ob p® # 0 oder p* = 0, siche
dazu auch Cross [1973, THEOREM 12].

Modifikation 2: ' =0 fir i = 1,..., k

Wird das vorliegende Beispiel in dem Sinne weitermodifiziert, daf fiir alle Konstituieren-
den eine gemeinsame Temperatur 6° = 0 gefordert wird, dann sind die thermodynamischen
Restriktionen auf der Basis der Entropieungleichung (5.2.7) fiir p* = 0 zu entwickeln.
Zusiitzlich ist keine konstitutive Gleichung fiir é* erforderlich, so daf} (5.7.4) mit (5.2.11),
in

(W, 97, K" 0, pTni) = R ()

miti=1,... k.

(5.7.7)

tibergeht. Aus (5.7.6) folgt:
by = {0, gradf, n®, gradn®, p*, grad p®, Fg, GradsFg, 5/%', L.}
mit i=1,.. k), (5.7.8)
a=2..k.
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Bis auf die Tatsache, daf in (5.7.8) durch Einbeziehung von L, viskose Fluide zugelassen
werden, ist der Variablensatz (5.7.8) mit Bowen [1984, Gl. (5A.4.2)] identisch und ent-
spricht prinzipiell auch Bowen [1982, Gln. (3.1)]. Die Menge R(.34) wurde in den zitierten
Arbeiten jedoch bereits in einer durch weitere Uberlegungen vereinfachten Form angege-
ben.

Modifikation 3: , Leeres® Festkorperskelett

Fiir das leere Festkorperskelett, d.h. wenn entweder ein materiefreier Porenraum vor-
ausgesetzt werden kann oder wenn die mechanische Wirkung der Poreninhaltsstoffe ver-
nachléssigt werden soll, folgt formal aus (5.7.7) und (5.7.8):

(T, 95, pSK™ b, n§) =R (s5),
/ (5.7.9)
b5 ={0, gradf, n, gradn, Fg, Grads Fg, x5},

worin
n=1-n° (5.7.10)

die Porositat des Festkorpermaterials angibt. Wegen (5.2.3)y ist bei Abwesenheit von
Poreninhaltsstoffen keine konstitutive Gleichung fiir den Bewegungsgrofienzuwachs erfor-
derlich.

Es ist trivial zu zeigen, dal die Variablen gradn, Gradg Fg und )lcs keinen Einfluf§ auf
die thermodynamischen Restriktionen dieses Modells haben. Da die Entropieungleichung
(5.2.7) fiir das leere Festkorpermaterial auerdem formal in die Entropieungleichung eines
Einkomponentenmodells tibergeht, vgl. auch (4.5.3) fiir p® =0, 5° =0 und é° = 0, kann
(5.2.9) mit (5.2.11) und (5.7.10) durch

(0%, 1%, T, ¢, nf) = R(0, gradd, n®, Fs) (5.7.11)

ersetzt werden. Bei der makroskopischen Beschreibung eines kompressiblen porésen Fest-
korpers ist demzufolge der Volumenanteil n® als thermodynamische ProzeSvariable zu
beriicksichtigen. Zusitzlich ist eine konstitutive Gleichung fiir die zeitliche Anderung
der Volumenanteile erforderlich. Dies sind offensichtliche Unterschiede zum kompressi-
blen nichtporosen Festkorpermaterial.

Beispiel 2

Inkompressibler Festkorper, k - 1 inkompressible, viskose Fliissigkeiten:

In Analogie zu Beispiel 1 wird zunéchst von einem nichtviskosen elastischen Festkorper
o' = ¥ ausgegangen, der mit k - 1 viskosen Fliissigkeiten geséttigt ist. Zwischen den
Fliissigkeiten werden Massenaustauschprozesse zugelassen. Zusétzlich seien k& Tempera-
turfunktionen 6" méoglich. Die thermodynamischen Restriktionen dieses Modells sind auf

der Basis der Entropieungleichung (5.2.5) zu bestimmen. Die Menge R der erforderlichen
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Auswirkungsfunktionen folgt aus (5.2.9), (5.2.11) und (5.2.15), wobei jedoch zu beachten
ist, daB wegen des inkompressiblen Modells nur die sogenannten Extraspannungen Tl
und Extrazuwéchse f)lc durch eine konstitutive Gleichung bestimmt sind, vgl. (5.2.13).
Fiir das vorliegende Modell folgt mit (4.5.11):

<\Ili7 ﬂi7 szTZ - 92)\“}17 qiv /3&7 IA)Z _ei)\gradniu él) = R</b2)
mit i=1,..k (5.7.12)
a=2,..k.

Die Zwangsbedingungen (5.2.3) sind zu beachten.

Der Grundvariablensatz (5.3.1) ist wegen p° = 0 und p'f* = konst. zu modifizieren. Die
Inkompressibilitéitseigenschaft der Mischung liefert zunéchst, vgl. (5.3.14):

s = {0, grad ", n®, gradn®, F;, Grad; F;, )lci, (Fo).}

mit i=1,..k, (5.7.13)
a=2,..k.

Ebenso wie in (5.7.2) bedingt das nichtviskose Festkorpermaterial auch hier, dafl (Fg)’
als Prozefivariable entféllt. Mit Hilfe der Symmetriegruppe fiir Fluide zweiten Grades, vgl.
(5.5.12), folgt aus (5.7.13):

b= = {0, gradd®, n®, gradn®, Fg, GradsFg, X; | L.}
mit i=1,..k, (5.7.14)
a=2,..,k.

Die Eigenschaft p° = 0 wurde in (5.7.14) jedoch noch nicht beriicksichtigt. Diese Eigen-
schaft bedeutet fiir das inkompressible Festkérpermaterial, vgl. (5.3.15) und (5.3.16),

n’ = n5g (det Fg)™t,
(5.7.15)
gradn® = —nds(det Fs) ' Fg)T~1 (FL ' GradgFg)?,
so daB mit (5.2.1)3 und (5.2.10),
k
n? = 1-n%—=3% nb,
= ) (5.7.16)
gradn? = —gradn® — Y gradn’.
b=3

Damit sind n? und grad n? eindeutig als Funktionen von n’ und grad n® sowie Fg und
Gradg Fg bestimmbar und daher nicht als unabhéngige Prozefivariablen aufzufassen. Aus
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(5.7.14) folgt:

by — by = {0, grad @, n®, gradn®, Fg, GradsFg, X; | L.}

mit i=1,..k, (5.7.17)
a=2,...k,
b=3,..., k.

Mit (5.7.12) und (5.7.17) sind die Grundlagen der konstitutiven Theorie fiir den allgemei-
nen Fall des Beispiels 2 festgelegt.

Zum Vergleich mit in der Literatur dokumentierten Ergebnissen sollen wiederum einige
Modifikationen des hier diskutierten Beispiels erfolgen.

Modifikation 1: Fliissigkeiten ohne Massenaustauschprozesse
Fiir diesen Fall folgt aus (5.7.12):

<\Ili7 ﬂi7 pZKTZ _92)\”’117 qia IA)Z _ei)\gradniu él) = R(/b5)
(5.7.18)
mit i=1,.. k.

Da fiir alle Konstituierenden p* = 0 vorausgesetzt wird, ist der Parametersatz (5.7.13)
zunéchst durch (5.3.21) zu ersetzen:

L3 = {Hia grad Hia F,, Grad; F;, >,<i, (Fa)/}

a

mit i=1,..k, (5.7.19)

Unter Beriicksichtigung der Symmetriegruppe fiir Fluide zweiten Grades ergibt sich, vgl.
(5.5.21) und (5.5.22) sowie (5.3.12):

by — by = {0, grad 0", n®, gradn®, Fg, Grads Fg, X; | L.}

mit i=1,..k, (5.7.20)

a=2,..,k.
Entsprechend den Bemerkungen in Abschnitt 5.3 fallt auch hier auf, daf die Variablensétze
(5.7.19) und (5.7.20) nicht nur linear unabhéngige ProzeBvariablen enthalten, da wegen der
Inkompressibilitdtseigenschaft des Festkorpermaterials z. B. n? und gradn? mit (5.7.15)

und (5.7.16) als Funktionen von n?, gradn®, Fg und GradgFgs darstellbar sind, so daf
anstelle von (5.7.20)

by — by = {0, grad ", n, gradn’, Fg, GradgFg, >,c,~, L.}

mit i=1,..k, (5.7.21)
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gesetzt werden mufl. Auch in diesem Fall zeigt ein Vergleich zwischen den Variablensétzen
(5.7.17) und (5.7.21), dafl der Einflul der Isotropiegruppe der Fliissigkeiten auf die Menge
der ProzeBvariablen unabhéngig davon ist, ob p® # 0 oder p* = 0.

Modifikation 2: ' =0 firi = 1,..., k

Kann fiir das vorliegende Beispiel angenommen werden, dafl alle ¢ eine gemeinsame
Temperatur besitzen, dann sind die thermodynamischen Restriktionen aus der Entropie-
ungleichung (5.2.8) fiir p* = 0 zu entwickeln. Konstitutive Gleichungen fiir die Energie-
kopplungsterme kénnen entfallen. Dariiber hinaus entféllt der Temperatureinflufl auf den
Lagrangeschen Multiplikator, so daf8 (5.7.18) mit (5.2.11)4 und (5.2.14) in

(U, p K" — An'I, h', p' — Agradn?) = R (a5)

(5.7.22)
mit ¢=1,...,k
tibergeht. Aus (5.7.21) folgt
b = {0, grad@, n® gradn’, Fg, GradsFg, >/<i, L.}
a=2,...,k,
b= 3. .. k.

Das durch (5.7.22) und (5.7.23) definierte Modell eines pordsen Mediums wurde von Bowen
[1980] ausfiihrlich diskutiert, wobei Bowen jedoch nichtviskose Fliissigkeiten voraussetz-
te. Es fillt jedoch auf, dal Bowen [1980, Gl. (3.4)] anstelle der ProzeSvariablen n’ und
gradn® die Variablen n® und grad n® benutzt; d.h. der von Bowen benutzte Parameter-
satz enthilt die abhéingigen Variablen n? und grad n?, ohne da$ Bowen diese Abhiingigkeit
durch die Einfithrung eines weiteren Lagrangeschen Multiplikators innerhalb der Entropie-
ungleichung beriicksichtigt. Geht man davon aus, dafl nur unabhéingige Prozefivariablen
zugelassen sind, so mufl Bowens Vorgehen zumindest als Milversténdnis gewertet wer-
den. In diesem Zusammenhang ist es interessant festzustellen, dafl Bowen diesen Fehler
in [1984, Gl. (5A.4.32)] korrigiert hat, jedoch ohne die Angabe irgendwelcher Begriindun-
gen. Vielmehr bezieht er sich auch in [1984] auf [1980]. Bowens Interpretation des mit den
Variablen (5.7.23) beschriebenen Materialmodells,

In a practical application of this example, one might view the N** fluid as oil im-
bedded in the incompressible solid. The remaining N — 2 fluids could represent
incompressible fluids injected into the oil reservoir,

hat eher spekulativen Charakter. Da (5.7.22) und (5.7.23) auf der Basis gesicherter me-
chanischer Prinzipe hergeleitet wurden, sind spezielle Interpretationen des durch diese
Beziehungen beschriebenen Materialmodells {iberfliissig. Stattdessen sind im Rahmen der
das Modell definierenden Voraussetzungen beliebige Porenfliissigkeiten zugelassen.
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Modifikation 3: , Leeres“ Festkorperskelett
Entsprechend den am Beispiel 1 erliuterten Uberlegungen folgt aus (5.7.22) und (5.7.23):

®*, 7%, T%, q%) =R (0, gradd, Fg). (5.7.24)

Fiir das leere, inkompressible Festkorpermaterial entfillt der Einflufl des Lagrangeschen
Multiplikators (der leere Porenraum ist kompressibel), d. h. die Extraspannungen sind
mit den Partialspannungen identisch.

Ein Vergleich von (5.7.24) mit (5.7.11) zeigt, dafl im inkompressiblen Modell keine kon-
stitutive Gleichung fiir die zeitliche Anderung des Volumenanteils erforderlich ist, vgl.
(4.5.11), und daB andererseits der Volumenanteil n° als konstitutive Variable entfillt, da
n® als Funktion von Fg dargestellt werden kann.

Einige Sonderfille

Im folgenden sollen einige interessante Sonderfiille diskutiert werden; und zwar die ver-
schiedenen Versionen eines mit einem einzelnen Fluid ¢! gesittigten pordsen Festkorpers
©°. Phasentransformationen seien ausgeschlossen, so dafi p° = pf" = 0. AuBerdem wird
von einer gemeinsamen Temperatur 0% = 67 = 0 beider Partialkérper ausgegangen.

Kompressibler Festkorper, kompressibles Fluid:
Fiir dieses Modell folgt aus (5.7.7) und (5.7.8):

(W, 9, P KT 0 pTnk) =R (»)
»=10, grad, nt gradn!" p' gradp!, Fg, GradsFg, >,c,~, Lr} (5.7.25)
mit i =S F.

Entsprechend den Bemerkungen zu (5.7.1) kann in (5.7.25); auf Auswirkungsfunktionen
fiir p* und ﬁg verzichtet werden, da wegen (5.2.3); und (5.2.10)

155 = _IsF 9
, , o (5.7.26)
s F F
ng = —np+gradn’ - (Xp —Xg).
Inkompressibler Festkorper, kompressibles Fluid:
Die Inkompressibilitdtseigenschaft des Feskorpers bedingt, vgl. (5.2.12), da8
ﬁg =n? div>/<5 + grad n® - (}lcs — >/<F) , (5.7.27)

d.h. eine konstitutive Gleichung fiir ﬁ? kann entfallen. AuBerdem folgt aus (5.7.15) und
(5.7.16):
nt = 1—njg(det Fg)1,

P o ) (5.7.28)
gradn” = ngg(det Fg) ' Fg  (Fg  Grads Fg)t.
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Diese Ausfithrungen zeigen, da8 sich (5.7.25) auf
(U, KT hi, pF) =R (s),
»={0, grad @, pr', grad p’' Fg, GradsFg, X; | Ly} (5.7.29)
mit i=SF.

reduziert.

Kompressibler Festkorper, inkompressible Fliissigkeit:

Entsprechend dem vorangegangenen Beispiel ist auch hier wegen

nk = —nF divxp (5.7.30)

keine konstitutive Gleichung fiir 7/11{5 erforderlich. Auerdem kénnen p und grad p*” wegen
(5.3.12) als Prozefivariablen entfallen, so dafi das vorliegende Modell durch

»={0, grad®, n", gradn® , Fg, GradsFg, X;, Ly} (5.7.31)
mit i=S,F.
bestimmt ist. Formal konnten in (5.7.31)y die Variablen n” und gradn’ durch p' und

grad p!" ersetzt werden, so daf die durch (5.7.29) und (5.7.31) definierten Modelle in ihren
duBleren Formen identisch sind.

Inkompressibler Festkorper, inkompressible Fliissigkeit:

Die Definition dieses Modells kann sofort aus (5.7.22) und (5.7.23) entnommen werden.
Bei Beachtung von (5.2.3); und (5.2.10) folgt:

(T, 1 P KT — AniT, ', p¥ — Agradn®) = R (»),
5=1{0, gradf, Fg, GradsFs, x;, Ly} (5.7.32)
mit i=SF.

In der Literatur wurden héufig einfache Zweiphasenmodelle diskutiert, die einen fluid-
gesittigten Festkorper entweder als kompressibles oder als inkompressibles Modell be-
schreiben, so daf ein Vergleich von (5.7.25) und (5.7.32) mit den Ergebnissen anderer
Autoren leicht moglich ist.

Ein Vergleich von (5.7.25) mit Atkin & Craine [1976a, Gln. (4.1), (4.2)] zeigt, daf die-

. . . . . . .o / . .
se Autoren einerseits keine konstitutive Gleichung fiir n £, entwickeln und andererseits

nt und grad n'" als thermodynamische Prozefivariablen unterdriicken. Der Parametersatz
[1976a, Gl. (4.2)], den Atkin und Craine mit der Bemerkung
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motivated by the constitutive postulates which are used to describe an elastic solid
and a viscous fluid when they are considered as single constituents we assume that ...

einfithren, ist identisch mit (5.7.29),, d.h. obwohl Atkin und Craine ein kompressibles
Modell beschreiben wollen, beschreiben sie im Sinne der in der vorliegenden Arbeit ver-
tretenen Theorie poroser Medien, da im tibrigen auch [1976a, Gl. (4.1)] prinzipiell mit
(5.7.29); iibereinstimmt, das Modell eines mit einem kompressiblen Fluid gesittigten in-
kompressiblen Festkorpers.

Kenyon [1976b] beschreibt ebenfalls das kompressible Modell eines fluidgeséttigten Festkorpers
und wihlt mit [1976b, Gln. (4.1)] einen Parametersatz, der prinzipiell mit der Wahl von
Atkin und Craine iibereinstimmt, so dafl die oben angefithrten Bemerkungen auch hier
gelten. In [1976a] untersucht Kenyon auBerdem das inkompressible Modell eines fliissig-
keitsgeséttigten pordsen Festkorpers. Erst zur Beschreibung der Inkompressibilitéitseigen-
schaft macht Kenyon Gebrauch vom Begriff der Volumenanteile. Durch ein sehr unkon-
ventionelles Vorgehen - in [1976a] entwickelt Kenyon das inkompressible Modell aus den
Ergebnissen des kompressiblen Modells - gelingen Kenyon prinzipiell richtige Ergebnisse,
vgl. z. B. [1976a, Gl. (3.31)], indem er den Volumenanteil als eine versteckte Variable
(hidden variable) begreift.

Elastisch-plastisches Festkérpermaterial:

Als letztes Beispiel des vorliegenden Abschnitts soll das Modell eines gesattigten, elastisch-
plastisch deformierbaren portdsen Festkorpermaterials behandelt werden. Die folgenden
Bemerkungen gelten unabhingig davon, ob ein kompressibles oder ein inkompressibles
Modell mit oder ohne Phasentransformation beschrieben werden soll; d.h. die folgenden
Ausfiihrungen kénnen in jedes der im vorangegangenen diskutierten Modelle eingearbeitet
werden.

Fiir das allgemeine Modell eines porosen Mediums gilt:

R = R(/b) , A= {, Fs, GradSFS, } . (5733)

Da auch die geschwindigkeitsunabhéngige Plastizitdtstheorie grundsétzlich im Sinne einer
yrate-type“ Theorie aufzufassen ist - die Zeit wird hier als impliziter Parameter benutzt-,
vgl. z. B. de Boer & Ehlers [1980], ist fiir elastisch-plastische Festkorperskelette zusétzlich
zu (5.7.33) eine konstitutive Gleichung fiir die plastischen Deformationsgeschwindigkeiten
erforderlich. Entsprechend den Bemerkungen zu (5.4.48) muf} jedoch in der Regel nur fiir

die symmetrischen Anteile von L sp eine konstitutive Gleichung entwickelt werden, so dafl
mit (5.4.9) anstelle von (5.7.33)

R =R(»)

~ o !/

Dsp = A(j)p, o.0s, K, ) o (5734)
3 3

/bp = {, FSea Fsp, GSeu Ggp, }

gesetzt werden mufl. In Analogie zu Ehlers [1989b, Gl. (4.13)] wird in (5.7.34) angenom-
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men, dafl & ein zunéchst nicht ndher spezifiziertes Spannungsmaf ist, o eine bezugsinva-
riante Spannungsableitung und x ein Werkstoff- bzw. Verfestigungsparameter. Die Spezi-
fizierung von & und o héngt von der jeweils benutzten Flie- oder Versagensbedingung
und zusétzlich von den Belastungskriterien und der FlieSiregel (assoziiert oder nichtasso-
ziiert) ab. In Abhéngigkeit der benutzten FlieB- oder Versagensbedingung kann A auch
von weiteren Parametern oder zusétzlich eingefiihrten internen Variablen abhéngen.

5.8 Erginzende Bemerkungen

Im vorliegenden Kapitel wurden die Grundlagen der konstitutiven Theorie beliebiger
poroser Medien auf der Basis gesicherter mechanischer und thermodynamischer Prinzipe
diskutiert. Dabei wurde im Rahmen der um das Konzept der Volumenanteile erweiter-
ten Mischungstheorie ausnahmslos von Materialien zweiten Grades ausgegangen. Die hier
gewihlte Beschreibungsweise ist in vielerlei Hinsicht neu.

Soweit dem Verfasser bekannt ist, wurde das Konzept der Volumenanteile in konsequen-
ter Weise nur von Bowen [1980, 1982, 1984] benutzt; in [1980] bei der Beschreibung eines
inkompressiblen Modells jedoch mit einigen Méngeln behaftet, siehe Abschnitt 5.7. Die
meisten anderen Autoren behandeln ein pordses Medium entweder in Analogie zu Mi-
schungen aus Fliissigkeiten oder Gasen und vernachléassigen dabei véllig die innere Struk-
tur des Mehrkomponentenkontinuums, oder sie benutzen das Konzept der Volumenanteile,
gehen dann aber hdufig von einer in vielen Punkten vereinfachten Mischungstheorie aus
und vernachléssigen zudem die in der Mischungstheorie erforderliche Annahme von Ma-
terialien zweiten Grades, siche dazu die Ausfithrungen in Kapitel 2.

Die multiplikative Zerlegung der ersten und zweiten Deformationsgradienten eines elastisch-
plastischen Festkorpermaterials ist ein Novum und wurde vom Verfasser aufler in der

vorliegenden Arbeit nur in [1989b] diskutiert. Die Anwendung der Symmetriegruppe fiir

Materialien zweiten Grades auf portse Medien ist in der Literatur ebenso unbekannt -

zumal wenn elastisch-plastische Festkorperskelette behandelt werden - wie die fiir diese

Materialien erforderlichen Beziehungen im Rahmen der Untersuchung der Objektivitéits-

eigenschaft der verschiedenen kinematischen und mechanischen Groéfien.

Schliefllich wurden durch die ,,Zusammenstellung der Ergebnisse® die Grundlagen zur
Entwicklung thermodynamischer Restriktionen und konstitutiver Gleichungen vieler Ma-
terialmodelle angegeben; dariiber hinaus wurde systematisch aufgezeigt - auch hinsichtlich
der jeweils anzusetzenden unabhéngigen Prozefivariablen -, auf welchem Wege andere Ma-
terialmodelle behandelt werden kénnen.

Die folgenden Kapitel sollen auf ein spezielles Materialmodell beschréankt bleiben.



Kapitel 6: Das Modell eines
fliissigkeitsgesittigten, elastisch-plastisch
deformierbaren portsen Korpers

6.1 Einleitung

Auf der Basis der im vorangegangenen diskutierten allgemeinen Theorie poroser Medi-
en soll im folgenden das spezielle Materialmodell eines fliissigkeitsgesattigten, elastsich-
plastisch deformierbaren porosen Korpers mit gemeinsamer Temperatur beider Konsti-
tuierenden behandelt werden. Die folgenden Untersuchungen sind zunichst unabhéngig
davon, ob die porose Festkorpermatrix eine granulare bzw. kornige Struktur aufweist oder
ob der Festkorper aus duktilem bzw. bildsamem Material besteht. Grundsétzlich kann die
Kompressibiltit des Festkdrpermaterials jedoch als wesentlich geringer angesehen wer-
den als die des entsprechenden Makrokorpers, so dafl es gerechtfertigt erscheint, inkom-
pressibles Festkorpermaterial vorauszusetzen. Dennoch sind grofie Volumendehnungen des
Festkorpers als Folge lokaler Porositatsverdanderungen moglich. Die Porenfliissigkeit wird
als inkompressible, viskose Fliissigkeit verstanden, so dal das vorliegende Modell im Rah-
men der um das Konzept der Volumenanteile erweiterten Mischungstheorie als binéres,
inkompressibles Kontinuum zu behandeln ist.

Ausgehend von den grundlegenden Beziehungen dieses Modells werden zunéchst die all-
gemeinen thermodynamischen Restriktionen diskutiert und in der Néhe des sogenannten
Mischungsgleichgewichts linearisiert. Fiir das vorliegende Modell bedeutet dies eine Li-
nearisierung in der Nédhe verschwindender Temperaturgradienten, Differenzgeschwindig-
keiten zwischen Festkorperskelett und Fliissigkeit sowie Deformationsgeschwindigkeiten
der Fliissigkeit. Weitere Linearisierungen, speziell beziiglich der Festkorperdeformation,
werden nicht eingefiihrt. Um moglichst universell zu verwendende Beziehungen zu er-
halten, wird im vorliegenden Kapitel auf die Forderung isotropen Festkorpermaterials
verzichtet.

Im Rahmen der Mischungstheorie fiihrt die Voraussetzung von Materialien zweiten Gra-
des grundsétzlich auf eine Kopplung der spezifischen freien Energien von Festkorper und
Fliissigkeit, was in der Anwendung des Modells auf praxisrelevante Probleme in der Regel
zu gewissen Schwierigkeiten fiihrt; haufig bereits bei der Konstituierung der freien Ener-
giefunktionen selbst. Daher soll in Abschnitt 6.5 ein vereinfachtes konstitutives Modell
eingefithrt werden, das eine relativ einfache, praxisorientierte Beschreibung speziell des
elastischen bzw. elastisch-plastischen Materialverhaltens der Festkorpermatrix gestattet.
Einige ergénzende Bemerkungen zur anwendungsbezogenen Relevanz des hier diskutierten
Modells und verwandter Modelle beschliefen das vorliegende Kapitel.
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6.2 Grundlegende Beziehungen

Fiir das im folgenden zu beschreibende bindre Modell eines porésen Mediums — elastisch-
plastisch deformierbarer Festkorper ¢° mit viskoser Fliissigkeit ¢! — gelten die folgenden
Voraussetzungen; ¢ = F), S:

In den Referenzkonfigurationen der Teilkorper sind die Volumenanteile und die effek-
tiven Dichten beider Konstituierenden im Sinne einer homogenen Mischung gegeben
und homogen, vgl. (5.3.2):

Grad; n); =0,

(6.2.1)
Grad, pif = 0.
- Massenaustauschprozesse zwischen ¢° und ¢! seien ausgeschlossen, so daf
pr=0. (6.2.2)

Die Partialspannungen des betrachteten Modells seien symmetrisch, so dafl mit
(4.3.11)

M =0. (6.2.3)

Beide Konstituierenden besitzen eine gemeinsame Temperaturfunktion

05 =0"=9. (6.2.4)

Beide Konstituierenden sind inkompressibel, d. h.:

p™t = piff = konst. . (6.2.5)

Die Forderung (6.2.3) ist zur Beschreibung des vorliegenden Modells nicht zwingend er-
forderlich, dient aber dazu, viele zusétzliche Argumentationen zu vermeiden, die dann
letztlich zur Bestitigung von (6.2.3) fithren.

Mit den Voraussetzungen (6.2.1) - (6.2.5) lassen sich die stoffunabhéngigen Grundglei-
chungen des Modells, vgl. Abschnitt 5.2, in vereinfachter Form angeben. Die Vorausset-
zungen (6.2.2) und (6.2.5) bewirken zunichst, dafl die lokalen Massenbilanzen der ¢’ in
Bilanzen fiir die Partialvolumina tibergehen, vgl. (4.5.11), (4.5.12), (4.5.13), (4.5.15) sowie
(5.2.2);:
n' = nl,; (detF;)~ !,
(6.2.6)
7’2,’ +nidiv>,c,~ =0.

Die lokalen Bewegungsgroien und Drallbilanzen lauten, vgl. (5.2.2), (5.2.3) und (5.2.11)s:

divTi + pi (b— %) +p' =0,
(6.2.7)



6.2 Grundlegende Beziehungen 93

T =T, K'=K". (6.2.8)

In (6.2.7); wurde vorausgesetzt, dafl beide Konstituierenden dieselbe eingepréigte Be-
schleunigung

b =b" =b" (6.2.9)

besitzen.

Die Voraussetzung (6.2.4) bedingt, daf§ zur Bestimmung der Temperaturdnderung 6 nur
die Energiebilanz der Mischung bendétigt wird. Entsprechend (5.2.6) gilt mit (4.3.22),,
(6.2.2) und (6.2.8),:

!/ !/

!/ / . .
— U — Uk — 09— 90 +0divk) —p" - (xp —Xg) —

(6.2.10)
—p°"K®  Lg—p"K' - Lp+prl —divh =0.
In (6.2.10) wurde p® mit (6.2.6), eliminiert. Die GroBe
T =9 +q (6.2.11)

repriasentiert die mischungsvolumenbezogene Entropiesumme von Festkorperskelett und
Fliissigkeit;
h =h® 4+ h" (6.2.12)

ist als Summe der Energiezufluivektoren h’ aus (4.4.10) definiert. Fiir den Geschwindig-
keitsgradienten Lg des elastisch-plastischen Festkorperskeletts ist entsprechend (5.4.39)
Lg = (Ase)” + (Agp)" + Ws (6.2.13)

einzusetzen.

Die fiir das inkompressible Modell maBgebende Entropieungleichung kann (5.2.8) entnom-
men werden, so daf§ mit (5.2.10)q, (5.2.11)5, (6.2.7)2, (6.2.8)2 und (6.2.11) - (6.2.13) auf

!/

— WS- UF— 09— (" — Agradn”) - (%p —Xs) —
— (PP K% = A1) - [(Age)® + (Agy)” + Ws] — (6.2.14)

1
—(p"KF = Anf1) - Lp — gh - gradf > 0

geschlossen werden kann.

In Abschnitt 5.7 wurden die jeweils erforderlichen Mengen der zu bestimmenden Aus-
wirkungsfunktionen und der zugehorigen unabhéngigen Prozefivariablen fiir verschiede-
ne Materialmodelle zusammengestellt. Demzufolge ist fiir das vorliegende inkompressible
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Modell eines elastisch-plastisch deformierbaren nichtviskosen Festkorperskeletts, geséttigt
mit einer viskosen Porenfliissigkeit, entsprechend (5.7.32) und (5.7.34) anzusetzen:

(\Iﬂa ﬂia Pz KZ —An' Iv hi) f)F — A graan) = R(Ap)a
~ o !
Dsp = A(Ap, o, 05, K, .. .)6’, (6215)

3 3
Ap = {97 gradeu FSe7 FSp7 GSeu GSp7 )/(iu LF} .

In (6.2.15) ist das Prinzip der materiellen Objektivitdt bisher unberiicksichtigt geblieben.
Mit den Ausfithrungen des Abschnitts 5.6 ist daher zu verlangen, dafl

(U, 9, QP K — An'T)QT, Qh, Q (pF — Agradn)] = R(%,),

!/

~ * b T * -~
Dg, =A(»y, 0,05, k,...)0Q oQ,

o (6.2.16)
/*bp: [97 Qgradea QFSe QTa QFSpu éSeu éS}H
¢+ Q% —¢) + Qx—c), QQ" + QLr Q]
mit
5 3 ~T.. 23 T 23
Gs={[(QGs.)?Q PTQ 7
(6.2.17)

3 3
Gsp= (Q Gsp)?

fiir jede zulassige Wahl von Q, Q, Q sowie ¢, ¢, ¢ erfiillt sein muB. Durch verschiedene
spezielle Wahlen dieser Groflen kann die Abhéngigkeit der Auswirkungsfunktionen von
den Variablen .5, in eine Abhéngigkeit von ProzeBvariablen ¢ iiberfiihrt werden:

Wabhl 1:
Q=1 Q=1 Q=0, é—c=xs, c belichig. (6.2.18)
Mit (6.2.18) folgt aus (6.2.16):
(U, €, P K" — A n'I h', p" — Agradn®) = R(¢),

~ — o !/
Dsp = A(gf), g, 95, Ry .. ) 5’, (6219)

- 3 3 / /
(b - (97 gradeu FSe7 FSp7 G567 G5p7 Xp — Xg, LF) .

Da (6.2.18) eine zuldssige Wahl darstellt, zeigt das Prinzip der materiellen Objektivitét
im Vergleich von (6.2.15) und (6.2.19) zunéchst, dafl die Variablen xg und xp durch die
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objektive Differenzgeschwindigkeit >,cF — )lcs zu ersetzen sind.

Eine erneute Anwendung des Prinzips der materiellen Objektivitit auf (6.2.19) fithrt auf

[V, 9, Q(pK' — An'I)Q", Qh', Q(p" — Agradnl)] = R(gz:;)

!/

~ 3 ~T ~
DSp:A(gbaUaHS)K')"')Q Q7

Qi+

(6.2.20)

*

. JU U T
(b = [97 Qgrad97 QFSGQ ) QFSp7 GSeu GSp7
Q (xr —x5), QDr Q" +QW, Q" +Q Q7]

wobei der Geschwindigkeitsgradient Ly geméf (5.6.16) in seine symmetrischen und an-
timetrischen Anteile zerlegt wurde. Durch eine erneute spezielle Wahl von Q, Q, und Q
folgt:

Wahl 2: R ‘
Q=1,Q=1,Q= W, (6.2.21)
Mit (6.2.21) ergibt sich aus (6.2.20)

(\I[iu ﬂi7 pZKZ_)\nZI7 hia pF_)\graan) :R((b)u
~ o /
Ds, = A(¢,0,0s5,5,...)0, (6.2.22)

3 3 / /
(b: (evgradeu F567 FSp7 GSea GS}MXF_XSa DF)

Da (6.2.21) eine zuldssige Wahl darstellt, zeigt die erneute Anwendung des Prinzips der
materiellen Objektivitiat im Vergleich von (6.2.19) und (6.2.22), daf die Variable L durch
die Variable Dp zu ersetzen ist. Schlieilich miissen auch die Beziehungen (6.2.22) dem
Prinzip der materiellen Objektivitdt geniigen, so dafl

W 4 QK —An'D) QT Qb, Q(p" — Agradn®)] = R(¢),

/

Ds, = A6, 0,05, 5,..)Q &Q, (6.2.23)

*

~T ~ 3 / /
(b: [97Qgrad97QFSeQ 7QFSp7GSe7GSp7Q<XF_XS)7QDFQT]

zu fordern ist.
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Es bleibt festzustellen, dafl (6.2.23) unabhéngig von Q, c, ¢, und ¢ ist. Ein Vergleich von
(6.2.15) mit (6.2.22) zeigt unmittelbar, daf die Benutzung der Variablen ¢ anstelle von
4, notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daf alle Auswirkungsfunktionen fiir

beliebige, zulissige Q, ¢, ¢, und c gelten. Demzufolge erfiillen Losungen fiir (6.2.22), die
fiir beliebige Q und Q gleichzeitig (6.2.23) geniigen, alle aus dem Prinzip der materiellen
Objektivitdt resultierenden Forderungen.

Weitere spezielle Forderungen, die aus dem Prinzip der materiellen Objektivitdt gewonnen
werden konnen, sollen zunéchst unberiicksichtigt bleiben. Diese Forderungen werden an
spaterer Stelle behandelt.

6.3 Thermodynamische Restriktionen

Zur Entwicklung thermodynamischer Restriktionen aus der Entropieungleichung (6.2.14)
— Prinzip der Dissipation — sind zunéchst die materiellen Zeitableitungen der Funktionen

Ui(g), WF(9) (6.3.1)
zu bilden.
Mit (6.2.22); gilt formal:
Ui= 8;9[ 0+ gradf - w] + % - [(grad 0)" + (grad grad ) u;] +
o , ;o Ov ,
g [P+ (arad Be) (s —seo)] + 5 - (Bt
/ /! 8\112 3 / 3 / !/
+ (grad Fs,) (x; —Xxg)] + — [(Gse)s + (grad Gge) (x; —Xg)] + (6.3.2)
8G'Se
ow 3 5, o y
+ = - [(G)ls + (grad G,) (x; X)) + ———— - [(xXp —Xo)—
8G5p a(XF - XS)

! / /

— (grad)lcs) (x; —)lcs) — (grad)lcF) (xp—x;)] +

Lo
0D

/

- [(Dp)y — (grad D) (xp— ;)]

In (6.3.2) sind die Funktionen grad Fs., gradFs, sowie grad é se und grad é sp entspre-
chend den Ausfithrungen des Abschnitts 5.4 im allgemeinen nicht als feldlich definierte
Gradienten sondern als Punktfunktionen aufzufassen. Den Charakter von Gradientenfel-
dern besitzen diese Ausdriicke wiederum nur fiir den Fall homogener Deformationen. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit soll jedoch darauf verzichtet werden, fiir diese GroBen wei-
tere Symbole einzufiihren.
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In (6.3.2) sind die Bezichungen

3
gradFs, = (Gge Fg’el)i,
3 11
grad FSp - [GSP (FSp FSe )]§7
(6.3.3)
3 3
gradGs, = |[(grads. Gs.) Fg']4,
3 3 —1@—1\14
grad Gg, = [(GradsGgp) (FSp Fo.)J*

3 3
einzuarbeiten, wobei auch hier die Funktionen grads, Gg. und Grads Gg, im allgemeinen
als Punkt- und nicht als Feldfunktionen zu verstehen sind. Formal konnen die Beziehun-
gen (6.3.3) entsprechend (A.2.5) entwickelt werden.

Mit (6.3.3) sowie den Identitéten (A.1.39) und (A.1.41) konnen einige Einzelausdriicke
aus (6.3.2) umgeformt werden. Es gilt:

oV’ L OU 3
see - (rad B (% —xs) = F{7 (5 G (= %),
_ _ (6.3.4)
ov’ B Ot 3
Sr - (enadFy) (= %) = FEF (e Gt - (= o)
p P
sowie
3\112 3 3 8\1[1
— - (grad Gs,) (X; — X5) = grads, Gs. - [ — ®F3! (x; — Xg)],
OGSe aGSe
| | (6.3.5)
ov’ 3 3 o
— - (grad Gs,) (X, — X5) = GradsGs, - [— @ Fg F5l (X, — Xs)].
aGSP 8Ggp

Die materiellen Zeitableitungen der elastischen und plastischen Anteile des Festkorperde-
formationsgradienten Fg erhalten mit (5.4.2);, (5.4.18) und (5.4.24) folgende Form:

(Fs.)s = LgFs. —Fs Lg,,
(6.3.6)
(FSp)/S = LSpFSp-

Diese Beziehungen kénnen mit (5.4.25), (5.4.39) sowie den Transformationsbeziehungen
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nach Tafel 5.2 weiter umgeformt werden. Man erhélt:

(Fse)s = (Ase)®Fs + (I—Fs.FL)(Ag,)" Fs. + WgFs, — Fs, W, ,

(6.3.7)
(FSp)/S - Fge (ASp)A Fs. FSp + WSp FSp .
Mit (6.3.7) gilt:
ov’ ov’
——  (Fs.)s + =— - (Fg,)’
8FSe ( S )S + 6Fsp ( SP)S
o’ BAK BAK
= FI . (Ag.)” FL . W Fs.—— F1 FL 6.3.8
8FSe Se ( S) + aFSe Se s + [ S aFSp Sp*+Se™ ( )
B ol ovt .~
T T T
- (FSG FSe - I) FSe] (ASP>A [aFSp FSp FSe aFSe] WSP :

OFs,

Die Beziehungen (6.3.4), (6.3.5) und (6.3.8) sind in die materiellen Zeitableitungen der
freien Energiefunktionen aus (6.3.2) einzuarbeiten, so dal mit (6.2.13)

- \I[Z .
Ul = 889 [0+ grad 6 - w;] +
+ ﬂ [(grad 6)" + (grad grad ) u;] +
J(grad 0) & sracs ‘
o’ o’
FI . (Ag)® FI .
_'_aFSe Se ( Se) _'_aFSe Se WS =+
ov L
o GBS — (B FL -D o FL) - (Ag) + (639)
ov’ vt~
FI —FI —1]. W
+ [aFSp Sp — *Se ane] Sp +
_ 8‘1’1 3 / ’
+ Fge 1(8Fse Gse)t - (% — Xg) +
Pl o3
FRI L (S G )t - (k— Xs) +
OFs,
o’ 3 o’ 3
_'_ 3 (GSG)/S 3 (GSP){S’ _'_
aGSe aGSP
3 AL
+grads. Gs. - [5— @ Fg (x; —Xg)] +

8GS@



6.3 Thermodynamische Restriktionen 99

3 o’
+ Grads GSp . [3— X FSTpl FSTEI (>,(z — )/(5)] +
0Gs,
oV’
+— {(;QF —525) — LF(P/CF - 3,9) -
8(XF — XS)

— [(Ase)® + (Asy)® + W] (x; — Xs5)} +

. ov’
ODp

/

- (D) — (grad D) (x5 — ;)]

Durch Einsetzen von (6.3.9) in (6.2.14) erhélt man die Entropieungleichung in der Form

: v’ v’
—01+ W] ~ (grad ) d(grad )

S 8\I’F

9,
J(grad 0) wus J(grad 0) @ ur] =

— gradgrad @ - |

1 ovs ovr

ovt 3
G 1
OF, se)

/ !/

— (Xp — Xg) - [f)F—)\graanJng;l(

+

ovr 3
OF. Gsp)] — (6.3.10)
p

+ Fgo Fg,

0w’ ovt / ,
o Pl — ———— ® (xp — X)) -
Se 8(XF — Xs)

—(Ag)® - [PPK® = AnT+

o’
~ () PR AT B g R -
p

0w’ ovt / /
9F<. ge—ﬁ@’(XF—XS)] -
Se 8(XF — Xs)

— (FscFg, — 1)

ovr ;o
Fg — ———— ® (Xp — Xg)] —
a(XF — Xs)

ow!

__VVS.[aES

— ovt . . ov!
- Wgp - [aTg,p Fs, — Fse aTSe] -

F 1o F F ov® ! ¢
—Dp - p" K" = A" I - ————— ® (xp —Xg)| +

O(Xp — Xg)
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ov® ;o s, ov!
+Wp - [——F— @ (xXp —Xg)] —(Gse)s - —5— —
8(XF — Xs) 3Gse
3, ov! 3 ot L /
- (GSP)S ’ 3 - gradSZ GSe : [ 3 ® FSel (XF — XS)] —
G, 0G s,
3 8\I/F _ Y , 8\1/1
— Grads G, - [—— ® Fg, F3! (xp — xs)] — (Dp)y - e
F
dGs,
A / ;o ow!
+grad Dy - [5m—® (xp — Xs)] — (Xp —X5) - ———— > 0.
F a(XF — XS)

In (6.3.10) wurde die Aufspaltung des Geschwindigkeitsgradienten Ly in Dp und Wg
vorgenommen. Die Grofie

ol = v ol (6.3.11)

reprasentiert den sogenannten inneren Anteil der auf ein aktuelles Volumenelement bezo-
genen freien Energie des betrachteten porésen Mediums.

Die Entropieungleichung (6.3.10) kann in Analogie zu Coleman & Noll [1963] ausgewertet
werden, wobei auch etliche Argumente von Bowen [1976] sowie de Boer & Ehlers [1986b]
zum Tragen kommen.

Ordnet man den thermodynamischen Prozefivariablen ¢ gemif (6.2.22)3 feste Werte zu,
so muf} die Dissipationsungleichung (6.3.10) fiir beliebige Werte der freien Parameter 6,

__ 3 3 3 3
(grad 0), grad grad 6, (As.)”, Ws, Wg,, Wpg, (Gg.)s, (Gsp)s, grads. Gg., Grads Ggy,

(Dp)%, grad Dp sowie X —Xg zu erfiillen sein. Es ist jedoch zu beachten, daf

(Asy)* =F& ' (Ts,) Fgls  (Tsp)s = Dg, (6.3.12)

nicht als freier Parameter aufgefafit werden darf, da die plastische Deformationsgeschwin-
digkeit der Zwischenkonfiguration selbst eine Funktion des Variablensatzes ¢ und anderer
Variablen ist.

Die folgenden Beziehungen sind notwendige und hinreichende Bedingung fiir die standige
Giiltigkeit der Dissipationsungleichung:

ow!
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o’ o out
_ — , (6.3.14)
J(grad 0) J(grad ) J(grad )
8\I/F / / / !/ a\I/F
_ - _ — S — 3.1
J(grad 0) ® (Xp —Xs) (Xp —xs5) ® d(grad 9)’ (6.3.15)
! N ol
,8 =0 = ,6 — = ,6 —, (6.3.16)
a(XF —Xs) 8(XF —Xs) 8(XF —Xs)
o’ ov' .
— 6.3.17
oD, 6DF) : ( )
so daf3
o’ ovs out
-0 = 6.3.18
oD ~ 9D, 0Dy’ (6.3.18)
o ovs
D5 © (xp — Xg) = —( aDF)T ® (Xp — Xg) (6.3.19)
so daB mit (6.3.18)
ors Ut
= =0 6.3.20
0Dr  0Dp ’ (6.3.20)
vl 3 FAVA out
T = T =3 (6.3.21)
0Gg, 0Gg, 0G g,
out - out - 34
+— OF) (xp = x5) = —[5— @ Fg (xp — x9)]7, (6.3.22)
0G g, 0G g,
so dafl mit (6.3.21)
ot oS 3
T =—5 = 0, (6.3.23)
aGSe 8GS@
vl 3 o out
— =0 - — = (6.3.24)
8G5p 8G5p 8G5p
out o our o 34
—— O Fg) Fg (Xp — Xg) = —| — ©Fg, Fg (xp —%s)]" (6.3.25)
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so dafl mit (6.3.24)

our  out 3
3 3 0,
8G5p 8G5p
o’ o’
pSKS—)\TLSI:—aF FSeT+ﬁ®()/(F—)zs)
Se 8(XF — XS)
sowie
ov! ot
8F FSeT— ﬁ@()&F—;{S) =
Se a(XF — XS)
ow! ot
= loF Fs.” — ———— @ (xp —xs)]7,
Se a(XF — XS)

o' Taqff:[a\pf T Ta\pf]T
OFg, 7 S OFs.  OFg, " 5¢ 9Fs,

Y

ov® , , / , ovs
— @ (X — X5) = (Xp —X5) @ ———.
a(XF — Xs) a(XF — Xs)

Es verbleibt die Restungleichung

/ !/

1 .
— —gradf - m — (xp —Xg) - 7 — (Ag)" - [P K = An T+

0
\I/I \I/I \I/F
+ Fse 88— ng Fge - (FS@ Fge - I) 68 Fge - % ® <)/(F B
FSp Fs. a(XF — XS)
! FyeF F ov® ! !
— XS)]_DF'[p K —)\77, I—ﬁ(g(XF—XS)]ZO
O(xF — Xg)
mit
ov® owr
" ovt 3 owt 3
F _ o F F T-1 1 T-1pT-1
f* = p" — Agradn” + Fg, (aTSe Gse) +Fg. Fg, (a?sp Gsp)

(6.3.26)

(6.3.27)

(6.3.28)

(6.3.29)

(6.3.30)

(6.3.31)

(6.3.32)

Die Bezichungen (6.3.13) — (6.3.32) sind als thermodynamische Restriktionen bei der
Entwicklung konstitutiver Gleichungen zu beachten. Die Restriktionen (6.3.13), (6.3.14),
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(6.3.16), (6.3.21), (6.3.24), (6.3.27) und (6.3.31) kénnen im Zusammenhang mit (6.3.11)
direkt aus (6.3.10) geschlossen werden. Fiir die iibrigen Restriktionen ist die Ausnutzung
von Symmetrie- und Antimetrieeigenschaften erforderlich.

Die Beziechung (6.3.15) ist mit

grad grad § = (grad grad 0)”, (6.3.33)
(6.3.14) sowie

!/ /
up — ug = Xp — Xg, (6.3.34)

vgl. (4.2.6), offensichtlich. (6.3.17) kann direkt aus der Symmetrie von (D)% geschlossen
werden. Die Beziehung (6.3.19) folgt entsprechend aus der Symmetrieeigenschaft

12

grad Dp = (grad Dy)7 . (6.3.35)

Die Restriktionen (6.3.22) und (6.3.25) setzen die Symmetrieeigenschaften

34

3 3
gradSz GSe = (gradSz GSe)T s

(6.3.36)
3 3 34
Grads Gs, = (GradgGg,)T
voraus. Schlieflich sind (6.3.28) — (6.3.30) mit
T &7 oL T
Ws=-WI, W =-W,, Wp=-W, (6.3.37)

begriindet.

Die Beziehungen (6.3.18), (6.3.20), (6.3.23) und (6.3.26) sind direkte Konsequenzen aus
den iibrigen thermodynamischen Restriktionen.

Die Restriktionen (6.3.13) — (6.3.26) zeigen, dafl die Funktionen W/, &S W und ¢ nicht
vom vollstandigen Parametersatz ¢ aus (6.2.22)3 abhéngen, sondern dafl nur die folgenden
Abhéngigkeiten zugelassen sind:

\1117 ﬂ = f(ea FSea FSp)a
U = U909, gradd, Fs., Fs,, Xp — Xg), (6.3.38)
UF = WP, gradf, Fs., Fsp, Xp —Xg).

Aus einzelnen Restriktionen kénnen weitere spezielle Riickschliisse gewonnen werden, vgl.
auch de Boer & Ehlers [1986b, Gln. (4.5.27) — (4.5.29)]. So folgt aus (6.3.15) durch
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Differentiation nach der Differenzgeschwindigkeit X F— )lcs

U ;o owr
7 7 ®(XF—XS)+W®I:
Jd(grad ) ® O(xp — Xg) (grad 0)
(6.3.39)
(Xp — Xg) ® A 1o 2V
= —(XFp —Xg - YT
d(grad ) ® (xp — Xg) d(grad 0)
so dafl mit (6.3.14) an der Stelle Xp — Xg = 0 direkt auf
owr ovs
—_— = — =0 (6.3.40)
J(grad 0) fpds—0 J(grad 0) pts—0
geschlossen werden kann.
Entsprechend folgt aus (6.3.30)
A ;o ov®
T ——— ® (Xp —Xg) + ———— @I =
I(xp —Xg5) ® 0(xXp — Xg) O(xp — Xg)
(6.3.41)
;o O*ws ov®
= (XF - XS) ® / / / T+ I® / N
I(xp —Xg) ® O(Xp — Xg) J(xp — Xg)
so dafl mit (6.3.16)
v v’
ﬁ = ﬁ = 0 . (6-3.42)
Oxp = Xs) 4, dym0  OXr —Xs) 4, %s0

Fiir den Sonderfall >/<F — )lcs = 0, also wenn keine Relativgeschwindigkeit zwischen Fest-
korperskelett und Fliissigkeit existiert, zeigen die Beziehungen (6.3.40) und (6.4.42), daf§

die Abhingigkeiten der freien Energien U und ¥¥ von grad 6 und )/(F — >/<5 entfallen.

Aus der Restungleichung (6.3.31) konnen weitere interessante Ergebnisse gewonnen wer-
den, vgl. auch Bowen [1976, Abschnitt 2.3] sowie de Boer & Ehlers [1986b, Abschnitt 4.5].
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Mit (6.3.16) erhilt (6.3.31) folgende Form:

1 R
D(g,...) = —Egrade . m—(:)/(F_)/(S) . fF_
A S S S 8\1[1 T T
—(Ag)" - [P°K® = An I+FS€8TS,,FSPFS€_
6.3.43)
o’ oUs . (
—(Fs. Fge -1 oF Fge + —F—0 (xp — Xg)] —
Se a(XF—Xs)
ot
~Dy - [pFKF_)\nFIjLﬁ@(}’(F_;(S)] >0.
a(XF—Xs)

Diese Ungleichung représentiert den irreversiblen bzw. dissipativen Anteil der Entropie-
ungleichung des betrachteten Modells.

Im folgenden soll die Dissipationsungleichung fiir den Fall des thermodynamischen Gleich-
gewichts bzw. des Mischungsgleichgewichts ausgewertet werden; beziiglich des Begriffs
Mischungsgleichgewicht (equilibrium state for the mixture) vgl. z. B. Bowen [1976, S. 50].
Das vorliegende Modell eines pordsen Mediums befindet sich im Mischungsgleichgewicht,
wenn (6.3.43) minimal wird. Dieser Zustand wird erreicht, wenn die Prozefivariablen aus
(6.2.22)3 die spezielle Form

3 3
(Z50 = {9, grad@ =0, Fge, ng, Gse, GSp7 )/(F — )/(S =0, Dy = 0} (6344)

annehmen und zusatzlich

(Ag,)* =0 (6.3.45)

gesetzt werden kann, so daf3
D(¢pg, ...)=0. (6.3.46)

Sofern sich das Festkorperskelett im elastischen Bereich befindet, ist (6.3.45) identisch
erfiillt. Im plastischen Bereich gilt (6.3.45) dagegen nur fiir den Fall neutraler Span-
nungsinderungen verfestigender Materialien.

Das sogenannte strenge Minimum der Dissipationsungleichung (strong equilibrium state)
kann im Zusammenhang mit (6.3.45) auf der Basis der Ansétze

gradf = va,

!/ /

Xp—Xg =7V, (6.3.47)
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néher untersucht werden. In (6.3.47) sind IN ein beliebiger Tensor, a und v beliebige Vek-
toren und ~ ein beliebiger Skalar.

Als Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Minimums gelten die Forderungen, vgl. de Bo-

er & Ehlers [1986b, (4.5.36) und (4.5.37)]:

d
a D(C) =0 - 07
(6.3.48)
d2
d—72 D(C) - > 0

Der Parametersatz ¢ ist darin durch Einsetzen der Ansétze (6.3.47) in ¢ gemaf (6.2.22)3
definiert:

3 3
C = {97 v a, F567 FSp7 GSe y GSpnyV, ’YN} . (6349)

Es ist jedoch zu beachten, daf§ die fiir die Existenz des strengen Minimums eingefiihrte
3 3
Forderung (Ag,)* = 0 nicht damit gleichzusetzen ist, daf auch Fg, = 0 sowie Gg, = 0.

3 3
Vielmehr kennzeichnen Fg, # 0 und Gg, # 0 eine infolge der Belastungsgeschichte mogli-
che, zur Zeit t bereits bestehende plastische Deformation des Festkorperskeletts.

Mit (6.3.47) und (6.3.49) folgt aus (6.3.43):

1 AF

D((¢) = —pa- m(() —yv - f ({)—
SuF (6.3.50)
—yN - [P K = A" 1)(¢) + ———() ®@7v] > 0.
O(xXp — Xg)

Damit lautet die notwendige Bedingung (6.3.48); fiir die Existenz eines lokalen Minimums

S| =l-za-mQ-v-£Q-N- (K A" D) =0, (6351

=0

so daB im Vergleich der Parametersitze ¢y aus (6.3.44) und ¢ aus (6.3.49) auf

m () = my = 0,
£ (¢0) - i ~ o, (6.3.52)

(P" K" =AnfT)(¢0) = (K" =An"I); = 0
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geschlossen werden kann. Die Beziehungen (6.3.52) zeigen, daf§ die Funktionen m, £

und p¥ K — Anf' I im Mischungsgleichgewicht verschwinden; unabhéngig davon, welcher
Wert den Variablen ¢q zugeordnet wird.

Die Untersuchung der hinreichenden Bedingung (6.3.48)s kann an dieser Stelle unter-
bleiben, da die Existenz eines Minimums fiir (6.3.43) mit (6.3.44), (6.3.45) und (6.3.52)
offensichtlich ist.

Im folgenden sollen die Resultate der vorangegangenen Untersuchungen fiir den Fall des
thermodynamischen Gleichgewichts des betrachteten Zweikomponentenmodells aufgeli-
stet werden. Entsprechend (6.3.52) werden die verschiedenen Funktionen im Mischungs-
gleichgewicht durch den Index 0 gekennzeichnet.

Mit (6.3.38), (6.3.40), (6.3.42) und (6.3.44) gilt

\1[17 ﬂ - ‘1167 ﬂo - f0<97 FSeu FSp)7

vy = V50, Fs, Fyy), (6.3.53)
\I/g = ‘1’5(9, FSea FSp)7
so daB mit (6.3.27)
(PPK* = AnI), = A, (6.3.54)
0" OFs. °° o

Mit (5.2.11)3, (6.2.8), (6.3.52)3 und (6.3.54) folgt fiir die Partialspannungen von Festkorper-
skelett und Fliissigkeit

Ty = (U5 — An¥) I+

OFse (6.3.55)
T = (UVF — Anf) 1.

Entsprechend folgt aus (6.3.52); und (6.3.52)s bei Beachtung von (6.3.32)

hO = 0,
6.3.56)
vl 3 ovf 3 (
F F_ pT-1 0 1 @l-1pT-1 0 1
= Agradn” — F Gs.)-—Fs, ' F Gs,)™,
Po graamn Se (aFSe S ) Se Sp (aFSp SP)
wobei in (6.3.56); beachtet wurde, dafl wegen Xp — Xg = 0
us =up =0, (6.3.57)

vgl. (4.2.5) und (4.2.6).
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Bei Verzicht auf die Forderung (6.3.45) liefert die Dissipationsungleichung (6.3.43) fiir
¢ = ¢o

ow! ow!
(Agy)® - [T5 — (U5 = An®)I—Fs, o Fg, Fl + (Fs. F&, 1) Eo Fl]>0, (6.3.58)
p e

wobei (5.2.11)3, (6.2.8) und (6.3.53); beachtet wurden. Diese Ungleichung kennzeichnet
die auch fiir ¢ = ¢ auftretende Abweichung vom Mischungsgleichgewicht infolge anwach-
sender plastischer Deformationen; mit anderen Worten: Wenn (Ag,)* # 0, dann ist das
Minimum fiir die Dissipationsungleichung durch (6.3.58) gegeben.

Unter den genannten Voraussetzungen kann (6.3.58) daher als Restriktion fiir den Zuwachs
der plastischen Arbeit verstanden werden.

6.4 Konstitutive Gleichungen und thermodynamische
Restriktionen in der Ndhe des Mischungsgleich-
gewichts

Entsprechend dem Vorgehen von de Boer & Ehlers [1986b] konnen alle Auswirkungsfunk-
tionen sowie die Dissipationsungleichung additiv in GleichgewichtsgroBen (Index 0) und
Zusatz- bzw. NichtgleichgewichtsgroBen (Index n) zerlegt werden, so daf

f(9) = foldo) + fn(9), (6.4.1)

wobei fiir die Zusatzgrofien

fa(¢0) =0, (6.4.2)

gefordert wird. Der infolge eines Anwachsens der plastischen Arbeit auftretende dissipative
Mechanismus soll dabei zunédchst wiederum unberiicksichtigt bleiben, d.h. man fordert
entsprechend (6.3.45)

(Ag,)" = 0. (6.4.3)

Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht sind demnach zunéchst nur durch

Abweichungen von grad 6 = 0, x F— )lcs = 0 und Dy = 0 definiert.

Bei Voraussetzung von (6.4.3) folgt mit (6.3.44) aus der Dissipationsungleichung (6.3.43),
daB fiir die Gleichgewichtsgrofien

Do(co) =0, (6.4.4)

so dafl wegen

D, (¢o) =0 (6.4.5)
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nur der Nichtgleichgewichtsanteil D, (¢) Werte grofier als Null annehmen kann. Daher
gilt:

1 , )
Do) = —5gradd - my, — (xp —%s) - £
SuF (6.4.6)
— Dy - [(pPPKT = AnFT), + ——2— @ (xp — Xg)] > 0.
a(XF — Xs)

Diese Ungleichung kann benutzt werden, um Restriktionen fiir die Auswirkungsfunktio-

nen m,,, ff und (p¥ K¥ — An''I), zu bestimmen.

Da bei pordsen Medien in der Regel nur kleine Temperaturgradienten, Differenzgeschwin-
digkeiten zwischen Festkorperskelett und Fliissigkeit sowie Deformationsgeschwindigkei-
ten der Fliissigkeit zu erwarten sind, werden nur solche thermodynamischen Prozesse
betrachtet, die sich in der Ndhe des Mischungsgleichgewichts befinden. Dazu werden die
Nichtgleichgewichtsanteile der jeweiligen Auswirkungsfunktionen in der Ndhe von ¢ = ¢
linearisiert; d. h. man entwickelt die Funktionen f,(¢) nach den Anfangswerten der Pa-

/ I . . . . . . .
rameter grad , xp — xg und Dy in eine Taylorreihe, die man jeweils nach dem linearen

Glied abbricht.

Unter Beriicksichtigung von (6.3.38) folgt fiir die Nichtgleichgewichtsanteile der freien
Energien von Festkorperskelett und Fliissigkeit

. . o' ov!
U, =W (00) + o tos ] gmadfh | (kp—Xs),  (647)
(grad ) |, OXp —Xs) ly_p,
so daB mit (6.3.40), (6.3.42) und (6.4.2) auf
U =0l =0 (6.4.8)

geschlossen werden kann.

Damit folgt aus (6.3.38), (6.3.53), (6.4.1) und (6.4.8):
Ul =00, 9 = f(0 Fs, Fs,),
Us =y = U0, Fs., Fs,), (6.4.9)
s = Ul = U0, Fs,, Fs,) .

Mit (6.4.9)3 reduziert sich der Nichtgleichgewichtsanteil der Dissipationsungleichung auf

1 / .
D(6) = —5gradd - m, — (xp —%s) - £
(6.4.10)

—Dp - (pPPKF —Anf'1), >0.
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In Analogie zu (6.4.7) gilt fiir den Nichtgleichgewichtsanteil des Zufluivektors m:

om,,

= — de
ou(0) = (o) + gy et
(6.4.11)
om,, / / om,,
+— m/ (XF—XS)+a]r;1 Dyr.
I(xp — Xg) b=co F lg=¢o
Mit (6.4.2) und den Definitionen
om
M "
0<¢0) P (grad 9) '¢:¢0 )
om,,
My (dy) =———7— , (6.4.12)
O(xF = Xs) |4y,
3 om
Mp(do) = — -
dDr $=do
folgt daraus
3
m,, (¢) = —My(¢h) grad 6 — My (¢hy) (Xp — X5) — Mp () D . (6.4.13)

Die Beziehung (6.4.13) mufl wie die iibrigen konstitutiven Beziehungen dem Prinzip der
materiellen Objektivitéit geniigen, so dafl in Analogie zu (6.3.23)

*

Qm,(¢) = m, () (6.4.14)
bzw. mit (6.4.13)

!/

Q [~ My (o) grad @ — My (¢) (Xp — Xs) — 1\3/ID(¢0) Dr|=

(6.4.15)
= —My(y) Qerad § — My (6y) Q (Xr — Xs) — Mp(dh) (QDr Q7)
zu verlangen ist. Daraus resultieren die Forderungen
My () = QMy(60) Q"
My () = Q My (60) Q" (6.4.16)

M (d0) = [{ QMo (60) Q7 1T Q7]
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Die Beziehungen (6.4.16); und (6.4.16), sind offensichtlich, (6.4.16); kann mit den Iden-
titdten (A.1.28), (A.1.30) und (A.1.36) — (A.1.38) in Analogie zu (5.6.9) — (5.6.11) ge-
schlossen werden.

Im Rahmen einfacher isotroper Ansétze kann (6.4.16) mit

Mo (do) = Bo(eo) 1,

My (do) = Bv(do) I, (6.4.17)

1\3/11)(%) = 5D(¢0)]§3

3
erfiillt werden, worin E den dreistufigen Fundamentaltensor kennzeichnet, vgl. z. B. de Bo-
er [1982, Abschnitt 4.10].

Im Zusammenhang mit der Beziehung
3 A

A
die anzeigt, dafl der dem symmetrischen Tensor Dy zugeordnete axiale Vektor dp ver-
schwindet, erhélt man aus (6.4.13) und (6.4.17) fiir beliebige fp:

m,,(¢) = — 4 (¢0) grad 6 — By (do) (Xp — Xs) . (6.4.19)

Entsprechend den vorangegangenen Uberlegungen gilt fiir den Nichtgleichgewichtsanteil
von fF':

~F 3
f, (¢) = —Sg (¢0) grad 6 — Sy (¢o) (X — Xs5) — Sp(¢0) Dy, (6.4.20)
so daf} mit
So (¢0) = ap(do) I,
5 5 (6.4.21)
Sp(¢o) = ap(go)E
auf - , /
£, (¢) = —ap(do) grad 0 — Sy (¢o) (XF — Xs) (6.4.22)
geschlossen werden kann.
Unter Voraussetzung isotroper Permeabilititseigenschaften kann zusétzlich
Sy (¢) = av(¢o)1 (6.4.23)

gesetzt werden; d. h. im allgemeinen kénnen mit (6.4.22) auch anisotrope Permeabilitéts-
eigenschaften des Festkorperskeletts beschrieben werden, siehe auch Heinrich & Desoyer
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[1955].

Fiir den Nichtgleichgewichtsanteil von

K" = (p" K" = AnFI), (6.4.24)
gilt
) . oK”
K - KF _ I
n(¢) n((bo)—i_ 8(grad9) s grad9+
(6.4.25)
oK” ;o oK”
+ (xp = Xg) + 5" Dp
9 (Xp —Xs) [ 4_g, g P
bzw. mit (6.4.2)
g 3 3 , , 4
Kn (gb) = —Kg(gbo) grad@ — Kv(gbo) (XF — Xs) — KD(¢O) DF . (6426)

Die Forderung, dafl (6.4.26) dem Prinzip der materiellen Objektivitit gentigen muf, fiihrt
auf

/ /

QI-Ko(6) grad  — Ko (6) (kp — %s) — Kp(6y) Dy ] Q7 =

(6.4.27)
3 * 3 * / ’ 4 *
= —Ky(¢,) Qeradd — Ky (¢,) Q (xr — x5) — Kp(¢y) (QDrQ"),
so daf3 , \ N
Ko(do) = [{[QKs(00) PQTETQT]" T,
Ky(do) = [{[QKy(do) PQT1T Q1T (6.4.28)

Kp(do) = (Q"® Q") Kn(d) Qo Q)T

zu fordern ist. Die Beziehungen (6.4.28); und (6.4.28), kénnen im Zusammenhang mit
den Identitédten (A.1.28), (A.1.30), (A.1.32), (A.1.36) und (A.1.40) entwickelt werden,
(6.4.28)3 ergibt sich mit (A.1.3) und (A.1.8).

Im Rahmen einfacher isotroper Ansétze kann (6.4.28) mit
3 3
Ko(do) = dp(co) E,

Ky (d0) = ov(n) B, (6.4.29)

|
e [ 1

Kp(dn) = bp(do) T+ 85(0) 1+ 65(d0)
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4 4

4
erfiillt werden; beziiglich der vierstufigen Fundamentaltensoren I, I, T ,vgl. (A.1.19) -
(A.1.21). Es 148t sich zeigen, da8

Ev—— (Ev)T (6.4.30)

ein schiefsymmetrischer Tensor ist, d. h. v ist axialer Vektor. Da jedoch einerseits I_{f =

(KS)T vorausgesetzt wurde und andererseits grad ¢ und Xp — )lcg im allgemeinen keine
axialen Vektoren sind, mufl

dg(¢o) = dv (o) =0 (6.4.31)
gesetzt werden. Schliellich bedingt die Symmetrie von D, dafl anstelle von (6.4.29)3

Ko (00) = 21 (60) I+ \F (60) I & T

1" (¢o) = 5 [0p (d0) + 05 (¢0)] , (6.4.32)
mit

AT (¢0) = 0p (¢0) -
Mit (6.4.29), (6.4.31) und (6.4.32) folgt aus (6.4.26)
K, (¢) = —2 4" (60) Dy — AT (¢0) (Dp - I) L. (6.4.33)

Aus dem Nichtgleichgewichtsanteil D,, der Dissipationsungleichung kénnen Restriktionen
fiir g, Sy, By, By, uf und A gewonnen werden. Durch Einsetzen von (6.4.19), (6.4.22)
und (6.4.33) in (6.4.10) folgt

/ / /

D, (¢) = %59 (¢o)grad @ - grad + Sy (¢) - [ (Xp — Xs) ® (Xp — Xs) |+

1 / /
+[5 v (90) + o (o) Jgrad§ - (ke —x5) +2u" (9o)DF - D+ (043
+HA" (¢0) + 3 1" (¢0) | (Dp - 1)* >0,
so daf fiir beliebige grad 6, )lcF — >,cs, D? und Dy - T auf
69207 Mona )‘F+§MF207 BV:_HO@)
(6.4.35)
Sy : positiv definit
geschlossen werden kann. In (6.4.34) kennzeichnet
D =Dp—3%(Dp - I)I (6.4.36)

den deviatorischen Anteil der Deformationsgeschwindigkeit der Fliissigkeit.
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Grundsétzlich ist zu beachten, daf}, obwohl eine inkompressible Porenfliissigkeit voraus-
gesetzt wurde, im allgemeinen

Dy - I=divxp #0, (6.4.37)

da sich auch die inkompressible Fliissigkeit im makroskopischen Sinne kompressibel verhalt.

Mit den bisherigen Ergebnissen kénnen die thermodynamischen Restriktionen und konsti-
tutiven Gleichungen in der Ndhe des Mischungsgleichgewichts zusammengestellt werden.
Mit (6.3.52)3, (6.4.1), (6.4.24) und (6.4.33) gilt zunéchst

PP KE = AnfT=—2u" (¢o) Dp — A (¢)(Dp - 1)1, (6.4.38)

so daB man schlieBlich mit (5.2.11)3, (6.2.8), (6.3.32), (6.3.52), (6.3.55)1, (6.4.1), (6.4.19),(6.4.22)
und (6.4.38) zusétzlich zu (6.4.9) die folgenden Ergebnisse erhilt:

o’
aFSe

T = (V- An®)I+ |

T = (UF A0 ) I+ 24 Dp+ A\ (Dp - 1)1,

Uo ol
h = —fygradf+0ay (iF—is)—G%—@us—eaa—@uF, (6.4.39)
f)F = —Qy grad¢9 — SV ()/(F — )l(s) —+ )\graan—
out 3 ovt 3
T—1 1 T—1 @T—1 1

Im Zusammenhang mit (6.4.39)3 lassen sich weitere Ergebnisse fiir die partialen Entro-
piefunktionen €% und ¥ gewinnen. Mit (4.4.10), (4.5.2),, (6.2.4), (6.2.12) und (6.3.32),
sind zwei unterschiedliche Gleichungen fiir den ZufluBvektor h gegeben, ndmlich

h = ¢°+q" + 09us + 6097 up,
(6.4.40)

Setzt man voraus, dafl

q’ +q" = —Bggrad 0+ 0 ay ()/(F — >/<s) ; (6.4.41)
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so folgt mit (4.2.6), (6.2.11), (6.3.11) und (6.3.13) aus (6.4.40):

ov°
ﬂs — _( —80 ),
(6.4.42)
owr
V=)

Mit (6.4.42) kann ag (¢) als Entropiekopplungsparameter des betrachteten bindren Mo-
dells mit gemeinsamer Temperatur der Konstituierenden verstanden werden, [y ist der
Waérmeleitfahigkeitskoeffizient des gesamten Mehrkomponentenmodells, der in der Form

Bo (¢0) = B5 (d0) + B (¢o) (6.4.43)

mit den partialen Wirmeleitfihigkeiten 85 und 3}° von Feststoff und Fliissigkeit ange-
nommen werden kann, siche auch de Boer & Ehlers [1986b, Gl. (4.5.84)]. Fiir den Fall,

daf >/<5 = >/<F = x und daher ug = up = 0, so da h = m = q°+q’’, repriisentiert (6.4.41)
gleichzeitig die konstitutive Gleichung fiir den Wérmeflul des Modells ohne Diffusion.

Die Materialparameter ! (¢o) und

v (¢0) = A (d0) + 21" (o) (6.4.44)

sind als makroskopische Scher- und Volumenviskositédtsparameter der Porenfliissigkeit zu
verstehen.

Koénnen isotrope Permeabilititseigenschaften des Festkorperskeletts vorausgesetzt wer-
den, so dal Sy (¢o) = ay (¢o) I mit ay > 0, vgl. (6.4.23) und (6.4.35)5, so kann oy mit
Hilfe des Durchlissigkeitskoeffizienten k (¢g) angegeben werden, vgl. de Boer & Ehlers
[1986b, GI. (5.2.41)]:

2

_r
ay (¢o) = (o) bl . (6.4.45)

Der Durchléssigkeitskoeffizient ist darin ein Materialparameter, der gleichermafien von
der Permeabilitéitseigenschaft des Festkorperskeletts (Porositit, Porenstruktur) und den
Viskositatseigenschaften der Porenfliissigkeit abhéangt.

An dieser Stelle sei bemerkt, dafi mit & (¢g) entsprechend (6.4.45) der Durchléssigkeitskoef-

fizient in Bezug auf die Differenzgeschwindigkeit X r —)lcs definiert ist. In der Bodenmecha-
nik — hier geht man in der Regel (z. B. bei der Beschreibung von Grundwasserstromungen )

von einem starren Festkorperskelett aus, so dafl )lcs = 0 — geht diese Differenzgeschwin-

digkeit in die sogenannte Sickergeschwindigkeit >/<F iiber, wihrend man die sogenannte
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Filtergeschwindigkeit (Volumenstrom) mit vy = n? )lcp definiert. In Analogie zu Kenyon

[1976a, Abschnitt 6] kann fiir deformierbare Festkorperskelette

WF = nF ()/(F — )/(5) , Wp = )/(F — }/(S (6446)

als Filtergeschwindigkeit angesetzt werden, so dafl mit

k" (¢0) = n' k(¢o) (6.4.47)

ein Durchléssigkeitskoeffizient im Sinne der in der Bodenmechanik iiblichen Definition
gegeben ist, vgl. auch von Terzaghi & Peck [1961, S. 47/48].

Fiir den Fall fortschreitender plastischer Deformationen, also wenn anstelle von (6.4.3)
Agp # 0 , muf zusétzlich zu den vorangegangenen Ergebnissen entsprechend (6.3.58)

v’ ou!
(Agp)® - [T% = (U = An” ) I —Fs. e FI FI +(Fs.FL —1) e FL >0 (6.4.48)
p e

gefordert werden. Fiir ¢ = ¢y gilt (6.4.48) exakt; fiir Abweichungen von ¢ = ¢ ist (6.4.48)
im Sinne einer hinreichenden Bedingung als Restriktion fiir den Zuwachs der plastischen
Arbeit zu verstehen.

Durch Umformung der auf ein aktuelles Volumenelement der Mischung bezogenen frei-
en Energiefunktionen gemafi (4.5.2); sind weitere Formen der Beziehungen (6.4.39)4,
(6.4.39)2, (6.4.39), und (6.4.48) moglich. Es gilt mit (6.3.11):

ow! 0

= —— (p 7+ p" ") . 44
OFs. 0Fse<p Y+ ptYh) (6.4.49)

Bei Beachtung der Inkompressibilitéitseigenschaft von Festkorperskelett und Fliissigkeit,
vgl. (6.2.5), folgt

S

op° _ SR on
OFs. OFs,’
on® ) _ (6.4.50)
ane = ’)’I,gs (det FSp) 1 aTSe (det Fge) !

= —n’ Fgeil )

worin (4.5.15), (5.2.1), (5.4.2); und (6.2.1) beachtet wurden. Entsprechend gilt
F
0
O _ rr 9 sy (6.4.51)

OFs. OFs.
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so daf
dp° S T-1 dp" NP pT-1
= —p°F = ——p " Fi . 6.4.52
aFSe Se aFSe nF P Se ( )
Damit erhalt (6.4.49) folgende Form:
8\1’1 F aws 81/1F
= — (V¥ —n” —)FL '+ p% — +pF 6.4.53
8Fse ( " nF) Se + aFSe TP aFSe ( )
Definiert man
\I/F

im Sinne eines neuen Lagrangeschen Multiplikators als unbestimmten hydrostatischen
Druck der inkompressiblen Mischung, so folgt fiir die Partialspannungen von Festkorper-

skelett und Fliissigkeit, vgl. (6.4.39); und (6.4.39),:

O e o

T° = —n¥pl
R T

) Fae

T = —nfpl+ 24" Dp+ M (Dp - 1)1,

In Analogie zu den Ausfithrungen (6.4.49) — (6.4.53) gilt:

ow!

e U T
p p
'z onp® o’
— _(PS _pS 2 _\FT-1 s Jv F
mit g
on S T—1
=-n"F
OFs, 5P
und < - .
dp _ SF§—17 dp _n FF§—1_
a]E‘Sp P GFSI, nf p
AuBlerdem gilt
ow" =n’ \II—F FI-1 4 oF 8@/}F
8Fge 7’LF e 8Fse ’
AT S SN
OFs, nf = o OFs,’

(6.4.55)

(6.4.56)

(6.4.57)

(6.4.58)

(6.4.59)
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worin (6.4.52), und (6.4.58), benutzt wurden.

Mit (6.4.59) erhélt man

ovt 3 ovt 3
FTefl G . 1 + FTefl FT*I G 1 —
S (ane S ) S Sp (anp Sp)
_ .S \I/_F FT—I FT—l é 1 FT—I FT—l FT—l é 1 (6 4 60)
=n nF [ Se ( Se Se) + Se Sp ( Sp SP) ]+ o
B ot 3 B B ot 3
VR (08 20 G 4 BRSO G

aFS e

Zur weiteren Auswertung von (6.4.60) ist eine Zwischenrechnung erforderlich. Es gilt mit

(542)1 und (626)1

gradn® = njggrad[(det Fs.) ! (det Fs,) ™!
= —njs [ (det Fs.)~2 (det Fg,) ! grad (det Fs.) + (6.4.61)

+ (det Fs.) ! (det Fg,) "2 grad (det Fg,, ) | .
Darin sind bei Beachtung von (A.2.8)
grad (det Fs.) = Fg;l gradg., (det Fg,)

3
=det Fs Fe, ' (Fa ' Gge )t

(6.4.62)
grad (det Fg,) =Fi ! ngfl Gradg (det Fsy,)
3
= det Fs, FS ' FL 1 (FL 1 Ggy )L,
so daB im Zusammenhang mit (5.2.10), auf
3 3
gradn® = n® [F§ " (FE " G )t + e, ' Fo ' (B, Gy )] (6.4.63)

geschlossen werden kann.

Durch Einsetzen von (6.4.60) mit (6.4.63) in (6.4.39), erhélt man den Bewegungsgrofienzu-
wachs bzw. die volumenbezogene Interaktionskraft zwischen Festkorperskelett und Fliissig-
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keit in der Form

f’F = pgradnf —aggradf — Sy ()lcF — )/(S) _
(6.4.64)
_ FT 1 F G . 1 FT 1 FT 1 F G 1
se (P oFg, ) se Fo (p g, P )

Darin ist die Groe p durch (6.4.54) definiert.

SchlieBlich folgt mit (6.4.53) und (6.4.56) fiir den Zuwachs der plastischen Arbeit aus
(6.4.48):

" ou”
Agp)® [T +n¥pIl—Fs. (p° : F¢, Fg,
(Asp)® - [T7 4 n"pL=Fse (0" 5p+ 0" g ) Fsp Fse +
(6.4.65)
o® o*
T S F T >
+(FSGFSG I) (p 8FSe _'_p ane )FSe] - O

Die Beziehungen (6.4.55), (6.4.64) und (6.4.65) konnen alternativ zu (6.4.39);, (6.4.39),,
(6.4.39), und (6.4.48) benutzt werden.

Fiir den Fall der ruhenden Fliissigkeit (D = 0) folgt aus (6.4.55),

1

W

p=-

d. h. der unbestimmte hydrostatische Druck p entspricht dem effektiven bzw. realistischen
Ruhedruck der Porenfliissigkeit. Damit kann

T =T° +n°pl (6.4.67)

als Extraspannung des Festkorpermaterials definiert werden. In der Bodenmechanik ist es
iiblich, T% nach Terzaghi als wirksame Spannung zu bezeichnen.

Mit Hilfe des Prinzips der materiellen Objektivitdt konnen weitere Formen fiir die Parti-
alspannung des Festkorperskeletts geméf (6.4.55); und die Restriktion fiir die plastische
Arbeit gemif (6.4.65) angegeben werden. Entsprechend dem Prinzip der materiellen Ob-
jektivitat, vgl. (5.6.34), ist fiir die partialen freien Energien

,l/}Su Q/JF - ,l/}Z (97 FSeu FSp ) (6468)
zu verlangen, dafl mit (5.6.22),

V'(0, Fs., Fs, ) = 1'(0,QFs5. Q , QFs,) (6.4.69)
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fiir jede zulassige Wahl von Q und Q erfiillt sein mufl. Durch spezielle Wahlen folgt:

Wahl 1:

~

Q=RL, Q=1. (6.4.70)

Mit (6.4.70) erhélt man im Zusammenhang mit der polaren Zerlegung Fs. = Rg, Usge :

wi(eaFSeaFSp) = wi(eaUSeaFSp) (6471)
Wegen
US@ = (656)1/2 ) aSe = Fge FSe (6472)

kann aus (6.4.71) geschlossen werden, daf ¢* in spezieller Form von Fs, abhiingen muf,
namlich:

i/Ji - W( 97 E\jSea FSp) . (6473)
Alternativen zu (6.4.73) ergeben sich mit Tafel 5.1:

f‘Se:%<aSe_I)7
(6.4.74)
Es. = FZ

p

L. F, .

Daraus folgt

Cgse = ése( Es.,Fg,) =2 ng_l Es. Fg,_pl +1, (6.4.75)

so daf} die Variable 656 eindeutig als Funktion von Eg. und Fg, angegeben werden kann.
Daher kann anstelle von (6.4.73) gesetzt werden:

i/Ji - wi<97ESeaFSp) . (6476)

Eine erneute Anwendung des Prinzips der materiellen Objektivitét auf (6.4.76) liefert mit
Tafel 5.3:

V'(0, Ege, Fsp) = (0, Ese, QFs, ) . (6.4.77)
Durch spezielle Wahl von Q folgt:

Wahl 2:

Q=R},. (6.4.78)
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Im Zusammenhang mit der polaren Zerlegung Fg, = Rg, Ug, ergibt sich daraus

' (0,Ese,Fsp) = 1'(0,Ese, Us, ) , (6.4.79)
so daf} mit
USP = (CSP>1/2 ) CSP = ng FSP )
(6.4.80)
ESp = ESP<FSP) = %(CSp - I)
auf
V' =10, Ese, Bgp) (6.4.81)

geschlossen werden kann, d.h. die freien Energiefunktionen " sind unabhingig von Q
und Q.

Mit (6.4.81) konnen die partiellen Ableitungen von ¢° nach Fs. und Fg, gebildet werden.
Wegen Eg. = Eg.(Fs., Fs, ) und Eg, = Eg,( Fs, ), vgl. Tafel 5.1, folgt bei Beachtung der
Kettenregel, daf3

o’ B <8E56 T o’
OFs. OFs.’ OEg.’

00 _ OBy 001 OBsy r OU
OFs, 0Fs,’ OEs, 0Fs, 0Eg,

(6.4.82)

Die Ableitungen von Eg. und Eg, nach den elastischen und plastischen Deformations-
gradienten kénnen mit den Ableitungsregeln nach Anhang A.3 leicht gebildet werden. Es
gilt:

OEs.  OEg, OLs,

_ = , 6.4.83
8FS€ 8FS€ 8FSe ( )
worin mit (A.3.4) und (A.3.6)
OEs. 0 -~
AS = = ng FSe FSp
a:[‘Se 8FSe
14
= (Fsp @ Fsp) 7,
~ (6.4.84)
= FI Fg, — 1
OFs, 2 OFs, (Fse Fse — 1)

13
=3 [(Fse®I)" + (I®Fs)"],
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so dafl mit (A.1.2), (A.1.5), (A.1.11) und (A.1.14)

s s 1 £ i
=5 (Fsp @ Fg, )T [(Fs. @ T)T + (I Fs, )7 ]

8]:—“Se
13 14
=5 [(Fs.Fs, @ Fg, )" + (Fs, ® Fs. Fs )" |, (6.4.85)
5Ese 13 14
(aFS )T - % [(ng ®FS€FSP)T + (ng®ngFge)T]
Entsprechend erhélt man mit der Substitution
A=FLTs : (6.4.86)
0Eg. 0 A
= F, I's. F
OFs, 0T, s Fs)
. (6.4.87)
0 0 0A OFg
= AF AF L,
aFSp ( Sp ) aA ( Sp ) ang aFSp

Mit (A.1.2), (A.1.5), (A.1.11), (A.1.14), (A.3.1), (A.3.2) und (A.3.10) folgt daraus

8ES@ ,\ 14 13
— (18T Fy,)" + (B, @ D)7 (Ts. 0 DT (Io )T
0Fg,
~ 14 ~ 13
= (I®Ts Fsp)? + (Ts. Fg, @ 1)7 | (6.4.88)
3Ese T ,\ 14 ~ 13

(8FS ' =(I@FL Ts.)" + (1@ Ts, Fy,)T
p

SchlieBlich gilt mit (A.1.2) und (A.1.11) analog zu (6.4.88)s:

OE 1.0 7 T
G2 = Slge (FLFy ~ D7 = J(1aFs)f + (T8 FF]. (Gas)
p p

Mit (6.4.85)a, (6.4.88)2 und (6.4.89) erhalten die Ableitungen der freien Energiefunktionen
aus (6.4.82) bei Beachtung von (A.1.8) und (A.1.18) folgende Form:

N o

ory, — FoeFo g Fsp

awz e a,¢z a,¢z

oFy 2L, Fsy 5p— + Fs I, (6.4.90)

o’ o’

— (FLFg, —1)F F .
( Se LS ) Sp aESe+ Sp o aESp



6.5 Vereinfachtes konstitutives Modell 123

Mit (6.4.67) und (6.4.90), folgt fiir die Partialspannung des Festkorperskeletts aus (6.4.55);:

TS = —nS pI+ T%

oS oF (6.4.91)
¥ o5 " 9B
Entsprechend lautet die Restriktion fiir den Zuwachs der plastischen Arbeit, wenn (6.4.90)
in (6.4.65) eingesetzt wird:

T% = FS@ FSP ( ) ng Ege :

i
OEs, OEs,

(Asy)® - [T5 — Fs, F, ( JFLEL] > 0. (6.4.92)
Der zweite Summand in eckigen Klammern kann darin als Translationstensor (back-stress
tensor) interpretiert werden, so dafl mit (6.4.92) fiir den Fall verfestigender Materialien
nicht nur eine Restriktion fiir die isotrope Verfestigung sondern auch eine Restriktion fiir
die kinematische Verfestigung sowie fiir gemischte Formen aus isotroper und kinemati-
scher Verfestigung gegeben ist.

Die thermodynamischen Restriktionen (6.3.28) und (6.3.29) sind in den vorangegangenen
Uberlegungen unberiicksichtigt geblieben. Daher soll zum AbschluB des vorliegenden Ab-
schnitts gezeigt werden, dafl auch diese Restriktionen erfiillt sind. Es lé3t sich leicht zeigen,
dafl die Beziehungen (6.4.90) auch auf die partiellen Ableitungen von ¥’ nach Fs. und
Fg, tibertragen werden kénnen. Im Zusammenhang mit (6.4.9), ist (6.3.28) offensichtlich.
Fiir (6.3.29) erhélt man mit (6.3.90):

ow! ou! ow!

T T
= (FL Fs, — 1) Fgp ——— B FS, + Fsp —— oFs, FS, — Fi Fs. Fg, —— T Fe (6.4.93)
ov! A
F — Fl
5 (3Bg, ~ OB, ) o

Damit ist die Symmetrieforderung (6.3.29) erfiillt.

6.5 Vereinfachtes konstitutives Modell

Bei der Anwendung der im vorangegangenen diskutierten Theorie eines inkompressi-
blen porésen Mediums auf praxisrelevante Probleme sind zusétzlich zu den bisherigen
Ausfiihrungen neben einer geeigneten Beschreibung des plastischen Materialverhaltens
der porosen Festkorpermatrix vor allem konstitutive Gleichungen fiir die freien Ener-
giefunktionen ¥° und ¥ bzw. 1° und ¥ in Abhingigkeit der Temperatur sowie der
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elastischen und plastischen Deformationsgradienten zu bestimmen. Die Konstituierung
der freien Energiefunktionen fiihrt allerdings zu gewissen Problemen, da z.B. keinerlei
Erfahrung dariiber vorliegt, in welcher Form die freie Energie ¢! der Porenfliissigkeit
von Fg. und Fs, abhéngt. Da bei porosen Medien eine Vermengung der Konstituierenden
nur im makroskopischen Bereich, nicht aber wie bei Mischungen aus Fliissigkeiten oder
Gasen im mikroskopischen Bereich existiert, soll im Rahmen des vereinfachten konstitu-
tiven Modells davon ausgegangen werden, dafl entweder keine oder nur eine sehr geringe
Abhingigkeit der freien Energie ¢ von Fg, und Fg, existiert.

Zur Beschreibung praxisorientierter Probleme erscheint es daher gerechtfertigt zu sein, das
vorliegende Modell mit Hilfe eines ,,Prinzips der konstitutiven Trennung der Teilkorper®
dahingehend zu vereinfachen, dafl man annimmt, jede dichtebezogene freie Energiefunkti-
on moge nur von den konstituierenden Variablen des zugehorenden Teilkorpers abhéngen,
so daB bei Beachtung von (4.5.2);, (5.2.1), (6.2.5) und (6.2.6); anstelle von (6.4.9), und
(6.4.9)3

U0, Fse, Fsp) = p°n® (Fs, Fs,) ¥°(0, Fs., Fs,)

(6.5.1)
UF(0, Fse, Fsp) = p"n’ (Fse, Fs,) ¥7(0)

gesetzt werden kann. Da n® und nf" als kinematische Variablen zwingend von den Fest-
korperdeformationen abhingen, ist es offensichtlich, dal W = W¥(f) eine unzulissige
Annahmen darstellen wiirde.

An dieser Stelle erscheinen einige erlduternde Bemerkungen angebracht zu sein: In der vor-
liegenden Arbeit wird die Theorie poroser Medien auf der Basis von Materialien zweiten

3
Grades entwickelt. Die Voraussetzung von Materialien ersten Grades - hier wiaren Gg, und

C3-‘r sp nicht als thermodynamische Prozefvariablen sondern als freie Parameter aufzufassen
gewesen — hétte im Rahmen der gewihlten Vorgehensweise (bei Benutzung der Entro-
piefunktionen ¥%) nach Umstrukturierung der Entropieungleichung (6.3.10) zwangsliufig
dazu gefiihrt, daf sich ¥ als unabhéingig von Fs, und Fg, erwiesen hétte ein unzuléssiges
Ergebnis —. Es kann daher festgestellt werden, daf§ mit (6.5.1) ein im Sinne von Materia-
lien zweiten Grades kompatibles Konzept zur sinnvollen Vereinfachung der konstitutiven
Gleichungen des betrachteten pordsen Mediums gegeben ist.

Mit (6.5.1) kénnen die Auswirkungsfunktionen des vereinfachten Modells direkt angege-
ben werden. Es folgt aus (6.4.39)3, (6.4.42), (6.4.55)9, (6.4.64) und (6.4.91):

s _ =0
n - ( 80 + pS) ’
P AT
a0 pf
s 5 5 L —
T = —n’pl+ p°Fs.Fsp ——Fg, Fg, , (6.5.2)

OEg.
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T = —nfpl +2,"Dp + M (Dp - DI,
h = —ngradHJrHag(XF—xS)—Hp 8;}; —HpFag)—;uF,
pi" = pgradn® — apgrad § — S, (>,cF — )lcs) )
Die Restriktion fiir die plastische Arbeit aus (6.4.92) geht in
(Asp)® - [T — p° Fs. Fs, 8@;/)5 FSpFSe] >0 (6.5.3)

mit T3 nach (6.4.67) iiber. In (6.5.2)3 und (6.5.3) wurde dariiber hinaus beachtet, daf
entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 6.4:

(0, Fse, Fsp) — 1°(0, Ese, Egp) - (6.5.4)

Es ist zu erwithnen, daf} ein Ansatz fiir die freie Energie in der Form ¢° = ¢°(0, Eg., Eg))
erstmals von Green & Naghdi [1965b, 1966] vorgeschlagen wurde; und zwar zur Beschrei-
bung nichtporoser, elastisch-plastischer Festkorper. In diesen Arbeiten gingen Green und
Naghdi im Gegensatz zu den Ausfithrungen in Abschnitt 5.4 der vorliegenden Arbeit al-
lerdings davon aus, dafl Eg. und Eg, auch schiefsymmetrische Anteile enthalten konnen,
vgl. z.B. [1966, Gln. (3.1) - (3.3)]. Ein anderer Aspekt der Arbeiten [1965b] und [1966]
erscheint jedoch von besonderer Relevanz zu sein: Da wihrend eines Entlastungsvorgangs
sowie rein elastischer Belastungsprozesse die Anderung der Partialspannungen unabhingig
von einer bereits bestehenden plastischen Verzerrung Eg, sein sollen, folgern Green und
Naghdi, da8 die Abhéngigkeit der freien Energie von Eg. und Eg, in Bezug auf (6.5.4) in
folgender entkoppelter Form angesetzt werden kann:

V°(0, Fse, Fsp) — ¢°°(0, Eg.) + ¢°P(0, Eg)), (6.5.5)

vgl. z.B. [1966, Gl. (4.7)]. Bei Beachtung von (6.5.5) ist eine vereinfachte Beschreibung
des elastischen und plastischen Materialverhaltens der Festkorpermatrix moglich.

Alternativ zu (6.5.2); und (6.5.3) kann die Benutzung verschiedener anderer Versionen
dieser Beziehungen sinnvoll sein. So gilt zunéchst fiir die partiale Extraspannung des
Festkorpermaterials

T = p°Fs. F 0y° F. FT 6.5.6
E SeSpasSpSe ()

und daraus mit (5.6.26), (6.2.5) und (6.2.6); fiir die Kirchhoffsche Extraspannung

S
— pOS FS@ FSp aES Fsp Fse (657)
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Beachtet man, daf§ mit Tafel 5.1, den Ausfithrungen des Anhangs A.1 und den Ablei-
tungsregeln geméafl Anhang A.3

oS
a:E)Se

o
af‘S e

so gilt alternativ zu (6.5.7) im Zusammenhang mit dem Transformationsverhalten von 7%
gemaf (5.6.27):

(

Os, . O° - oS
oBs, ) op. ~ O o =
OAs. . O 1 9y

afS e

)T

= (F&,'®@Fi )

8Age alASe B

SS _ pS 877[)5
E 0S aESe )
?g = gS 83{}5 ;
81—‘56

S
’TS _ pS aw )
E 0S 8ASe

ors. P o

(6.5.8)

E

(6.5.9)

Mit den Beziehungen (6.5.9) konnen die Extraspannungen des Festkorperskeletts in al-
len drei Konfigurationen von ¢ (Referenzkonfiguration, plastische Zwischenkonfiguration
und aktuelle Konfiguration) als Gradient der freien Energie in Richtung des jeweils zu-
gehorigen elastischen Verzerrungstensors dargestellt werden.

Analog zu (6.5.8) gilt mit Tafel 5.1:

awS 81/15

— F 1 FT 1’
OEs, T,
S S
8}{} = FSel a,ll) Fge_l :
dls, 0Ag,

(6.5.10)

Mit (6.5.10), Tafel 5.2 sowie (5.6.26) und (5.6.27) kann fiir die Restriktion (6.5.3) geschrie-

ben werden:

on®
. (]S >
ESP (S pOS aESp) - 07
~ a¢5
Is,)2 - (75 — > 0,
(Tsp)y - (Th — Pos 8FSp) >

a S
(Asp)® - (T3 s v 0.

— =) >
pOS aASp) -

(6.5.11)
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Diese dquivalenten Ungleichungen zeigen, dafl die Restriktion fiir den Zuwachs der plasti-
schen Arbeit in Bezug auf alle drei Konfigurationen des Festkorperskeletts als invarianter
Skalar dargestellt werden kann. Die Grofien

on®
ZS = pgS aES ;
p
~5 o®
Y Pis P (6.5.12)
Sp
s Ov°

YS = pS, 20
Pos aASp

werden als Translationstensoren der kinematischen Verfestigung aufgefafit. Ein Vergleich
von (6.5.12) mit (6.5.10) zeigt auBerdem, dafl die Translationstensoren ein Transformati-
onsverhalten wie die Spannungstensoren besitzen, d. h.:
~S N
Y = Fs,Z°F, |, 7} = Fg,SiFl,
(6.5.13)
~9 =R
YS = Fs. Y FL | 15 = Fs. 75 FL.

Fiir den Fall, dafi die Festkorpermatrix elastisch-idealplastisches Materialverhalten auf-
weist, kann angenommen werden, dafl

V50, Ege, Es,) — v°(0, Ese), (6.5.14)

d. h. die gesamte plastische Dissipationsleistung wird in Temperatur umgewandelt und die
Translationstensoren aus (6.5.12) ergeben sich zu Null. Mit (6.5.14) geht die Restriktion
fiir den Zuwachs der plastischen Arbeit aus (6.5.11)3 in

(Ag,)® - 75 >0 (6.5.15)

tiber. Eine Restriktion der Form (6.5.15) wurde z.B. von de Boer & Kowalski [1983]
sowie von de Boer & Ehlers [1986a] benutzt. In beiden genannten Arbeiten wird elastisch-
idealplastisches Verhalten des Festkorperskeletts vorausgesetzt.

6.6 Erginzende Bemerkungen

Im vorliegenden Kapitel wurde ein binédres poroses Medium, bestehend aus einer in-
kompressiblen, elastisch-plastisch deformierbaren Festkorpermatrix und einer inkompres-
siblen viskosen Fliissigkeit, auf der Basis der um das Konzept der Volumenanteile er-
weiterten Mischungstheorie diskutiert. Speziell das vereinfachte konstitutive Modell mufl
als geeignete Beschreibungsmoglichkeit fiir praxisrelevante Probleme verstanden werden.
Durch Beriicksichtigung eines Lagrangeschen Multiplikators p (statischer Ruhedruck der
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Fliissigkeit) konnte gezeigt werden, dafl nur die Extraspannungen des Festkorperskeletts
in Abhéngigkeit der elastischen Festkorperdeformationen anzugeben sind. Konsequenter-
weise beeinflussen auch nur die Extraspannungen die Restriktion fiir den Zuwachs der
plastischen Arbeit. Diese Extraspannungen enthalten fiir die inkompressible Festkorper-
matrix natiirlich nicht nur deviatorische Anteile sondern auch hydrostatische Anteile;
und zwar als Folge lokaler Porositédtsverdnderungen. Das elastische und plastische Mate-
rialverhalten der Festkorpermatrix wird in den beiden folgenden Kapiteln eingehend zu
untersuchen sein.

Alternativ zu dem hier vorgestellten Modell sind natiirlich auch viele andere Modelle
pordser Medien fiir praxisorientierte Probleme von grofler Relevanz, so dafl im folgen-
den zumindest die Ergebnisse von zwei weiteren Modellen vorgestellt werden sollen. Alle
anderen Modelle konnen, falls erwiinscht, auf der Basis der Ergebnisse des Kapitels 5
behandelt werden.

Die erste Variante des vorliegenden Modells besteht darin, dal der Porenraum der inkom-
pressiblen Festkorpermatrix nicht mit einer inkompressiblen Fliissigkeit sondern mit Gas
(kompressibles Fluid) geséttigt ist. Dieses Modell ist auf der Basis von (5.7.29) im Zu-
sammenhang mit (5.7.32) zu entwickeln. Die Inkompressibilititsbedingung entfillt. Statt-
dessen ist der Variablensatz ¢ aus (6.2.22)3 um die Prozefivariablen p!" und grad p" zu
erweitern:

3 3
¢ - {07 gradea va gradpFa FSea FSpa G567 GSp7 )/(F _>,(Sa DF} . (661)

In Analogie zu den Ausfithrungen der Abschnitte 6.3 und 6.4 folgt, wenn die Funktionen
der freien Energien zusitzlich zu den Linearisierungen geméif (6.4.7) in grad p’ linearisiert

werden:
11117 \IIS’ \I/Fa ﬂ - f(ea pF7 FSea FSp)

it ~ 0.
M Bgrad )y,

Xp—xg=0

Fiir die Partialspannungen von Festkorperskelett und Fliissigkeit sowie die Interaktions-
kraft zwischen beiden Konstituierenden erhélt man

ow!
T = U1 FT
+ OFg, =~ ¢’
F F Fa\I[I F F
P

(6.6.3)

I
= —aqagpgradf — S, (>/<F—>/<5) + a—FgradpF_
p

ovt 3
~-Fg. ! (E Gs)t — F,
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Die Restriktion fiir den Zuwachs der plastischen Arbeit lautet:

ovl .

Fl Fe. FI — 1
+(S Se )aFSe Se

[>0. (6.6.4)

Die Beziehungen (6.6.2) - (6.6.4) gelten anstelle der entsprechenden Ausdriicke aus (6.4.9),
(6.4.39) und (6.4.48). Die Ergebnisse fiir die Entropiefunktionen §’ und den Zuflufvektor
h koénnen unverandert tibernommen werden. Weitere Umformungen von (6.6.2) - (6.6.4)
sind in Analogie zu (6.4.49) folgende vorzunehmen.

Die zweite Variante des in Kapitel 6 diskutierten inkompressiblen Kontinuums ist das
sogenannte leere Festkorperskelett. Fiir dieses Modell wird ein inkompressibles, elastisch-
plastisch deformierbares Festkorpermaterial vorausgesetzt, dessen Porenrdume entweder
materiefrei sind oder bei dem man die mechanische Wirkung der Poreninhaltsstoffe ver-
nachléssigen kann. Die Ergebnisse dieses Modells, das auf der Basis von (5.7.24) und
(5.7.32) zu entwickeln ist, kénnen den Abschnitten 6.3 - 6.5 direkt entnommen werden,
wenn man beachtet, dafl hier die Inkompressibilitdtsbedingung sowie sdmtliche Kopp-
lungsmechanismen entfallen. Es gilt:

on®
‘;[IS’ 775 = f<97 FSe7 FSp) ) 77S = Wa
ay° (6.6.5)
TS — S FT
P R, 5
q® = —f5gradf
sowie
onp® oS
(As)® - [T — p5Fs, S FEFL 4 (Fs, FL — 1) S FL]>0.  (66.6)
aFSP ! a]-:‘Se

Diese Beziehungen zeigen eine formale Ubereinstimmung mit den entsprechenden Ergeb-
nissen eines kompressiblen, nichtpordsen Festkorpers. Bei der Beschreibung des elastischen
und plastischen Materialverhaltens treten hier jedoch wesentliche Unterschiede auf, vgl.
Kapitel 7 und 8.

Durch Wechsel der Prozefivariablen geméfl

1/}5(97 FSea FSp) - 1/}5(97 E567 ESp) (667)
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kann alternativ zu (6.6.5)s und (6.6.6) geschrieben werden:

on®

T = p°Fg, F
P g SpaE

FSp F567
(6.6.8)

S
(Ag)* - (T = p° P By, S FLFL) >0.

Ein Vergleich von (6.6.8) mit (6.5.2); und (6.5.3) zeigt die Identitdt dieser Beziehungen,
da fiir das leere Festkorperskelett der Ruhedruck p der Fliissigkeit entfillt, so dafl

T = T3, (6.6.9)

Dariiber hinaus gilt fiir beide Modelle ¢° = (0, Fs,, Fs,), vgl. (6.5.1); und (6.6.5);.

Es kann daher davon ausgegangen werden, dafi die Beschreibung des elastischen und pla-
stischen Materialverhaltens des im vorangegangenen diskutierten inkompressiblen pordsen
Mediums bis auf den Einflufl des Druckes p auf das inkompressible, leere Festkorperskelett
iibertragbar ist.



Kapitel 7: Ein Elastizititsgesetz fiir isotrope
porose Korper

7.1 Einleitung

Das elastische Verhalten poroser Festkorper wird in erster Linie durch die Struktur des
Materials bestimmt. Bei granularen und sproden Werkstoffen, wie Erdstoffen, Steinen,
Betonen etc. ist der elastische Bereich sehr klein, zum Teil sogar vernachléssighar. So ist
z. B. aus der Bodenmechanik bekannt, dafl Werkstoffe wie Sand, Lehm oder Kies nur bei
Schwingungserregungen ausgepragte reversible Deformationen zeigen, vgl. z. B. Gassmann
[1951], wihrend bei statischer Belastung ein nahezu starr-plastisches Werkstoffverhalten
beobachtet werden kann. Ein vollig anderes Verhalten zeigen duktile bzw. bildsame Ma-
terialien wie porige Metalle oder porése Werkstoffe der Kunststofftechnologie. Diese Ma-
terialien besitzen einen ausgeprigten elastischen Bereich, wobei vor allem den infolge der
Porositét auftretenden Volumendehnungen grofie Aufmerksamkeit geschenkt werden muf.
Zur Verdeutlichung dieses Effekts wurde in der Einleitung zu vorliegender Arbeit bereits
das Beispiel eines Schwamms erwdhnt, bei dem je nach Porositdt Volumendehnungen von
80% und mehr auftreten konnen. Die Entwicklung eines Elastizitatsgesetzes fiir pordse
Medien mufl daher den Bereich grofler Volumendehnungen einschlielen, der bekanntlich
nicht durch Elastizitdtsgesetze Hookeschen Typs abgedeckt ist. Der Bereich kleiner und
kleinster elastischer Deformationen ist dann automatisch mitbeschrieben.

Die meisten in der Literatur dokumentierten Elastizitidtsgesetze sind Varianten eines Hoo-
keschen Materialmodells. Nichtlineare Elastizitdatsgesetze wurden dagegen z. B. von Moo-
ney [1940], Rivlin & Saunders [1951] sowie Murnaghan [1951] entwickelt, wobei in [1940]
und [1951] nur groBe elastische Formanderungen inkompressibler Materialien behandelt
wurden (Mooney-Rivlin-Theorie fiir Gummi). Auch das Neo-Hookesche Materialmodell,
Rivlin [1948], ist auf inkompressible Werkstoffe beschréinkt. Die Theorie von Murnaghan
behandelt dagegen auch grofle elastische Volumendehnungen, jedoch um den Preis ei-
ner Vielzahl von Materialparametern, die versuchstechnisch bestimmt werden miissen.
Grundsétzliche Uberlegungen beziiglich des elastischen Verhaltens fester Korper kénnen
den Arbeiten von Doyle & Ericksen [1956], Truesdell & Toupin [1960], Bernstein [1960],
Truesdell & Noll [1965], Wang & Truesdell [1973] oder Marsden & Hughes [1983] ent-
nommen werden.

Simo & Pister [1984] entwickelten in Erweiterung des Neo-Hookeschen Materialmodells
auf den Bereich grofler Volumendehnungen ein neues, auch numerisch effizientes Elasti-
zititsgesetz, siche auch Bluhm & Ehlers [1989], das mit nur zwei Materialparametern - den
Laméschen Konstanten - auskommt. Marotzke [1985] hat gezeigt, dafi das Neo-Hookesche
Materialmodell im Gegensatz zu anderen nichtlinearen Elastizititsgesetzen relativ un-
empfindlich auf Anderungen des MeBwertebereichs bei der Bestimmung von Materialpa-
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rametern aus einachsigen Versuchen reagiert, so dafl nicht nur das Neo-Hookesche Materi-
algesetz selbst sondern auch das erweiterte Neo-Hookesche Gesetz, das Elastizitatsgesetz
von Simo und Pister, in besonderem Mafle geeignet erscheinen, nichtlineare Elastizitéits-
probleme nichtporoser Werkstoffe zu beschreiben.

Die Ubertragung der bisher genannten Elastizitiitsgesetze auf porése Medien ist jedoch
nur mit groffen Einschrinkungen moglich. Daher soll im folgenden ein neues Elastizitéts-
gesetz entwickelt werden, mit dem sich auch die im geometrisch nichtlinearen Bereich
auftretenden Charakteristika poroser Korper (grofie Verzerrungen und grofie Volumendeh-
nungen) beschreiben lassen. Um dieses Stoffgesetz gleichermaflen auf leere sowie gesittigte
Festkorperskelette anwenden zu kénnen, wird im Rahmen des in Kapitel 6 diskutierten
porosen Mediums von den Ergebnissen des mit Hilfe des ,,Prinzips der konstitutiven Tren-
nung der Teilkorper” entwickelten vereinfachten Modells ausgegangen. Zusétzlich wird
vorausgesetzt, dafl der inkompressible porose Festkorper aus isotropem Material mit iso-
troper Porositét besteht.

Zur Beschreibung praxisorientierter Probleme ist es erforderlich, ein moglichst einfaches
Elastizitdatsgesetz zu entwickeln, d.h. die Anzahl der erforderlichen Werkstoffparameter
soll auf ein Minimum beschrankt werden. Zuséatzlich sollen nur solche Werkstoffparameter
benutzt werden, die sich fiir den Fall rein elastischer Deformationsprozesse als Funktion
der Anfangsporositéit angeben lassen, so dafl diese Werkstoffparameter dann in Bezug auf
den Deformationsprozefl als konstant angesehen werden konnen. Fiir elastisch-plastische
Deformationsprozesse muf allerdings eine prinzipielle Abhéngigkeit dieser Werkstoffpa-
rameter von der plastischen Deformation der Zwischenkonfiguration zugelassen werden.
Eine weitere Anforderung an ein nichtlineares Elastizitéitsgesetz besteht in der Ubertrag-
barkeit des Gesetzes auf pordse Festkorper mit uneingeschrénkt elastischem Verhalten.
Hier ist besonders der Bereich reiner Volumendehnungen zu untersuchen, die fiir das in-
kompressible Festkorpermaterial allein aus lokalen Porositdtsverdnderungen resultieren.
So ist im Extensionsbereich zumindest rein theoretisch eine beliebige Aufweitung der Po-
renziige denkbar; im Kompressionsbereich kann dagegen ein volliger Verlust der Porositét
eintreten. Dieser Zustand wird als Kompressionspunkt des Materials bezeichnet. Uber den
Kompressionspunkt hinaus sind fiir das inkompressible Material keine weiteren Volumen-
verringerungen moglich, da sich der Werkstoff dann wie ein nichtpordser, inkompressibler
Festkorper verhilt. Schlieflich soll das zu entwickelnde Elastizitiitsgesetz auch den Uber-
gang zur linearen Elastizitétstheorie gestatten.

Es wird sich zeigen, daf§ die genannten Forderungen im Zusammenhang mit der zusétzli-
chen Forderung einer isotropen Tangente an das Materialgesetz auf ein dreiparametriges,
nichtlineares Elastizitétsgesetz fithren, das als Erweiterung des Gesetzes von Simo und
Pister aufgefafit werden kann, vgl. Ehlers [1989a].



7.2 Voraussetzungen und Annahmen 133

7.2 Voraussetzungen und Annahmen

In Abschnitt 6.6, vgl. (6.6.7)-(6.6.9), wurde gezeigt, dafl die Partialspannungen T* des
leeren, inkompressiblen Festkorperskeletts in gleicher Weise durch die Festkorperdeforma-
tion bestimmt sind wie die Extraspannung T%, des vereinfachten, fliissigkeitsgesiittigten,
inkompressiblen Modells. Zur Vereinheitlichung der Schreibweise soll daher im folgenden
eine zusétzliche Kennzeichnung der Extraspannung durch den Index (...)g unterbleiben:
und zwar mit der Vorgabe, daf3 die folgenden Beziehungen gleichzeitig fiir die oben ge-
nannten T und T73, gelten.

Mit Hilfe des Prinzips der materiellen Objektivitat konnte gezeigt werden, dafl
V2(0,Fse,Fsy)  —  0°(0,Es,Es,) , (7.2.1)

vgl. (6.4.68)-(6.4.81). Aulerdem sei vorausgesetzt, dafl die elastischen und plastischen
Verzerrungstensoren geméifl (6.5.5) entkoppelt sind, d. h.:

V30, Fse,Fs,)  —  9°¢(0,Eg.) + ¢ (Eg)) . (7.2.2)

Um das Folgende nicht mit vielen Argumenten zu belasten, die fiir die meisten praxis-
relevanten Problemstellungen entbehrlich sind, soll zusétzlich von einer Entkopplung der
Argumente # und Eg,. ausgegangen werden, so daf§ im Sinne eines hyperelastischen An-
satzes fiir 1)%¢

30, Fse,Fsp)  —  0°°(0) + 9% (Ese) + ¢°7(Bs)) (7.2.3)

gesetzt werden kann. Darin ist @SG(ESQ) als gespeicherte elastische Energie (stored-energy
function) des porosen Festkorpermaterials zu verstehen.

Mit (6.5.9) sind die Kirchhoffschen bzw. zweiten Piola-Kirchhoffschen Partial- bzw. Ex-
traspannungen gegeben, so daff mit (7.2.3)

af&Se

SS = pgS aES )

- 7.Se
TS s, 21; , (7.2.4)

Se

8,1/356

TS = pgS 8AS :

Die Darstellung der Spannungen als Gradient der gespeicherten elastischen Energie in
Richtung des zur jeweiligen Spannung gehérenden (dualen') elastischen VerzerrungsmaSes,

Ider Begriff ,,dual® schlieft im allgemeinen eine bestimmte Eigenschaft in Bezug auf zeitliche Ablei-
tungen ein, vgl. Tsakmakis [1987, S. 128]
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vgl. Macvean [1968], ermoglicht eine einfache Definition 4-stufiger Elastizitéitstensoren,

7. B.:
4

(8%)s = Be(BEse)s,

- (7.2.5)

B = p __ov .
‘ 05 a]EGSe ® a]EGSe

Mit Hilfe der Definition einer unteren plastischen Lie-Ableitung der Kirchhoffschen Par-
tialspannung T der Zwischenkonfiguration von ¢° und einer unteren Lie-Ableitung der
Kirchhoffschen Partialspannung 7%,

(7%, = (T%s—Ls, T~ T°L§,
(7.2.6)
(TS)V — (TS){S' - LS TS o TS LT ’

148t sich zeigen, dal das Transformationsverhalten der Spannungsgeschwindigkeiten mit
demjenigen der Spannungstensoren, vgl. (5.6.27), identisch ist:

(T9), = Fs (S*)5Fg, . 727
(T9)" = Fo (T, FE,.

Im Gegensatz zum Transformationsverhalten der Verzerrungstensoren nach Tafel 5.1 und
Verzerrungsgeschwindigkeiten nach Tafel 5.2, das durch einen kontravarianten Transport
gekennzeichnet ist, zeigen die Spannungstensoren aus (5.6.27) und Spannungsgeschwin-
digkeiten aus (7.2.7) ein kovariantes Transformationsverhalten. Der Begriff | untere“ Lie-
Ableitung deutet an, daf fiir den Fall einer Darstellung in einer kovarianten natiirlichen
Basis nur die kontravarianten Koeffizienten abzuleiten sind. Die kovariante Basis ist kon-
stant zu halten.

Durch Vorwértstransformation von (7.2.5) folgt mit (7.2.7); und Tafel 5.2
-~ 4 ~
(T5)Y = Fs,{B.[FL (Ts.)2Fs, ]} FE (7.2.8)

so daf durch zweimaliges Anwenden von (A.1.8) auf

4

(TS)Z = C. (I‘Se>£ )
(7.2.9)
/4\ 14 4 14
Co = (F,@F5)" B (Fs, @ Fgp)"
4
geschlossen werden kann. Mit (7.2.9), kann der Elastizitiatstensor C, der Zwischenkonfigu-
ration von ¢ als Vorwirtstransformation (kovarianter Transport) des Elastizitétstensors

4
B der Referenzkonfiguration von ¢° dargestellt werden.
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Es gilt mit (6.5.8);

82,172356 B 0 [(8fse )T a,lI)Se ]
8ESe & aESe B a:E)Se 8ES€ 0f‘56

(7.2.10)
8 14 8,1/356
— FT—l FT—l T i
aESe[(Sp ®Sp) 856]7
so daB mit (A.3.6) und Tafel 5.2

821/}9@ _ (FTfl - FTfl)% 821/}9@ 8fSe

8]E)Se ® 8]E)Se v op 8f‘56 ® 8f56 a:E)Se
(7.2.11)

] A e el
o o a:[‘Se ® 8FSe o o
Ein Vergleich von (7.2.5)s, (7.2.9)y und (7.2.11) zeigt bei Beachtung der Rechenregel
44 4 4
(A.1.5) sowie der Identitdt IA = A : (A : beliebig):

4

(7/;S)Z - ae (fSe)S s
7.2.12
~ 62’&56 ( )
Ce = pgs —_—— .
05, ® OTse
In Analogie zu (7.2.9) - (7.2.12) 148t sich ebenfalls zeigen, dafl
s 4
(T )V = C. (Ase)A :
- (7.2.13)
4 s 82wSe
Ce = P0S AA o AA
aASe ® 8Ase
mit )
4 14 ~ 14
C. = (F&, ®FL)TC, (Fs.®Fs,)T . (7.2.14)

Mit (7.2.5), (7.2.12) und (7.2.13) stehen drei dquivalente Ausdriicke fiir die Spannungs-
geschwindigkeiten und Elastizitéitstensoren zur Verfiigung, die per Vorwiérts- oder Riick-
wartstransformation ineinander iiberfithrt werden konnen. Alle Elastizitétstensoren kénnen
als Gradient der Spannung in Richtung des jeweils zugehorigen Verzerrungsmafies bzw.
als zweiter Gradient der gespeicherten Energie in Richtung der jeweiligen Verzerrung aus-
gedriickt werden.

Alternativ zu (7.2.12) und (7.2.13) kénnen noch zwei weitere Versionen dieser Beziehungen
bei der Entwicklung von Elastizititsgesetzen benutzt werden. Mit (6.4.74); gilt

Cs. = 2Tg. +1, (7.2.15)
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so dafl anstelle von (7.2.4),

~ OCse . OUSe
TS = g (=22 —
aFSe aCSe
(7.2.16)
8,1/356
Y e
a(jSe
4
geschrieben werden kann. Daraus folgt fiir C, aus (7.2.12),:
}\ 2.7 Se
Ce = 4pgs L . (7217)
8056 ® aCSe
Beachtet man, daf§ die Vorwértstransformation von C se durch
I = FL1Cs Fy! (7.2.18)
definiert ist, so folgt
oL . oS¢
T = Foo[2p5 (——)" FZ, (7.2.19)
s (208 (g ) 1P
und daraus mit (7.2.18), (A.1.5), (A.1.8) und (A.3.6)
o 7.Se
TS — 2,8, @a/)I . (7.2.20)

Diese Beziehung ist in der Literatur als Doyle-Ericksen-Formel bekannt, vgl. Marsden und
Hughes [1983, S. 166] sowie Doyle und Ericksen [1956, Gl. (5.7) und S. 77]. Mit (7.2.20)

4
148t sich fiir C. aus (7.2.13), schreiben:

82,17[)56

e (7.2.21)
0l ® 01

4
C. = 4;035

Darin ist I ebenfalls im Sinne von (7.2.18) als Vorwértstransformation von Cs. aufzufas-
sem.

In den bisherigen Uberlegungen ist die im vorliegenden Kapitel geforderte Isotropieei-
genschaft des Festkorpermaterials unberiicksichtigt geblieben. Diese Eigenschaft bedingt
jedoch, vgl. (5.5.61), daf} die allgemeine Abhéngigkeit der freien Energie von Fs,. und Fg,
durch eine spezielle Abhéngigkeit von Bg, und ]§5p zu ersetzen ist, d.h.:

3(0,Fs..Fs,) —  1°(0,Bge, Bg,) . (7.2.22)
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Fait man ¢, Es. und Eg, entsprechend (7.2.3) als entkoppelte Parameter auf, so kann fiir
1% isotroper ° gesetzt werden:

5(Bs.) = ©%(Cs.,Fs)) —  9%(Bse,Bsg,) . (7.2.23)

Die Forderung, dafl die Funktion zﬁse dem Prinzip der materiellen Objektivitdt geniigen
muB, liefert mit (5.6.22); und Tafel 5.3

&Se(ése’ FSp) = ,&Se (Q 656 QT’ Q FSp) —
) R ) o (7.2.24)
— ¢%(Bse, Bsy) = 9°°(QBsQ", QBs, Q") ,

so daB 1/;56 als Funktion der Invarianten I, Il. und III, von Bg, bzw. 656 und der
Invarianten [, , II, und III, von Bg, bzw. Cg, dargestellt werden kann. Im Vergleich
von (7.2.23) und (7.2.24) folgt

05(Bs.) — 05 (I, I, I,; I, II,, III,) . (7.2.25)

Daf die gespeicherte elastische Energie im Rahmen elastisch-plastischer Deformationspro-
zesse nicht allein eine Funktion der elastischen Deformationsanteile sein kann, ist offen-
sichtlich, da 1/ durch den momentanen , Abstand“ zwischen der aktuellen Konfiguration
und der plastischen Zwischenkonfiguration von ¢° gegeben ist. Die Zwischenkonfigurati-
on wird jedoch bei allgemeinen Belastungsprozessen wiahrend des Deformationsvorgangs
mitbewegt. Bei der Definition eines endlichen Elastizitéitsgesetzes fiir porose Medien soll
im folgenden so vorgegangen werden, dafl man die bestehende plastische Deformation als
,momentan eingefroren“ betrachtet. Im Rahmen der Elastoplastizititstheorie mit Fall-
unterscheidung bewirkt dieses Vorgehen, dafl das Stoffgesetz fiir die Spannungsgeschwin-
digkeiten (4-stufiger Elastizitdtstensor) als elastische Tangente an das Materialgesetz zu
verstehen ist. Dadurch wird es moglich, die momentanen Spannungsgeschwindigkeiten in-
nerhalb numerischer Berechnungsverfahren mit Hilfe von Materialparametern zu beschrei-
ben, die zwar von der plastischen Deformation abhéngen, jedoch momentan konstant sind,
vgl. Abschnitt 7.3.

Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen, dafl (7.2.25) in der Weise aufzufassen ist, daf

U (Bse) — 05 (L, I, Jo; I, I, J,) (7.2.26)

Csp:konst. .

Darin sind

S

J. = detFs, = (II)%,
1 (7.2.27)
J, = detFs, = () .

Damit folgt unter Voraussetzung von (7.2.26) fiir isotrop elastische ¢° gemif (7.2.16):

T5 = 2p5 (wol+ ¢ Cse + 01 C3h) (7.2.28)

Csp:konst. .
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mit R R
8,1/156 8,1/156
o = G tlgn) ’
N Cgp:konst.
- 8’17[)56
LT T ! (7.2.29)
Cgp:konst.
a~Se
Y1 = %Je awj
c Cgp:konst.

Durch Vorwirtstransformation von (7.2.28) mit Fs, (...) FZ. entsteht fiir (7.2.20):

TS = 2 POSS (SOO BS@ + Y1 BS@ BS@ + ¥-1 I)|CSp:konst. : (7230)

Mit (7.2.28) und (7.2.30) kénnen 75 und T als isotrope Tensorfunktionen der Zwischen-

konfiguration und der aktuellen Konfiguration dargestellt werden.
4

Bei Beachtung der Ableitungsregeln (A.3.7) und (A.3.8) kann der Elastizitatstensor C.
aus (7.2.17) durch Differentiation von (7.2.28) nach Cg. gewonnen werden. Man erhilt:

4
ae aQI;Se 8,1/356 82,1/356 ) 62,1/356
= [(I®I 21 I _
435 [Te D or2 om, "7 arem T 81162)
N 92 7Se o2 7Se
S Yo P iy i

I, ——
01,011, + OIT.?

~ 82,1/’356 82,1/’356
+<I®CS€1)(%J€6[8J + 3 Je em)—

aZI;Se aZI;Se . . aZI;Se

—(Cs.®1) (oram. 1 giz) * (Cse® Cso) 5 =

—(Cse®C5l) L Je%+ (7.2.31)
F(@5 @D 3. gy + 3l gt~
—<@s§®ése)§Je%+

+(Cs ®C5) (3 . %@i@ +12 882;{?) - <1®1>5i‘8%9:_

(e U A

Csp:konst.
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Durch Vorwirtstransformation von (7.2.31) entsprechend (7.2.14) folgt mit

(A.15) - (A.1.7):

4(4;0;5 — [(Bs. ® Bs.) (%{? n %ﬁe +21, %ﬁ; + 1.2 5;2]1?;@) _
— (Bse ® Bse Bse) (aa;:éj;e + I a;;f;e) T
+(Bse ®1) (3 e g ;%SJ gl aijf;;) -
— (Bge Bse ® Bg,) (aa;:éj;e T L a;;f;e) *
+ (Bse Bse ® Bse Bse) %2[_@?; -
— (BseBse ®1) 1 J, aa;?;;e +
OB (G U g )
—(I®Bs.Bse) 1 J. aijf;;e +
+(IQI) (5 8812};6 + 1.2 8;;;6) — (Bge ® BSe)% %%IS: -
- <I®I>%%Jﬁaif]
Cgp=konst.

)

den Regeln

(7.2.32)

4
Beide Elastizitatstensoren, C. und C., sind Tensoren 4. Stufe mit den Symmetrieeigen-

schaften
12 34

oS
I
Q=
e
I
-
=
~

e

12 34

C. = (C)T = [(C)TT.

4
Die Eigenschaft
4

4 12 34

schaft (...) = [(...)T]7 setzt zusitzlich

14 12 34

((AeB)TT}T = BoA)T

(7.2.33)

4
(...) = (...)7 ist im Zusammenhang mit (A.1.2) offensichtlich; die Eigen-

(7.2.34)
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voraus (A, B: beliebige 2-stufige Tensoren).

Es 148t sich auflerdem zeigen, dafl die Elastizitétstensoren bei iiberlagerter Starrkorper-
bewegung ein Transformationsverhalten geméfl (5.6.13) aufweisen, wobei der orthogonale
Tensor Q in (7.2.33)s durch Q zu ersetzen ist.

Damit sind sémtliche Voraussetzungen angelegt, die zur Entwicklung von Elastizitatsge-
setzen fiir isotrop hyperelastische Materialien erforderlich sind.

7.3 Nichtlineare Elastizitat

Die allgemeinen Formen eines nichtlinearen Elastizitéitsgesetzes fiir isotrop porose Korper,

4
vgl. (7.2.30) fiir 7° und (7.2.32) fiir C,, zeigen vielfiltige Moglichkeiten zur Einfithrung
von in der Regel deformationsabhéngigen Materialparametern. So kann der Elastizitétsten-

sor (436 bis zu neun verénderliche skalare Parameter besitzen — gekoppelt an die Ableitun-
gen von % —, wenn alle auftretenden Ableitungen von ¢ existieren. Diese Vielzahl von
Parametern versuchstechnisch zu bestimmen, erscheint jedoch vollig aussichtslos. Selbst
wenn dies gelidnge, ist es fraglich, ob mit einem solchen Stoffgesetz auch andere Probleme
als die durchgefiihrten Versuche beschrieben werden konnen. Dariiber hinaus miiite mit
erheblichen Schwierigkeiten bei der Behandlung numerischer Probleme gerechnet werden.
Es kann daher nicht das Ziel sein, ein Elastizitdtsgesetz zur Behandlung praxisorientierter

Probleme auf der Basis der vollstandigen Ausdriicke fiir 75 und (436 anzugeben. Speziell
die Berechnung geometrisch-nichtlinearer Probleme, und hier vor allem bei der Beschrei-
bung poroser Medien, fiir die gekoppelte Differentialgleichungen zu behandeln sind, ver-
langt nach einfachen, numerisch effizienten Stoffgesetzen, mit denen das Materialverhalten
pordser Festkorper mit hinreichender Genauigkeit wiedergegeben werden kann.

In Anlehnung an das nichtlineare Elastizititsgesetz von Simo & Pister [1984] — die Ef-
fizienz dieses Gesetzes bei der Berechnung grofler elastischer Deformationen von Stdben
wurde von Bluhm & Ehlers [1989] gezeigt —, soll im folgenden ein Stoffgesetz mit einer
isotropen rdumlichen Tangente entwickelt werden; indem man fordert, dal der Elasti-

4
zitétstensor C. (elastische Tangente) die Form

4 14

C. = 25(IDT +35(1Ix1)
(7.3.1)

it S pBS _ £(C
m o 6 f(CSea CSp) Cgp:konst.

besitzt. Mit (7.3.1) wird der einfachste Ansatz gewéhlt, der zur sinnvollen Beschreibung
nichtlinearer elastischer Deformationen poroser Medien moglich ist.
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4 14 4 14
Durch Riickwirtstransformation von C, mit (Fi, ' @ Fi. DT (...) (Fg.! @ Fg)T erhilt
4

man fiir den Elastizitéitstensor C, der Zwischenkonfiguration bei Beachtung von (A.1.5)
- (A.L7):

(7.3.2)
it S, 85 = f(Cs., C .
ml “ 6 f< ser Sp) Csp:konst.
Ein Vergleich von (7.3.1) mit (7.2.32) zeigt, daf die Forderung einer isotropen Tangente
an das Elastizitédtsgesetz nur moglich ist, wenn

8,1/;56 - 82,1/’356 62,172)56

oIl =0, =0, oL oJ.

o 0, (7.3.3)

d.h. die Funktion 1;56 mufl in der Weise konstituiert werden, dafl sie unabhéingig ist
von der zweiten Invarianten II., die erste Invariante I, nur linear enthalten ist und dafl
zusétzlich die erste und dritte Invariante I, und III. (bzw. .J.) entkoppelt sind. Damit
kann direkt auf

e = [W(L, Cs;) + U(J,, Cs)]| .
(8 [ ( ) Sp) + ( ) Sp)] Csp:konst. (734)
4
geschlossen werden, so daf fiir 79 aus (7.2.30) und C. aus (7.2.32) und (7.3.1):
oW (I, Csp) oU(Je, Cgp)
TS — [92p° e ’ B . S J, ) L2 |
[ Pos a]@ S +pOS aJe ] Csp:konst. )
4 14
C. = 2a°IDT+55(1Ix1I)
| s 4 UL, Cs) (7:35)
mit oS = —pfyJ, ) ,
8‘]5 Csp:konst.
oU(Je, Cgp) O*U(J., Csp)
S = pig | Jo — 00 4 2 0 0 .
B Pos | o, 0.2 ] Cigytonst

Um den Grenziibergang zu linearen Elastizitédtsgesetzen zu gewéhrleisten, mufl aulerdem
sichergestellt sein, daf

S _ S
@ ‘JeZL Csp:konst. - A (CSp) ‘ CSp=konst. ’
(7.3.6)

BS}Je:LCSp:konst. = A7 (CSP)}CSp:konst. ’

Darin sind z° und \° die Lamé-Parameter des pordsen Festkorpermaterials. Diese Mate-
rialparameter sind fiir rein elastische Deformationsprozesse (Cg, = I) als Funktionen der
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Anfangsporositiat anzugeben und somit konstant in Bezug auf den Deformationsprozes.
Bei einer bereits bestehenden plastischen Deformation kénnen ;% und A als Funktionen
der Porositat der plastischen Zwischenkonfiguration bzw. der plastischen Volumendeh-
nung verstanden werden. In diesem Fall sind die Werkstoffparameter bei anwachsenden
plastischen Deformationen im Sinne der Definition einer elastischen Tangente, vgl. Ab-
schnitt 7.2, nur ,momentan konstant®.

An der Darstellung der Elastizitéitskoeffizienten o und 3° erkennt man, dafl U(J., Cs,)
nichtlinear von J, abhéngen muf, da man ansonsten bei entfallendem zweiten Summanden
in 8% aus (7.3.5); mit a” + % = 0 ein Ergebnis erhalten wiirde, das bereits in der li-
nearen Elastizitdtstheorie inkompatibel ist mit der gleichzeitigen Existenz eines positiven
Gleitmoduls und eines positiven Kompressionsmoduls. Daf§ die Elastizitatskoeffizienten
deformationsabhéngig sein miissen, kann im iibrigen auch aus den Integrabilitéitsbedin-
gungen fiir 4-stufige Elastizititstensoren geschlossen werden, Bernstein [1960].

Die Forderung, dafl W (I, Cg,) linear von der ersten Invarianten abhéngen soll, macht
einen Vergleich mit dem Neo-Hookeschen Materialmodell nichtporéser Kérper, Index N,
moglich:
N
I
Waf( 25 .
B (7.3.7)

p WY = Su(ls—3).

T = 2po

Da das Neo-Hookesche Materialmodell relativ unempfindlich auf Anderungen des MeB-
wertebereichs bei der Bestimmung des Gleitmoduls p reagiert und dariiber hinaus ei-
ne Verallgemeinerung der aus einachsigen Versuchen gewonnenen Materialparameter auf
dreidimensionale Spannungszustinde zuldBt, Marotzke [1985], erscheint es sinnvoll, die
Funktion W(I., Cg,) im direkten Vergleich mit (7.3.7), zu bestimmen, indem man setzt:

pgs W’Cgp:konst. = %MS ’CSp:konst. (Ie - 3) : (738)
Damit folgt fiir (7.3.5);
ou
T5 = 1¥Bge + pis e ( a7 )1 (7.3.9)
e Csp:konst.

Diese Beziehung kann als Erweiterung des Neo-Hookeschen Materialmodells auf den Be-
reich grofler Volumendehnungen verstanden werden.

Zur Bestimmung der Funktion U (J., Cg,) soll der Bereich der reinen Volumendehnung
herangezogen werden. Entsprechend (B.2.9) kann fiir den elastischen Anteil des Deforma-
tionsgradienten

Fs. = (J.)3Fs. mit detFg =1 (7.3.10)

gesetzt werden, so dafl fiir den Fall der reinen Volumendehnung

Fs. = (J.)31. (7.3.11)
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Damit folgt aus (7.3.9):
T5 = P91,

oU (7.3.12)

S _ SJ2 SJ—
P M(e)3+pOS€aJe

Csp:konst.

Die weiteren Uberlegungen sollen unter Voraussetzung uneingeschriankt elastischen Ver-
haltens eines leeren inkompressiblen pordsen Festkorpers erfolgen, d. h.:

S

Jo—J = detFg= 05 (7.3.13)
n

vgl. (6.2.6);. Der Bereich der moglichen Volumendehnungen sei nur durch den Kompressi-
onspunkt eingeschrinkt. Wie bereits in der Einleitung zu vorliegendem Kapitel bemerkt,
bedeutet dies, dafl im Extensionsbereich beliebige Volumenaufweitungen zugelassen sind,
die fiir das inkompressible Festkorpermaterial allein aus einer Vergroflerung des Poren-
raums resultieren; das mit (3.2) definierte Partialvolumen bleibt konstant. Der Grenzfall
der Extension ist daher durch n® — 0 festgelegt. Entsprechend gilt fiir den Grenzfall der
Kompression (Kompressionspunkt) n® = 1; d.h. es kann ein vélliger Porositiitsverlust
eintreten. Beachtet man, dafl der in Abhéngigkeit der Festkorperdeformation auftreten-
de hydrostatische Spannungszustand P° im undeformierten Ausgangszustand (n® = njs)
verschwindet, im Grenzfall der Extension gegen unendlich geht und im Grenzfall der Kom-

pression einem bestimmten materialabhéngigen Grenzdruck 7*3 entsprechen muf}; dann
gelten die Forderungen

nd = ngg - Jo = 1 p = 0 ;
n¥ — 0 - Jo = o0 P — 00 (7.3.14)
n® = 1 - J. = ngg P = —7*3

Die Konstituierung der Funktion U (.J,) 148t viele Moglichkeiten zu, die gleichzeitig (7.3.6)
und (7.3.14) erfiillen. In Erweiterung des Elastizitdtsgesetzes von Simo & Pister [1984,
Gln. (4.1) - (4.3)] wird an dieser Stelle vorgeschlagen, fiir inkompressible porése Medien

Pis JGM = N JInJ, — p° (7.3.15)
0J.
zu setzen, so dafl durch Integration fiir ¢ # 0
clnJ, —1 A5
pisUM) = N Je —— ="+ = (7.3.16)

Die Grofle c ist als dritter, von der elastischen Deformation unabhéngiger Werkstoffpara-
meter aufzufassen. Mit (7.3.15) folgt fiir P° aus (7.3.12),:

PS = pS[(J)F—1]+AJ In, . (7.3.17)
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Damit erhélt man fiir die Grenzfélle der Volumendehnung aus (7.3.14)

P5(J, = 1) = 0,
P9(J. — ©o0) — o0, (7.3.18)
P = ngs) = —pS
mit
* 2
P = 1S [1— (ni)}] = AS (nSy)° Inmss (7:3.19)

In (7.3.19) sind die GréBen p°, A% und njg als GroBen der Referenzkonfiguration vorge-
geben und in Bezug auf den Deformationsprozefl konstant. Demzufolge wiirde der Grenz-

druck 7*35 fiir ¢ = 0 eine durch die Lamé-Konstanten fest vorgegebene Grofie darstellen,

so dafl der Parameter ¢ als eine Steuergrofle fiir den Wert von 7*35 aufgefat werden kann,
siehe auch Abschnitt 7.5.

Mit (7.3.8) und (7.3.16) kann die Funktion ¢ aus (7.3.4) angegeben werden. Man erhilt,
wenn 4% und \° fiir allgemeine, elastisch-plastische Deformationsprozesse als Funktionen
der Invarianten von Cg, angesehen werden:

pis v = 3u® (L= 3)+

clnJ, —1 5

+ ASJe — —yInJ.+ = (7.3.20)
C C

mit ,MS, )\S’ Cc = f(CSp) ‘CSPZkonst. .
4
Damit sind das gesuchte Elastizititsgesetz fiir 7% und der Elastizitétstensor C. bestimmt,
so dafl mit (7.2.13), (7.3.5), (7.3.8) und (7.3.16):

T5 = 25 Kge + X JIn J, T,

4 14

C. = 251D +85(1Ix1)

mit  (T9)7 = C. (As.)* | (7.3.21)

o = [Ms_ASngnJeHCSp

—=konst. ’

B8 =[N J¢(cnJ, + 1)”Csp

=konst. *

Die Erfiillung der Forderung (7.3.6) ist offensichtlich. In (7.3.21); repréasentiert die Grofie

Ks. = 1(Bg —1I) (7.3.22)

1
2
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den elastischen Karni-Reiner-Verzerrungstensor™! der aktuellen Konfiguration. In der Dar-
stellung einer natiirlichen Basis verfiigen die Karni-Reiner-Verzerrungstensoren iiber eine
kovariante Basis, so dal das Transformationsverhalten dieser Groflen mit demjenigen der
Spannungstensoren identisch ist, vgl. (5.6.27). Entsprechend erhdlt man durch Riickwért-
stransformation von (7.3.22) in die Zwischenkonfiguration von ¢

Ks. = F;!Kg FI !
(7.3.23)

~

= 11-Cgh).

e

4
Durch Riickwirtstransformation von 79 aus (7.3.21); mit Fg'(...)Fa, ' und C. aus
(7.3.21)9, vgl. (7.2.12) und (7.3.2);, folgt

o~

T5 = 2p5Ks + A5 J¢ InJ, Cg)

4 14 ~ ~
C. = 2a5(C5l @ CHT + 5 (C5l ® C3))

4 (7.3.24)
mit (TS)Z = Ce (I‘Se)ﬁ ) -

S_ 1,5 s Je
o = [/JL - A z]e 1nJ€HCSp:konSt. ’

B8 =[N J(elnd, + 1>HCSp

=konst. °

Definiert man mit
R

Ks. = Fg Ko Fg! (7.3.25)

= 3(C5, - G5

einen elastischen Karni-Reiner-Verzerrungstensor der Referenzkonfiguration von ¢°, so
erhédlt man schliefllich durch Riickwartstransformation von (7.3.24), vgl. auch (7.2.5):

R
S¥ = 24% Kse +A\5J¢ InJ. C5t,
4 14
B. = 2a%(C3'®Cg")T + 3% (C5' ® Cg')
4
mit (SS)ZS‘ — Be (ESe)iS’ ’ (7326)

oS = [uS —)\SJecaneHCS
p

—=konst. ’

BS =[N J¢(elnJ, + 1>HCSp

=konst. °

UEine Zusammenstellung der Karni-Reiner-Verzerrungstensoren kann Tafel 8.1 bzw. Anhang C ent-
nommen werden.
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Mit (7.3.21), (7.3.24) und (7.3.26) konnen in allen drei Konfigurationen von ¢° ein ein-
faches, nichlineares Elastizitdtsgesetz und eine elastische Tangente fiir inkompressible,
isotrope porose Festkorper angegeben werden.

Es bleibt zu erwihnen, da das Elastizititsgesetz in der Form (7.3.21) fiir ¢ = 0 in
das bekannte Gesetz von Simo und Pister iibergeht. In diesem Fall ist die gespeicherte
Energie jedoch nicht mit (7.3.20) identisch, da die Integration von (7.3.15) in der Form
(7.3.16) nur fiir ¢ # 0 gilt. Linearisierungsvarianten des im vorangegangenen diskutierten
Materialgesetzes sollen im folgenden Abschnitt erdrtert werden.

7.4 Linearisierte Elastizititsgesetze

In vielen Féllen, wenn entweder nur mit kleinen elastischen Volumendehnungen gerechnet
werden mufl oder wenn iiberhaupt von kleinen elastischen Verzerrungen ausgegangen wer-
den kann - wie z. B. bei granularen Stoffen -, ist es ausreichend, linearisierte Elastizitéits-
gesetze zu benutzen. Gegeniiber dem in Abschnitt 7.3 angegebenen nichtlinearen Elasti-
zitéitsgesetz besteht der wesentliche Anwendungsvorteil der linearisierten Elastizitétsge-
setze darin, daf} die dreiparametrige Form hier in eine zweiparametrige Form {ibergeht.
Dariiber hinaus ist es nicht erforderlich, kleine Volumendehnungen iiber J, = det Fg,
zu beschreiben, sondern es geniigt eine Erfassung iiber die erste Invariante eines elasti-
schen Verzerrungstensors. Fiir elastisch-plastische ¢ sollen zwei Linearisierungsvarianten
des nichtlinearen Elastizitdtsgesetzes angegeben werden, die durch Linearisierung in der
Zwischenkonfiguration bzw. in der aktuellen Konfiguration entstehen. Beide Linearisie-
rungsvarianten konnen direkt aus den vorangegangenen Beziehungen abgeleitet werden.

Bei Linearisierung in der Zwischenkonfiguration folgt aus (7.2.4), im Zusammenhang mit
(7.2.12)5 durch Taylorreihenentwicklung nach dem Anfangswert des Verzerrungstensors

A~

FSe:

. . o9TS .
TS = T9. (—— ) Tse
Lse=0 0@ Ts.=0
.y (7.4.1)
= T9_  +(C, ) Tse
FSeZO ~
Ts.=0

Beachtet man, dafl fge verschwindet, wenn Fg, = I bzw. Ug, = I und somit 656 =1 und
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det Fs. = 1, so kann aus (7.3.24) direkt auf

4
?i?n. = Celin. i—‘\Se )
2 14
Cetin. = 27 (I0DT + X9 (I®I) (7.4.2)
~ 4 N
und (TEH)Z = Celin. (]-_‘Se)ﬁ

4
geschlossen werden. Der linearisierte Elastizitétstensor C,j;,. ist unabhéngig von der ela-
stischen Deformation.

Eine Linearisierung in der aktuellen Konfiguration liefert mit (7.2.4); und (7.2.13) bei
Taylorreihenentwicklung nach dem Anfangswert von Ag.

4
Tﬁn. - TS Ag.=0 + (Ce N 0) ASe . (743)
Se—

Da Ag. unter denselben Voraussetzungen verschwindet wie fge, folgt aus (7.4.3) im Zu-
sammenhang mit (7.3.21):

4
Ti?n. = Celin. ASe )
4 14
Cetin. = 27 (I0DT + X9 (I®I) (7.4.4)
4
und (Ti?n)v = Celin. (ASe)A .

Die linearisierten Elastizitétsgesetze (7.4.2) und (7.4.4) - Elastizitdtsgesetze Hookeschen
Typs - konnen im Gegensatz zu dem in Abschnitt 7.3 vorgeschlagenen nichtlinearen Elasti-
zitatsgesetz jedoch nicht mehr durch Vorwiérts- oder Riickwértstransformation ineinander
iiberfiithrt werden, so dafl numerische Berechnungen zwangsldufig zu anderen Ergebnissen
fithren, wenn (7.4.4) anstelle von (7.4.2) benutzt wird oder umgekehrt. Identisch sind beide
Linearisierungsvarianten nur dann, wenn entweder fiir den Fall infinitesimaler elastischer
Deformationen, Fs. — I, der Transportmechanismus zwischen der aktuellen Konfigurati-
on und der plastischen Zwischenkonfiguration néherungsweise verschwindet, so dafl

Ti?n. = 721?&7 ASe = fS@, (745)

oder wenn die Transportmechanismen der Spannungs- und elastischen Verzerrungsten-
soren identisch sind, d.h. wenn bei beliebigen elastischen Rotationen die elastischen
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Streckungen ndaherungsweise verschwinden, Fs, — Rg. und Ug, — I:

Ti?n. = RSe 7/;1?;1 Rge s AS@ >~ RSe fge Rge . (746)

Es bleibt festzustellen, daf} eine zusétzliche Linearisierung des nichtlinearen Elastizitatsge-
setzes in der Referenzkonfiguration, da Eg. unter denselben Voraussetzungen verschwindet
wie I's. oder Ag,, einer Riickwértstransformation von (7.4.2) entspricht, vgl. (7.3.26). Die-
se Linearisierungsvariante ist mit den beiden zuvor genannten nur im Rahmen der geome-
trisch linearisierten bzw. infinitesimalen Theorie identisch, also wenn sémtliche Transport-
mechanismen zwischen allen drei Konfigurationen von ¢° niherungsweise vernachlissigt
werden konnen, so dafl

TS~ Ti ~ S5 |
R (7.4.7)
Ase ~ Tse ~ Eg..

Im Rahmen der infinitesimalen Theorie entféllt jedoch auch die Abhéngigkeit der gespei-
cherten elastischen Energie von Fg,, so dafi die Materialparameter ;° und \° hier auch
fiir elastisch-plastische Deformationsprozesse Konstanten darstellen.

7.5 Ein Vergleich verschiedener Elastizititsgesetze

Die im vorangegangenen diskutierten Elastizitédtsgesetze fiir inkompressible porose Fest-
korper fithren in der Anwendung auf praxisorientierte Probleme zwangslaufig zu gewis-
sen Unterschieden in den Ergebnissen numerischer Berechnungen. Dies ist einerseits eine
Folge der unterschiedlichen Varianz der jeweiligen Materialgesetze bei natiirlicher Basis-
darstellung und andererseits eine Folge der unterschiedlichen Betonung der auftretenden
Volumendehnungen. Da speziell der Bereich groler Volumendehnungen bei porésen Medi-
en von auflerordentlicher Wichtigkeit ist, soll im folgenden ein Vergleich der verschiedenen
Elastizitéatsgesetze am Beispiel reiner Volumendehnungen vorgenommen werden. Dariiber
hinaus sei uneingeschrénkt elastisches Verhalten des porosen Festkorpers vorausgesetzt,
so dafl die Referenzkonfiguration und die plastische Zwischenkonfiguration wegen Fg, =1
deckungsgleich sind.

Bezogen auf die aktuelle Geometrie gelten die Stoffgesetze fiir 7° aus (7.3.21); (nichtlinea-
res Elastizititsgesetz), fiir 7T, aus (7.4.4) (in der aktuellen Konfiguration linearisiertes
Gesetz) und fiir 75, als Vorwirtstransformation von (7.4.2) (in der Zwischenkonfigu-
ration - hier Referenzkonfiguration - linearisiertes Gesetz):

75 = 219Kse + N (det Fs.)¢In (det Fs,) T,
T = 2p%Age+ N (Age- DT, (7.5.1)

Thi. = Fse[2p5Ts + 2% (Ts. - DIJFE, .
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Fiir den Fall rein elastischer Volumendehnungen gilt mit (7.3.10) und (7.3.13)

Fs. = (detFg)sI, detFg, = 2—% (7.5.2)
so daf3 (7.5.1) in
T5 = piI,
T8 = P T, (7.5.3)
TRin = Phin I
mit
PS = pS[(detFs.)i — 1] + A5 (det Fs.) In (det Fg,) |
Pl = (¥ +3X3%)[1— (detFs)i], (7.5.4)
Phim = (1% +32%)[(det Fs,)¥ — (det Fs,) ¥ ]
iibergeht.

Um die hydrostatischen Spannungszusténde aus (7.5.4); auf den makroskopischen Kom-
pressionsmodul

kS o= XS+ 2u5 (7.5.5)

des Festkorperskeletts beziehen zu koénnen, vgl. Abb. 7.1, soll zwischen den Laméschen
Konstanten ein festes Verhéltnis angenommen werden, so daf z. B. fiir A = 1,5 p°:

PS = 3k5{[(detFs.)5 — 1] + 1,5 (det Fs.)In (det Fs,) }& |
PR, = SKS[1—(detFs)75], (7.5.6)
Poin = SkS[(detFs.)s — (det Fs,)3 ] .

Die hydrostatischen Spannungszusténde (7.5.6) sind in Bild 7.1 als Funktion der Volu-
mendehnung

e = detFg, —1 (7.5.7)

dargestellt. Dabei wurde ein leeres Festkorpermaterial mit einem Referenzvolumenanteil
von ngs = 0,2 (80 %-ige Anfangsporositiit) angesetzt, d.h. der Kompressionspunkt des
gewdhlten Beispiels liegt bei e = —0,8.
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Abb. 7.1: Hydrostatischer Spannungszustand eines leeren, inkompressiblen Festkorperskeletts
(ngs = 0,2) bezogen auf den 1,5-fachen Kompressionsmodul als Funktion der Volu-
mendehnung e bei Annahme uneingeschrinkter Elastizitét;

Kompressionspunkt: e = - 0,8
Stoffgesetze :aus (7.5.6)

Abbildung 7.1 zeigt, dal das in der Zwischenkonfiguration (hier Referenzkonfiguration)
linearisierte Gesetz (7.5.6); im Extensionsbereich sehr schnell gegen Unendlich und im

Kompressionsbereich gegen einen festen Wert lauft (Grenzdruck %ﬁlm /1,5k% = 0,23).
Dieses Materialgesetz besitzt im Kompressionsbereich jedoch fiir e = —0,646447 eine hori-
zontale Tangente, d. h. man erhélt fiir e < e das unrealistische Ergebnis, daf} offensichtlich
zur weiteren Verringerung des Volumens ein kleinerer hydrostatischer Druck erforderlich
ist.
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Ein vollig anderes Verhalten zeigt das in der aktuellen Konfiguration linearisierte Gesetz
(7.5.6)9, indem dieses Gesetz im Extensionsbereich asymptotisch gegen Py /1,5k% = 1,0

lauft; im Kompressionsbereich wird der Grenzdruck 7*Dﬁn J1,5k% = 1,92 erreicht. Es ist
offensichtlich, dafl beide linearisierten Elastizitéatsgesetze nicht den in (7.3.14) definierten
Anforderungen geniigen.

Von den im vorangegangenen diskutierten, bekannten Stoffgesetzen zeigt allein das Ge-
setz von Simo und Pister, Gl. (7.5.6); fir ¢ = 0, ein akzeptables Verhalten. Dieses
Gesetz lauft im Extensionsbereich gegen Unendlich und im Kompressionsbereich gegen

7*35(0 = 0)/1,5k% = 0,95. Allerdings lifit sich dieses Gesetz nicht steuern, d.h. sowohl

die Neigung der Materialkennlinie als auch der Grenzdruck 7*35 sind in Abhéngigkeit der
Lamé-Konstanten vorgegebene Grofien. Damit wird die Bedeutung des Steuerparame-
ters ¢ klar; in Abb. 7.1 ist die Funktion (7.5.6) exemplarisch fiir ¢ = 40,4 dargestellt.
Der Steuerparameter ¢ des in Abschnitt 7.3 vorgeschlagenen nichtlinearen Elastiziétsge-
setzes bewirkt gegeniiber dem Gesetz von Simo und Pister eine Neigungsdnderung der
Materialkennlinie und ermoglicht so eine weitere Anpassung des Elastizitdtsgesetzes an

Versuchsergebnisse. Da sich in Abhéngigkeit von ¢ auch der Grenzdruck 7*35 andert, kann

der Werkstoffparameter ¢ als Steuergréfle fiir den Wert von 7*35 aufgefafit werden.

In der Nédhe von e = 0 liefern alle Gesetze in etwa gleiche Ergebnisse, so dafl in diesem
Bereich alle Elastizitatsgesetze als prinzipiell gleichwertig anzusehen sind.

In Abb. 7.1 wurde der deformationsabhéingige hydrostatische Spannungszustand eines
leeren Festkorperskeletts als Funktion der Volumendehnung e dargestellt. Fiir das fliissig-
keitsgesittigte Festkorperskelett kénnen die Ergebnisse aus Abb. 7.1 insofern iibernom-
men werden, als P° dann die hydrostatischen Extraspannungen kennzeichnet. In diesem
Fall ist jedoch zu beachten, dafl fiir das aus Festkorperskelett und Fliissigkeit gebildete
inkompressible porose Medium, da die Partialvolumina der inkompressiblen Konstituie-
renden erhalten bleiben, z. B. eine lokale Kompression zwangslaufig zu einer lokalen Ex-
tension an anderer Stelle fithrt. Wird das inkompressible pordse Medium dagegen allein
durch einen allseits gleichen hydrostatischen Spannungszustand beansprucht, so dafl fiir
die Bewegungsfunktionen aus (4.2.1) eine Zwangsbedingung der Form x ¢ = x5 eintritt,
dann verhilt sich das gesamte porose Medium inkompressibel, die Volumendehnungen e
und Extraspannungen P° des Festkorperskeletts verschwinden und die Partialspannungen
von Festkorper und Fliissigkeit sind allein durch den effektiven Ruhedruck der Fliissigkeit
geméf (6.4.66) bestimmt.

7.6 Erginzende Bemerkungen

In der Praxis wird zur Beschreibung elastischer Deformationen poroser Festkorper fast
ausnahmslos von Elastizitétsgesetzen Hookeschen Typs ausgegangen. Dies ist im Rahmen



152 Kapitel 7: Ein Elastizitatsgesetz fiir isotrope porose Korper

der infinitesimalen Theorie oder bei der Beschreibung kleiner bis kleinster elastischer De-
formationen, wie z. B. bei der Behandlung der elastischen Deformationsanteile granularer
Stoffe, sicherlich ausreichend und vertretbar. Wenn jedoch mit gréfleren elastischen Vo-
lumendehnungen duktiler Materialien gerechnet werden muf3, ist der Giiltigkeitsbereich
der linearisierten Elastizitdtsgesetze schnell {iberschritten. Hier sollte ein nichtlineares Ge-
setz in einer der in Abschnitt 7.3 vorgeschlagenen Versionen benutzt werden. Es bleibt
anzumerken, dafl eine Erweiterung dieses unter Voraussetzung hyperelastischen Verhal-
tens entwickelten Gesetzes auf thermoelastische Problemstellungen ohne weiteres moglich
ist, wenn fiir das endliche Stoffgesetz eine Temperaturabhingigkeit der Werkstoffpara-
meter %, \¥ und ¢ zugelassen wird. Fiir besonders weiche porése Medien, wie z. B.
poroses Gummi, ist es dariiber hinaus moglich, anstelle einer , Erweiterung eines Neo-
Hookeschen Materials auf den Bereich grofier Volumendehnungen® eine ,, Erweiterung des
Mooney-Rivlin-Gesetzes auf den Bereich grofier Volumendehnungen® vorzunehmen, al-
lerdings unter Verlust des numerischen Vorteils einer isotropen rdumlichen Tangente an
das Materialgesetz. Zusétzlich geht das dreiparametrige Elastizitdtsgesetz aus Abschnitt
7.3 dann in ein vierparametriges Gesetz iiber; das Mooney-Rivlin-Gesetz ist selbst be-
reits zweiparametrig, vgl. z. B. Truesdell & Noll [1965, Gl. 95.1]. Es ist auBlerdem zu
beachten, daf§ die Anwendung des Mooney-Rivlin-Gesetzes bereits bei der Berechnung
komplexer Randwertprobleme nichtpordser Korper - Marotzke [1985] berechnete stahl-
bewehrte Elastomerlager-, zu gréfleren Abweichungen von den gemessenen Ergebnissen
fithrt als das Neo-Hookesche Materialgesetz. Schliefilich kénnen einachsige Zugversuche
im Mooney-Rivlin-Gesetz sogar zu physikalisch unsinnigen Werksoffparametern fiihren,
so daB das nichtlineare Elastizitdtsgesetz aus Abschnitt 7.3 prinzipiell einer Erweiterung
des Mooney-Rivlin-Gesetzes vorzuziehen ist.



Kapitel 8: Elastisch-plastisches
Materialverhalten poroser Korper

8.1 Einleitung

Im Rahmen der konstitutiven Theorie pordser Medien ist unter anderem (im Sinne der
Kontinuumsmechanik) der vollsténdige Bewegungszustand des Festkorperskeletts als ther-
modynamische Prozefivariable vorzugeben. Fiir elastisch-plastisch deformierbare Festkor-
perskelette ist damit eine getrennte Vorgabe der elastischen und plastischen Deformati-
onsanteile verbunden. Dabei sind die plastischen Deformationen als interne Variablen des
thermodynamischen Prozesses aufzufassen; d. h. es ist eine konstitutive Gleichung fiir die
zeitliche Anderung der plastischen Deformationsanteile (FlieBregel) erforderlich.

Die Beschreibung des plastischen Materialverhaltens, im folgenden soll nur die geschwin-
digkeitsunabhéngige Plastizitit behandelt werden, basiert bekanntlich auf einer Flie3-
bedingung' zur Bestimmung der momentanen FlieBgrenze, einer Konsistenzbedingung,
mit der die zeitliche Anderung der FlieBbedingung angeben wird, geeigneten Belastungs-
kriterien zwecks Fallunterscheidung, ob plastisches Flieen andauert oder nicht, sowie
einer Fliefiregel (assoziiert bzw. nichtassoziiert). Es ist zu beachten, daf die in der Plasti-
zitétstheorie fiir nichtporose metallische Werkstoffe geltenden Forderung nach plastischer
Inkompressibilitat grundsétzlich nicht auf porése Medien iibertragen werden kann. Im Ge-
gensatz zu nichtpordsen Metallen zeigen portse Metalle auch im plastischen Bereich grofie
Volumendehnungen, die im Rahmen einer makroskopischen Betrachtungsweise ebenso wie
die elastischen Volumendehnungen inkompressibler poroser Stoffe eine Folge lokaler Po-
rositétsinderungen sind. Wie bei der Beschreibung des elastischen Materialverhaltens ist
auch das plastische Materialverhalten pordser Korper in starkem Mafle von der Struktur
des Materials abhéngig. So zeigen granulare und sprode Stoffe bei Extensions- bzw. Kom-
pressionsversuchen'! ein stark unterschiedliches Verhalten; vgl. z. B. die experimentellen
Untersuchungen an Ton oder Sand von Yong & McKyes [1971], Lade & Duncan [1973],
Vaid & Campanella [1974] sowie Ergun [1981] bzw. die Versuche an Betonen von Mills
& Zimmermann [1970]; bzgl. weiterer Literaturangaben vgl. Eibl & Ivdnyi [1976]. Dieses
Materialverhalten mufl von der fiir diese Werkstoffe benutzten FlieBbedingung reflektiert
werden. Fiir sprode und granulare Stoffe - leere porose Festkorper - sind in der Literatur

In der Literatur wird der Begriff FlieBbedingung hiufig allein zur Kennzeichnung des erstmaligen
FlieBbeginns benutzt; die verfestigungsabhingige Anderung der FlieSbedingung wird Verfestigungsgesetz
genannt, im Versagensbereich spricht man von Versagens- oder Bruchbedingung. In Ubereinstimmung mit
der jiingeren englischsprachigen Literatur soll der Begriff FlieBbedingung hier im erweiterten Sinne ver-
wendet werden; und zwar als Sammelbegriff fiir die zuvor genannten Begriffsdefinitionen Fliebedingung,
Verfestigungsgesetz und Versagensbedingung.

Extensions- und Kompressionsversuch sind Dreiaxialversuche. Im Extensionsversuch ist der Axial-
druck grofler als der Liangsdruck (o7 < g2 = 03); im Kompressionsversuch ist der Liangsdruck grofer als
der Axialdruck (o1 > 02 = 03) (Druckspannungen positiv).

153
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sehr viele verschiedene FlieSbedingungen angegeben worden, vgl. z. B. Gudehus [1973],
Willam & Warnke [1975], Lade [1977, 1982], Ottosen [1977|, Winselmann [1984] sowie
de Boer [1988a], deren Geltungsbereich zum Teil allein im Sinne einer Versagens- oder
Bruchbedingung auf die geometrisch lineare Theorie ohne elastischen Bereich beschréankt
bleibt. Verfestigendes Materialverhalten - im Sinne der isotropen Verfestigung - ist in
de Boer [1988a] enthalten; ein Ansatz zur Beschreibung des prinzipiellen Materialverhal-
tens sproder und granularer Stoffe - hier wird auch der Einflu der kinematischen Verfe-
stigungseigenschaft beriicksichtigt - wurde von de Boer [1988b] veroffentlicht. Im Rahmen
einer geometrischen Interpretation im Hauptspannungsraum koénnen die oben genannten
FlieBbedingungen (Fliefflichen) als ,,abgerundete Kegel“ mit hyperbolisch gekriimmten
Meridianen dargestellt werden. Die Hohe der Kegel liegt auf der hydrostatischen Achse.
Senkrecht zur hydrostatischen Achse, in der Deviatorebene, wird ein ,,Dreieck* mit abge-
rundeten Ecken und gekriimmten Seiten gebildet; vgl. auch Abb. 8.1.

Ein génzlich anderes Verhalten als sprode und granulare Stoffe zeigen duktile Materialien
wie porose Metalle. Fiir diese Werkstoffe kann prinzipiell die von Green [1972] im Rah-
men der infinitesimalen Theorie fiir leere Festkorperskelette entwickelte Fliefbedingung
benutzt werden - bzgl. weiterer Literaturangaben vgl. Kapitel 2 -, die im Hauptspan-
nungsraum als Raumellipsoid mit der Hauptnormalspannungsachse als Rotationsachse
interpretiert werden kann, vgl. auch Abb. 8.2.

In allen bisher genannten Arbeiten wurde das plastische Materialverhalten leerer pordser
Festkorper untersucht. Im Rahmen der Theorie portser Medien benutzten de Boer &
Kowalski [1983] die FlieBbedingung von Green zur Beschreibung idealplastischen Mate-
rialverhaltens fliissigkeitsgesittigter, duktiler poroser Korper; de Boer & Ehlers [1986a]
gaben eine Versagensbedingung fiir fliissigkeits- und gasgefiillte porése Korper an.

Im vorliegenden Kapitel soll das plastische Materialverhalten poréser Medien auf der Ba-
sis der FlieBbedingung von de Boer [1988a] beschrieben werden. Diese FlieBbedingung hat
den einfachsten Aufbau, der moglich ist, um die oben genannten Charakteristika sproder
und granularer Stoffe wiederzugeben, und kann in vereinfachter Form durch Nullsetzen
einzelner Parameter auch fiir duktile Materialien verwendet werden. Im Rahmen der geo-
metrisch nichtlinearen Theorie sind jedoch einige Modifikationen dieser Fliefbedingung
erforderlich, die im folgenden angesprochen werden sollen:

Ebenso wie bei der Beschreibung des elastischen Materialverhaltens soll auch hier das
in Kapitel 6 diskutierte Modell eines aus Fliissigkeit und Festkorper konstituierten in-
kompressiblen porésen Mediums in der in Abschnitt 6.5 angegebenen vereinfachten Form
zugrunde gelegt werden, so dafl die Extraspannungen des fliissigkeitsgesittigten Modells
durch dasselbe Elastizitédtsgesetz beschrieben werden kénnen wie die Partialspannungen
des leeren Festkorpermaterials, vgl. Kapitel 7. Diese Extra- bzw. Partialspannungen sind
als Eingangsgrofien in der FlieBbedingung zu beriicksichtigen, so dafi die Fliebedingung
gleichermaflen geeignet ist, das plastische Materialverhalten fliissigkeitsgesattigter und
leerer Festkorperskelette zu beschreiben. Weiterhin ist zu kléren, in welcher Konfigurati-
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on - Referenzkonfiguration, plastische Zwischenkonfiguration oder aktuelle Konfiguration
- die Fliebedingung anzusetzen ist. Diese Frage 148t sich leicht {iber die zeitliche Ande-
rung bzw. die materielle Zeitableitung der plastischen Volumendehnung e, beantworten:

€p =detFg, — 1,
R R R (8.1.1)
(ep)s =detFg,(Dg,-I), Dg, = (I‘Sp)ﬁ :

Man erkennt, daB die zeitliche Anderung der plastischen Volumendehnung nur dann kor-
rekt wiedergegeben werden kann, wenn die FlieBbedingung und die Fliefiregel in der plasti-
schen Zwischenkonfiguration konstituiert werden. Eine Ubertragung der so entstehenden
Ansétze auf die iibrigen Konfigurationen ist per Vorwirts- oder Riickwartstransforma-
tion selbstverstiandlich moglich. Diese Uberlegungen lassen sich direkt auf nichtpordse
metallische Werkstoffe anwenden, indem hier die Bedingung Dg, - I = 0 (plastische In-
kompressibilitat) nur dann zu jeder Zeit t erfiillt werden kann, wenn die FlieBbedingung
und die Fliefiregel fiir D sp (assoziierte FlieBregel) in der Zwischenkonfiguration ange-
setzt werden, vgl. auch Paulun [1980]. Da alle Materialien im Verfestigungsbereich mehr
oder weniger ausgeprigte anisotrope Effekte (im Sinne der kinematischen Verfestigung)
aufweisen, mufl die oben genannte FlieSbedingung von de Boer zur Beschreibung der ki-
nematischen Verfestigungseigenschaft auflerdem um den Einflufl des Translationstensors
(backstress tensor) erweitert werden, vgl. dazu auch de Boer [1988b]. Hier liegen jedoch
zur Zeit noch keine konkreten Versuchsergebnisse vor, so dafi die Einbeziehung der ki-
nematischen Verfestigung zunéchst lediglich als eine prinzipielle Erweiterungsmdoglichkeit
verstanden werden mu8f.

Die Entwicklung spezieller Materialgleichungen soll im folgenden auf die Beschreibung
isotroper, duktiler Materialien beschriankt bleiben. Eine ausfiihrliche Diskussion des pla-
stischen Materialverhaltens sproder und granularer Stoffe im Rahmen der geometrisch

nichtlinearen Theorie poréser Medien sei einem geplanten Forschungsbericht vorbehalten,
de Boer & Ehlers [1990].

8.2 Flielbedingung

Gestlitzt durch experimentelle Untersuchungen gab de Boer [1988a, G1.(15)] zur Beschrei-
bung des plastischen Materialverhaltens sproder und granularer Stoffe im Rahmen der
infinitesimalen Theorie folgende FlieBbedingung an™, vgl. auch Abb. 8.1.

F= o6/l —~y0+BIs — Kk =0,

mit ¢ = lgo + 1a? (Is)?, (8.2.1)
_ o
/19 = —W .

W Dresenkamp [1987] erweiterte diese FlieBbedingung zur Beschreibung nichtlinearer Effekte im Bereich
grofier hydrostatischer Driicke um den Summanden &(Is)?.
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Darin sind

Is =8°.1 ,

(S°- 11, (8.2.2)

1 1
IISD — 5 SSD . SSD ’ SSD — SS o g

1
Ilgp = 3 S5P . g5PgsP

die erste Invariante der 2. Piola-Kirchhoffschen Partialspannungen des leeren Festkorper-
skeletts, die (negative) zweite Invariante des entsprechenden Spannungsdeviators sowie die
dritte Invariante dieses Spannungsdeviators. Die Materialparameter «, 8, v und x wurden
von de Boer im Verfestigungsbereich als Funktion der plastischen Arbeit dargestellt. Die
Anfangswerte!V dieser Materialparameter wurden bei der Beschreibung bodenmechani-
scher Problemstellungen allein in Abhéngigkeit des Winkels der inneren Reibung und der
Kohésion angegeben.

a) b) V2IIso
S

Kompression

—e

ay

az

Extensions-
meridian 4+ b

V2IIso
Abb. 8.1: Fliebedingung von de Boer im Hauptspannungsraum
a) Deviatorebene (Hauptspannungen S, Sa, S3)
b) hydrostatische Ebene. (a1 = v2k/[1 — (2/v/27)~]"/3;
a2 = VE/[L+ VIS, b= Var/(a+V3))

Vim Sinne der infinitesimalen Theorie
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1
In (8.2.1) bewirkt der Term 5042 (Is)? eine Kriimmung der Kompressions- und Extensions-

meridiane, der Term +/1 — 1 steuert die Form der FlieBkurve (Abweichung vom Kreis)
in der Deviatorebene, der Term [Ig bewirkt die hyperbolische Form der FlieSkurve in der

hydrostatischen Ebene, x ist der bekannte plastische Vergleichswert, vgl. (Abb. 8.1 b).

Die FlieSbedingung (8.2.1) enthilt einige Sonderfélle:

Fiir v = 0 entsteht die von de Boer & Ehlers [1986a] benutzte FlieS- bzw. Versagensbedin-
gung, die in der Deviatorebene einen Kreis bildet (gestrichelt in Abb. 8.1a eingetragen).
Fiir a = v = 0 geht (8.2.1) in die bekannte Bedingung von Drucker & Prager [1952] iiber,
die im Hauptspannungsraum als Kegel dargestellt werden kann. Wird v = v = 0 gesetzt,
dann erhdlt man die FlieBbedingung von Green [1972], vgl. Abb. 8.2. Schliellich liefert
(8.2.1) fiir « = B =y = 0 auch die klassische FlieBbedingung von von Mises [1913].

V2 1Iso

\/5/{/2

!

Is

[/ 2 IISD

Abb. 8.2: FlieBbedingung von Green (Raumellipsoid), dargestellt in der hydrostatischen Ebene
des Hauptspannungsraumes

Im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie mufl die allgemeine FlieBbedingung
(8.2.1) entsprechend den Uberlegungen aus Abschnitt 8.1 in GréBen der plastischen Zwi-
schenkonfiguration formuliert werden, d.h. der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor
S ist durch T, vgl. (5.6.27)1, zu ersetzen. Die Einbezichung kinematischer Verfesti-
gungseffekte, vgl. de Boer [1988b], bedingt dariiber hinaus eine Beriicksichtigung des

-~
Translationstensors Y aus (6.5.12),, so dafl (8.2.1) in

F :\/;5\3/1—71§+6f—/<; =0,

mit ¢ = p + 50> I, (8.2.3)
~ I
9 = =L

53/2 '
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iibergeht. Die Invarianten f, 11 D, 11 D, sind darin fiir das leere Festkorperskelett durch

I =(T-Y")1.
Ip =5 (T5- Y (T5 Y0P, (8.2.4)

—~ 1 A~
My =< (T5-Y")" (TS Y )P (75 Y )P

definiert. Fiir das fliissigkeitsgeséttigte Festkorperskelett sind die Partialspannungen T5
durch die Extraspannungen T3 zu ersetzen. Entsprechend dem Vorgehen in Kapitel 7 soll
auch hier bei den anschlieBenden Uberlegungen auf eine zusitzliche Kennzeichnung durch
den Index (...)p verzichtet werden, so daf8 die folgenden Beziehungen gleichzeitig fiir T
und T 5 gelten.

Beziiglich einer geometrischen Darstellung bewirkt die Einbeziehung des Translations-

tensors ?S eine Translation der Flieffliche im Hauptspannungsraum. Im Gegensatz zur
klassischen Plastizitéatstheorie fiir nichtporose Metalle konnen die Materialparameter o,
B, v und k jedoch im kinematischen Verfestigungsmodell fiir porése Medien nicht als kon-
stant in Bezug auf den Deformationsprozefl angesehen werden, so daf§ die Translation der
Fliefldiche im Verfestigungsbereich bei gleichzeitiger Forménderung erfolgt. Durch den
plastischen Deformationsprozefl wird eine plastische Volumendehnung erzeugt, die fiir in-
kompressible pordse Festkorper allein eine Funktion des plastischen Volumenanteils ng
ist:

ni =nigJ,;' mit J, =detFg,. (8.2.5)
Die plastische Volumendehnung bewirkt eine Anderung der makroskopischen Materialei-
genschaften, so daf

a, B, v, & = f(J)Y (8.2.6)

Eine allgemeine Parameterstudie fiir «, 5, v und x (im Verfestigungsbereich) im Vergleich
mit Versuchen, die an granularen Medien vorgenommen wurden, wurde von Brauns [1989]
durchgefiihrt. Fiir den Bruchzustand spréder Stoffe wie Beton wurden die Materialpara-
meter im Rahmen der geometrisch linearen Theorie ohne elastischen Bereich von Dresen-
kamp [1987] bestimmt.

Wie bereits in der Einleitung zu vorliegendem Kapitel erwéhnt, soll das Folgende auf
die Beschreibung isotroper, duktiler Materialien im geometrisch nichtlinearen Bereich be-

VEine weitere Abhiingigkeit von der plastischen Deformationsgeschichte durch den volumenerhaltenden
Anteil der plastischen Deformation ist prinzipiell ebenfalls méglich, bleibt im folgenden jedoch unberiick-
sichtigt.
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schréankt bleiben. Fiir diese Materialien folgt aus (8.2.3) durch Nullsetzen der Parameter
£ und ~:

P S |
F :[ID+504212—§/<;2:O (8.2.7)

1
Die Grofle k wurde durch \/; k substituiert. Die Materialparameter o und k miissen in

der Weise von J, abhéngen, daf§ die Funktion F aus (8.2.7) den Grenzfillen ng =1 und
ng = 0 geniigt. Fiir ng = 1, also wenn die Porositét der plastischen Zwischenkonfiguration
verschwindet - Kompressionspunkt der plastischen Zwischenkonfiguration -, soll a zu Null
werden und £ der FlieBspannung o eines nichtpordsen Vergleichsmaterials entsprechen,
so dal F' in eine FlieBbedingung von Misesschen Typs iibergeht. Fiir den Grenzfall der
Extension, ng — 0, soll die FlieSfliche im Hauptspannungsraum identisch verschwinden.

Es 148t sich zeigen, dafl die geforderten Grenziibergénge mit

k= S01(Jp)UF, VI
o = o) n(Jy)/ (1 — nS) (828)

erfiillt werden, wenn die Funktion ¢;(J,) den Randbedingungen

ny =1 = J, = njg + ¢ = 1, (52.9)
ny - 0 = J, = o0 ¢ = 0
geniigt. Dies wird z.B. durch einen einfachen Potentialansatz der Form ¢, = (nﬁ )% er-

reicht. Die Funktionen ¢;(J,) und ¢5(.J,) sind den Versuchsergebnissen des zu beschrei-
benden Materials anzupassen. Es soll jedoch erwahnt werden, da8 sowohl Green [1972] als
auch de Boer & Kowalski [1983] die Funktionen ¢, und a auf Grund von Uberlegungen an
einem einfachen theoretischen Modell bestimmten. Die so bestimmten Materialparameter
sind héufig ungeeignet zur Beschreibung von Versuchsergebnissen, vgl. Shima & Oyane
[1976], so daB die Ansétze (8.2.8) und (8.2.9) zur Beschreibung des plastischen Materi-
alverhaltens beliebiger duktiler Stoffe geeigneter erscheinen. Die prinzipielle Darstellung
der FlieBfléiche (8.2.7) als Funktion von ny bzw. J, kann Abb. 8.3 entnommen werden.

Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung des kinematischen Verfestigungsverhaltens
duktiler Materialien besteht in der Einfithrung sogenannter ,, Mehr-Flédchen-Modelle®. Auf
diese Moglichkeit soll im Rahmen der vorliegenden Arbeit lediglich hingewiesen werden;
beziiglich der Einfithrung verschiedener ,, Mehr-Flachen-Modelle“ im Rahmen der klas-
sischen Plastizitétstheorie nichtporoser Metalle vgl. z. B. Tsakmakis [1987]. Schlieflich
bleibt zu erwihnen, dafl (8.2.7) auch zur Beschreibung idealplastischen Materialverhal-

~5
tens benutzt werden kann, wenn der Translationstensor Y zu Null gesetzt wird. Das
prinzipielle Vorgehen bei der Behandlung der idealen Plastizitdt fliissigkeitsgeséttigter
duktiler Festkorperskelette kann de Boer & Kowalski [1983] entnommen werden.

Ving = n3(Jp), vel. (8.2.5)
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ns =0 \ I
t// or :

or

Abb. 8.3: Fliefiflache (8.2.7) als Funktion von ng , dargestellt in der hydrostatischen Ebene des

~ SO ~ S .
Hauptspannungsraumes von 75 — Y fiir das leere bzw. T% — Y, fiir das fliissig-
keitsgesattigte Festkorperskelett

8.3 Flieflregel

In der Plastizitéitstheorie mit Fallunterscheidung ist das Anwachsen plastischer Deforma-
tionen an die Existenz bestimmter Belastungskriterien gebunden:

< 0 : Entlastung (IA)SP =0),

oF -~ ~

9T (TS)Z = 0 : neutr.Spann.énd. (Dg, =0), (8.3.1)
> 0 : DBelastung (1351, #0).

Im Rahmen einer geometrischen Interpretation im Hauptspannungsraum stellt OF / oTS
die Normale an die FlieBfliche dar; die plastische Lie -Ableitung von T5 gibt den Span-
nungszuwachs bei festgehaltener Basis an, d. h. 9F /0T und (T %) sind Grofien derselben
Hauptspannungskoordinaten. Die Belastungskriterien (8.3.1) sind objektiv und invariant
gegeniiber Koordinatentransformationen, so daf}

oOF  ~ OF oF
_ . TSV - = . SS/ - .
s (T = g5 B)s =5

Die Giiltigkeit von (8.3.2) kann mit den Transformationsbeziehungen (6.5.13) und (7.2.7)
sowie den Ableitungsregeln nach Anhang A.3 leicht bestétigt werden. In der Literatur sind
neben (8.3.1) auch andere objektive Belastungskriterien angegeben worden, die hiufig
mit Hilfe der Jaumannschen Ableitung definiert wurden, vgl. z. B. Dafalias [1983|, Ehlers
[1983] oder Haupt [1983, 1985]. Der Nachteil der Jaumannschen Ableitung liegt jedoch ei-
nerseits in der fehlenden geometrischen Interpretationsméglichkeit; andererseits ist ein mit
der Jaumannschen Ableitung definiertes Belastungskriterium nicht im Sinne von (8.3.2)
invariant gegeniiber Koordinatentransformationen. Dariiber hinaus zeigt ein mit der Jau-

(r5)7 . (8.3.2)
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mannschen Ableitung definierter kinematischer Verfestigungsansatz (Evolutionsgleichung
fiir den Translationstensor) fiir den Fall der einfachen Scherung einen oszillierenden Ver-
lauf der Scherspannung in Abhéngigkeit vom Scherwinkel, gekennzeichnet durch eine kon-
stante, materialunabhéngige Wellenldnge 27, siehe dazu Lehmann [1972], Lee et al. [1983],
Dafalias [1983] und Tsakmakis [1987].

Fiir den Belastungsfall verfestigender Materialien ist eine Fliefiregel fiir die plastische
Deformationsgeschwindigkeit Dg, = (I's,); der Zwischenkonfiguration anzugeben. Es
hat sich jedoch gezeigt, daf} fiir porose Festkorpermaterialien nicht in jedem Fall eine
assoziierte Fliefiregel sinnvoll sein mufl. Fiir sprode und granulare Materialien fiihrt ei-
ne assoziierte FlieBregel zu unrealistischen Ergebnissen, vgl. de Boer [1988al, wihrend
sich duktile Materialien durchaus auch mit assoziierten Fliefiregeln beschreiben lassen,
vgl. Shima & Oyane [1976] oder Mielniczuk [1982]V1. Als allgemeine Form einer nichtas-
sozilerten FlieBregel kann der Ansatz von de Boer [1988a, G1.(30)] auf die geometrisch
nichtlineare Plastizitétstheorie mit kinematischer Verfestigung iibertragen werden:

Ds, = AQ[(TS-Y

(8.3.3)
4 x T « T
mt Q =(Q ®Q)" . Qeo..

Darin ist Q ein materialabhéngiger, eigentlich orthogonaler Tensor, der eine Beschreibung

der in der Bodenmechanik héufig anzutreffenden Nichtkoaxialitdt zwischen Spannung und

plastischer Deformationséinderung im Bruchzustand zulidfit. YI'! Fiir duktile Materialien

geht (8.3.3) in die assoziierte FliefSiregel

N F
0T’
iiber, indem man setzt:
* ~ ~ S Gﬁ
Q =1 , (T°-Y )P+l — (8.3.5)

oTs’

In (8.3.4) ist der Wertebereich des A-Faktors durch die Restriktion fiir den Zuwachs der
plastischen Arbeit eingeschrénkt. Entsprechend (6.5.11), und (6.5.12) gilt

~ ~ ~ 5
Dg,- (T°-Y") > 0, (8.3.6)

VIIDie assoziierte FlieBregel wurde von von Mises [1928] zur Beschreibung plastischer Formiinderungen
von Kristallen eingefiihrt. In dieser Arbeit kniipft von Mises die Existenz der assoziierten Fliefiregel (die
plastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten sind proportional zur Ableitung der FlieBbedingung nach den
Spannungen) ausdriicklich an die Forderung, daf§ die FlieBbedingung unabhiingig ist vom hydrostati-
schen Druck [1928, S. 163 und S. 181]. Insofern ist die assoziierte Fliefiregel fiir duktile Materialien als
Arbeitshypothese zu verstehen.

VillEine ausfiihrliche Diskussion der Fliefiregel (8.3.3) sei de Boer & Ehlers [1990] vorbehalten.
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so daf} bei Voraussetzung der FlieBbedingung (8.2.7) mit

~

oF e S - =

w5 = (TPt (TR (837)
auf

~S =S SO

(8.3.8)

geschlossen werden kann.

Die Bestimmung des A-Faktors aus der Konsistenzbedingung™ setzt eine Evolutionsglei-
chung fiir den Translationstensor voraus. Mit (6.5.12), und (7.2.2) gilt

S awsp Sp S
= pos—=— , 7P = ¢YP(Eg) , (8.3.9)
T,

?S

so dafl durch Riickwértstransformation von (8.3.9); entsprechend (6.5.12); und (6.5.13);
P i
0S 8Esp

06, oy
0S GCSp :

7° =
(8.3.10)
- 2

Die Voraussetzung materieller Symmetrie bedingt in Analogie zu den Ausfithrungen in
Abschnitt 7.2:

USP(Esy) = $%(Csy) = % (Bs,)
R (8.3.11)
1/,510(]351)) = wSp( [pv Hpv Jp ) :

Damit kann der referentielle Translationstensor Z° als isotrope Tensorfunktion der Inva-
rianten [,, II, und III, (bzw. J,) der plastischen Deformationstensoren Cg, bzw. Bg,
dargestellt werden:

Z° = 2p5s(@ol+ ¢1Csp + ¢-1Cs,) (8.3.12)

XTm Rahmen iterativer Berechnungsverfahren kann der A-Faktor auch durch eine schrittweise Ap-
proximation der Fliefbedingung (Return-Algorithmus) bestimmt werden; bzgl. dieses Vorgehens bei der
Beschreibung des plastischen Verhaltens nichtpordser metallischer Werkstoffe vgl. z. B. Simo & Taylor
[1985] oder Gruttmann & Stein [1988].
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mit

- B 81/}Sp awSp
= o Than
0y°r
5 = — 8.3.13
©1 8][]) ) ( )
Sp
1, oy

R

Da im Umgang mit der kinematischen Verfestigung poroser Materialien noch in vielen
Punkten die Erfahrung fehlt (auch hinsichtlich signifikanter Versuchsergebnisse), kann
z.B. im Rahmen eines einfachen Ansatzes fiir duktile Materialien

V= (T, T,)

. 9P 1
mit 2 Pgs a—[ — 5 Cp ( ]pv ‘]p ) ) (8314)
p
o o1
Pos JPW = _icp([paJp)
p

gesetzt werden. Darin wird der plastische Materialbeiwert ¢, als eine Funktion von I, und
J, aufgefafit. Es folgt:

R
75 = ¢, (I, J,)Ks, . (8.3.15)
Die Grofle
R 1 _
Ks, = 5(I_CS;) (8.3.16)

kennzeichnet den referentiellen plastischen Karni-Reiner-Verzerrungstensor, vgl. Tafel 8.1.

Aus (8.3.15) erhiilt man als Evolutionsgleichung fiir die zeitliche Anderung des Translati-

X Dieser Ansatz steht nicht im Widerspruch zur klassischen Plastizititstheorie nichtporéser Metalle.
Hier muf} zur Gewéhrleistung der plastischen Inkompressibilitédt zu jeder Zeit ¢t det Fg;, = 1 gelten, d. h.
(8.3.14)3 verschwindet und anstelle von (8.3.15) ist zu setzen:

z° = seIp) I =X CE;-

Der Lagrangesche Multiplikator A, ist aus den iiblichen Randbedingungen zu bestimmen.
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onstensors

4
(ZS)/S = Bp (ESp)/SH
4 0Z°
Bp = 2
9Cs,
0 0 1}2
R
—= 2 (KSp ® Cp Sp

9Cs, T aCy, )

Mit (8.3.16) und der Ableitungsregel (A.3.7) gilt

R

9 Ksp 1 -1 —INT

— = - (C C) T

8CSp 2 ( Sp ® Sp) )

so daf3
< o dcp -1 —1\T
B, = 2Ky 055"+ ¢ (Csp @ Cgp)
P

und damit bei Beachtung von (A.1.8):

R
(Z%)s = (c)s Ksp +¢,C5, (Esy)sCs,

mit (cp)s =

(8.3.17)

(8.3.18)

(8.3.19)

(8.3.20)

Durch Vorwirtstransformation von Z* aus (8.3.15) und (Z°)§ aus (8.3.20) mit Fg,(...)F§,

folgt mit (8.3.15) sowie Tafel 5.2 und Tafel 8.1:

~S ~
Y = ¢ (1, Jp) Ksp,

(Y )Z = (¢)sKsp + ¢, Dg,.

(8.3.21)

Damit steht in der Zwischenkonfiguration ein geeignetes Evolutionsgesetz fiir den Trans-

lationstensor und seine zeitliche Anderung zur Verfiigung.

Zum Vergleich des Materialparameters ¢, mit Ergebnissen, die aus einachsigen Versuchen
gewonnen wurden, kann es vorteilhaft sein, ¢, als Funktion der plastischen Bogenlédnge s,

(plastische Vergleichsdehnung) darzustellen,

cp (I, Jp) = cp(sy),

(8.3.22)
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Referenzkonfiguration

Ks = %(I—Fgng‘l)

R L
Ks, = 3 (I-FgFi ) 1
R ng () Fg
Kse = 5 (Fg, Fg, ' —F5 ' Fg ') ’
R R R U
Ks = Ks.+ Kg,
- J
_ 4
Zwischenkonfiguration
RS = % (FSP ng - FSTel Fg:eil )
Fs(...) Fg Ks, = L (Fg, FY —1)
RS@ = % (I - FSTel Fgeil )
\Y4 Ks = Ks +Kg,
-
4 N
aktuelle Konfiguration H
Ky :%(FSFE_I) F ( )FT
Se \+-- Se
Ksy = 5 (FsFg — Fs.Fg, ) : |
KSe - %(FSnge - I)
Ks = Ks. +Kg,
o J

Tafel 8.1: Karni-Reiner-Verzerrungstensoren.

so dafl anstelle von (8.3.21)

(8.3.23)



166 Kapitel 8: Elastisch-plastisches Materialverhalten poroser Korper

gesetzt werden kann. In der Literatur werden die Summanden von (8.3.23) héufig als

Erzeugungs- (1. Summand) und Begrenzungsterm (2. Summand) interpretiert, vgl. Tsak-
makis [1987].

Die Formulierung von Evolutionsgesetzen fiir den Translationstensor bei der Beschreibung
des Verfestigungsverhaltens nichtporoser Metalle geht auf Melan [1938, GL.(5)] zuriick,
wenngleich in der Literatur meistens spétere Arbeiten zitiert werden, nadmlich Prager
(1955, 1956], Shield & Ziegler [1958] sowie Ziegler [1959]. In den urspriinglichen Arbeiten
zur kinematischen Verfestigung wurde lineares Verfestigungsverhalten (¢, = konst.) vor-
ausgesetzt. Nichtlineares Verfestigungsverhalten wurde erst spéter untersucht, vgl. z. B.
Armstrong & Frederick [1966] sowie Mroz et al. [1976]. Die linearen Verfestigungsansétze
sind durch Konstantsetzen von ¢, in (8.3.15) bzw. (8.3.21); enthalten. Ein entsprechender
Ansatz fiir die geometrisch lineare Theorie kann direkt aus (8.3.15) im Zusammenhang
mit (8.3.19) geschlossen werden:

0Z°
I Esy Eg,=0

Zi, = (

) Esp = ¢ Esp . (8324)

Darin ist ¢, konstant.

Zur Bestimmung des A-Faktors ist die Konsistenzbedingung

~., ~8

[F(TSY )]s = 0 (8.3.25)
auszuwerten. Es gilt
OF - OF s dF
0 = — (79 (Y ) + ()5 8.3.26
67’5 ( )S + 8?5 ( )S + ajp( P)S ( )

Daraus folgt mit der Definition der unteren plastischen Lie-Ableitung, vgl. (7.2.6);, sowie
der Beziehung 0F /0 TS = — 9F)/ 6\?5, daB fiir symmetrische dF/ 9 TS

oF . 9F -
0 — - (TS)V . S (YS)V+
oTs N P
7 s (8.3.27)
F s &5 ~ F
+ 87A_S(T -Y ).2D5p+Jpa—%(DSp.1).

Unter Voraussetzung der FlieBbedingung (8.2.7) ist die materielle Zeitableitung der pla-
stischen Vergleichsdehnung durch

2
(sp)s = 5AkVI+3/207 (8.3.28)
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definiert, so daf§ der A-Faktor bei Beachtung von (8.2.7), (8.3.4) und (8.3.23), aus (8.3.27)
ermittelt werden kann:

1 OF ~
— = 9T (s 8.3.29
o (T (8.3.29)
mit
F F 2 .
h = a—A'[Cpa—A——bk’ 1+3/2QQYS—
oT? oTs 3
Jps s (8.3.30)
F o~ ~ S F
— 22— (T9-Y") — J,—T1].
=t )= gy

Die Grofle h ist eine stets positive Materialfunktion, vgl. (8.3.8) im Zusammenhang mit
der Belastungsbedingung (8.3.1)3. Alternativ kann fiir h aus (8.3.30) geschrieben werden:

9 . . .
ho= o klek — b1+ 3202 (T5 - Y )2. ¥ -
_ 9 .
- 9]I]D—gerI—{k:[éLk:er\/l+3/2a2(YS-I)]—

=~ 8.3.31)
3 ~ -~ 9 OF ~ (
— 5(30(2—1)01,]—(30[2+1)12+§Jp8—Jp}0z2_[
OF ~, da 2 Ok
t — =al?— — Sk
e T Y a9, T 370y,
Damit folgt fiir die assoziierte FliefSregel duktiler Materialien
N - 1. 0F  ~gy. OF
Ds, = (Tgp)y = E[a?s (T, ] (8.3.32)

oTS

mit h entsprechend (8.3.30) bzw. (8.3.31). Diese Beziechung kann durch Vorwérts- oder
Riickwirtstransformation in der aktuellen bzw. Referenzkonfiguration dargestellt werden.
Mit (5.6.27), der Ableitungsregel (A.3.6) und der Assoziationsvorschrift (A.1.8) gilt

OF oTs , OF ; OF

oT5 (af-s) o715 = Fsegpstse

oF 885  OF oF (83.89)
_ ( )T_ _ -1 Y7 p-1
- 08" P g8t

0TS 0TS
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so dafl mit (8.3.2) und Tafel 5.2 direkt auf

1. 0F OF
A v o = . TSV — ,
(As)” = Gl (T .
, 1. 0F , OF
(ESp)S = E[ass ) (SS)S] 9s%

geschlossen werden kann. Bei Anwendung von (8.3.34) ist es vorteilhaft, auch die FlieSbe-

dingung F sowie die Grofe h entsprechend dem Transformationsverhalten der Spannungs-
und Translationstensoren umzuformen.

8.4 Inkrementelle Materialgleichungen

Mit Hilfe des Elastizitatsgesetzes fiir die Spannungsénderungen und der Flieregel kénnen
die inkrementellen Materialgleichungen elastisch-plastischen Materialverhaltens angege-
ben werden, indem man die Spannungsdnderungen iiber einen Gesamtstofftensor aus
den Gesamtverzerrungsinderungen herleitet. Dazu soll im folgenden eine Darstellung in
Groflen der Zwischenkonfiguration gewéhlt werden. Das Ergebnis 1é8t sich durch Vorwérts
bzw. Riickwértstransformation problemlos in die iibrigen Konfigurationen iibertragen.

Entsprechend (7.2.12); gilt

4
(T = C.(Ts;. s

Bei Beachtung von Tafel 5.2 sowie der Fliefiregel (8.3.32) folgt daraus

4 ~ ~
- -~ =~ 1 0F OF
Sy — A5\
(T°), = Ce{(rs)é—ﬁ[ﬁ~(7 )p]a7,;s}7 (8.4.2)
so dafl mit Hilfe der iiblichen Manipulationen auf
~ 4
(T%); = C(Ts)y,
4 o 4 ~
A F = F
4 4 Ce aAS C. 8—AS (8.4.3)
C - C, — - 0T 5 87(; _
~ a a
h’ + Ce : — & =
( oTs  oT? )

4
geschlossen werden kann. Darin ist C als Gesamtstofftensor der Zwischenkonfiguration
definiert.
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Durch Vorwértstransformation von (8.4.3); erhdlt man mit (7.2.7), und Tafel 5.2

4
(T5)7 = Fs.C.[F5(Ag)" Fs, | FL, (8.4.4)

und daraus durch zweimaliges Anwenden der Vorschrift (A.1.8):

(T5)" = C(As)",
(8.4.5)

4 14

4
14
C = (F?S:e@Fge)TC(FSe ®FSe)T'

4
Das Transformationsverhalten des Gesamtstofftensors C, der aktuellen Konfiguration ist

4
identisch mit demjenigen des Elastizitétstensors C, (kovarianter Transport), vgl. (7.2.14).
Um das Endergebnis der Transformation aufzuzeigen, soll eine Zwischenrechnung ein-
gefiigt werden. Mit (7.2.14), (8.3.33); und (A.1.8) gilt:

4 =~ 4 =~
u ~ OF ~ OF 14
(F?S:e ® F§€>T (Cea =3 ® Cea AS)(FSG ®FSe)T =
R ' T (8.4.6)
1 OF 1 OF
=C,—= ® C,—=
s s
und
A - . . .
~ OF OF 4 OF OF
C, - ® — = C,  (— ® —=). (8.4.7)
(87'5 67‘5) (87'5 87'5)
Damit folgt fiir (8.4.5):
4
(T%)Y = C(Ag)",
4 9F 4 QF
, , C.—— ® C, = (8.4.8)
C - C, — oT oT
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Analog zu (8.4.4) - (8.4.8) erhélt man durch Riickwértstransformation von (8.4.3)

4

(8%)s = B(Es)s .

1 9F 4 OF
4 4 B ® B

€ S € S
B - B, - 435 = 5’3813 : (8.4.9)
h+ B, (sog ® ——s
(ass ass)
4 14,4\ 14
T-1 T-1 —1 1
B = (FSp ® FSp )T C(FSp ® FSp )T

4
mit B, aus (7.2.5),.

Mit (8.4.3), (8.4.8) und (8.4.9) stehen in allen drei Konfigurationen von ¢ formal iden-
tische Ausdriicke fiir die inkrementellen Materialgleichungen elastisch-plastischen Mate-

4 1
rialverhaltens zur Verfiigung. Die Elastizitétstensoren B, C. und C. sind entsprechend

Abschnitt 7.3 bzw. in linearisierter Form entsprechend Abschnitt 7.4 einzusetzen.
4

Als Beispiel soll an dieser Stelle der Gesamtstofftensor C der Zwischenkonfiguration ver-
vollstdndigt werden. Sollen grofle elastisch-plastische Deformationen duktiler Materialien
erfait werden konnen, so ist das nichtlineare Elastizitdtsgesetz in der Form (7.3.24) zu
benutzen. Man erhalt:

4 5 4 [
= OF ~ O0F
1 1 Ce 275 ® Ce o5
& _ G - T = 82A :
= F F
h + C, — —
) <8TS 87'5)
4 ~_1 14 ~—1 ~—1
Ce - 2OZS((jSe ® Cgel)T + BS<CSe ®CSe) )
mit o = [p® — N J¢InJ,] ;
Cp:kons.
s ‘ (8.4.10)
g = [)\SJec(cane+1)]‘ ,
Csp:konst.
dF s O Lirims _ o8
S (T @ - U =Y L
F5 — 245Kg + A J°InJ, Cy, |
~9 ~
Y = Cp<8p>KSp'
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4
Das Einsetzen der einzelnen Ausdriicke in C ist trivial und soll hier nicht weiter diskutiert
werden. Der Verfestigungsparameter A ist mit (8.3.31) gegeben, die Materialparameter «
und k& kénnen (8.2.8) entnommen werden. Es gilt die FlieSbedingung (8.2.7) mit Bela-
stungsbedingungen entsprechend (8.3.1).

8.5 Erginzende Bemerkungen

Im vorliegenden Kapitel wurden das prinzipielle Vorgehen bei der Beschreibung des pla-
stischen Materialverhaltens poroser Medien aufgezeigt und spezielle Materialgleichungen
fiir duktiles Material angegeben. Wie bereits erwéhnt, soll die Behandlung sproder und
granularer Stoffe auf der Basis der fiir die geometrisch nichtlineare Theorie erweiterten
Fliebedingung von de Boer, Gl. (8.2.3), einem in Kiirze erscheinenden Bericht, de Boer
& Ehlers [1990] vorbehalten bleiben.

Ebenso wie bei der Beschreibung des elastischen Materialverhaltens pordser Medien wurde
auch hier das vereinfachte konstitutive Modell eines inkompressiblen, fliissigkeitsgeséttig-
ten, elastisch-plastisch deformierbaren Festkorpers vorausgesetzt, vgl. Abschnitt 6.5, so
daf alle angegebenen Beziehungen gleichermaflen fiir das leere und das fliissigkeitsgeséttig-
te Festkorperskelett gelten. Fiir das fliissigkeitsgeséttigte Skelett sind lediglich die Parti-

alspannungen 7° durch die Extraspannungen 773 zu ersetzen.

Die hier gewihlte Behandlung des plastischen Materialverhaltens entspricht einer Formu-
lierung im Spannungsraum. In numerischen Algorithmen ist héufig eine Formulierung im
Dehnungsraum vorzuziehen, d. h. die Spannungsgrofen 7° bzw. 7% sind formal mit Hilfe
des geltenden Elastizitétsgesetzes zu ersetzen. Der so entstehende Formalismus kann z. B.
direkt aus (8.4.10) geschlossen werden.






Kapitel 9: Einige Erginzungen zum Modell
eines fliissigkeitsgesittigten, elastisch-
plastisch deformierbaren porosen Korpers

9.1 Einleitung

In den vorangegangenen Kapiteln wurden die thermodynamischen Restriktionen und
konstitutiven Gleichungen eines fliissigkeitsgeséttigten, elastisch-plastisch deformierba-
ren pordsen Korpers mit inkompressiblen Konstituierenden diskutiert. Im Rahmen der
makroskopischen Betrachtungsweise wurden fiir kleine Abweichungen vom thermody-
namischen Gleichgewicht eine linear viskose Porenfliissigkeit vorausgesetzt und lineare
konstitutive Beziehungen fiir den Warmeflul und die volumenbezogene Interaktionskraft
bzw. den lokalen Bewegungsgroffenzuwachs angegeben (Abschnitt 6.4). Zur Konstituie-
rung eines anwendungsbezogenen Modells wurden die thermodynamischen Restriktionen
und konstitutiven Gleichungen mit Hilfe des ,,Prinzips der konstitutiven Trennung der
Teilkorper* (Abschnitt 6.5) vereinfacht. Dadurch wurde es moglich, das elastisch-plastische
Materialverhalten der Festkorpermatrix in der Weise zu beschreiben, daf§ die angegebenen
Beziehungen gleichermaflen fiir das fliissigkeitsgeséttigte sowie das leere Festkorperskelett
gelten. Im letzteren Fall sind lediglich die Extraspannungen durch die Partialspannun-
gen des Festkorpermaterials zu ersetzen. Zur Vervollstindigung des Modells sollen im
folgenden die aus der Energiebilanz resultierende Wérmeleitungsgleichung und die Bewe-
gungsgleichungen fiir Fliissigkeit und Festkorperskelett angegeben werden. Dariiber hin-
aus sollen die Grundlagen zur numerischen Behandlung von Randwertaufgaben (FEM)
an einem einfachen Beispiel aufgezeigt werden.

Fiir das betrachtete Modell gilt, vgl. (6.4.41), (6.5.1), (6.5.2) und (7.2.3):

S = ¢%(0) + ¢°°(Bse) +¢¥7(Esy)
P = " () :
81/15 Qp
S — _Z
7 = 06 _'_pS) )
81/1F 87/
F - |- _ -7
T = —npIl+ T3 ,
TF = —nfpl+TEL ,
~ F

= pgraan+13§ ,
a°+q" = —ppgradd

173
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Darin sind, vgl. (5.6.26):

TS = (detFg) ' Th,

TL = 24" Dp+ M (Dp-1)1, (9.1.2)
" / /
pr = —aggradd — Sy (xp —Xg).

Fiir die Extraspannung des Festkorperskeletts gilt formal, vgl. (7.2.4):

af&Se

Tg:pgSaAS :

(9.1.3)

Diese Beziehung kann durch das jeweils giiltige Elastizitdatsgesetz, vgl. Kapitel 7, ersetzt
werden.

9.2 Wairmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung des Modells basiert auf der Energiebilanz (6.2.10), die sich
mit Hilfe der geltenden Beziehungen auf folgende Form bringen 1a3t:

/ /

!/ / / /
— 055 — Pl =0 (PG + p" g ) — BT (xp — x5 ) +

+T5. Dy +TF -Dp — psnsés _ pFnFéF_'_ (9.2.1)
+prt—div(q®+qF)=0.
Es gilt
/ aws , awS aws
S - . A A . A A
Us = g 0T gay, As) T gay (A
(9.2.2)
/F B 6¢F /
F= ey OF,

wobei in (9.2.2); das Transformationsverhalten der Verzerrungstensoren und Verzerrungs-
geschwindigkeiten gemaf Tafel 5.1 und Tafel 5.2 beachtet wurde, vgl. auch (6.5.10). Mit
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(9.2.2) folgt formal fiir (9.2.1)

s.ls FlE N ! s 587/15 A
—0(p"Ne+p Np)—p - (xp—%Xg) + (T7 = A (Ase)” +
+(TS— Saws>~(A )4+ TF . Dp — 5(S+—8ws>é — (9.2.3)
oWy 1 ,
—pF(nF+%>0F+pTI—d1V(qS+qF)=0,

woraus mit der Inkompressibilitidtsbedingung (4.5.13) (fiir ' = 0) sowie den Beziehungen

(6.5.12)3 und (9.1.1) — (9.1.3) auf

/ /
—0(p° s+ pfnE) + 00+ 8 + prf —div(q® +q) =0 (9.2.4)

geschlossen werden kann. Die Dissipationsfunktionen ®%, und ®% von Festkérperskelett
und Fliissigkeit sind darin durch

Y = detFg(To—Y%) (Ag)",
(9.2.5)

O = Sy (xp—xg)-(xp—xg)+TE -Dp

bestimmt. Beide Dissipationsfunktionen sind stets positiv, vgl. (6.4.35), (6.5.11)3, (6.5.12)3
und (9.1.2),. Mit (6.5.11), (6.5.12) sowie (8.3.6) — (8.3.8) kann fiir ®%, alternativ geschrie-
ben werden:

2
PP = 5 det FsAK?. (9.2.6)

Unter Voraussetzung isotroper Permeabilitéitseigenschaften des Festkorpermaterials folgt
fiir 1 mit (6.4.23), (6.4.45) und (6.4.47):

F
of = L binf(xp—xg) (Xp—%g) + 24" Dp -Dp+ \(Dp-1)2.  (92.7)

Zur weiteren Umformung von (9.2.4) sind die materiellen Zeitableitungen der partialen
Entropiefunktionen 7° und n" zu bilden. Da Phasentransformationen ausgeschlossen wur-
den (p® = 0), gilt mit (4.3.1) und (9.1.1); — (9.1.1)4:

, 82 /,Se , 1 , o
ng = —8—15205—p—s[(0[9)5 +O[9d1VXS],

(9.2.8)
! 82¢F /

nk = —WQF—F/)—F[(QG)’F +a9div>/<p].
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Damit geht (9.2.4) in

aQwSe 62¢F - 5 82,17556
9@ g P w2hﬁ+¢ o+ 007 5
2 I F

+90Fi$;gnﬁﬂ-ﬁp——edw[mxip—ﬁsﬂ+vwl—dw(qs+qF>=0

grad @ - >,cS +
(9.2.9)

iiber. Fithrt man schliefllich in Analogie zur klassischen Kontinuumsmechanik der Ein-
komponentenmedien

82,1/_156
s _
o= e
821/}F
F
Cy = —0—= 507 (9.2.10)
1
Cy = ;(p505 +p"CYy)
als spezifische Warmefunktionen bei konstantem Volumen ein, so folgt
—,OCV% — p°Cgrad - >,cS — pF'OF grad - >,cF —
(9.2.11)

—0div[ag(xp —Xs)] + )+ Df + pr' — div(a® +q") = 0.

Diese Beziehung représentiert die Warmeleitungsgleichung des untersuchten Modells. Die
GroBe oy kennzeichnet den Entropiekopplungsparameter. Uber ay liegen zur Zeit jedoch
keinerlei Erfahrungen vor. Man kann lediglich feststellen, daf3 der Nichtgleichgewichtsan-
teil D,, der Dissipationsungleichung nach (6.4.6) auch fiir cpy = 0 stets groBer bzw. gleich
Null ist, vgl. Abschnitt 6.4, so dal auch ay = 0 eine zuléssige — wenngleich entkoppelte
— Losung des allgemeinen Problems darstellt. Kann ay = 0 zumindest im vereinfach-
ten konstitutiven Modell angenommen werden, dann ist mit (9.2.11) eine zur Losung
praxisrelevanter Probleme geeignete Warmeleitungsgleichung gegeben. Die Grenzfille der
klassischen Einkomponentenmedien, inkompressibler, elastisch-plastischer Festkorper und
inkompressible, viskose Fliissigkeit, sind in (9.2.11) enthalten.

9.3 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen von Festkorperskelett und Fliissigkeit stellen eine wesentliche
Grundlage zur Entwicklung numerischer Berechnungsverfahren fiir porése Medien dar.
Fiir die Porenfliissigkeit gilt mit (6.2.7)

divTF + pf(b—%p)+p" =0, (9.3.1)
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so dafl mit (9.1.1)¢ und (9.1.1)7

zF—anradp—i-pF(b—)/ép)—i-f)g:O. (9.3.2)

Darin gibt

7' = div TE (9.3.3)

die durch die Viskositét der Fliissigkeit verursachte Zahigkeitskraft an. Mit (9.1.2), kann
fiir z©' geschrieben werden:

zf' = div[2puf Dp+ A (Dp-1)1]
= uFA>/<F+(uF+)\F)graddiv>/<F+ (9.3.4)

+2Dpgrad uf + divxp grad \F .

Das Symbol A(...) kennzeichnet den Laplace-Operator.

Die makroskopische Stromung einer Fliissigkeit in pordsen Festkorpern kann als wirbel-
freie Bewegung aufgefat werden. Mikroskopische Verwirbelungen bei der Umstromung
einzelner Korner eines granularen Mediums oder bei der Durchstromung einzelner Po-
renkanéle eines duktilen Materials werden dadurch nicht ausgeschlossen, spielen jedoch
im Rahmen der makroskopischen Betrachtungsweise keine Rolle. Bei wirbelfreier Bewe-

gung kann das Geschwindigkeitsfeld )I(F als Gradient eines Geschwindigkeitspotentials W
dargestellt werden, d. h.:

Xp = grad W¥  mit rot Xp =0. (9.3.5)

Beachtet man, daf3
Axp = grad divXp — rot ot Xp , (9.3.6)

so folgt aus (9.3.4):
zI' = (2u" + )\F)graddi\f)lcp + 2Dy grad pf' + divﬁpgradAF. (9.3.7)

Man erkennt, daf die Zihigkeitskraft fiir wirbelfreie ¢ immer dann verschwindet, wenn

fiir feldlich konstante " und A\ makroskopische Inkompressibilitéit (div >/<F = 0) ange-
nommen werden kann. Dies ist z. B. bei der Durchstromung starrer, im Ausgangszustand
homogen verteilter poréser Korper der Fall !, vgl. de Boer & Ehlers [1986b, Abschnitt 5.2].

Tm Ausgangszustand homogen verteilte Konstituierenden (Grad; nf;, = 0) wurden mit (5.3.2) vor-
ausgesetzt.



178 Kapitel 9: Ergédnzungen zum Modell

Fiir das Beschleunigungsfeld gilt

/
0 1
%F:%—i—ﬁgrad()lcpolcp)—;cpxr0t>/<p, (938)

so daf} fiir die wirbelfreie Bewegung

/!
%) 1
)/éF = —gtF + 5 grad ()/(F : )/(F) . (9.3.9)
Die Fliissigkeitsbewegung in pordsen Medien wird in der Regel als schleichende Stromung

behandelt, d.h. man setzt

"

Ein Vergleich von (9.3.9) und (9.3.10) zeigt, daB fiir die schleichende Stréomung nicht nur
ein stationédres, rotationsfreies Geschwindigkeitsfeld vorausgesetzt werden muf}; sondern

das Geschwindigkeitsfeld mufl dariiber hinaus homogen sein, so daf§ grad x r=0.Im all-
gemeinen kann jedoch kein homogenes Geschwindigkeitsfeld vorausgesetzt werden; man

wird vielmehr davon ausgehen miissen, dafl der Term %grad()lcp : >/<F) fiir sehr kleine
Stromungsgeschwindigkeiten gegeniiber den {ibrigen Ausdriicken in der Bewegungsglei-
chung (9.3.2) vernachlissigt werden kann, vgl. Hamel [1934, S. 130].

Fiir die schleichende Stromung folgt aus (9.3.2)

2" —ngradp + p"' b+ ph =0 (9.3.11)

mit z"" aus (9.3.7). Der effektive Fliissigkeitsdruck p kann im Schwerefeld — hier entspricht
b der Erdbeschleunigung g — mit Hilfe der Standrohrspiegelhche h ausgedriickt werden,
vgl. de Boer & Ehlers [1986b, Gl. (5.1.10)], so daf}

gradp = v Rgradh + p b

(9.3.12)

mit AR = pF'Rb|.

Fiir isotrope pordse Festkorper gilt auBerdem mit (6.4.23), (6.4.45), (6.4.47) und (9.1.2)3:

F. FR
”]:F w. (9.3.13)

ph = —aggradf —

Darin ist

w = nf(xp — xg) (9.3.14)
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als Filtergeschwindigkeit der Porenfliissigkeit definiert. Mit (9.3.12) und (9.3.13) folgt aus
(9.3.11):
F.FR

1 ]:F wh =0, (9.3.15)

2zl —nfy"Rgrad h — aggrad 6 —

Kann die Zahigkeitskraft der Fliissigkeit vernachléssigt werden — dies ist z. B. fiir Wasser
der Fall, vgl. de Boer & Ehlers [1986b, Abschnitt 5.3] —, und gilt auerdem ay = 0 bzw.
grad § = 0, dann geht (9.3.15) in

F.FR

~
—nfyFRgrad h — I wi =0 (9.3.16)

bzw.
w! = —kfgrad h (9.3.17)

tiber. Die Beziehung (9.3.17) ist das Darcysche Gesetz der Filterstromung, vgl. Darcy
[1856].

Die Bewegungsgleichung des Festkorperskeletts lautet mit (6.2.7)

divT® + p°(b—x5) —pF =0, (9.3.18)

so dafl mit (9.1.1)5 und (9.1.1)7 bei Vernachlissigung der Trégheitskréfte

divT$ — ngradp + p°b — pL = 0. (9.3.19)

Daraus folgt mit (9.3.12) und (9.3.13)

F.FR

div TS + n%( p°F — pF'R )b — Sy B grad h + aygradf + ]:F wi'=0. (9.3.20)

Kann ay = 0 bzw. grad 6 = 0 vorausgesetzt werden, dann gilt entsprechend

F.FR

div T3 + n®( p°F — pF'E )b — Sy B grad h + r ]; wl' =o0. (9.3.21)

Die Bewegungsgleichung des Gesamtkorpers entsteht durch Addition von (9.3.15) und
(9.3.20):

div Ty +n®(pf — pf )b + 2" — 4R gradh =0. (9.3.22)
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Fiir z" = 0 gilt entsprechend

div TS +n®( pf — pf )b — 4y gradh = 0. (9.3.23)

Diese Beziehung ist identisch mit de Boer & Ehlers [1988a, Gl. (3.22)]. Der zweite Sum-
mand kennzeichnet darin das um den Auftrieb verminderte Gewicht des Festkorpers pro
Volumenelement dv. Die Grofle

r=—~"gradh (9.3.24)

wird in der Literatur zu Grundwasserstromungen als volumenbezogene Reibungskraft in-
terpretiert. Mit

U
h= %, b= —gradU, (9.3.25)

vgl. de Boer & Ehlers [1986b, Gl. (5.1.8)], kann (9.3.24) direkt in die entsprechenden
Ergebnisse von Hoffman [1929], von Terzaghi & Rendulic [1934] bzw. Heinrich & Desoyer
[1956] tiberfithrt werden; siche de Boer & Ehlers [1988al.

9.4 Zur Implementierung der Theorie pordser
Medien in numerische Algorithmen (FEM)

Mit Hilfe der Warmeleitungsgleichung (9.2.11) und den Bewegungsgleichungen fiir Fest-
korperskelett und Fliissigkeit konnen numerische Berechnungsverfahren zur Behandlung
fliissigkeitsgeséttigter, elastisch-plastisch deformierbarer poroser Korper angegeben wer-
den, die jedoch im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie einen nicht unerheb-
lichen Aufwand erfordern, der in erster Linie durch die Kopplung der Partialkdrper in
Bewegung und Temperatur hervorgerufen wird. Diese Problematik soll im folgenden nicht
ausdiskutiert werden; stattdessen soll lediglich das prinzipielle Vorgehen fiir einen einfa-
chen Fall (wassergesiittigter, isotroper Festkorper — isothermer Prozef}) angedeutet wer-
den.

Numerische Berechnungsverfahren (FEM) basieren entweder auf einer Extremalaussage
oder auf dem ,,Prinzip der virtuellen Verriickungen“. Da eine Extremalaussage — hier
ist die Existenz eines quadratischen Potentials vorauszusetzen — in der Regel nur in der
geometrisch linearen Theorie oder der im Hillschen Sinne inkrementell linearen Theorie
existiert, vgl. z. B. Hill [1958], wird man bei allgemeinen Problemen pordser Medien vom
Prinzip der virtuellen Verriickungen ausgehen miissen; beziiglich einer Extremalaussage
fiir fliissigkeitsgeséttigte, elastisch-plastisch deformierbare porose Korper im Rahmen der
geometrisch linearen Theorie sei auf de Boer & Kowalski [1985] verwiesen.
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Im einfachsten Fall der geometrisch nichtlinearen Theorie benutzt man fiir das Festkorper-
skelett die Bewegungsgleichung (9.3.21), so dafl nach Multiplikation mit einer virtuellen
Verriickung n° und Integration iiber den Bereich B des Gesamtvolumens V

F.FR

kF

/[divT%+nS(pSR—pFR)b — n 7R grad h + wi | - ndv =0 (9.4.1)

B

bzw.

/T?E~gradnsdv = /t%-nsda +/[ns(pSR—pFR)b—

. o . (9.4.2)

nF’yFR

kF

In (9.4.2) kennzeichnet 0B; den Bereich der Oberfléiche mit bekannten Oberflachenkréften.
Die Beziehung (9.4.2) liefert ein nichtlineares Gleichungssystem, das durch Newton-Ite-
ration zu losen ist.

—n "B garadh +

WF:| -ndv.

Betrachtet man die Standrohrspiegelhdhe h, den Durchlissigkeitskoeffizienten k¥ und die
Filtergeschwindigkeit w! ebenso wie die duflere Last t7 als gegeben, dann erhilt man
durch Linearisierung des Funktionals

G(t) = /T% - gradn®dv (9.4.3)
B

im Zustand 2:

Gts) = G(h) + Gs|  (ta—11). (9.4.4)

t=11

Da die virtuelle Verriickung n® fiir statische Belastungsprozesse zeitunabhingig ist, gilt

(/;’5 = /[ (T3)% + LgT5] - gradndo . (9.4.5)
B

Die Truesdellsche Ableitung der Extraspannungen

(T)% = (Dg-I)T3 + (T})s — LsTj — T LY, (9.4.6)
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vgl. Truesdell [1953, Gl. (55.b2)], kann bei Beachtung von (5.6.26) und (7.2.6), durch die
untere Lie-Ableitung der Kirchhoff schen Extraspannungen ersetzt werden:

(T%)% = (det Fg) " H(T5)". (9.4.7)

Damit folgt

Gs = /(det Fo) ' [(T5)" + LsTy] - gradn®do, (9.4.8)
B

so daf fiir (9.4.2) mit At =ty — ty:

/ (det Fg) L[ (T3)Y + LgTy ] - gradp®dv At =
B t=11
= —/(detFS)nggradnde -
B t=1t1
(9.4.9)
S FR nfy g S
— [n v " Ferad h — W } -1”dv +
B k t=t1
+/t%"l’[sda +/ns(pSR—pFR)b~nde
9B, t=to B t=to

Der Zielzustand 2 eines Inkrements ist erreicht, wenn die linke Seite von (9.4.9) im Rah-
men einer zu definierenden Toleranz verschwindet. In jedem Iterationsschritt sind fiir die
ersten beiden Summanden der rechten Seite von (9.4.9) verbesserte Werte einzusetzen,
so da nach Abschluf8 der Iteration ¢; = t,. Die GroSe (T3)" kann mit Hilfe des Ge-

4
samtstofftensors C, vgl. (8.4.8), aus dem Verschiebungsansatz hergeleitet werden; T3 ist
formal durch das jeweils giiltige Elastizitdtsgesetz nach Kapitel 7 definiert. Die verbes-
serten Werte von w! kénnen nach jedem Iterationsschritt aus dem Darcyschen Gesetz
(9.3.17) bestimmt werden:

w! = — kfgradh. (9.4.10)

Dabei ist zu beachten, dal k¥ im allgemeinen eine Funktion der Festkérperdeformation
ist. Als Alternative zu dieser Vorgehensweise kann mit (9.4.10) fiir (9.4.9) auch geschrieben
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werden:

/ (det Fo) ' [(T5)Y + LsTy] - gradn’dv
B

= _/(deth)—ng-gradnde + (9.4.11)
t=1t1

B B

+/t§-nsda +/ns(pSR—pFR)b-nde
t=to

0B B

t=to

Diese Beziehung hat gegeniiber (9.4.9) den Vorteil, daf hier nach jedem Iterationsschritt
fiir den Fliissigkeitskorper nur die Standrohrspiegelhohe A feldlich neu zu bestimmen ist.
Dies ist jedoch leicht moglich, wenn man nach jedem Iterationsschritt die Festkorperde-

formation festhéilt, so daf3 x s = 0 und daher

wh = nf xp. (9.4.12)

Geht man ferner davon aus, dafl der Volumenanteil der Fliissigkeit nach jedem Iterations-
schritt stationir ist, d.h. Onf/dt = 0, dann folgt mit (6.2.6),

0 = divw’™, (9.4.13)

so dafl mit (9.4.10)

0 = —div(kfgradh)
(9.4.14)
= —kF'Ah —grad k! - grad h

bzw. fiir feldlich konstante k"

0=Ah. (9.4.15)

Die Beziehung (9.4.15) ist die Laplacesche Differentialgleichung fiir die Standrohrspie-
gelhohe h. Einfache Losungsmoglichkeiten dieser Beziehung ergeben sich z. B. nach Hein-
rich & Desoyer [1958] oder Klesse [1987]. Beziiglich diverser Losungsmoglichkeiten von
(9.4.14), vgl. z. B. Schulte [1988].

TR{ir >/(F = 0 kann (9.4.13) auch aus der Inkompressibilititsbedingung (4.5.13) fiir 2° = 0 geschlossen
werden.
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9.5 Erginzende Bemerkungen

Die im vorliegenden Kapitel angegebenen Beziehungen gestatten die numerische Be-
handlung von Randwertaufgaben fliissigkeitsgesattigter, elastisch-plastisch deformierbarer
poroser Festkorper. Alternativen zu den hier diskutierten Gleichungen sind denkbar und
lassen sich formal mit Hilfe der Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel aufzeigen.

Schliefflich bleibt festzustellen, dafl der unter Voraussetzung des vereinfachten konstitu-
tiven Modells, vgl. Abschnitt 6.5, hergeleitete Losungsalgorithmus (9.4.11) auch fiir das
leere Festkorperskelett gilt, indem man % und pf'# zu Null setzt. In diesem Fall gehen
(T3)Y, Ty und t% in (7)Y, 79 und t7 iiber, die entsprechend den Ausfiihrungen aus
Kapitel 7 und Kapitel 8 durch dieselben Stoffbeziehungen wie die erstgenannten Groflen
definiert sind.
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In der vorliegenden Arbeit wurde eine allgemeine Theorie pordser Medien auf der Ba-
sis der um das Konzept der Volumenanteile erweiterten Mischungstheorie entwickelt. Als
Anwendungsbeispiel wurde innerhalb dieser Vorgehensweise das Modell eines inkompres-
siblen, bindren porésen Mediums, bestehend aus einer inkompressiblen, viskosen Fliissig-
keit und einem inkompressiblen, elastisch—plastisch deformierbaren Festkorperskelett, un-
ter Einbeziehung der durch die Inkompressibilitdtseigenschaft hervorgerufenen inneren
Zwangsbedingung diskutiert und ein anwendungsbezogenes, vereinfachtes Modell angege-
ben. Andere Modelle, z. B. ein mit mehreren Fliissigkeiten oder ein mit Fliissigkeiten und
Gasen gefiillter Festkorper, konnen in Analogie zur aufgezeigten Vorgehensweise leicht
entwickelt werden. Ein aus mehreren Konstituierenden bestehendes Festkorperskelett ist
ebenfalls moglich. Im Rahmen vereinfachter konstitutiver Modelle kénnen das Elastizitéts-
gesetz aus Kapitel 7 und die Beschreibung elastisch—plastischen Materialverhaltens aus
Kapitel 8 in der Regel {ibernommen werden.

Abschlieflend sei noch einmal auf einen von Prof. de Boer und mir geplanten Forschungs-
bericht verwiesen, de Boer & Ehlers [1990], der speziell auf die Anwendung des hier
diskutierten Modells auf bodenmechanische Problemstellungen abstellen wird. Dies wird
sich vor allem auf die Beschreibung des plastischen Materialverhaltens auswirken; in Ka-
pitel 8 wurde iiberwiegend von duktilem Material ausgegangen. In der Bodenmechanik
muf jedoch granulares Material vorausgesetzt werden, so dafl die Plastizitatstheorie auf
der Basis der FlieBbedingung (8.2.3) und der Fliefiregel (8.3.3) zu entwickeln ist.

Ein Vergleich des hier diskutierten Modells mit anderen in der Literatur dokumentierten
Modellen poroser Medien befindet sich ebenfalls in Vorbereitung, de Boer et al. [1991].
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Anhang A: Rechenregeln — ohne Beweis

Alle folgenden Definitionen und Rechenvorschriften, die im absoluten Tensorkalkiil dar-
gestellt werden, lassen sich leicht — z. B. in einer beliebigen Basisdarstellung — im Zusam-
menhang mit den bei de Boer [1982] angegebenen Definitionen und Regeln verifizieren.

A.1 Tensoren hoherer Stufe:
Multiplikationen, lineare Abbildungen, Identititen

Es seien A, B, C, D beliebige, nichtsinguléire Tensoren 2. Stufe.

Definition eines einfachen Tensors 4. Stufe mit den Eigenschaften:

A —(AeB) (A.L1)
AT —[(AeB)T = (AT BT, (A12)
Al —[(AeB)] = (AleB ). (A.1.3)

4 ik
Transpositionen (...)T kennzeichnen die miteinander zu vertauschenden Tensorbasen; die
4
Transposition (...)T beinhaltet die Vertauschung der ersten beiden gegen die letzten beiden

Tensorbasen, d. h.

T =[(.)T)T. (A.1.4)

Mit der Definition (A.1.1) gelten folgende Rechenregeln:

(A@B)T(CoD)’ = (CA®DB)’, (A.1.5)
(A®B)¥(C®D) = (B'"CA®D), (A.1.6)
(A2B)(CoD)’ —(A®DBCY) (A.1.7)

(A® B)%C =B'CA (A.1.8)

3
und mit einem beliebigen Tensor C 3. Stufe

14 3 23

(A@B) CE = (BTCRETART (A.1.9)
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Definition eines einfachen Tensors 4. Stufe mit den Eigenschaften:

B —(AoB) (A.1.10)
B’ —[(AaB)” — Be Al (A.L11)
B!~ [(A@B)/ |~ = (B o AT-1)T (A.1.12)

Mit den Definitionen (A.1.1) und (A.1.10) gelten folgende Rechenregeln:

14

Hg
NG

(AB)"(CeD)" = (D"A® CB")7, (A.1.13)
(A@B)(CoD)T = (CA®B™D)T, (A.1.14)
(AeB)T(CaD) = (DAwBCY), (A.1.15)
(A@B)(CeD) = (BCTA®D), (A.1.16)
(A@B)(C®D)T —(A®CB'D), (A.1.17)
o (A® B)5§C =BC"A. (A.1.18)

Fundamentaltensoren 4. Stufe, vgl. de Boer [1982, Abschnitt 4.10] konnen mit Hilfe der
Definitionen (A.1.1) und (A.1.10) dargestellt werden:

4 4 14

A =IA mit I=I®I)7T, (A.1.19)
4 4

(A-DI=TA mit I=(I®I), (A.1.20)
4 4
= f 13

AT =TA mit I=>IeD7”. (A.1.21)

3 3
Es seien v ein beliebiger Vektor, A, B, C, D beliebige Tensoren 2. Stufe und A, B, C
beliebige Tensoren 3. Stufe. Dann gelten folgende Identititen:

[ABov)! =(A-B)v (A.1.22)
[A(B® v)?]l =B'Av, (A.1.23)
ABev)]: =(AB)®v, (A.1.24)
(ve A)B? =v®(AB), (A.1.25)
ABCPE]  —[(AB)CE, (A.1.26)
ABCIE]E —[(AB)CTE, (A.1.27)

'Die Kennzeichnung (...)* weist darauf hin, da die jeweilige Assoziation so zu bilden ist, daf} ein

Tensor i—ter Stufe entsteht.
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(ABFCP  —ABOF,
(alBpcp —AfBO).
(AByTopt — (AT c) T By,
(AByCP  —[ABOPP
aBetopt - (o BF optp,
(aBpi  —(aBiy,
afpyp = @aBpf
AFpp?  _pribet
(TA): (AT —A,
A(BC) — (ABBC,

4
Mit einem beliebigen Tensor B vierter Stufe gilt ferner:

3 4 4

A«BC%VZB43®Cw

A.2 Gradienten und Divergenzen

(A.1.41)

Es sei A ein beliebiges, nichtsinguldres Tensorfeld 2. Stufe und F der Deformationsgradi-

ent, d.h.:

A =A(x),
F =Gradx mit Grad(...) =
F'=gradX mit grad(..) =

Es gelten folgende Beziehungen:

Grad A = [(grad A) F2,
grad A = [(Grad A)F ']

(A.2.1)

(A2.2)

(A.2.3)

(A.2.4)
(A.2.5)
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Div A = (grad A)FT (A.2.6)

divA = (Grad A)FT! (A.2.7)

Grad (det F) = det F (F"'Grad F)?, (A.2.8)
grad (det F~!) = det F~! (FTgrad F ). (A.2.9)

Kopplung aufeinander folgender Deformationsgradienten:

Es seien F; der Deformationsgradient zwischen Konfiguration 2 und Konfiguration 1 und
Fy der Deformationsgradient zwischen Konfiguration 1 und Konfiguration 0, so daf3

Fy = Gradgx; mit Grady = o) , (A.2.10)
8X0
B . ~a(..)
F, = Grad; xo mit Grad; = (A.2.11)
8X1
und
F = Gradox, . (A.2.12)

3 3
Es seien Gy und G; die zu Fy und F; gehorenden zweiten Deformationsgradienten, so

daB

3 3 3 23
Go = Grado F() mit Go = GQT, (A213)
3 3 3 23
G1 = Grad1 F1 mit G1 = GlT. (A214)
und
3 3 3 23
G =GradgF mit G =GT. (A.2.15)

Mit (A.2.10) bis (A.2.15) sind zwei aufeinander folgende Deformationsgradientenpaare fiir
Materialien zweiten Grades definiert, so dafl

(F, é) = (Fu, él) o (Fo, éo) (A.2.16)

mit
F =F Fo, (A.2.17)
G = (G R TR BT 4 (B, Gt (A218)

Gl (A.2.18) lautet in Gradientendarstellung mit (A.2.4), (A.2.13) - (A.2.15), (A.2.17):

3
G = Grado (FlFo)

= [(GradyFy)T Fol* T + (Fy Gradg Fy)? (A.2.19)

= {[(Grad1 Fl) F0]§ ,‘2Z§ F0}§ ,‘2Z§ —+ (Fl Grado F0)§
q.ed..
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Die Symmetrieeigenschaften von (A.2.13) - (A.2.15) sind offensichtlich. Wegen (A.2.15)
sind auch (A.2.18) bzw. (A.2.19) symmetrisch. Die Symmetrie von (A.2.19) kann auch
mit Hilfe der Identitdten (A.1.30) und (A.1.33) im Zusammenhang mit Grad; F; =

23 23
(Grad; F1)T und Gradg Fy = (Gradg Fg)7 leicht erkannt werden.

A.3 Ableitungen nach Tensoren 2. Stufe

Es seien A, B, C beliebige, nichtsingulidre Tensoren 2. Stufe. Dann gelten die folgenden

Ableitungsvorschriften:

9(A B) 11

14
T
Y

)

13
T

)

oA~ BoeDL
a(8ABB) _ (1o AT
a(aAAA) = (A®I)%+ I®AT)
a(‘g‘i:‘“) —Aen’+IeA)"
a(giif) —(ATeD) + (12 A)
a(%ﬁ C _ (Co AT
a(gf) — (A @ AT YT,

(A3.1)
(A.3.2)
(A.3.3)
(A.3.4)
(A.3.5)
(A.3.6)

(A.3.7)

Zusitzlich sind folgende Ableitungsregeln bekannt, vgl. de Boer [1982, Abschnitt 5.6]:

A o4
_— = :I
A (I®I) :
oA -II 4
_— = :I

A (I®I) :
OAT w2
— = =1.
DA IxI)

(A.3.8)

(A.3.9)

(A.3.10)

Aus (A.3.1) - (A.3.10) konnen mit Hilfe der Kettenregel beliebig viele weitere Ableitungen

bestimmt werden.
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Beispiel: Mit (A.1.4), (A.3.2), (A.3.10) gilt:

o(AB") o(AB”) oB”
8B 6BT 146B 13
= IoADHT(IeDT
IToA)T el (A3.11)

13
— (II® ADT

13
— @A)



Anhang B: Gruppen linearer Abbildungen
2. Grades

B.1 Die lineare Gruppe £

Cross [1973] hat gezeigt, daB die ersten und zweiten Deformationsgradienten

F = Gradx , F! = gradX,

3 3

G = GradF , G! = gradF ', (B.1.1)
3 3 23 3 3 23

G = GT , G! = GIT

von Materialien zweiten Grades Elemente einer Gruppe linearer Abbildungen 2. Grades

sind.
3
Die lineare Gruppe L ist durch die Menge aller méglichen Paare (H,C) in der Weise

gegeben, dafl
3 3 23
L={H,C)} mit C CT. (B.1.2)
Die in (B.1.2) geforderte Symmetrieeigenschaft kennzeichnet die Menge der eigentlich
zweiten Deformationsgradienten (Beispiel: GradF, gradF~' / Gegenbeispiel: grad F,
GradF~'). In (B.1.2) W1rd jedoch nicht allgemein gefordert, dafl H ein Deformatlonsgradl—

ent gemif (B.1.1); und C der Gradient von H ist. Vielmehr sollen H und C lediglich den
Charakter erster und zweiter Deformationsgradienten besitzen, so daf alle fiir die Paare

3
(F,GradF) € £ und (F ', grad F') € £ geltenden Beziehungen fiir alle (H,C) € £
gefordert werden. Sind

3 _ 3
(H,C), (H,C) €L (B.1.3)
aufeinander folgende Paare der linearen Gruppe - im Sinne aufeinander folgender Defor-
mationsgradienten, vgl. Abschnitt A.2 -, dann ist
3 _ 3 .3
(H,C)o(H,C)=(H,C) €L (B.1.4)

die die Gruppe L definierende bindre Operation (Komposition), vgl. Bowen [1976, Ab-
schnitt 2.6]. Mit (A.2.16) - (A.2.18) ist die Komposition (B.1.4) in der Weise definiert,
daf

H = HH,
5 s 3 (B.1.5)
C = [(CHETHET +HC).

In einer einfachen Indexschreibweise lautet (B.1.5)s

éijk = Cinp Hnj ﬁpk + Hiy, Unjk . (B.1.6)
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Die Definition einer Gruppe verlangt, daf§ £ beziiglich der Komposition (B.1.4) ein iden-
tisches Element

(I.0) €L (B.1.7)

und ein inverses Element
3 3
H,C)'=H'CY €L (B.1.8)

besitzt. Zusitzlich muB in Bezug auf die definierende Komposition (B.1.4) das assoziative
Gesetz gelten:

(H,C) o [H,C)o(H,C)| = (B.1.9)

3. 3 .3
= [(H,C)o(H,C)]o(H,C).
Die Beziehung (B.1.9) kann mit (B.1.5) leicht bestétigt werden.

Die Existenz des identischen Elements (B.1.7) beinhaltet, daB, vgl. Bowen [1976, Abschnitt
2.6],

(1.0)0(H.C) = (H.C)
Y o Y - ) Y
. ) (B.1.10)
(H,C)O(I,O) = ( ) )
Beweis zu (B.1.10);:
Mit (B.1.5), gilt
H=IH q.e.d.. (B.1.11)
Mit (A.1.36) und (B.1.5), gilt
3 3 23 23 3
C=[0HZ2THET +(IC)?  qed. (B.1.12)

Die Existenz des inversen Elements (B.1.8) beinhaltet, daB, vgl. Bowen [1976, Abschnitt
2.6],

3 3 3
H,C)o(H,C)! = (I,0),
#.G)0 .67 = (1) -
H.6) ol &) = (1,0).
Aus (B.1.13); folgt mit der Vorschrift (B.1.5):
I = HH !,
23 23 3 (B'1'14)

0 — [(Cu R BT mee.

3
Die Beziehung (B.1.14); kann mit (A.1.26) und (A.1.36) nach C~! aufgeldst werden, so
dafl

3 23 23

C'=—{H"' [((33 H'RETH T (B.1.15)
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oder weiter mit (A.1.32)

3 3 23 23
Cl=—{H ' (CH)PERTH P (B.1.16)
In Indexdarstellung lauten (B.1.15) und (B.1.16)
Cigp = —H;,' Cop H,j' Hyy! (B.1.17)

vgl. Bowen [1976, Gl. (2.6.10)].

Beweis zu (B.1.16):
Der Beweis zu (B.1.16) soll am Beispiel der Paare

(F,GradF), (F ' gradF') €L (B.1.18)
erfolgen.
Es gilt
ox 0X
_ -1_ 2= 7 B.1.1
I=FF X O ( 9)
und somit ,
0=grad (FF ). (B.1.20)

Mit Hilfe von (A.2.5) und (A.2.19) folgt aus (B.1.20):

3 23 23
0= {[(Crad F)F'PTF 1T ¢ (FaradF1)p. (B.121)

Im Vergleich von (B.1.19) und (B.1.21) mit (B.1.14) erkennt man, daf}

3
(F,CradF)o (F !, gradF ') = (I,0), (B.1.22)
d.h. grad F~! ist inverses Element zu Grad F. Der Beweis zu (B.1.16) ist gefiihrt, da

OF !

grad F~! = ( 5F

grad F)2 (B.1.23)

und daraus mit (A.1.9), (A.2.5) und (A.3.7)

-1

F
gradF~! = (aﬁF grad F)?
14

= —[(F'@F" 7 grad F]2 (B.1.24)

23

— _[(Flgrad PR TF BT
— —[{F'[(Grad F)F13}3 TF-1]° 7

Die Form von (B.1.24) ist mit derjenigen von (B.1.16) identisch, q.e.d..
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B.2 Die eigentlich unimodulare Gruppe U,

Die eigentlich unimodulare Gruppe
U. L (B.2.1)

ist die Menge aller volumenerhaltenden Paare

(H,C) €U, (B.2.2)

mit den Eigenschaften

det H =1,
3 (B.2.3)
(H'™'C)L = o.

Die Forderung (B.2.3); ist offensichtlich, die Forderung (B.2.3), kann mit einem speziellen
Paar (F', grad F '), das die Eigenschaft

det F~! = 1,
. (B.2.4)
grad (det F~) = o
besitzt, leicht eingesehen werden. Aus (B.2.4) folgt mit der Identitét (A.2.9)
0 = grad(detF 1)
= detF ' (F' grad F~')! (B.2.5)

= (F'gradF ')t q.ed..

Die Eigenschaften (B.2.4) und (B.2.5) bedingen im Zusammenhang mit der Symmetrie-
eigenschaft des zweiten Deformationsgradienten, daf3

(F ' gradF ') €cU,

B.2.6
wenn detF'=1 und (F'gradF ')l=o. ( )

Das Paar (B.2.6) existiert jedoch nur fiir inkompressible Einkomponentenmaterialien. Im
allgemeinen und speziell in der Mischungstheorie kann die Eigenschaft (B.2.4) jedoch nicht
festgestellt werden. Im Sinne einer dem Paar (F,GradF) € £ vorangehenden Transfor-
mation soll daher ein spezielles Paar

(ﬁ,%) eU. (B.2.7)

aus
(F ' gradF ') €L (B.2.8)

hergeleitet werden. Setzt man

F = (detF)"*F mit detF=1, (B.2.9)
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so folgt
F = (detF)AF' mit detF'=1. (B.2.10)
Definiert man mit .
F = (detF)Y/3gradX
(det F)™ gra (B.2.11)
= GradX
einen Operator
Grad(...) = (det F)Y3 grad (...), (B.2.12)
dann gilt mit (B.2.10)
GradF ' = (det F)Y/? grad [(det F)Y/3 F~1] (B.2.13)

und daraus mit der Identitét (A.2.9) und den iiblichen Rechenregeln
GradF ' = (det F)?/3 [grad F~! — IF '@ (FgradF ). (B.2.14)

Das Paar (Ffl,Gradffl) besitzt die Eigenschaften (B.2.3). Mit (B.2.10) ist (B.2.3);
offensichtlich. Die Kontrolle der Eigenschaften (B.2.3), fithrt auf

(F GradF )t = (detF)"3 [(F grad F 1)L —

1 pT -l T 11711 (B.2.15)
—H{F'[F '@ (F'grad F )] H].
Die Anwendung der Identitét (A.1.22) zeigt:
(F GradF )L = (detF)3 [(F grad F~!) —
—I(F"-F ) (F'grad F')L] (B.2.16)
=0 q.ed..
Dennoch ist . .
(F ,GradF ) ¢U,, (B.2.17)
da »
GradF #+ (Gradffl)T (B.2.18)

nicht die Gruppe U, € L definierende Symmetrieeigenschaft besitzt, vgl. (B.1.2) sowie
(B.2.14). Daher wird anstelle von (B.2.14) gesetzt:

3

a— 2/3 -1 -1 T -1\17 _
C = (det F)** {grad F alF7 @ (Fgrad F )+ (B.2.19)

— a[F ' ® (F'grad Fil)l]?}.

3
Im Gegensatz zu Grad F~' erfiillt C aus (B.2.19) die Symmetrieeigenschaft

3 3 23

C=C"T. (B.2.20)
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Der Parameter a wird so bestimmt, dafl das Paar

3
H,C)cU, mit H=F" (B.2.21)

die Eigenschaft (B.2.3), erfiillt, d. h.:

3
0o = (FO)r

= (detF)Y/? [(FTgradel)l — a{FTF'® (FgradF1)L]}L - (B.2.22)
— o {FT[F @ (Fgrad P17 1]
Daraus folgt mit den Identitédten (A.1.22) und (A.1.23)

0 = (detF)?[(FTgradF")! — o(F"-F ') (F'grad F~")! —

— a(FT 1. F1) (Flgrad F~1)L], (B.2.:23)
so daf}
a=1 (B.2.24)
und damit aus (B.2.19)
3
C = (det F)?*? {gradF ' — L[F' @ (F'grad F )] — (B.2.25)

23
— 1[F'® (F'grad F )17,
3 _ 3
Somit ist (H, C) € U, mit H geméf (B.2.21) und C geméf (B.2.25) eine zuléssige Wahl
eines Paares der eigentlich unimodularen Gruppe U..
4
Durch Ausnutzung von (A.2.9) kann C aus (B.2.25) leicht in Bowen [1976, G1. (2.6.15)]
iiberfithrt werden. Es gilt

(FfgradF')L = detF grad(detF!)

(B.2.26)
= —(det F)"!grad (det F)

und damit:

3

C = (detF)*?gradF~' + 1(detF)"'"3*F~' @ grad (det F) Z (B.2.27)

+ 1 (detF)"'3 [F! ® grad (det F)]”, q.e.d..

B.3 Die eigentlich orthogonale Gruppe O,

Die eigentlich orthogonale Gruppe
O.elU.e L (B.3.1)
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ist die Menge aller das innere Produkt zweiten Grades erhaltenden Abbildungen (second-
grade inner-produkt preserving, vgl. Cross [1973, Abschnitt 4.2])

(H,C) €0, (B.3.2)

mit der Eigenschaft
3 3 23
(H,O)T = (H,CT)
(B.3.3)

= (H, é)—l = (H—l,é—l).

Die Eigenschaften (B.3.3) beinhalten, dafl das jeweilige transponierte Element gleichzeitig
inverses Element ist. Demzufolge ist gemé8 (B.1.13),

3 3 23 3
(H,C) o (H",C") = (I,0) (B.3.4)
und daraus mit (B.1.14)
I = HH,
3 3 23 23 3 23 (B35)
0 = [(CH')PTH'PT 4+ (HCT),

so dafl mit (A.1.32) und (A.1.33)

C— —{[H(CHBRIHTS. (B.3.6)

(B.3.6) kann jedoch nur fur
33
C=0 (B.3.7)

erfiillt werden, so daf§ die orthogonale Gruppe nur Elemente
(H,0) €O, mit H'=H" (B.3.8)

enthélt.
3 3 23
Die Beziehung (B.3.7) kann auch direkt aus der Symmetrieeigenschaft (C = CT) ge-
schlossen werden, da
3 3 23 3

C'=C"=C (B.3.9)

3 3
nur fiir C = 0 moglich ist.

Im Sinne einer dem Paar (F, Grad F) € £ vorangehenden Transformation stellt das Paar

3 3
(H,0)=(R",0) €0, mit F=VR (B.3.10)

eine zuldssige Wahl dar.






Anhang C: Tabellen

4 N\
Referenzkonf. von ¢°
Fo (L) Fg)
ES _ %(CS | ) = Sp ( ) Sp
Esp = %(CSP - 1) FSTp () Fsp
Ese = 5(Cs — Cgy)
Es = Eg + Eg
o J
K p .
Zwischenkonf. von ¢*
Twl| w — N ~
= Is = 3(Cs — By
:'/ ;;) Lsp = %(I - Bg;)
: ~ ~
Eﬁntq & FSe - %(CSe -1 )
\ s = Lse + Iy )
4 N\
aktuelle Konfiguration
As =4I - By
Asp = 5(Bge — Bs') | | Fg'()Fs/
As. = L(1I - By
2 > FZ (.)Fs.
As = Ag. + Agy
o J

Tafel C.1: Greensche und Almansische Verzerrungstensoren von ¢°.
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Anhang C: Tabellen

N
Referenzkonf. von ¢°
Ke =11 - Cj
S 2( S )
R B Fsp () Fg
Ky = 5(I - Cg) < -
R Fo! (L )FL!
Ks. = 3 (C5, — C3') o o
R R R
Ks = Ks + Kg,
\ J
A
Zwischenkonf. von ¢
T . ~ N
e Ks = ;(Bs, — Cg)
|| = ﬁSp:%(]/?\’Sp_I )
= | L I 1 -1
. KS@ - 5(1 - Cge)
Ks = Ks. + KSp
Y -
aktuelle Konfiguration
Ks =1Bs — 1)
? . B (OF
Ks, = : (Bs — Bs.)
Fg.' () Fg. '
KSe == %(BSe -1 )

Ks = Kse + Kg

J

Tafel C.2: Karni-Reiner-Verzerrungstensoren von ¢°.
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N
Referenzkonf. von ¢
Fo, ' (..)Fg,
(Es)s = (Ese)s + (Esp)s ~
8 FZ (..)Fs,
(ESp>/S
(ESeX‘;
J
A -
_ Zwischenkonf. von ¢°
B (Ts )y = (Tse)y + Tsp)y
— ~ A~ ~ A~ A~
Lol B Ds, = (Ts,); = 4 (s, + LE)
\ (I‘S€>pA
-
N
aktuelle Konfiguration
Dsz (AS)A = %(LS—FLE) _ .
(Ag,)” - Fs. () Fg.
(Ase)® FZ (..)Fs.
(As)® = (Ase)® + (Asy)®
J

Tafel C.3: Greensche und Almansische Verzerrungsgeschwindigkeiten von ¢°.
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(2 = (2)s — Ly () = (D)L,
4 N\
Referenzkonf. von ¢°
T
Koy = (Ka)y + (Ko -
S)s = Se)s T+ Spls N _ _
(R ) FSpl ( ) ng !
Ksp)s
R
(KSe)S
o k J
N
- Zwischenkonf. von ¢°
| R _ _ _
== (Ks)y = (Kse)y + (Ksp)y
FT(-? L‘O DSP = (Ké‘p)pv = % (LSp + Lgp)
(K56>pv
J
) \
aktuelle Konfiguration
Dg = (Ks)V = L (Ls + L .
(Kse)V F'(.)FI!
(Ks)V = (Kse)V + (Kgp)V
o

Tafel C.4: Karni-Reiner-Verzerrungsgeschwindigkeiten von .
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p
Referenzkonf. von ¢ Fs, (...) Fg“p
‘ — —
ss 75 Fg, (..)Fg "
(S%s (2%
-
A
7 Zwischenkonf. von ¢°
~
Y|
o || = ;
- lhm =5 VS
(7)o (Y)Y
\
p
aktuelle Konfiguration
S . S Fs. (...)F&
T : Y P se () Fs,
(TSHY . (YS)V Fg' () Fg.!

Tafel C.5: Transportverhalten der Spannungstensoren und Translationstensoren von ¢° sowie

deren Geschwindigkeiten.
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Referenzkonf. von ¢°

Fop (...) FE,

on® ot ~
5 _ s F —1 T—1
Sy = detFs (p o +p 8Ese> Fg, (...)Fg,
o’ ot
Z° = detFs (p° F
\ et Fs (p By, " 8E5p> j
K ; \
~ Zwischenkonf. von ¢
|
S || &0
] R
= R o S 0 F
v v Tg:deth(pSivL Fi)
LT:) Tt/) Se 8:[‘56
= S oS ot
YS = detFS(pSierF ? )
N Sp aPSp Y,
4 ‘ N\
aktuelle Konfiguration
o’ ot
Ti = detFs (p° " r
E € S(p aAS@ +p aASe) - FSe () FSe
oS ot F!(.)Fi
Y?® = detF S + F Se Se
\ s (p JAs, "3 Asp) /
Tafel C.6:

Transportverhalten der Stoffbeziehungen fiir die Kirchhoffschen Extraspannungen

und Translationstensoren von ¢°.
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Fop, (...) FZ,

ngl (...) ng*

Zwischenkonf. von ¢*

N aQZJSe
TS _ pS -
E 0S arse

4
(Ts)pv = C. (FSe)pA

p
Referenzkonf. von ¢
SS _ s a,[I)Se
E Pos —5Ese
S 4
(SE)s = Be (Ese)s
-
A
T
|| R
(/) —
=~ lhm
\
p
aktuelle Konfiguration
a,&Se
Tg = pgS aAS€
4
(Tg)v = C. (ASe)A
AN

Fs. (...)FL

J

Fg, () Fg

Tafel C.7: Konstitutive Gleichungen (vereinfachtes konstitutives Modell) fiir die Kirchhoff' schen
Extraspannungen von ¢° und deren Geschwindigkeiten.
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Anhang C: Tabellen

/ N
Referenzkonf. von ¢ . oo 14
(FSp ® FSp)T () (FSP ® FSP)T
4 aQ&Se In
B, = oy ot
0Eg. ® 0Eg,
\ J
|k
S
=
&
ET_:j Zwischenkonf. von <p5
.
wv 4 7 Se
HE_\ 6 _ pS aQwS
Salv) e s = =
~ 8FS€ ® 8FSe
&
&éf
\

(S

aktuelle Konfiguration

ée _ s 82,4}56

‘(

J/

Fge ® Fge)T () (FSe & FSe)T

4 14

A

05 9A 5. ® OAs,

Tafel C.8: Transportverhalten der elastischen Tangenten von ¢ (vereinfachtes konstitutives Mo-

dell).
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